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Resumo

O ensino dos nimeros complexos no ensino médio é caracterizado quase
que exclusivamente com a abordagem algébrica. Os raros momentos onde a
geometria se faz presente é na representagao trigonométrica de um ntmero
complexo. Neste trabalho, apresentaremos algumas aplicagoes dos niimeros
complexos a geometria euclidiana plana com o objetivo de dar um caréter
mais geométrico ao ensino do niimeros complexos. Apresentamos a classica
interpretacao dos niimeros complexos e suas operacoes em termos de vetores
e transformagdes do plano, respectivamente, e aplicamos esse ponto de vista
em teoremas classicos e alguns problemas interessantes da geometria euclidi-
ana plana.

Palavras-chave: Nuameros complexos, geometria, vetores, equagoes al-
gébricas.



Abstract

High school teaching of complex numbers is usually based on an alge-
braic approach. A geometric approach to such subject is rarely adopted and
often limited to the trigonometric representation of complex numbers. In
this work we present some applications of complex numbers to Euclidean
plane geometry, in order to stimulate the adoption of geometric viewpoint
in high school teaching of complex numbers. We introduce the classical un-
derstanding of complex numbers and its operations by means of vectors and
geometrical transformations, respectively, and apply such viewpoint to clas-
sical theorems e some interesting problems of Euclidean plane geometry.

Keywords: Complex numbers, geometry, vector, algebraic equations.
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Introducao

A edicao de nimero 47 da Revista do Professor de Matemaética trata de
um problema geométrico denominado de "problema da ilha do tesouro"cujo
enunciado é o seguinte:

Dois piratas decidem enterrar um tesouro em uma ilha. Escolhem, como
pontos de referéncia, uma drvore e duas pedras. Comecando na drvore, me-
dem o niumero de passos até a primeira pedra. Em sequida, dobram, sequndo
um dngulo de 90°, a direita e caminham o mesmo nimero de passos até al-
cangar um ponto, onde fazem uma marca. Voltam a drvore, medem o nimero
de passos desde a drvore até a sequnda pedra, dobram a esquerda, sequndo
um angulo de 90°, e caminham o mesmo nimero de passos até alcancar um
ponto, onde fazem outra marca. Finalmente, enterram o tesouro exatamente
no ponto médio entre as duas marcas. Anos mais tarde, os dois piratas voltam
a ilha e decidem desenterrar o tesouro, mas, para sua decepcao, constatam
que a drvore nao existe mais (o vento, a chuva e os depredadores a haviam ar-
rancado). Entdo um dos piratas decide arriscar. Escolhe ao acaso um ponto
da ilha e diz: "Vamos imaginar que a drvore estivesse aqui”. Repete-se entao
0s mesmos procedimentos de quando havia enterrado o tesouro: contam-se
0s passos até a primeira pedra, dobra a direita, etc., e encontra o tesouro. A
pergunta é: esse pirata era sortudo ou um matemdtico?

O problema em si ja é bem interessante, mas o que mais nos causou sur-
presa foi a utilizacao dos niimeros complexos na sua resolucao. Tal surpresa
tem origem no formato usual com o qual os ntimeros complexos sao apre-
sentados nos livros didaticos e nos cursos de ensino médio. Por mais que se
tenha uma representacao geométrica para um complexo ou até mesmo seu
conjugado, acaba-se nao dando continuidade a tal abordagem e a interpre-
tagao geométrica das operacoes entre complexos, bem como os problemas de
complexos aplicados & geometria, ficam deixados de lado em favor de uma
abordagem totalmente algébrica.

O problema da ilha do tesouro foi, certamentente, o problema que nos
motivou a buscar mais informagoes sobre essa maravilhosa relacao entre os
ntmeros complexos e a geometria e que culminou com a realizacao desse tra-
balho, cuja estrutura é a seguinte:
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No primeiro capitulo, apresentaremos alguns fatos histéricos sobre o sur-
gimento dos niimeros complexos bem como a importancia da representacao
geométrica para a total aceitacao dos mesmos. Ja no segundo capitulo, par-
tiremos da definicao algébrica dos nimeros complexos para entao dar uma
representacao geométrica dos mesmos e para cada uma de suas proprieda-
des. No terceiro capitulo, trataremos de algumas nogoes geométricas simples
nessa representacao complexa como, por exemplo, condi¢oes de paralelismo
e perpendicularismo, equacao da reta, semelhanca de triangulos e pontos no-
taveis de um triangulo. Tais nogoes serao fundamentais para a demonstragao
de quatro teoremas da geometria plana que constituem o quarto capitulo. A
saber: Teorema de Napoledao, A Reta de Euler, o Circulo dos Nove Pontos
e o0 Teorema de Morley. Por fim, no quinto capitulo, apresentaremos cinco
problemas de geometria plana que podem ser abordados no ensino médio e
resolvidos facilmente com a utilizagdo dos nimeros complexos.
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1 Uma Breve Historia Sobre os Nuiimeros Com-
plexos

Nao é incomum que a origem dos ntmeros complexos esteja associada,
erroneamente, a resolucao de equagoes polinomiais de grau dois cujo discri-
minante é negativo. Veremos no decorrer do texto que foram as equagoes de
grau trés as responsaveis por tal feito.

Historicamente, as equagoes serviam como um modelo matemético para
um problema concreto ou até mesmo geométrico. Dessa forma, se no processo
de resolucao surgisse uma raiz quadrada de nimero negativo, a interpretacao
era que o problema proposto nao tinha solucao, como o que aparece, por
exemplo, na Arithmetica de Diophanto (275 d.C.).

Problema 1.1 Determinar os lados de um tridngulo retangulo de drea igual
a 7 e perimetro iqual a 12 unidades.

Resolucao: Chamando de = e y os comprimentos dos catetos, temos:
L=Te a?+y*=(12—z—y)>

Desenvolvendo a segunda equacao e substituindo nesta y = 1;4, temos:

| 43+/—167

241* — 1722+ 336 = 0 =z = 1

Nesse ponto, Diophanto observa que s6 poderia haver solucao se (%)2 >
24.336. Nesse contexto, nao se faz necessario introduzir um sentido a expres-

sao /—167. Concluindo entao que tal tridngulo nao existe.

Ao longo do tempo, varios outros matematicos se depararam com questoes
dessa natureza, entre eles, Cardano. Em seu livro Ars Magna, publicado em
1545, ha o seguinte problema:

Problema 1.2 Dividir um segmento de comprimento 10 em duas partes cujo
produto seja 40.

Resolugao: Chamando de x o comprimento de uma das partes, a outra tera
comprimento 10 — x, assim:

2(10 — ) = 40 <= 2* — 102 + 40 = 0,
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cujas solugoes sao x = 5 £ /—15.

Assim como seus antecessores, Cardano também considera que o pro-
blema nao tem solugao, porém, nesse caso, ele da um passo a mais.

"Cardano reconhece que o problema dado nao tem solugao mas, talvez a
titulo de curiosidade, observa que, trabalhando com essas expressoes como
se fossem numeros, deizando de lado as torturas mentais envolvidas e mul-
tiplicando 5 + \/—15 por 5 — \/—15, obtém-se 25 — (—15), que € igual a 40.
Em consequéncia, ele chama essas expressoes de raizes sofisticas da equagao
e diz, a respeito delas, que sao tao sutis quanto initeis."(MILIES, 1993).

Também em Ars Magna ha a publicacao daquilo que provavelmente, se-
gundo EVES (2008, p.302),"[...|] tenha sido o feito matemético mais extraor-
dinério do século XVI, a descoberta, por matematicos italianos, da solucao
algébrica das equagoes cuibicas e quarticas.|...]"

No caso das cibicas, o livro traz um método para resolver equagoes da
forma 2% + px + ¢ = 0. Conhecida como férmula de Cardano-Tartaglia, uma
das solucoes da cubica, posta em notagao moderna é:

3l q @ PP sl q ¢ p
x_\/2+\/4+27+\/2 Vi "o

O fato é que tal formula dava a solucao para algumas equacoes, mas no
chamado "caso irredutivel", quando a equacao possui as trés raizes reais, o
método acarreta em operar com o que chamamos hoje de niimeros complexos.

"Cardano observou esse problema, mas parece nao ter sabido o que fazer
a respeito. Ele o menciona duas vezes em seu livro. Na primeira, diz que
esse caso precisa ser resolvido usando um método diferente a ser descrito em
outro livro (em edic¢ao posterior, em vez disso, ele se refere a um capitulo des-
crevendo artificios que poderiam ser usados para resolver certas equagoes).
Na segunda vez, ele escreveu: "Resolvendo y* = 8y + 3, de acordo com a
regra precedente, eu obtenho 3". Isso deve ter intrigado qualquer leitor que

_ 1805»
108

tentasse obté-la "de acordo com a regra", pois o calculo envolvia
(BERLINGHOFF; GOUVEA, 2010, p.182)
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Foi Rafael Bombelli (1526 — 1573) o primeiro a propor uma solugao para
essa questao. Em 1572, Bombelli, que era discipulo de Cardano, publica
L’Algebra. Em sua obra de trés volumes, ele resgata os mesmos assuntos de
Ars Magna, porém de uma forma mais clara e organizada. Ao retomar o
estudo da equacao de grau trés, Bombelli considera a equacao x® = 15z + 4
e, ao aplicar a formula de Cardano-Tartaglia, obteve:

= (/2 + Vo121 + (/2 - V121

Assim como Cardano, ele chamou a expressao de sofistica, porém, per-
cebendo que x = 4 é uma solucao da equagao proposta, cogita que tal valor
esta implicito na equacao obtida e que é possivel dar um sentido a expres-
sao 2 + +/—121. Pensando nisso, Bombelli propés um conjunto de regras e,
operando com elas, mostrou que

VItV =2+ VT e 2 V-T2l =2- V1,

concluindo que

T=24+vV—1+2—v—1=4

é uma solucao da equagao.

Nasce entao uma situagao em que, apesar da presenca de radicais nega-
tivos, existe uma solugao para a equagao dada.

Segundo MILIES (1993), "Bombelli percebeu claramente a importéncia
desse achado. Ele diz: Fu achei uma espécie de raiz cibica muito diferente
das outras, que aparece no capitulo sobre o cubo igual a uma quantidade e
um numero. ... A principio, a coisa toda me pareceu mais baseada em so-
fismas que na verdade, mas eu procurei até que achei uma prova... . Isto
pode parecer muito sofisticado mas, na realidade, eu tinha essa opinido, e
nao pude achar a demonstra¢ao por meios de linhas [i.e. geometricamente],
assim, tratarer da multiplicacao dando as regras para mais e menos.

A partir do trabalho de Bombelli, os nimeros complexos passaram a ser
usados como "algoritmos que funcionam"para resolver equagoes polinomiais
de grau 3. Porém havia uma grande dificuldade de se admitir a existéncia
dos complexos devido ao fato da auséncia de uma representacao geométrica
ou interpretacao fisica dos mesmos. A representagao geométrica dos nime-
ros complexos mediante pontos do plano foi fundamental para sua aceitacao.
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A jornada em busca de tal representagao foi longa e ardua. Comegou em
1673 com o matematico inglés J. Wallis (1616 — 1703) passando por diver-
sos matematicos, entre eles L. Euler e C.F.Gauss, este ultimo como grande
responsavel pela aceitacao da representacao geométrica, e terminando em
1833 com a formalizacao total dos complexos pelo matemético irlandés W.
R. Hamilton (1805 — 1865).

16



2 Numeros Complexos

2.1 O corpo C

Definicao 2.1 Um nimero complexo z € um par ordenado de nimeros reais
z = (z,y) satisfazendo as sequintes regras de manipulagdo para soma e o
produto:

o 2+ 2z = (z1,51) + (22,92) = (71 + 22, Y1 + 1)
o 2122 = (z1,41) (T2, ¥2) = (2172 — Y1Y2, T1y2 + Y122).
A soma e o produto tém as seguintes propriedades:

e comutatividade:

21+ 29 =20+ 21 € 212 = 2927.
e agssociatividade:

(214 20) + 23 = 21 + (22 + 23) € (2122)23 = 21(20223).
e (0,0) é o elemento neutro aditivo:

z 4 (0,0) = z para todo z complexo.

e (1,0) é o elemento neutro multiplicativo:

2.(0,1) = z para todo z complexo.

e existéncia do simétrico aditivo:

Para todo z = (z,y) existe —z = (—z, —y) tal que z + (—z) = (0,0)

e existéncia do inverso multiplicativo:

Para todo z = (z,y) # (0,0) existe w = (5777, 75) tal que zw =
(1,0).

e distributiva do produto em relagao a soma:

21(22 + 23) = 2120 + 2123.

17



Um conjunto munido de uma soma e de um produto para os quais sao
validas as propriedades anteriores ¢ chamado de corpo comutativo. Dessa
forma, concluimos que os niimeros complexos formam um corpo comutativo
representado pelo simbolo C.

Observe que:
(1,0) + (29,0) = (21 + x2,0)

(21,0)(22,0) = (z129,0).

Esse fato nos permite identificar o namero complexo (z,0) pelo nimero
real x.
(x,0) = x.

Dessa forma o corpo ordenado dos nimeros reais (R) é visto como um
subconjunto dos nimeros complexos (C).

O namero complexo (0, 1) é chamado de unidade imaginaria e repre-
sentado pelo simbolo i.
(0,1) = 1.

Uma propriedade que o niimero ¢ satisfaz é a seguinte:
i? =14 =(0,1)(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (=1,0) = —1.

Nesse sentido, como 2 = —1, podemos escrever i = +/—1.

E facil verificar também que (y,0)(0,1) = (0,%) e, dessa forma,
2= (2,y) = (2,0) +(0,9) = (2,0) + (5,0)(0, 1) = = + yi.

Essa ultima notagao é conhecida como forma algébrica de um niimero
complexo. Chamaremos ao nimero real x de parte real de z e ao niimero
real y de parte imaginaria de z e denotaremos, respectivamente

Re(z) =z e Im(z) =y.

Da definicao adotada, decorre que também podemos representar o nu-
mero complexo z = x +yi como o vetor de origem na origem O do sistema de
coordenadas e extremidade (z,y), isto é, o complexo z é representado pelo

—
vetor Oz, conforme a figura 1.
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O X

Figura 1: Representacao vetorial

Definicao 2.2 Dado um nimero complexo z, chama-se modulo de z e repre-
sentamos por |z|, o nimero real

2] = /22 + 2.

Geometricamente, |z| mede a distancia de z = x +yi a origem (0, 0) do plano
cartesiano, ou seja, mede o comprimento do vetor que representa o complexo
z, como se vé facilmente pelo Teorema de Pitdgoras na figura 2.

@) X

Figura 2: Médulo de um nimero complexo

Defini¢ao 2.3 Dado o complezo z = x + yi o conjugado de z € o nimero
complexo Z = x — yu.

Geometricamente, para se encontrar o conjugado de um ntmero complexo
basta refleti-lo em torno do eixo das abscissas conforme a figura 3.
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2 i

Figura 3: Conjugado de um nimero complexo

Também ¢ facil verificar que sao validas as seguintes propriedades:

® 2+ 2=21+ 2

® 2129 = 2152

SR
o [z122] = [21|2]
o [z[ =[]

o 2z =22

1

z

=l<=z=

®
&

Todo ntimero complexo z = x + yi também pode ser representado das
seguintes formas:

e forma trigonométrica: z = p(cos @ + isend),

onde p é o moédulo de z e § € R, que chamaremos de argumento de z
e representaremos por arg(z), é o angulo que z forma com o semi-eixo
positivo das abscissas medido no sentido anti-horario. Caso 6 € [0, 27/,
chamaremos 6 de argumento principal de z.

e forma exponencial: z = pe?’, onde # € R e p sdo, respectivamente, o
argumento e o modulo de z.

20



2.2 Operagoes entre Complexos
2.2.1 Adigao e subtracao

Ao somarmos ou subtrairmos dois nimeros complexos z; = x1 + Y17 e
29 = T9 + Yot, tratando-os como vetores no plano, obteremos como resultado
um numero complexo z que, geometricamente, é representado pelo vetor soma
z1 + z ou pelo vetor diferenca z; — 29, respectivamente, como mostram as
figuras 4 e 5.

(@) X

Figura 4: Soma de ntimeros complexos

Z1—-22

Figura 5: Diferenca de nimeros complexos

Uma outra interpretacao geométrica que podemos dar para a soma de
nimeros complexos é a translagao. Podemos, por exemplo, olhar para a
imagem do complexo z; + 23 como sendo a translacao da imagem do com-
plexo z5 ao longo do vetor z;. Assim, para transladar uma figura no plano
cartesiano, basta adicionar um mesmo nimero complexo nao nulo a cada
numero complexo associado aos pontos da figura.

21



Considere, por exemplo, o tridngulo ABC cujos vértices A, B e C sao as
imagens dos complexos z4, zg € z¢, respectivamente. Adicionando o nimero
2z = a+bi aos complexos z4, z4 € z¢ ocorre que cada ponto do triangulo ABC
é deslocado de |z| unidades na diregao e no sentido do vetor que corresponde
ao complexo z, como ocorre, por exemplo, na figura 6.

y 4

Figura 6: Translagao de |z| unidades na dire¢ao e no sentido do vetor z

Observe que, dessa forma, a distancia d entre os pontos A e A’ é dada
por:
d= |Z’ = |ZA/ — ZA|.

2.2.2 Multiplicacao

O produto de z; = pi(cosf + isenby) e zo = pa(cos by + isenbsy) é dado
por
2129 = p1p2lcos(by + o) + isen(6y + Os)]

Observe que o vetor z;29 tem modulo igual ao produto dos modulos de z;
e zy e argumento igual & soma dos argumentos de z; e z. Isso significa que
o produto de um ntmero complexo z; = p(cost + isenf;) por um complexo
2o = p(cosby + isenbs), com O, > 0, representa, geometricamente, uma rota-
¢ao em torno da origem de um angulo A5, no sentido anti-horério, no vetor
21, conforme figura 7.

No caso do modulo de z, ser igual a um, ou seja, da forma 2z, = (costy +
isenfy), com 0y > 0, representa, geometricamente, uma rotagdo em torno
da origem de um angulo 5, no sentido anti-horario, no vetor z;, sem alterar
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o seu modulo. Um exemplo importante desse fato é a multiplicagao de um

complexo z pelo complexo i. Como |i| = 1 e o argumento principal de i é

igual a %, o produto zi representa, geometricamente, uma rotagao em torno
s

da origem do vetor z de um éangulo 7, no sentido anti-horério, sem alterar
seu modulo, como na figura 8.

242y y
)
P40y 0,

z

0.+8 1
179

92 04
91 .
(@] X

Figura 7: Produto de nimeros complexos

Zi

Figura 8: Produto de complexos por i
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2.2.3 Potenciacao. Primeira Férmula de De Moivre

Usando a formula da multiplicacao de complexos para z = z; = 25, com
z = p(cos + isenf), o produto zz = 2?2 fica reduzido a

2* = p*[cos(20) + isen(26)].
Essa igualdade é sugestiva e nos induz a dizer que
2" = p"[cos(nf) + isen(nb)]
qualquer que seja n € N.

Proposi¢ao 2.4 (Primeira formula de De moivre) Dado o complexo nao
nulo z = p(cos + isenf), e o nimero inteiro n, temos que

2" = p"[cos(nf) + isen(nd)].

Demonstracgao: Inicialmente provemos que a férmula é valida para n € N,
usando o principio da inducao finita.

i) Se n =0, entao 2° =1 e p°(cos0 + isen0) = 1
ii) Admitamos a validade da formula para n = k — 1:
7 = pFeos(k — 1)0 + isen(k — 1)6)]
e provemos a validade para n = k:
2 =2y = pFeos(k — 1)0 + isen(k — 1)6]p(cos 0 + isenf)

2F = (p* . p)Jcos((k — 1)0 + 0) +isen((k — 1)0 +0)] =
2F = pFlcos kO + isenko)]

Estenderemos agora a férmula para n € Z.

Sen < 0, entao n = —m com m € N; portanto a férmula se aplica para m.

24



1 1
A T T p[cos(mb) + isen(mb)]

cos(mb) — isen(mb)

1
o [cos(mb) + isen(mB)][cos(mb) — isen(mb)]
1 [cos(mb) — isen(mb)]
p™ [cos?(mB) + sen?(mb)]
= p"[cos(nb) + isen(nd)].

= p "[cos(—mB) + isen(—mBb)] =

2.2.4 Divisao

A divis@o de z; = py(costy + isenby) por zo = pa(costy + isenbs) com
29 #0 é dada por

2 &[003(91 — 6y) +isen(6y — 02)].
22 P2

Observe que o vetor 2—; tem modulo igual ao quociente dos modulos de z;
por 29 e argumento igual a diferenca dos argumentos de z; por zs.

Dessa forma, a divisdo de um nimero complexo z; = p(cosf; + isenb)
por um namero complexo zo = p(cosfy + isendy), com 0y > 0, representa,
geometricamente, uma rotagao em torno da origem de um angulo 65, no sen-
tido horario, no vetor z;,conforme a figura 9 .
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Figura 9: Divisao de complexos

Definicao 2.5 Dados trés pontos distintos A, B, C, a medida do dngulo
ortentado do vetor 1@ para o vetor 1@, ¢ dado por

— = arg(8—a) —arg(y - a).

arg

Como aplicacao da divisao de ntimeros complexos, seguem os seguintes
teoremas:

Teorema 2.6 z; e zo sao paralelos se, e somente se, j—; € um numero real

nao nulo.

Demonstragao: De fato,se z; e 25 sao paralelos entao o dngulo entre eles é
da forma km, com k € Z, ou seja, 6; — 0, = k7w e, portanto,

2= Plieos(0) — ) + isen (6, — 0,)] =
22 P2
S &[cos(kw) +isen(km)] =
) P2
S &cos(lm) € R*.
22 P2
Por outro lado, se 2 = B[cos(6h — 02) + isen(6) — 62)] € R, temos que
el—egzkﬂ',kez. ]

Teorema 2.7 z; e z5 sao ortogonais se, e somente se, i—; € 1magindrio puro.

26



Demonstracgao: De fato, se z; e 25 sd@o ortogonais entao o angulo entre eles
¢ da forma § + km, com k € Z, ou seja, ) — 0, = 5 + k7 e, portanto,

S &[005(01 — 03) + isen(6y — 61)] =

22 P2

1Pt m , T

— == —+k —+ k)] =

1 [005(2 + k) + zsen(2 + k)]
21 P1. ™
— = —isen(—= + km),
22 P2 (2 )

que é imaginario puro.
Por outro lado, se 2 = £[cos(0, — 02) + isen(6) — 0)]¢ imaginario puro,

entdo 0, — 0y = = + km, k € Z. [

2.2.5 Raizes n-ésimas de um complexo

Uma das aplicagoes da primeira formula de De Moivre é a determinagao
das raizes de um numero complexo.

Definicao 2.8 Dado um complexo z e um natural n > 1, chama-se raiz
n-ésima de z um niumero complexo w tal que w™ = z.

Se z = 0, é evidente que w = 0 é a unica solucao da equacao w" = z. Ja
para z # 0, temos que w # 0 e para resolver tal equagao vamos inicialmente
escrever ambos os membros da igualdade na forma trigonométrica.

z = po(cos by + isenby) e w = p(cos O + isend).

Como
w™ = p"[cos(nh) + isen(nh)],
ficamos com
p"[cos(nB) + isen(nd)] = po(cos by + isenby).
n| —

Inicialmente perceba que |w |lw|™ = |z|, ou seja, p" = py 0 que implica
1

em p = p§ e a igualdade acima fica reduzida a
cos(nf) + isen(nd) = cos by + isenby.

Da igualdade de complexos segue que
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cos(nf) = cos by e sen(nb) = senby

Como as fungoes seno e cosseno sao periddicas de periodo 27, concluimos
que

0y + 2k
n0 =0y + 2%m e 0= 2T gy
n
Portanto as raizes n-ésimas de z sdo:
Oy + 2km O + 2k

wk:p()%[cos( ) + isen( ), k€Ze0<k<n. (2.1)

n

Exemplo: Raizes ctubicas da unidade

Calcularemos agora as raizes ciibicas da unidade. Para isso devemos en-
contrar os numeros complexos j que satisfazem z,z’ =1.

Para z =1, temos p =1 e § = 0. Assim, pela equagao 2.1, temos:
zp = 13[cos(22) 4 isen(22)], com k = 0,1,2

3 3

k=0= zy = [cos(0

~—

+isen(0)] = zp =1

k=1= 2 = [cos(E) +isen(Z)] = 2z = —1 + %3
k=2= 2zp= [Cos(%”) + isen(%”)] = 29 = —% — \/731
A partir de agora, z; = —% + \/ng serd representada por w. Usando essa

notagio e observando que 27 = 25, as rafzes ctibicas da unidade serdo 1, w e
w?.

As raizes cibicas da unidade representam geometricamente os vértices
de um triangulo equilatero inscrito no circulo de raio unitario centrado na
origem, como mostra a figura 10. Chamaremos esse circulo de S* no decorrer

do trabalho.

Além disso, sao validas as seguintes relacoes:

e W =0

2

Basta observar que w” é simétrico a w com relacao ao eixo Ox.
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oI,

Figura 10: Raizes cuibicas da unidade

e w+w+1=0
Por defini¢ao, w® — 1 = 0 e, portanto, (w —1)(w* + w + 1) = 0.

Como w # 1, temos w? +w + 1 = 0.
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3 A Geometria e os Numeros Complexos

Apresentaremos nessa se¢ao alguns resultados fundamentais da Geome-
tria Analitica Plana, como equacao da reta e alinhamento de trés pontos.
Denotaremos, até o final do capitulo 4, por «, 3, v, § e 7 0s nimeros com-
plexos associados aos pontos A, B, C, D e H respectivamente.

3.1 Paralelismo e Perpendicularismo
3.1.1 Condicao de Alinhamento de Trés Pontos

Teorema 3.1 Trés pontos distintos A, B, C' do plano sao colineares se, e so-

a a 1
mente se, f:_;g € R*, que equivale a | 3 B 1 |=0.
vyl

Demonstragao: Para que trés pontos distintos A, B e C' sejam colineares
é necessario e suficiente que os vetores AB e AC' sejam paralelos, ou seja,

(B—a)=Ay—a),\ e R".

Dessa forma \ = 2= € R* ¢, portanto
y—o

Lt e -a) - (- -m—0e

- _ « o 1 a a 1
@‘B_O‘ P=0 _pelp-—a B-a 0|=0e|8 3 1|=0. O

TTa yma y—a y—a 0 v 7 1

3.1.2 Equagao da Reta

-

Proposigao 3.2 A equacgao da reta r que passa por A e B, com A # B, é
dada por

da—pB)—Z(a—p)=a@-p)—ala-p), z€C.

Demonstracao: Se z pertence a reta que passa por A e B entao, pelo
Teorema 3.1, g:‘; € R*. Assim:

=]

Z—

B—a

= (z—a)B-a) = (F-)(B-a) =

]

|
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Proposicao 3.3 A equacao da reta que passa por A e B, tais que |a| =
|8l =1 € dada por
z+afz=a+ 0.

Demonstracao: Caso |a] = |f| = 1, o que implica a@ =
equacao da Proposicao 3.2 fica reduzida a

11, - VS S N Y
ZQ;—‘B)—ﬂda'—ﬁ) (a 5) (a—pB) =
b —« b —«

af
z4+afzZ =a+ p.

3.1.3 Equagao da Reta Paralela a uma direcao dada

Proposicao 3.4 A equacio da reta que passa por A na direcao de O? €
dada por

=2 |
=[]l
= Q
=l Ql

Demonstracao: Dados A e O? a equacao da reta que passa por A na
direcao de O? ¢ dada por z — a = Ay, onde X\ € R, logo =2 = 222 ou seja,

2w
2| wl
212
|
=l 2l

O

Proposicao 3.5 A equacao da reta paralela ao vetor zﬁ passando por C €

2@ =) —z(a—B)=v@— ) —F(a—p).
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Demonstracao: De acordo com a Proposicao 3.4, a equagao da reta que
passa por C na direcao de AB é:

que é equivalente a

2= _Z—79
a—f a-p§

3.1.4 Equacgao da Reta Ortogonal a uma diregcao dada

Proposicao 3.6 A equacio da reta ortogonal a O? passando por A € dada
por

z
— + =
v

_|_

=] Ql

o
v

=[]l

Demonstracao: Dados A e O? , a equagao da reta s ortogonal a O? pas-

sando por « ¢é tal que, se z € s entao, segundo o Teorema 2.7, Z;a ¢ imaginario

puro e, portanto, == + Z;a =0, ou seja,

+

=2 |
=2/ wl
=29
=2[| 2l

Proposicao 3.7 A equacio da reta ortogonal a Jﬁ passando por C' €

za—p)+z(a—pB)=~@—-p)+7(a—p).

Demonstracgao: Segundo a Proposicao 3.6, dados A, B e C, com A # B, a
equacao da reta ortogonal &

3.1.5 Equagao da Mediatriz de um Segmento

Proposicao 3.8 A mediatriz de AB € a reta de equacio
2@—p)+z(a—p) = |a]* — 8.
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Demonstracao: A mediatriz de um segmento de extremos A e B, é a reta
que passa perpendicularmente pelo ponto médio de AB. Usando a Proposicao
3.7, temos:

Aa-B)+3a-B) = *L@-B) + (- )

que implica

2@~ B) +Z(a = B) = |af* — |6
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3.2 Triangulos

Estudaremos nas proximas se¢oes deste capitulo alguns resultados funda-
mentais sobre triangulos, como semelhanga e pontos notaveis. Entretanto,
antes de iniciarmos tal estudo, definiremos o conceito de triangulo orientado.

Definigcao 3.9 Um tridngulo OAB, onde O € a origem, € orientado positi-
vamente se existir um complexo z = p(cos 0 +isend), com 0 < 0 < 7, tal que
zao = B.(Figura 11)

Dado um tridngulo ABC' qualquer, considere uma translagao que leve um
dos vértices na origem, por exemplo C, obtendo entdo um novo tridngulo
OA'B’. O triangulo ABC' serd orientado positivamente se o tridngulo OA'B’
o for.(Figura 12).

Diremos que um triangulo qualquer € orientado negativamente se nao for
orientado positivamente.

7

»
-
X

Figura 11: Triangulo OAB orientado positivamente

[
-
X

Figura 12: Triangulo ABC' orientado positivamente
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3.3 Semelhanca de Triangulos

Definicao 3.10 Dois tridngulos Nz1z023 € Awiwows sao semelhantes, e de-
notamos

Azlzgzg ~ Awlwgwg
se, e somente se, o dngulo do vértice z, € congruente ao dngulo do vértice
wg, para k =1,2,3.
Caso os triangulos tenham orientagoes opostas, denotaremos

Dz 2923 ~op DWIWWS3.

Teorema 3.11 Azjz923 ~ Awjwaws < 2=2 — L2-W1
zZ3—21 w3 —w1
Z1 W1 1
Zz wy 1 |=0.
z23 W3 1

Demonstragao: Dois triangulos de mesma orientagao sao semelhantes se, e
somente se, as razoes entre dois lados correspondentes sao iguais e os angulos
formados por esses lados sao congruentes.

22 — 21

zZ3 — 21 w3 — W1 zZ3 — 21 W3 — W1

22 — 21 W — W1

23 — 21 w3 — w1

Z1 W1 1
2mA T gy wy 1] =0
= 9 9 =
23 — 21 W3 —w ze we 1
3 3

Corolario 3.12 Awlwgwg ~op A@lwgwg.

Demonstracao: A reflexao em relacao ao eixo x transforma os ntmeros
complexos wy, we, w3 em wy, Ws, wz. Como a reflexao preserva a medida dos
angulos e segmentos mas inverte a orientacao de triangulos, concluimos que
Awwaws ~q, AW Wows, conforme a figura 13.
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Corolario 3.13 A212223 ~op Awlwgwg, e

Demonstracgao:

Y|

=

22”21 __
z3—21
21 El 1
Zo W9 11=0
z3 w:g 1

Figura 13: Awlwgwg ~op A@lwgwg

w2 —wy

w3—w1

Aw1m2w3 ~op Awl’LUng e A212223 ~op AU){LUQUJg <~ Azlzgzg ~ Awlwgwg.

3.4 Caracterizacao de Triangulos Equilateros

Teorema 3.14 O Az12923 € equildtero se, e somente se,

ou

2+ wze +w?z =0

21 + w?ze +wzs = 0.

Demonstracao: Az;zy23 € equilatero se, e somente se,

Azy 2925 ~ ANlww?
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ou
DNz 2923 ~op ANlww? = Az2923 ~ Alw?w.

O primeiro caso de semelhanga ocorre se, e somente se,

71 1 1
72 w 1|=0<=2(w—w?)+ 2w —1)+2z(1-w)=0.
73 CL)2 1

Multiplicando-se ambos os membros da igualdade anterior por w, temos
21(w? — W) + 2(W* — w) + 2z3(w — W?) =0,
como w? = 1, temos:

—2 — W2y — w2z 4+ 2w + 29 + z3w = 0 <=

2 1 3 2
—2 —wz — w3+ — (21w + 2w + 3w?) =0 <=
w

1
(; —1)(21 + wz + w?z) = 0.
Como % — 10, seque que

21 + wze + w?z3 = 0.

O segundo caso de semelhanca ocorre se, e somente se,

71 1 1
72 w1 |=0<=2(w?—w)+2w-—1)+ 21 —w?) =0.
Zz3 w 1

Multiplicando-se ambos os membros da igualdade anterior por w, temos
21 (W — w?) + 2(w? — w) + 2z3(w — W) =0,
como w3 = 1, temos:

—w?2 — w2 — 23+ 2+ Wi +wey =0 <=

1
—;(zl +wlzy Fwzs) + (21 + Wl +wz) =0 <=

1
(1-— ;)(21 + w?z + wzz) = 0.
Como 1 — % # 0, seque que

21+ w222 + wzg = 0.
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3.5 Pontos Notaveis de um Triangulo
3.5.1 Circuncentro

Teorema 3.15 As trés mediatrizes de um tridngulo se encontram em um
unico ponto chamado circuncentro do triingulo.

Demonstracgao: Sejam A, B, C os vértices do triangulo. Entao, pela Pro-
posicao 3.8, as mediatrizes dos lados AB, AC' e BC sao, respectivamente:

z2(@—B) +z(a— ) = |a]* — 8% (3.3)
d(F—a) +z(y — ) = 7> = |of’ (3.4)
2(B—7)+z(B—7) =8 - [ (3.5)

Observe que a soma de quaisquer duas das equagoes anteriores resulta na
restante. Isso significa que a solucao de duas dessas equacoes, caso existam,
também é solucao da terceira. Como duas mediatrizes sempre se intercep-
tam, concluimos que as trés mediatrizes se interceptam em um tnico ponto.

Encontraremos agora o circuncentro do triangulo. Para tanto, resolvere-
mos o sistema obtido com as equagoes (3.3) e (3.4).

Isolando Z na equagao (3.4), temos:

__bP-loP—:G-a
V- a '

Substituindo-se Z em 3.3, obtemos:

=B+ (20T ) = o o~

B)(y—a)+(a=B) (" —laf*) —z(a=B)(T—a) = (v—a)(lal*—|8]*) =

z(@—p
z(ay—aa—By+Pa—av+aa+py—pa) = (v—a)(lal*~[8*)—(a=B) ([’ ~|al*) =
zfa(y=B)+B(a=7)+7(8—a)] = (y=a)la* = (y=a)|BF = (a=B) [/ +(a=B)|a]* =
zfaly=B)+Bla—7)+7(B—a)] = lalP(y= ) + 8=+ W (B—a) =
_JoP = 8) + [8Pa = 9) + (8~ o) 56
a(y—B)+B(a—7)+7(B—a)
0
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3.5.2 Ortocentro

Teorema 3.16 As retas suportes das trés alturas de um tridngulo se encon-
tram em um ponto chamado ortocentro do tridingulo.

Demonstracao: Sejam A, B e C' os vértices de um triangulo. De acordo
com a Proposigao 3.7, a reta suporte da altura relativa ao vértice A é dada
pela equagao:

2B -7 +2(B ) =aB-7)+a(B—) (3.7)
Procedendo-se de modo analogo, as retas suportes das alturas relativas
aos vértices B e (' sao, respectivamente:

2@-7) +2(a—7) =p@—7) +Bla—); (3.8)

2@—B) +3(a - B) =1@-B) +7la - B (3.9)

Observe que qualquer uma das trés equagoes é combinacao linear das ou-
tras duas. Isso significa que a interseccao de duas retas também pertence a
terceira, ou seja, as retas suportes das trés alturas do tridangulo se encontram.

Vamos determinar o ortocentro para o caso particular em que o triangulo
esté inscrito em uma circunferéncia de centro na origem e raio r. Nesse caso,

ja] = |8] = |y =r, logo @ = =, B = %, 5 = . Usando essas relagdes e
isolando Z na equacdo (3.9), temos:
AE-Dyrza-p =2 - D+ g e
2t 1 za-p =+ D e
@-9)E- 2 =-H -2
7= 7’2(% - 07_6 %) (3.10)

De modo andlogo, isolando Z na equagao (3.7), temos:
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1
2:7“2(——i ©

- 57+6_’y>' (3.11)

Substituindo-se (3.10) em (3.11), obtemos:

7+z):2<l_a z>

2 —_— —_— —_—
AL L WA N

1
Y

Multiplicando-se ambos os membros da equacao anterior por O;—@”, ficamos
com:
af —V4+yz=py—a*+az &

(a=7)z=af—pfy—7"+o’ &
(a=7)z=pa-7)+(a=—y)(a+v) &
z=a+B+. (3.12)

3.5.3 Incentro
Teorema 3.17 As bissetrizes internas de um tridngulo se encontram em um

unico ponto chamado de incentro do triangulo.

Demonstracao: Considere, sem perda de generalidade, que o triangulo
A1 B,C] esteja inscrito em ST e que o vértice A; tenha coordenadas (1,0) no
plano cartesiano. Considere ainda que:

m(ZAlOBl) = 291, com 0 < 91 < TT;

m(AAlOCl) = 292, com — 1w < 92 < O,
m(ZBlOCH) = 293, com 93 =7+ 92 — 01.

Sejam Ay, By e C5 os pontos de interseccao entre as bissetrizes internas

S angu e vértices A;, By e () riangulo e a circunferéncia res-

do los d tices Ay, By e C; do t lo c fi St res
pectivamente, conforme a figura 14.
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Figura 14: AA;B;C} inscrito em S?!

Observe que:

m(éAlOC’2) == m(ZCQOBl)

Esse fato nos permite usar a interpretagao geométrica do produto de ni-
meros complexos e concluir que 3 = (12)? e 7 = (f9)%

Como arg(ag) = m(£LA10Ay) =201 + 05 =1+ 03 — 61 e |as| = 1, temos
que:

g = cos(m + 0y — 01) +isen(m + 0y — 0)) <= g = —Ba)s.

Utilizando a Proposicao 3.3, as equagoes das retas que contém as bisse-
trizes internas do tridangulo ABC sao:

z— Py =1 = Pays (3.13)
2= (B2)*797 = (B2)? + (3.14)
2= B2(12)*Z = B2 + (1) (3.15)

Mostraremos agora que as trés retas se intersectam em um tnico ponto.
Para tanto, vamos mostrar que a solucao de duas delas também ¢ solucao da
terceira.
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Subtraindo as equagoes (3.15) e (3.14), temos:

1 By +75 +1
Ba + 2 + ZzﬁzﬂL%Jr '

z =
Baya Baye
Como |B3| = |72| = 1, temos que [y = é ey = % Assim, z é dado por:
_ B+t
2251—2_1 = 2=+ 72— Pav2
2

Substituindo em (3.13) os valores encontrados para z e Z, temos:

Boya (B + 72 + 1)
Bay2

2 — Boy2Z = Ba+ 2 — Baya — =1— Bava.

3.5.4 Baricentro

Teorema 3.18 As trés medianas de um tridngulo se encontram em um ponto
chamado baricentro do tridngulo.

Demonstracgao: Considere um AABC qualquer. As equagoes paramétricas
das medianas relativas aos vértices A, B e C, com 0 < t < 1, sdao dadas
respectivamente por:

z=(1-t)a+t(H2);
z=(1-1)8+t(*3);
2= (1—t)y +t(=£E).

Fazendo t = % para cada uma das equacoes anteriores, obtemos

2= %ﬁﬂ (3.16)

Dessa forma, concluimos que as trés medianas se interceptam em um
dnico ponto. O
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4 Aplicagcoes a Geometria Plana

Nesse capitulo, utilizaremos alguns resultados obtidos anteriormente para
demonstrar quatro teoremas da geometria euclidiana plana. Nos Teoremas
4.1 e 4.4 usaremos novamente o nimero complexo w, definido no final do
segundo capitulo.

4.1 Teorema de Napoleao

Teorema 4.1 (Teorema de Napoleao) Se sobre cada lado de um trign-
gulo qualquer tragarmos um tridngulo equildtero, externamente ao tridngulo
dado, entao os centros desses trés tridngulos equildteros determinam os vér-
tices de um triangulo equildtero.

Demonstracao: Sejam A;, Ay, A3 os vértices do triangulo dado e A By A3z As,
ANA3By Ay e AAs A Bs todos triangulos equilateros com a mesma orientagao
que Alww?. Sejam também C), Cs, Cs, respectivamente, os centros desses
triangulos equilateros, conforme a figura 15.

Figura 15: Teorema de Napoleao

De acordo com o Teorema 3.14, sao validas as seguintes equagoes:

B1 + wag + w?ay =0
(0% ~|—w62 —|-OJ2041 =0
a9 + wag + w?Bs =0

Ainda segundo o Teorema 3.14, para que AC;C,C5 seja equilatero, os
complexos 71, Yz, V3 devem satisfazer v, + w~y, +w?y3 = 0. Usando a equacao
(3.16), temos:
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2

1 w w
71+W72+W273=5(51+a3+042)+§( 3+52+041)+?(042+041+53) =

1
- 5[(51 + wag + was) + (a3 + whs + war) + (g + way + w?fBs)] = 0.
OJ

4.2 A Reta de Euler

Teorema 4.2 (A Reta de Euler) Em todo triangulo nao equildtero, o or-
tocentro, o baricentro e o circuncentro estao alinhados.

Demonstragao: Inicialmente, suponha que o triangulo ABC esteja inscrito
em uma circunferéncia A de centro na origem e raio r.Dessa forma, de acordo
com a equagao (3.12), o ortocentro D desse tridngulo é dado por:

d=a+pB+7.

Passemos agora para o caso geral. Sejam D, Dy e D3 o ortocentro, o
circuncentro e o baricentro, respectivamente, de um triangulo ABC' inscrito
em uma circunferéncia de raio r. Transladando os pontos A, B e C' pelo
vetor m, onde O é a origem do plano cartesiano, obtemos os complexos
a — 0y, B — 09 € 7 — do, que pertencem a uma circunferéncia A de centro na
origem e raio 7.

Como a translacao é uma isometria, ou seja, preserva as distancias e os
angulos, o ponto correspondente ao complexo §; — dy seréd o ortocentro do
triangulo cujos vértices correspondem aos complexos a — dg, B — 9y € 7 — Js.
Dessa forma, de acordo com o resultado anterior, temos:

51—(52204—(524-5—(524—’7—62<:>51—52:Oé+6+’7—352
Como, de acordo com a equagao (3.16), 363 = a + 5 + 7, temos:
51 —52 = 3(53 — 352 < 51 —52 = 3(53 —52),

ou ainda,

DyD; = 3Dy Ds.

Dessa forma, o ortocentro, o baricentro e o circuncentro estao alinhados.

O
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4.3 Circulo dos Nove Pontos

Teorema 4.3 (Circulo dos Nove Pontos) O circulo que passa pelos pés
das alturas de qualquer tridngulo passa também pelos pontos médios dos lados

e pontos médios dos segmentos que unem os vértices ao ortocentro desse
triangulo.

Figura 16: Circulo dos nove pontos

Demonstracgao: Dado um triangulo ABC qualquer, podemos supor, por
semelhanca e sem perda de generalidade, que o mesmo esteja inscrito em S*.
Dessa forma, temos que |a| = |5 = |y| = 1.

Inicialmente, vamos utilizar a equagao (3.6) para determinar o centro
D do circulo que passa pelos pontos médios dos lados do triangulo ABC.
Como os pontos médios em questdo sio representados por <2 21 o 1ta

2 0 2 2
substituindo-os na equacao (3.6), obtemos que o complexo associado ao ponto

D é:

PO o o o o o B G i 5 O
(S5 = 55 + (B - 58 + (552 - 57)
5= CEEDE) + EDEE) + (P EF ()
() + (EDF) + () ()
s_ L@t HEB-a)ath)+FE+0 =B+ + @+ 7=ty
: @+B)(B )+ F+7 =) + @ +7)(a—7)
s_ L@t B+ N@+B)(B—a)+E+D0 -+ @+N=7)]

2 @+P)(B—a)+(B+7)(v =8+ @+7) (=)



a+ B+
—

Observe que, conforme a equacao 3.12, o complexo n = « + [ + y repre-
senta o ortocentro H do triangulo ABC e portanto ¢ = 1.

5=

Calcularemos agora as distancias di, dy, d3 do ponto D aos respectivos
pontos médios de AH, BH, C'H. Essas distancias sao:

a+n 7 o] 1
9 9 2 2
2 2 2 9 2
ot m|_hl_1
3 2 9 9 9

Resta agora determinar a distancia de D aos pés das alturas do triangulo
ABC e, para tanto, devemos determinar inicialmente esses pontos.

O pé A, da altura relativa ao vértice A é dada pela interseccao da reta
suporte de BC' com sua perpendicular passando por A. As equagoes dessas
duas retas sao dadas respectivamente por:

2(B=7) 2B =) =B -7 -7 -7 (4.1)

2B=7)+Z(B—v) =aB-7) +a(f—1) (4.2)
Somando (4.1) e (4.2), obtemos:

22(B=7)=(a+7)B-7+@—-7)(B—7) =

_ L B L, y—a BB -7
2=l + @ DE=D] =5l + (D =
2= 3l + (D] = 3la+ )+ D)
z:%[a+6+7—%]=%[77—%y]=042-
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Analogamente, mostramos que os pés By e Cy das alturas relativas aos
vértices B e (' sao, respectivamente:

Ba = %[77 - %];
1 af
Ve = 5[77 - 7]

Finalmente, calcularemos as distancias dy, ds, dg do ponto D aos pontos
Ao, By e (s, respectivamente. Essas distancias sao:

O 1 O /= o | S ) B
4 279 2 2 2 2] 2

7 nooay n ary 1
d_ —_——l=--—- — — — = |l——| = —:
=151 =g 28 2 28| 2’
o= |2 =228 _mf | el _ L
SR T2l T2 2y 2 v | 2

Como os noves pontos citados no Teorema sao equidistantes do ponto D,
concluimos que existe um circulo que passa por esses nove pontos. O
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4.4 O Teorema de Morley

Teorema 4.4 (Morley) A intersec¢ao dos pares adjacentes das trissectri-
zes dos dngulos de um tridngulo sao vértices de um tridangulo equildtero.

Figura 17: Teorema de Morley para o caso das trissectrizes internas

Demonstragao: Primeiro vamos provar o teorema no caso das trissectri-
zes internas. Para tanto, vamos considerar, sem perda de generalidade, que
o triangulo ABC esteja inscrito em S', que o vértice A tenha coordenadas
(1,0) e que Ay, Ay, By, By, C1, Cy sao os pontos onde as trissectrizes inter-
nas do triangulo ABC intersectam a circunferéncia S', conforme a figura 18.
Considere ainda que:

2
m(LAOB) = 30y, com 0 < 0 < %;

2
m(LAOC) = 30y, com — ?ﬂ < By < 0;

2
m(£BOC) = 365, com 0 = ?” Y0y — 6, > 0.

Observe que os argumentos dos complexos oy e as sao:

2
arg (a1) = 03+ 36, = 05 + 20, + g
41
arg (ag) = 203 + 30, = 205 + 0, + 3
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Figura 18: Interseccao das trissectrizes dos dngulos internos do AABC' com
o circulo S*

Assim, usando a interpretacao geométrica da multiplicagao, podemos con-
cluir que 75 = 7% e B = (7. Dessa forma os complexos a; e ay, ficam
exXpressos por:

o = Biviw
e
Qg = 5%71%
De fato,
v1 = cos by + isenby,
73 = cos 20, + isen26,
B = cos By + isends,
3?2 = cos 205 + isen20s.
Assim:

2 . 2m

a; = cos(fy + 201 + ?) +isen(fy + 26, + g) Q= 517fw-
4m , 4m 9

g = cos(20y + 0, + ?) +isen(20y + 60, + ?) = ay = finw.

Sejam Dy, Dy, D3 os pontos onde as trissectrizes internas do tridngulo
ABC se intersectam, conforme a figura 19.
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Utilizando a Proposicao 3.3, as equagoes das trissectrizes adjacentes dos
angulos B e C sao:

z+ ﬁl%z = 5% + Vig’ (4-?’)

2+ Bz = B+ (4.4)
Fazendo (4.4) — (4.3), obtemos:

Ezﬁf’vw% Pi— Bt p-
B3yt — By Biv: — B3

Como |B1| = |11 = 1, temos que f, = L e 7, = L. Assim, o ponto D; é
representado por
Bl =B =’ m+mw Bt — B
51_371 - By ? _3 — b
— 1) (B} + By +F) = Bin(f B1>
— b
61 = By + B +71) — Bim (B +m).

—

5 = =0 =

51 — (’71

De modo analogo, obtemos 5 € d3.

1+@2‘12—6ﬁ—vf By + fiw—m — 5

09 = 5y =

BT W= B = Prw—1 =
_ NG = 1) = fi(Bf —w)
% = w(Br — w?) =
5 — Y1(B1 — w?) (B} + frw® +w) = (B + w?) (B — w?) —
2 w(f — w?)
2 = W[ (B + Biw® +w) — Bi(B1 + w?)],
e

5y = 1+ﬂ11 Cw™! Bl _”Yf — by = 51’71""710) _71 51<:>

517 w™ _/3111_3 nw? —1
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ﬁl(ﬁ’ —1)— %(712 - WQ)

03 = 2 — w) —
5. = B w7 + nw +0?) —nn —w)(n +w)
° w?(11 — w)

3 = w[Bi(7f + nw + w?) — n(n +w)].

Figura 19: Intersecgao das trissectrizes internas do A ABC

Resta agora mostrar que os pontos Dy, Dy e D3 sao vértices de um tri-
angulo equilatero. Para isso, segundo o Teorema 3.14, basta mostrar que
61 + w52 +w2(53 =0 ou (51 +w252 —|—W63 =0.

(51 + w52 + w253 =
(B; + Bivi + 7 — Bim — Bint) + (nBi + Binw” + yw — B — Bw’)+
+(B171 + Binw + Biw? — 7 — yw) =
Bim + binw + finw® = Bin(l 4+ w + w?).
Como 1 + w + w? = 0, concluimos que §; + wdy + w?d3 = 0 e o teorema

fica demonstrado para o caso das trissectrizes internas.

Para o caso das trissectrizes externas, vamos observar inicialmente que a
trissectriz externa adjacente a um lado forma um angulo de medida Z com
a trissectriz interna adjacente a esse mesmo lado. De fato, pois se 6; for a
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medida do angulo e 6, a medida do angulo externo adjacente, temos, por

definicao, que

61 6,
Oy + 0y = 1 — = 4 22 -
P 3 3 3

Usando esse fato e lembrando que em um circulo a medida do angulo
central é igual ao dobro da medida do &ngulo inscrito, temos que a trissectriz
do angulo externo com vértice em B, adjacente a AB, intersecta S no ponto
H tal que n = fw.

De fato, m(£B\BH) = § <= m(£B,OH) = 2. Dessa forma, usando o
significado geométrico da multiplicacao de ntimeros complexos, temos que

2 2
n = P1(cos g + sen%) = [w.

De modo anéalogo, temos que:

e a trissectriz do angulo externo com vértice em B, adjacente a BC),
intersecta S! em 2w?;

e as trissectrizes dos angulos externos com vértice em A, adjacente a AB
e AC, intersectam S', respectivamente, em (5,vi e Syiw;

e as trissectrizes dos angulos externos com vértice em C', adjacente a AC
e BC, intersectam S!, respectivamente, em v,w? e 2w,

Sejam D1, Do, D3 os pontos de interseccao dos pares de trissectrizes exter-
nas adjacentes dos dngulos de vértices Be C, C e A e A e B, respectivamente.

Utilizando a Proposicao 3.3, as equagoes das trissectrizes adjacentes dos
angulos externos com vértices B e C sao:

z+ViBwz = 4 + Biw? (4.5)

2+ Bz = B} + Yiw. (4.6)
Fazendo (4.6) — (4.5), obtemos:
B+ 1w — fiw’ — o _ B+ 7iw— B — 97

=z
3.2 2,23
iiw — Brw?y Biiw — By}

Z =
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Como |B1] = |n| = |w| = 1, temos que 5, = %, Y1 = % ew= L. Assim,

D é dado por
5_ﬁf3+%’ — B ‘2—%’3 5 — M= B+ Bimw’ — Binfw
| = —— 5 _2 << 0 = 7 —
By 71 - By 7w Brw
5, = (11— iw)(7f + finw + Piw) — i (Yiw — Biw) .
w2 (m — frw?)
5 = (71 - 5100)(7% + Bimw + 51200) - 51%&1(71 - 51002)(71 + 51002)
w2 (m — frw?)
01 = Mw + Bim + Biw’ — fryiw® — Binw.
De modo analogo, obtemos que &5 e d3 sao:
5y = 1+512 _1—51_3—71—10072 52:5?714-31—71—5?0‘)
B1 ’)/1 - 61_371_1“’72 B1—w
5, — 71(5% - 1) - 51W<6% - WQ)
? 51 —w
50 = Y1 (B — w) (B} + frw + w?) — frw (B — w)(Br + w)
2 51 —w
02 = 1Bt + binw + niw® — fiw — frw’.
e
14 B2 = = Brlw™! By +m — B — Yw
03 = e > 03 = — =
By v OB w "W
s 0T —mn0fe? =1 o il —1) - me’(hf —wh)
’ M — w? ’ M — w?
5, = Dn = @) + e’ +w) — el —wh)(n +w?)
71— w?

03 = 517% + Bimw? + Brw — ’Y%WQ - NWw.
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Resta agora demonstrar que os pontos Dy, Dy e D3 sao vértices de um
triangulo equilatero. Para isso, segundo o Teorema 3.14, basta mostrar que
(51 + w52 +w2(53 =0 ou 51 + w252 +CL)(53 =0.

81 + why + w?dy =
(Mw+ B + Biw? = Bryfw’ — Bimw) + (Binw + fimw® + 71 = Biw? — Bi)+
+(Bryiw® + fimw + B — Yiw — 1) =
B + Binw + Binw® = (1 +w +w?) = 0.
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5 Outros Problemas

Neste capitulo resolveremos, via niimeros complexos, mais alguns pro-
blemas da Geometria Euclidiana Plana, entre eles o "Problema da Ilha do
Tesouro" e uma variacao do mesmo. Nos problemas que seguem, denotare-
mos por zp o numero complexo associado ao ponto P.

Problema 5.1 (Problema da Ilha do Tesouro) Um pirata escondeu um
tesouro em uma praia e desenhou um esquema em seu didrio, sem reqistro
de distancia, que mostrava o lugar onde o tesouro havia sido escondido. De
acordo com o esquema, naquela praia haviam duas rochas, A e B, e uma
palmeira. Para esconder o tesouro o pirata procedeu da sequinte maneira:

e Partindo da palmeira ele andou até a rocha A, fez uma rotacao de
90° no sentido anti-hordrio e caminhou nessa diregao uma distancia
correspondente a ultima distancia que havia percorrido, marcando um
ponto A’.

o Voltando para a palmeira, ele andou até a rocha B, fez uma rotagdo de
90° no sentido hordrio e caminhou nessa direcio a mesma distancia
que havia percorrida da palmeira até a sequnda rocha. Marcou, entao,
0 ponto B’.

e O tesouro foi escondido no lugar correspondente ao ponto médio do
segmento com extremos em A'e B'.

Anos mais tarde, uma pessoa encontrou o didrio do pirata e foi até a praia
para desenterrar o tesouro, porém a palmeira que constava no mapa havia
desaparecido. Como essa pessoa pode proceder, caso seja possivel, para de-
terminar a localizacao exata desse tesouro?

Resolucao: Como nao sabemos qual era a localizacao da palmeira, va-
mos supor uma localizacao qualquer no plano cartesiano. Identificaremos
por X a palmeira, A e B as rochas e por M, localizacao do tesouro, o ponto
médio de A’B’, conforme a figura 20.
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Bl

Al

A B

Figura 20: Localizagao do tesouro

Considerando que os pontos estao no plano cartesiano, nao sendo rele-
vante onde se localiza a origem, temos:

zar — za = (2x — 2a)i

e
zp — 2z = (2x — z)(—1).
O que implica que z4/ e zp sao:
zar = (2x — za)i + 24 = 2x1 — 2Al + 24
e

Zpr = (ZX — ZB)<—Z) +2zp = —2xt+ 2t + Zp.

Dessa forma, o ponto M que representa a localizacao do tesouro é dado
pelo seguinte nimero complexo:

zZa + 2pr Zxt —2at+ 24 —2xt+ 2t + 2 zZa+ 2  ZB— Z24a.
ZM = = = 7

2 2 ) 2

Esse resultado mostra que a localizacao do tesouro nao depende da lo-
calizacao da palmeira e sim da localizacao das rochas. Dessa forma, basta
supor uma localizagao qualquer para a palmeira e seguir os passo descritos
no esquema deixado pelo pirata.
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Problema 5.2 (Variacao do Problema a Ilha do Tesouro) Um pirata
escondeu um tesouro em uma praia e desenhou um esquema em Seu didrio,
sem registro de distdncia, que mostrava o lugar onde o tesouro havia sido
escondido. De acordo com o esquema, naquela praia haviam duas rochas, A
e B, e uma palmeira P. Para esconder o tesouro o pirata procedeu da sequinte
Manera:

e Partindo da palmeira ele andou até a rocha A, fez uma rotacio de
um dngulo 0 e caminhou nessa diregao uma distdncia correspondente a
ultima distdncia que havia percorrido, marcando um ponto A’.

e Voltando para a palmeira, ele andou até a rocha B, fez uma rotacdao de
um dngulo 6 no mesmo sentido de rotacao feito na rocha A e caminhou
nessa direcao a mesma distancia que havia percorrido da palmeira até
a sequnda rocha. Marcou, entao, o ponto B’.

e O tesouro foi escondido no lugar correspondente ao ponto médio do
segmento com extremos em A’e B’

Anos mais tarde, uma pessoa encontrou o didrio do pirata e foi até a praia
para desenterrar o tesouro. Determine, em func¢ao de 6, o lugar geométrico
obtido a partir das possiveis localiza¢oes do tesouro.

Resolucgao:
Considerando que os pontos estao no plano cartesiano, nao sendo rele-
vante onde se localiza a origem e sendo z = cos + isenf, temos que:

2o — 24 = (2p — 24)2

e
Zpr — 2B — (Zp — ZB>Z.
O que implica que z4/ e zp sao:
2o = (2p — 24)2 + 24 <= 24 = 2p2 — 2AZ + 24
e

zp = (2p — 2B)2 + 2B < 2zp = zpz — zpz + 2B.
Dessa forma, o ponto M que representa a localizacao do tesouro é dado

pelo seguinte nimero complexo:

zZar + Zpr ZpZ — ZAZ +Za+ ZpZ — 22+ 2B

M T, 2
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zZa+ ZB zZa+ zB
5 )z + 5

Observe que zp = % é o complexo associado ao ponto médio de AB.

ZM = (Zp—

Assim:
2y — 2p = (zp — 2p) 2.
Isso significa que, conforme 6 assume valores reais, as possiveis localiza-

¢oes do tesouro estao sobre uma circunferéncia de centro em D e raio |zp—zp|,
como mostra a figura 21.

B’

Figura 21: Possiveis localizacoes do tesouro.

Problema 5.3 Determine o centro O de um quadrado ABCD sabendo das
coordenadas dos pontos consecutivos A e B.

Resolugao: Inicialmente percebemos que ha duas solu¢oes para o problema.
Podemos obter o ponto D através de uma rotagao do vetor AB em torno de
sua origem tanto no sentido horério quanto no anti-horario.

Rotacionando, em 7 e no sentido anti-horario, o vetor A§ com relacao
ao ponto A, temos:

2p—za= (2B — 24)i <= 2zp = za + (2B — 24)1.
Assim, o ponto O fica representado pelo complexo

zZo = % < 20 = Zat 2 +2(ZB — ZA)Z. (5.1)
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Caso o vetor E seja rotacionado em —3 com relagao ao ponto A, temos:
zp —2a = (2B — 24)(—i) <= 2zp = 24 + (24 — 2B)i.
Assim, o ponto O fica representado pelo complexo

ZB + Zp za+ 2+ (24— 2B)0
ZO:T<:>Zo: 2( )

Problema 5.4 Sobre cada lado de um quadrildtero ABC'D construimos qua-
drados, externamente ao quadrildtero dado, de centros O1, Os, O3 e Oy,
respectivamente.

Mostre que

0103 1 0204 € 0103 = 0204.

Resolugao: Sejam ABMM’, BCNN’, CDPP’ e DAQQ’ os quadrados cons-
truidos com centros O1, O, O3 e Oy, respectivamente, conforme a figura 22.

Figura 22: Quadrados construidos externamente sobre os lados do quadrila-
tero ABCD
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Rotacionando, em Z e no sentido anti-horério, os vetores: BA @ lﬁ

e AD com relacao as suas respectivas origens, obtemos:
2y — 2 = (24— 2B)i & 2y = 2p + (24 — 2B)i

2y —zc=(2p— 20)i & 2y = 2o + (2B — 20)1

zp—zp = (2¢ — zp)i < zp = zp + (2¢ — zp)i

(
29— 24 = (2p —24)l & 29 = za + (2p — 24)i
Dessa forma:

Za+ 2y zZa+ 2+ (24— 2B)i

ZOl — 2 = 2 ,
2+ 2y 2+ 2o+ (2B — 20)i
20y = = 7
2 2
zc+zp _ zc+zp+(2c — 2p)i
ZO:’) — = ,
2 2
20+ 2p zZp+za+ (2p — za)i
20, = = )
2 2
Segundo o Teorema 2.7, para mostrar que 0103 L 0,0, basta que ~22—%

ZO4 —202
seja imaginario puro.

De fato:

203 — RO, . (Zc+ZD—ZA—ZB>+(—ZA—ZD+ZB+Zc)i

20, — 20, (za+2p—2—2¢)+ (2¢ + 2D — 24 — 2B)1

Portanto O;05 L O50,.

‘203 Zol ’

Além disso,
20, —%0,

| — 1| = 1; portanto 0105 = 020y, conforme o
desejado.

Problema 5.5 Sobre cada lado de um paralelogramo ABCD construimos

quadrados externos a figura. Prove que os centros dos quadrados construidos
sao vértices de um quadrado.
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M M

Figura 23: Quadrados construidos externamente sobre os lados do paralelo-
gramo ABCD

Resolucgao Considere o plano cartesiano com a origem coincidindo com o
ponto de interseccao entre as diagonais do paralelogramo. Dessa forma,
zc = —z4 € zp = —zpg. Considere também que os pontos E, F, G, H
sejam, respectivamente, os centros dos quadrados ABMM’, BCNN’, CDPP’
e DAQQ’ como mostra a figura 23.

Pelo problema 22 , EG | FH e EG = FH. Dessa forma, basta mostrar
que EG e FH se intersectam em seus respectivos pontos médio para concluir
que E, F, G, H sao vértices de um quadrado.

Utilizando a equagao (5.1) do problema 5.3, os complexos que representam
os centros dos quadrados sao:

ZA + zp + (ZA — ZB)i
g = )

2
z2p — za + (24 + 2B)i
ZF = 9 )
—2a4—zp+ (—za + 2B)i
G = 9 )
—zp+ 24+ (—ZA — ZB)i

Assim, como
Zp+2a  zrp+Zm

2 2

=0,
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concluimos que as diagonais do quadrilatero EFGH se intersectam em seus
respectivos pontos médios e, portanto, E, F, G H sao vértices de um qua-
drado.
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