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Resumo

[sometrias, como transformagoes geométricas que nao alteram as propriedades mé-
tricas de uma figura, tém importancia e interesse ndo apenas para a Matematica, mas
também para outros ramos do conhecimento humano. Tomando como base um ponto de
vista da geometria analitica, desenvolvemos, a partir de um sistema de coordenadas, as
transformacoes, reflexdao por uma reta, translacao, rotagao e reflexdo com deslizamento
para a Geometria Fuclidiana. Em seguida, adotamos o mesmo método para desenvolver-
mos os conceitos em duas outras geometrias nao euclidianas, a saber, sobre a superficie
da esfera e sobre uma folha de um hiperboldide. Ao final observamos as similaridades e
diferencgas entre tais geometrias, e, ainda como um desdobramento, desenvolvemos uma
sequéncia didatica, aplicando alguns desse conceitos, para uma turma do ensino médio.

Palavras-chave: Geometria Analitica. Geometria Euclidiana. Geometria Nao Euclidi-
ana. Isometrias.



Abstract

[sometries, as geometric transformations that do not change the metric properties of
a figure, They are important and interesting not only for Mathematics, but also for other
branches of human knowledge. Taking as a basis a point of view of analytical geometry,
we developed, from a coordinate system, transformations, reflection by a straight line,
translation, rotation and glide reflection for Euclidean Geometry. Then, we adopted the
same method to develop the concepts in two other geometries non-Euclidean, namely,
on the surface of the sphere and on a sheet of a hyperboloid. In the end, we observed
the similarities and differences between such geometries, and, still as a development, we
developed a didactic sequence, applying some of these concepts, for a high school class.

Keywords: Analytic Geometry. Euclidean Geometry. Non Euclidean Geometry. Isome-
tries.
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Introducao

Dividimos a introducao desse trabalho em duas partes interdependentes. Em primeiro
lugar, situamos, historicamente, uma parte das idéias e conceitos da Matematica relativas
a Geometria Euclidiana, e as criticas e questionamentos que surgiram ao longo dos anos,
sobre o famoso quinto postulado de Euclides, como exposto em sua grande obra, Os Ele-
mentos. Tais conceitos passaram pelo surgimento da geometria analitica, até o momento
em que, a partir da negagdo do quinto postulado, os mateméaticos de entao, foram levados
as chamadas geometria nao euclidianas.

Na segunda parte dessa introducao, relatamos, do ponto de vista da geometria anali-
tica, as diferentes formas que isometrias surgem na Geometria Euclidiana, na geometria
da esfera e na geometria hiperbdlica.

Ecos de Euclides

Dentre os muitos matematicos, e suas respectivas obras, que influenciaram a Matema-
tica ao longo da historia da civilizagdo humana, nenhuma supera o alcance, a influéncia
e a importancia de Os Elementos, escrita por Euclides (século 11T a.C.). Um cdnone
e modelo para toda a Matematica posterior. Pouco se sabe sobre a vida de Euclides,
sendo que os poucos fatos conhecidos, devem-se ao filésofo neo-platénico Proclus (412-
485). Dentre as varias obras escritas por Euclides, cinco delas sobreviveram até os dias
atuais, a saber, Os Elementos, Os Dados, Divisdo de Figuras, Os Fendmenos e Optica!.

Os Elementos era um livro-texto, ndo o primeiro, mas que sintetizava toda a Ma-
tematica elementar conhecida na Grécia Antiga. Em Alexandria, no Egito Antigo, o
governante Ptolomeu I (323-283 a.C.), estabeleceu um complexo que era constituido de
um museu, uma bilbioteca e uma universidade, perdurando até o ano de 391, se tornando
um grande centro irradiador da cultura da Grécia antiga. Euclides foi contratado como
professor pois tinha, segundo relatos da época uma grande habilidade na exposi¢do. Seus
Elementos cobriam tépicos desde a Aritmética, Algebra e Geometria.

Devemos recordar que, o filésofo grego Tales de Mileto (624-546 a.C.) estabeleceu
um conceito de demonstrar a veracidade de algumas afirmagoes baseado em afirmagoes
anteriores, as quais eram verdadeiras. Claro que, os proprios gregos notaram a necessidade
de estabelecer um conjunto minimo de afirmagoes, que nessa concepg¢ao eram verdadeiras,
ou evidentes por si s6. Tal método encontrou sua melhor e maior concep¢ao na obra
Organon do filésofo Aristdteles (384-322 a.C.). Estabeleceu-se, entdo o método dedutivo,
o qual foi prontamente incorporado pela matematica grega.

Como nao poderia ficar imune a esse movimento, Os Elementos é composta de 13
livros, sendo apresentada na abertura do Livro I um conjunto de Defini¢oes, Postulados e

'Exceto quando for indicado, todas as consideracdes histéricas nessa se¢io sdo baseadas em [4]
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Nocoes Comuns. Todas as demais afirmagoes contidas nesse livro, e nos demais, deveriam
ser obtidas pelo método dedutivo.
Dentre as defini¢bes temos, seguindo [5], por exemplo,

Definicao 1: Ponto é aquilo de que nada é parte.
Definicao 2: E linha é comprimento sem largura.
Definicao 3: E extremidades de uma linha sao pontos.
E dentre as nogoes comuns,
Nogao comum 1: As coisas iguais & mesma coisa sdo também iguais entre si.

Nocgao comum 2: E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sao
iguais.

Ja os postulados sdo em nimero de cinco, e sao eles,
Postulado 1: Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até qualquer ponto.
Postulado 2: Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
Postulado 3: E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.
Postulado 4: E serem iguais entre si todos os angulos retos.

Postulado 5: E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do
mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitada-
mente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos.

E aqui temos o inicio de uma saga que ressoa até os dias de hoje. Enquanto os
quatro primeiros postulados sao em sua forma simples e diretos, o quinto postulado, por
outro lado, nao, pois tem uma constru¢ao muito mais rebuscada que os anteriores, e nao
tao evidente como os demais. Ha que se notar ainda que tal postulado sera utilizado
por Euclides na demonstragdo da Proposicao 29 do Livro I. Ou seja, todos os demais
resultados até entao obtidos, independem do quinto postulado.

Uma das primeiras criticas que se tem registro é devido a Proclus (ver [9]), onde afirma
que,

Este deve ser retirado do conjunto dos postulados. Pois é um teorema — teo-
rema este que coloca muitas questoes que Ptolomeu se propos resolver em um
dos seus livros - e requer, para a sua demonstracao, varias defini¢bes assim
como teoremas. E a sua reciproca é provada pelo proprio Euclides como um
teorema. Mas talvez algumas pessoas pensem erradamente que esta proposi-
¢ao mereca ser classificada entre os postulados com base em os angulos serem
menores que dois angulos retos nos faz imediatamente, acreditar na concor-
réncia e interseccao das linhas retas. ... Logo aqui, apesar da afirmacao que
linhas retas concorrem quando os angulos retos sao diminuidos ser verdadeira
e necessaria, no entanto, a conclusao de que, por elas convergirem mais quando
sao prolongadas para mais longe, elas se encontrarao a certa altura, é plau-
sivel, mas nao necessaria, na auséncia de um argumento provando que isto
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é verdadeiro para linhas retas. Que existem linhas que se aproximam indefi-
nidamente mas nunca se encontram parece ser implausivel e paradoxal. No
entanto, é apesar disso verdade e foi verificado para outras espécies de linhas.
Nao podera isto, entdo, ser possivel para linhas retas? Até termos demons-
trado firmemente que elas se encontram, o que é dito acerca de outras linhas
despoja a nossa imaginagao da sua plausibilidade. E apesar de os argumentos
contra a intersecgao dessas linhas poderem conter muito que nos surpreenda,
nao deveriamos nos recusar a admitir na nossa tradi¢ao este apelo sem razao
a probabilidade? Estas consideragoes tornam claro que devemos pro-
curar uma demonstragao do teorema com que nos deparamos e que
lhe falta o carater especial de um postulado.?

Assim se inicia uma busca pela demonstracao do quinto postulado de Euclides.

Com o fim do periodo helenistico e a ascensao do Império Romano (146 a.C.) e o
incéndio da Biblioteca de Alexandria (48 a.C.), o pensamento grego sofreu o seu ocaso.
Entretanto, muitas obras, inclusive Os Elementos, foram traduzidos para o idioma arabe,
e sobreviveram, sendo posteriormente traduzidas do arabe para as linguas européias.

Nesse interim, matemadticos arabes, como Ibn al Haitham (965-1039), Omar Khayyam
(1050-122) e Nasir Eddin al Tusi (1201-1274) tentaram demonstrar o quinto postulado,
sem sucesso.

O fim do periodo feudal, a ascensdao do Mercantilismo, permitiu a eclosdo do Renas-
cimento, periodo histérico que na Europa foi caracterizado pela recuperacao de conceitos
originados na Antiguidade Cléssica. Nesse contexo, a obra de Euclides foi revisitada, mas
agora traduzida do arabe.

O quinto postulado novamente assombrava as mentes dos muitos matematicos que
com ele se defrontavam.

Podemos citar o padre jesuita Girolamo Sacheri (1667-1733), o matemadtico suigo
Johann Heinrich Lambert (1728-1777), os dois que mais se aproximaram de uma nova
geometria, de carater nao euclidiana.

E assim chegamos aos principais personagens dessa saga, os matematicos Carl Friedrich
Gauss (1777-1855, Alemanha), Nicolai Lobachevsky (1792-1856, Russia) e Janos Bolyai
(1802-1860, Hungria).

Gauss relutava em publicar qualquer trabalho que nao estivesse completamente finali-
zado. Assim, conhecedor das pesquisas de Saccheri, concluiu que outras geometrias, além
da Euclidiana eram possiveis.

Lobachevsky por outro lado, pesquisava intensamente os principios da geometria. Em
1829, publicou no periédico Kazan Messenger o artigo Sobre os principios da Geome-
tria. Convencido de que o quinto postulado de Euclides nao poderia ser provado a partir
dos quatro primeiros, seu artigo era o primeiro em que um matematico propunha uma
geometria em direto conflito com o postulado das paralelas, sendo chamada de geome-
tria imagindria pelo proprio autor. Entre 1835 e 1855 publicou trés obras contendo uma
exposi¢ao completa da nova geometria.

Farkas Bolyai era professor de matematica em uma provincia na Hungria, e quando
soube que o filho, Janos, tentava obter uma demonstracao do postulado das paralelas,
escreveu uma carta ao filho rogando que desistisse de tal intento. Em seus esforgos,
Janos, como Lobachevsky, consideraram a hipotése de que, dada uma reta e um ponto
fora dessa reta existem mais pelo menos duas retas paralelas a reta dada. O que Janos

2Tradugao do préprio autor.
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denominou de Ciéncia absoluta do espago surgiu como um apéndice da obra Tentamen
Juventutem Studiosam in Elementa Matheseos Purae Introducendi, de autoria de seu pai,
Farkas, mas publicada em 1832.

E assim o quinto postulado de Euclides deveria ser visto como um postulado indepen-
dente dos demais.

O matemadtico italiano Eugénio Beltrami (1835-1900) em dois trabalhos, publicados
em 1868, demonstrou a consisténcia das geometrias nao euclidianas, propondo um modelo
para a geometria de Lobachevsky.

Nesse mesmo periodo de tempo, uma nova abordagem da Geometria estava sendo
gestada.

O filésofo francés Rene Descartes (1596-1650) publica em 1637 a sua obra Discours de
la méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences, onde anun-
cia seu programa de pesquisas em Filosofia. Um dos apéndices dessa obra era intitulado
La géométrie. Nesse, Descartes procurava aliar processos algébricos na interpretacao de
problemas geométricos e dotar de significado, operagoes algébricas interpretando-as geo-
metricamente. Algo que os gregos ja haviam feito anteriormente, mas nao de forma tao
abrangente como Descartes na busca de solu¢oes de uma equacao algébrica. Assim, dado
um problema geométrico, Descartes obtinha uma equacgao algébrica que representasse tal
problema e, entdao procurava solugoes da mesma por meios geométricos. Retas, circulos,
coOnicas e outras curvas surgem em seu trabalho, existindo mesmo uma classificacdo de
curvas. Mas em toda essa obra nao ha o uso, tampouco a sistematizagao, de coordenadas
retangulares. E consequentemente nenhuma formulacao algébrica para a distancia entre
pontos ou mesmo angulo entre retas. Mesmo diante de muitas limitagoes, essa obra de
Descartes marca o inicio da Geometria Analitica.

Pierre de Fermat (1601-1655), um advogado e magistrado francés, interessado em pro-
blemas de Matematica e Fisica, ocupou-se, durante um periodo de sua vida em reconstruir
uma obra perdida do mateméatico grego Apolonio de Perga (262-194 a.C.). Mas ao contré-
rio de Descartes, Fermat buscava esbocar solucoes de equacoes gerais. Considerava ainda
um sistema de coordenadas arbitrario, mas tendo como eixo das abscissas uma reta. Co-
megou com uma equacao linear, e nesse sistema esbocou a solu¢cdo da mesma. Analisou
as equacoes quadraticas mais gerais, utlizando quando necessario translacoes ou rotacoes
de eixos coordenados para tornar as equagoes mais simples. Observou ainda que algumas
equagoes cubicas ou quarticas poderiam ser resolvidas por meio de conicas. Mas como
Descartes nao considerava coordenadas negativas, e como o filosoéfo francés, percebeu a
possibilidade de aplicar tal método em dimensdes maiores. O trabalho que sintetiza toda
essas pesquisa, Ad locos planos et solidos isagoge circulou na forma de manuscritos, tendo
sido publicada apenas apds sua morte.

Entao uma revolugao sacudiu a Europa.

Gaspard Monge (1746-1818) um plebeu, oriundo de uma familia humilde, destacou-se
em uma escola de um ordem religiosa, recebendo um convite para frequentar a Ecole
Militaire de Méziéres, e mais tarde tornando-se professor nessa instituigdo. Sua experién-
cia em agrimensura, permitiu-lhe estabeler um novo campo na Matematica, a Geometria
Descritiva. Teve um papel ativo na Revolugao Francesa (1789), e nos anos posteriores,
ocupando o cargo de ministro da marinha, e posteriormente, sendo um dos artifices da
criacdo da Ecole Polytechnique. Nessa instituicdo, atuando como professor, ministrou um
curso denominado Aplicacdo da andlise a geometria. Esse curso era essencialmente uma
introducao a geometria analitica e a geometria diferencial. Nesse sentido, como um livro
texto que pudesse auxiliar seus alunos, Monge publica em 1795 a obra Feuilles d’analyse,
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onde a geometria analitica em trés dimensoes toma forma. Além disso, em 1802 publica
no Journal de U’Ecole Polytechnique o artigo Application d’algébre d la géométrie. Ape-
sar de nao ser tao profilico em publicacées, Monge inspirou uma série de seus alunos a
publicarem obras voltadas para a Geometria Analitica.

Tinhamos, nesse momento, por um lado uma geometria nao euclidiana bem funda-
mentada, e por outro, uma geometria analitica igualmente firmada.

Coube entao, em um certo sentido, ao matematico alemao Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866) fazer com que essas duas geometrias conversassem. Sua formagao
académica passa pelas Universidades de Berlin e Gottingen, tornando-se professor nessa
tltima. Em 1854, ministrou a conferéncia Uber die Hypothesen welche der Geometrie
zugrunde liegen na qual apresentava uma visao profunda e inédita sobre os proprios fun-
damentos da Geometria. Nela, Riemann defendia o conceito de que a Geometria nao
deveria tratar de pontos e retas, mas como cole¢oes de n-uplas que poderiam ser combi-
nadas por determinadas regras. Uma dessas regras, era aquela que permitiria determinar
a distancia entre dois pontos infinitesimalmente proximos. Na Geometria Fuclidiana tal
métrica é dada por ds? = da? + dy? + dz?, onde x, v, z sdo as coordenadas cartesianas de
um ponto qualquer de R?, e dz, dy e dz sdo variacoes dessas coordenadas. Para Riemann,
entretanto, uma métrica geral deveria ser escrita como,

ds®> = gndz? 4 giadady + gisdrdz
+  gardydz + gaody® + goasdydz

+ ggledZ' —+ gggdZdy -+ g33d22,

onde os coeficientes g;; sao fungoes de x, y e z. Dessa maneira, o espago euclidiano
é um caso particular no qual g1 = ¢goo = ¢33 = 1 e 0s demais ¢'s sao nulos. Nesse
mesmo trabalho Riemann desenvolveu o conceito de curvatura de uma superficie imersa
nesse espaco, partindo da métrica do mesmo. Assim, tal geometria riemanniana era uma
geometria nao euclidiana, em um sentido muito mais amplo do que Lobachevsky e Bolyai
imaginaram. Para esses, a grande preocupacao se resumia em uma geometria em que o
quinto postulado de Euclides nao era satisfeito, enquanto que para Riemann, a questao
era muito mais profunda e geral. E mais ainda, o estudo de espagos métricos curvos,
sugerido por Riemann, foi o que fundamentou a teoria da relatividade geral.

Uma abordagem distinta

Diante desse levantamento historico, nossa proposta é desenvolver um trabalho que
contemple ambas as geometrias, a Euclidiana por um lado, e as nao euclidianas por outro,
mas de um ponto de vista da Geometria Analitica. Importante ressaltar que a inspiracao
inicial desse trabalho foram as isometrias no plano e no espaco, analisadas pela 6tica da
Geometria Analitica. Duas referéncias basicas e essenciais para esse trabalho, apesar de
nao aparecerem explicitamente foram os livros Isometrias de Elon Lages Lima (ver [7])
e Linear Algebra Through Geometry de Thomas Banchoff e John Wermer (ver [1]). O
conceito inicial do trabalho era analisar reflexdes por retas, rotagoes, translagoes tanto
no plano euclidiano como no espaco, utilizando as ferramentas que a Geometria Analitica
nos proporcionam. Entretanto uma pesquisa no banco de dissertacoes do PROFMAT nos
fez mudar a orientagdo do mesmo. Isso porque encontramos uma vasta producdo que
abordava esses temas, particularmente as rotagoes no plano e no espaco.
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Por sugestao do meu orientador, Prof. Dr. Jamil Viana Pereira, procuramos analisar
as isometrias em diferentes geometrias, uma Euclidiana e outras duas nao euclidianas.
Assim a pesquisa por fontes que nos permitissem realizar tal trabalho nos levou ao livro
Fuclidean and Non-Euclidean Geometry, An Analytic Approach, de Patrick J. Ryan (1*
edi¢ao, Cambridge University Press, 1986),[10]. Esse foi nossa referéncia basica, mas nao
unica ao longo dessa dissertacao.

Para tal, comecamos pela Geometria Euclidiana, abordando todos os aspectos veto-
riais e algébricos que fundamentariam o trabalho. Vetores, norma, operacoes vetoriais,
angulo entre vetores, ortogonalidade de vetores, bases, coordenadas, equagao de reta, per-
pendicularidade e paralelismo de retas, distancia entre pontos sao elementos discutidos
inicialmente para que possamos avangar sobre as transformacgoes no plano.

Superada essa etapa, definimos uma primeira transformacao, a reflexao por uma reta,
além de analisarmos as propriedades dessa aplicacao. Em particular, essa reflexdo define
uma isometria? E como se comportariam as composigoes dessa transformagao?

Em primeiro lugar, analisamos o caso em que duas reflexdes eram compostas, de
modo que as retas que definiam tais reflexdes eram paralelas, e mostramos que nesse caso,
tal composicao gerava uma nova transformacao denominada translacao. Consideramos,
entao um feixe de paralelas, e analisamos a situacao em que combinavamos trés reflexoes
por trés retas paralelas, obtendo nesse caso uma tunica reflexao, a qual era equivalente a
composicao dessas trés reflexoes.

Uma outra possbilidade combinava duas reflexdes por retas que concorriam em um
mesmo ponto P. Tal composicao resultava em uma rotagdo ao redor desse ponto P.
Obtivemos inclusive, uma forma matricial associada a essa transformacao. E como no
caso anterior, a composicao de trés reflexdes dadas por trés retas concorrentes em um
mesmo ponto, resulta em uma unica reflexdo por uma quarta reta.

Finalmente, definimos uma nova transformacao, a chamada reflexao com deslizamento
definida como a composicao de uma reflexao por uma reta composta com uma translagao.

Encerramos esse primeiro capitulo com uma discussao envolvendo a construcao de
frisos e ornamentos a partir dessas quatro transformagoes no plano.

Ao discutirmos a geometria sobre a esfera unitaria, entretanto, algumas diferencas
devem ser observadas. Enquanto no plano, R?, admitiamos a validade de todos os pos-
tulados de Euclides, inclusive o quinto postulado, a esfera unitaria foi vista como um
subconjunto de R3?. Assim, em primeiro lugar, revisitamos todos os aspectos vetoriais e
algébricos necessarios a nosso desenvolvimento posterior em R3, mas com alguns acrés-
cimos. Como, por exemplo, o produto vetorial e o produto misto foram definidos, bem
como as respectivas propriedades.

A geometria de incidéncia também necessitou de novos conceitos. A comecar pelo de
reta, nesse caso definida como um circulo maximo. Como até uma consequéncia dessa
definicao, o quinto postulado de Euclides nao era satisfeito.

Partimos para as transformagoes na esfera unitaria seguindo o mesmo roteiro daquele
em R2. Definimos a reflexdo por uma reta, e mostramos que as demais transformacdes, a
saber, translacao, rotacao e reflexdo com deslizamento poderiam ser definidas, e obtidas
a partir de composigoes de reflexoes por retas escolhidas adequadamente. Mostramos que
todas sao isometrias da esefera unitaria. Terminamos tal capitulo utilizando a expressao
para a distancia entre dois pontos sobre a esfera unitaria, determinando a distancia sobre
o globo terrestre entre duas cidades, conhecidas suas coordenadas geograficas.

Finalmente, o ultimo espago a ser considerado foi o plano hiperbdlico. Como no caso
da esfera unitaria, tal espaco foi definido como um subconjunto de R?®. Em particular
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como a folha superior de um hiperboléide de duas folhas. Mas ao contrario de R? e da
esfera unitaria, ja no inicio uma grande diferenca se apresentava. Para tal espaco, a forma
quadrética associado ao mesmo nao era positiva definida. Ainda foi possivel mimetizar a
mesma estrutura que nos capitulos anteriores, mas com algumas adaptacoes.

Nesse espaco os vetores poderiam ser classificados em trés tipos, a saber, tipo espago,
tipo tempo ou tipo luz. Ainda foi possivel definir uma norma para tais vetores, a qual
tinha as propriedades usuais de norma. E um produto vetorial particular teve que ser
definido, mas que ainda preservava boa parte das propriedades usuais de um produto
vetorial. Outra diferenca significativa era o fato de que o quinto postulado de Euclides
nao era satisfeito, surgindo agora além do caso de retas paralelas, as denominadas retas
ultra-paralelas.

Terminada essa discussao, passamos propriamente as transformacoes seguindo a mesma
linha que nos capitulos anteriores. Ou seja, definida a reflexdo por uma reta, mostramos
que as demais, translagao, rotacao e reflexao com deslizamento eram obtidas por com-
posicoes de reflexdes por retas escolhidas adequadamente, e que constituiam isometrias
nesse espaco.

Assim chegamos ao final desse trabalho, abordando diferentes geometrias, uma eu-
clidiana e outras duas nao euclidianas, sob o ponto de vista da Geometria Analitica, e
determinando as suas respectivas isometrias.



1 Geometria no Plano

Introducao

Nosso ponto de partida é a Geometria Euclidiana. Mas nao aquela forma classica, axi-
omatica como ¢ usual. Vamos abordar os elementos necessarios da Geometria Euclidiana
de uma forma algébrica, utilizando o conceito de vetores. Para tanto, definimos vetores
bem como operacoes entre os mesmos, tais como adicdo e diferenca de vetores, angulo
entre vetores, produtos escalar e vetorial entre vetores, e suas respectivas propriedades.
Em seguida, introduziremos no plano um sistema de coordenadas cartesiano, para entao
analisarmos uma reta no plano, agora munido de um sistema de coordenadas. Em se-
guida, vamos discutir as isometrias do plano, definindo e analisando as propriedades das
seguintes transformacoes, a reflexdo por uma reta, a rotagdo ao redor de um ponto, a
translacao por um vetor e a reflexao com deslizamento. Mais do que simplesmente ana-
lisar as caracteristicas das mesmas, verificaremos que todas essas transformacoes estao
relacionadas entre si. Finalmente, vamos definir ornamentos no plano e mostrar como
podemos construir tais ornamentos a partir das isometrias previamente discutidas.

1.1 Preliminares algébricas

Nesse trabalho vamos utilizar a abordagem propria da Geometria Analitica. E, como
¢ de praxe nessa abordagem, vamos introduzir um sistema de coordenadas no plano, de
modo a associar a cada ponto do plano um par ordenado que o represente. Tal sistema
de coordenadas nos permitirda aplicar propriedades similares as numéricas a objetos de
natureza geométrica.

O grande conjunto que abordaremos é o chamado plano. Plano aqui visto como o
conjunto em que seus elementos sao denominados pontos, e seus subconjuntos sao retas,
angulos, figuras, dentre outros.

Como nosso objetivo ¢é tratar todos os objetos com os quais nos depararemos a partir
de coordenadas, vamos introduzir alguns postulados, que nos auxiliarao nessa tarefa.

Antes de mais nada, vamos fixar como corpo numérico o conjunto dos niimeros reais,
R, munido das operacoes soma, + : R Xx R — R, e produto, - : R x R — R, bem como
suas propriedades usuais.

Postulado 1.1. Dados dois pontos quaisquer no plano, associamos aos mesmos um inico
nimero real, maior ou igual a zero, tal que esse ntimero ¢é igual a zero se tais pontos forem
coincidentes.

Definicao 1.2. Tal ntimero ¢ denominado distancia entre os pontos e denotaremos por
d(P,Q), onde P e (@ sado dois pontos quaisquer do plano.

21
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Além disso, ndo importa a ordem na qual tomamos tais pontos.
Postulado 1.3. Dados os pontos P e ) no plano, temos que d(P, Q) = d(Q, P).

Postulado 1.4. Existe um correspondéncia entre os pontos de uma reta e o conjunto dos
nameros reais, R tal que,

a) a cada ponto da reta estd associado um tnico ntimero real,

b) cada niimero real corresponde a um unico ponto da reta.

Definicao 1.5. Sejam os pontos P, () e R, todos pertencentes a uma mesma reta e
distintos dois a dois. Se,

d(P,Q) + d(Q, R) = d(P, R),

diremos que o ponto () esta entre os pontos P e R, e denotaremos tal fato por P — Q) — R.

E conveniente, dentro desse ponto de vista estabelecer algumas distingdes.

Definicao 1.6. Considere uma reta qualquer em um plano. Uma reta r diz-se uma
reta orientada quando se fixa sobre ela um sentido de percurso, considerado positivo e
indicado por uma seta. Com tal orientacao, tal reta orientada é denominada eixo.

Na Figura 1.1 mostramos uma reta r qualquer no plano, bem como dois pontos A
e B pertencentes a essa reta. Quando percorremos a reta r no sentido de A para B,
determinamos uma reta orientada no mesmo sentido. Ou simplesmente dizemos que
temos um eixo.

Figura 1.1: (a) Reta r. (b) Reta orientada.

Postulado 1.7. Dados os pontos quaisquer, O, P e () de uma reta, tais que Q — O — P,
podemos fixar um sistema de coordenadas sobre a reta, da seguinte maneira. Fixado
o ponto O, fazemos a correspondéncia do mesmo ao nimero real 0, sendo essa sua coor-
denada. Tal ponto recebe, a partir de agora a denominacao de origem. Como o ponto P
se situa a direita do ponto O, a coordenada de P sera dada por d(O, P). Por outro lado,
como o ponto @ se situa a esquerda do ponto O, sua coordenada sera dada por —d(O, Q).

Defini¢ao 1.8. Sejam P e ) dois pontos distintos do plano. O segmento de reta PQ
é definido como,

Caso P = Q, temos que PP = {P}, ou seja, um tnico ponto, P.
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Figura 1.2: Segmento de reta PQ).

Ou seja, PQ consiste exatamente dos pontos P e @, bem como todos os pontos entre
Pe@.

Observacio 1.9. A exemplo do que ocorre com uma reta, um segmento de reta PQ pode
ser percorrido em dois sentidos opostos. Se o mesmo for percorrido no sentido do ponto P
para o ponto (), denominaremos o ponto P de origem do segmento, enquanto que o ponto
@ serda denominado a extremidade desse mesmo segmento. Claro que pode-se percorrer
esse mesmo segmento no sentido de ) para P. Nesse caso, o ponto () serd a origem do
mesmo, ao passo que o ponto P sera a extremidade desse segmento.

De posse dos conceitos de reta orientada e de segmento de reta, podemos definir um
novo objeto, a saber, o segmento de reta orientado.
Definicao 1.10. Sejam P e () dois pontos pertencentes a uma mesma reta, r, do plano.

Definimos o segmento de reta orientado, P, como o segmento com origem em P e
extremidade em (). Caso P e () sejam coincidentes, teremos o segmento orientado nulo,

PP =0.

RN

Figura 1.3: Segmento de reta orientado (a) AB e segmento de reta nulo,(b) X X.

Devemos notar que os segmentos orientados P(Q) e QP sao distintos, pois o primeiro
tem origem no ponto P e extremidade no ponto (); enquanto que o segundo tem origem
em () e extremidade em P.

Definicao 1.11. O segmento orientado P() tem comprimento dado pelo comprimento do
segmento de reta PQ.

Deﬁnlgao 1.12. Considere os segmentos orientados nao nulos, PQ e RS Dizemos que
PQ e RS tém a mesma direcdo, se as retas suportes % ﬁ dos segmentos orientados

PQ e RS , respectivamente, sdo paralelas. Caso contréario, os segmentos orientados tém
diferentes diregoes.



Preliminares algébricas 24

(a) (b)

NN —

Figura 1.4: Segmentos orientados (a) PQ e (b) QP.

P Q

Figura 1.5: Segmentos orientados paralelos, PQ) e RS.

Definicao 1.13. Considere que os segmentos orientados PQ e RS tém mesma diregao.
Caso os segmentos de reta PR e ()S nao se intersectem, diremos que os segmentos orien-

tados PQ e RS tém mesmo sentido. Caso contrario terao sentidos opostos.

Figura 1.6: Segmentos orientados(a) de mesmo sentido, (b) sentidos opostos.

Definicao 1.14. Dados os pontos P, (), R, .S do plano, os segmentos orientados PQ e RS
sao ditos equipolentes se,

a) ambos sdo nulos,
b) nenhum deles é nulo, e ambos tém a mesma diregdo, o mesmo sentido e o mesmo

comprimento.

Agora, munidos do conceito de segmentos equipolentes, podemos definir um novo
elemento em nosso tratamento, o chamado vetor.
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Definicao 1.15. Um vetor é uma classe de equipoléncia de segmentos orientados do
plano. Sejam P e () dois pontos quaisquer do plano. Temos que o segmento orientado

PQ) é um dos representantes de uma classe de equipoléncia, e o vetor correspondente

serd indicado por P(@). O vetor nulo, denotado por 0, é o vetor cujo representante é um
segmento orientado nulo.

Defini¢ao 1.16. Dado um vetor ]@ chamaremos de norma (ou médulo ou comprimento)
desse vetor ao comprimento de qualquer um de seus representantes. Denotaremos por

74|

Vamos denotar, a partir de agora, um vetor por uma letra latina mintscula. Assim,

por exemplo, escreveremos u = P(). Como vetores podem ter diferentes dire¢ées no plano,
podemos verificar essas diversas orientacgoes, definindo um angulo entre vetores.

Definicao 1.17. Considere os vetores uv, quaisquer no plano, ambos nao nulos, bem
como os pontos do plano, O, P e (). Sejam os representantes da classe de equipoléncia de

uedewv, v =0P e v = OQ), respectivamente, ambos com origem em um mesmo ponto
O. Temos,

a) Se v e v’ tém mesma dire¢do e mesmo sentido, diremos que o dngulo entre tais vetores
tem medida igual a 6 = 0°.

b) Caso u' e v/ tenham mesma diregdo e sentidos opostos, diremos que o angulo entre
tais vetores tem medida igual a 6 = 180°.

c) Caso u' e v’ tenham diferentes diregoes, o dngulo entre tais vetores u e v, de medida,
0, sera dado pelo menor angulo formado pelos segmentos OP e OQ).

Esses elementos bésicos sobre vetores nortearao toda a discussao posterior. Entre-
tanto, ao invés de considerarmos vetores em geral, bem como operagoes envolvendo tais
elementos, introduziremos um sistema de coordenadas cartesiano que sera muito util.

Assim, definiremos um sistema de coordenadas em um plano qualquer. Para tanto,
consideraremos, arbitrariamente, dois eixos perpendiculares, Ox e Oy, que concorrem no
ponto O.

Denominemos esse plano sobre o qual construimos os eixos perpendiculares Oz e Oy
por II. Dado o ponto P € II, projetamos ortogonalmente tal ponto sobre o eixo Oz,
obtendo o segmento OPF’, de medida igual a a. Também projetamos o mesmo ponto P,
ortogonalmente, sobre o eixo Oy, obtendo o segmento OP”, cuja medida é igual a b.
Agora, associamos o ponto P ao par ordenado (a,b) (veja Figura 1.7).

Definicdao 1.18. A correspondéncia biunivoca ¢ : II — R2, que a cada ponto P € II
associa o par ordenado (a,b) € R? define um sistema de coordenadas sobre o plano II.

Assim, dado o plano II, cujos elementos sdo pontos, e o conjunto R?, cujos elementos
sao pares ordenados de niimero reais, tal correspondéncia, ¢, nos permitira escrever P =
(a,b), sendo P um ponto no plano, cuja abscissa, nesse sistema de coordenadas sera a, e
cuja ordenada sera b.

O plano II dotado desse sistema de coordenadas sera denominado, entao plano carte-
siano, e assim identificado com R?

Seja um ponto, P = (a,b) € R? e considere ainda a origem do sistema de coordenadas,
O = (0,0). Podemos construir um segmento de reta orientado, no sentido de O para P,
como mostrado na Figura 1.8.
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Figura 1.7: Coordenadas cartesianas do ponto P

Definigao 1.19. Seja um ponto qualquer em R?* P = (x,y). O segmento de reta orien-
tado, com origem em O e extremidade em P serd denominado o vetor v = (z,y) de R2.

Observacao 1.20. Para evitar qualquer ambiguidade, um ponto de R? sera denotado
por uma letra latina maituscula, enquanto que um vetor por uma letra latina mintscula.

Definido um vetor em R?, devemos também possuir um critério para compararmos
tais objetos.

Definigao 1.21. Dados os vetores u = (x1,%1) e v = (2, y2) de R?, temos que u = v se,
e somente se, r1 = x5 € y; = yo. Caso contrario, teremos que u # v.

Vamos definir duas operac¢oes com tais vetores.

Definigao 1.22. Dados os vetores u = (uy, us) e v = (v1, v2) de R?, definimos a soma dos
vetores u e v por,
u~+ v = (u; + vy, us + v2).

Definigao 1.23. Sejam u = (uy,us) € R? e o niimero real ¢, definimos a multiplicacio
do vetor u pelo escalar ¢, por,
cu=(cuy,cug).

Observacao 1.24. Temos aqui o chamado vetor nulo, ou seja o vetor com ambas as
coordenadas nulas, denotado por 0 = (0, 0).

Teorema 1.25. Sejam os vetores u, v, w € R? e os escalares o, B € R. Temos as sequintes
propriedades para a soma de vetores e para a multiplicacdo de um vetor por escalar,

a) (u+v)+w=u+ (v+w).
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Figura 1.8: Vetor com origem em O e extremidade em P.

b) u+v=v+u.

c) u+0=u.

d) Para u, existe o vetor —u em R? tal que u + (—u) = 0.
e) lu=u.

f) a(u+v)=au+awv.

g) (a+Blu=au+pBu,

h) a(fu) = (a Bu.

Para demonstragoes ver [3].

Definicao 1.26. Um espaco vetorial real é um conjunto V', nao vazio, dotado de duas
operacoes; soma,

+:VxV =V,

e uma multiplicagao por escalar,
S RXxV =V,

tais que para quaisquer u, v, w € V e para quaisquer «, 5 € R as propriedades do Teorema
1.25 sao satisfeitas.

Assim, vemos que R?, juntamente com as operacoes de soma, Definicdo 1.22, e multi-
plicagdo por escalar, Definicao 1.23, é um espaco vetorial.

Desde a introdugao de um sistema de coordendas cartesianas para o plano, considera-
mos um vetor com origem exclusivamente na origem. Podemos entretanto, a partir das
operacoes envolvendo vetores, definir um vetor a partir de dois pontos quaisquer do plano.
Para tanto obervaremos os seguintes fatos.

Da Definigao 1.23, vemos que dado um vetor v = (v, v5), podemos obter o vetor —v
tal que —v = —1v = (—vy, —v9). Esse vetor —v, por sua vez, é tal que v + (—v) = 0.
Assim, a partir dessa propriedade, podemos definir a seguinte operacao.
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Definig¢ao 1.27. Dados os pontos P = (p1,p2) e @ = (¢1, ¢2) do plano, temos a diferenga
P — @ definida por,
P—Q=(q1—p1,q — pa).

Agora consideremos o ponto U = (uy,us) de modo que temos o vetor u = (uy,uz),
com origem na origem do plano cartesiano. E sejam ainda os pontos P = (p;,p2) €
Q = (q1, q2), dois pontos quaisquer do plano. Se para tais pontos tivermos que, ¢; —p; = uy
e qa — P2 = Uz, teremos determinando um outro representante do vetor u, mas agora com
origem no ponto P e extremidade no ponto Q).

N

Figura 1.9: Vetores com origem na origem do plano cartesiano, u, e um outro representante
com origem no ponto P

Como, nesse espaco vetorial, podemos somar vetores e multiplicar vetores por um
escalar, podemos construir novos vetores a partir de um conjunto dado de vetores.

Definicao 1.28. Seja V' um espaco vetorial, e considere os vetores vy,...,v, € V. Os
vetores da forma
V= QU1 + QU2 + ... QuU,,

com ay,...,q, € R, sao elementos de V' que denominamos uma combinacao linear de
Viy...,Up.

Observagao 1.29. Considerando o espaco vetorial R?, sejam os vetores e; = (1,0) e
ez = (0,1). Para um outro vetor qualquer desse espago vetorial, v = (x,y), vemos que,

v = (‘ray) = (.CC,O) + <O7y) = CE(LO) + y(07 1) =Te + Yyea,
0 que mostra que v pode ser escrito como uma COHlbiIl&(;in linear dos vetores €1 € €é9.

Definicao 1.30. Sejam V um espaco vetorial qualquer, e vy, --- ,v, € V. Dizemos que o
conjunto {vy,- - ,v,} é linearmente independente se a equagao,

a1v1 + aovs + - - + v, = 0,
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implicar que oy = ap = - -+ = «,, = 0. Caso seja possivel escrever oy v +aova+- - -+ v, =
0 com algum «; # 0, para algum i, dizemos que o conjunto {vy,--- ,v,} é linearmente
dependente.

Observagao 1.31. Consideremos novamente os vetores e; = (1,0) e e = (0,1). Que-
remos mostrar que {ej, e} é um conjunto linearmente independente. Ou seja, queremos
mostrar que ae; + fes = 0, implicard em o« = = 0. Da condi¢ao ae; + fes = 0, temos,

aer + fey = (0,0)
a(l,0)+ p(0,1) = (0,0)
(Oé, O) + (075) = (070)
(a, B) = (0,0

a = 0

(2

Assim {ej,es} ¢é linearmente independente. O mesmo nao pode ser dito do conjunto
{e1, e, €1 + e3}. De fato, vemos que, para que ae; + fes +y(eg + e2) = 0, podemos tomar
a=pf=1evy=—1, e portanto,

]_61 + 162 + (—1)(61 + 62) =€+ ey —€e — ey = 0.

Assim encontramos «, 3,y nao todos nulos tais que € satisfeita a condicao ae;+Feq+ves3 =
0. Logo o conjunto {ey, €9, e3} é linearmente dependente.

Definicao 1.32. Seja V' um espago vetorial. Uma base para V' é um conjunto finito de
elementos de V', tal que esse conjunto é linearmente independente e gera o espaco vetorial
V', ou seja, qualquer elemento de V' pode ser escrito como combinacao linear dos elementos
desse conjunto.

Observagao 1.33. Como ja vimos anteriormente, o conjunto {ej,es} é um conjunto
linearmente independente (Observagao 1.31). Também vimos que todo vetor de R? pode
ser escrito como uma combinagao linear desses dois vetores (Observagao 1.29). Logo, o
conjunto {e;, es} é uma base para R?. E como tal conjunto tem dois elementos, dizemos
que a dimensao desse espaco vetorial é 2.

Passemos a definir uma nova operacao envolvendo vetores, o chamado produto escalar
(ou produto interno) de dois vetores.

Definicao 1.34. Seja V um espacgo vetorial real. O produto escalar sobre V' é uma
aplicacao que, dados dois vetores u,v € V', associa um ntumero real, que denotaremos por
(u,v), aplicacdo essa que satisfaz as seguintes propriedades:

a) (v,v) > 0 para todo vetor v € V, e a igualdade ocorre se, e somente se, v = 0.
b) (au,v) = a(u,v) para todos u,v € V e para todo o € R.
(

c) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) para todos u,v,w € V.

d) (u,v) = (v,u) para todos u,v € V.
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Defini¢ao 1.35. Dados dois vetores u = (uj,us) € v = (v1,v2) no plano, definimos a
aplicacao (,) : R?* x R? — R como,

(u,v) = uvy + Ugs.

Tal aplicacao satisfaz a Defini¢cao 1.34 de espago vetorial, como mostramos no seguinte
teorema.

Teorema 1.36. Sejam os vetores u,v,w € R? e o escalar o € R. Temos,
a) (u,v+w) = (u,v) + (u, w).

b) (u,av) = a(u,v).

c) (u,v) = (v, u).

d) (u,u) >0 e (u,u) =0 se, e somente se, u = 0.

Demonstragio. a) Denotemos u = (ug,uy), v = (vg,vy) € w = (wy, w,). Temos, entdo
que,

(w,v+w) = ((ug,uy), (Vs + Wy, vy +wy)),

Uy (U + Wy) + Uy (vy + wy),

Up Vg + U Wy + UyUy + UyWy,

= (UpVy + Uyvy) + (UpWy + Uuywy)
(u,v) + (u,w) .

b) Dados u = (ug, uy), v = (v, v,) € @ € R, temos,

(u,av) = ((ug, uy), (v, avy» )
= QUzU; + QUy Uy,
= a(uyvy + uyvy),

= a(u,v).

c) Para u = (uy,uy), v = (vy,v,), vemos que,

(u,v) = ((ua; uy), (va,vy))
= UgUp + Uyly,
= Uglg + Uyly,

= (v,u).
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d) Sendo u = (ug,u,) com u,,u, € R, temos que (u,u) = u2 4 u. Como u,,u, € R
temos que u2 > 0 e u) > 0. Logo (u,u) = u2 +u, > 0. Se u = (0,0) temos
(u,u) = u2 + uz = 0% + 02 = 0. Por outro lado, se (u,u) = 0, temos u? + ui =0,0
que implica que u, = u, = 0.

[

Definicao 1.37. Seja u um vetor qualquer no plano. A norma de tal vetor, denotada

por ||u||, é definida por,
[ull = v/ (u, w).

Observagao 1.38. Dado que o vetor u € R? tem coordenadas dadas por u = (uy,us),
vemos que a norma desse vetor é dada por,

lull = v/ui + .

Observacao 1.39. Vimos anteriormente que, dado um vetor, u = @ a sua norma é
dada pelo comprimento de um dos representantes de sua classe de equipoléncia (Definigao
1.16). Assim, existe um outro representante de w, com origem na origem do sistema
de coordenadas, O, e extremidade em um ponto X, tal que 07 pertenca a classe de
equipoléncia de u. Esse representante, OX, tem como coordenadas o par ordenado (z,y).
Como ’L@H = H(ﬁZ ’, pois sao dois representantes da mesma classe de equipoléncia, nao
h& nenhuma incongruéncia entre a Definicdo 1.16 e a Definicao 1.37 para a norma de
vetores. Uma apela para o aspecto geométrico, enquanto que outra, para o algébrico.

Teorema 1.40. Para todos vetores u,v € R? e para todo escalar ¢ € R temos,

a) |ull = 0.
b) |lu]| =0 se, e somente se, u = 0.
c) lleull = el [lull.

d) Desigualdade de Cauchy-Schwarz.Se u e v sdo vetores nao nulos, temos que,
[(w, 0)| < [[ull |v]],

sendo que a iqualdade é verdadeira se, e somente sem u e v sdo linearmente depen-
dentes.

e) Desigualdade triangular.Dados o0s vetores u e v de R?, temos,
[+ ol < [[ul] +[Jo]-
A igualdade € verdadeira se, e somente se, u e v sao linearmente dependentes, isto

é, u=av, coma>0.

Demonstragio. a) Pelo item (d) do Teorema 1.36, temos (u,u) > 0, consequentemente
[l = /{u, u) > 0.
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b) Pelo mesmo item (d) do Teorema 1.36, temos (u,u) = 0 < u = 0. Vemos que, como

|lul| = /(u, u), temos |lul]| =0 < u=0.
c) llev] = /(cv,cv) = \Je2 (v, v) =] [[v].

d) Considere a funcao real definida por,

Ft) = llu+tof?,

onde t € R. Usando a parte a), observamos que a funcao f é nido negativa para
qualquer ¢, e que, f assume o valor 0 se, e somente se, u = —tv. Por outro lado, f
¢ um polinémio de grau 2,

F) = llull® +2 ¢ (u,0) + ¢ o]
e que sabemos nao assumir valores negativos, quando,
2 201112
(2 (u,v))” =4 flul|"[lo]” <0
o que nos leva imediatamente a conclusao que,

[ {w, )| < Jull o]

Além disso, f assume o valor 0 somente se |(u,v)| = ||ul| ||v]|. Logo [(u,v)| = ||ul| ||v]
se, e somente se, u € v Sa0 proporcioinais.

e) Pelo item anterior,
la]* + 2 {u, v) + o]
lall® + 2 fu] Jlo]] + flo]l®
(lall + Jlo1)*,

lu +v|”

IAIA

e, portanto,
[u+ ol < [[ul] +[Jo] -

Se a igualdade é verdadeira, entao devemos ter,
(u,v) = |lu o] -

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, vemos que v e v devem ser linearmente de-
pendentes. Assim u = « v leva a,

(u,v) = (av,v) = a(v,v) = allv|*
e?
2
[l floll = led lo]”

Assim, « deve ser igual a |«|, portanto, o > 0.
O

Definigao 1.41. Dados os pontos P,Q € R?, a distancia entre tais pontos, denotado
por d(P, Q) ¢é definida por,
d(P,Q) = |[P - Q]
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Essa medida da distancia entre dois pontos tem as propriedades usuais, como mostrado
no seguinte teorema.

Teorema 1.42. Sejam P, pontos de R?. Temos,

a) d(P,Q) > 0.

b) d(P,Q) =0 se, e somente se, P = Q).

¢) d(P,Q) = d(Q, P).

d) d(P,Q)+d(Q, R) > d(P, )

Demonstragio. a) Como d(P,Q) = ||@Q — P|| segue imediatamente do item (a) do Teo-
rema 1.40 que d(P, Q) > 0.

b) Novamente, sendo d(P,Q) = [|Q — P||, do item (b) do Teorema 1.40 temos que
|Q — P||=0< Q— P =0, e portanto, P = Q.

c) Vemos que d(P,Q) = ||Q — P|| = |[[(-1)(P — Q)]||. Agora pelo item (c) do Teorema
140, temos que, d(P,Q) = |-1] [P - Q|| = [IP - QIl = d(Q. P).

d) Sabemos que d(P,Q)+d(Q, R) = ||Q — P||+||R — Q||. Agora pelo item (e) do Teorema
1.40, temos que,

d(P,Q) +d(Q, R) 1Q = Pll+ |17 - Q]
Q@ = P) + (R - Q)

IR — P|| = d(P, R).

VIVl

]

Antes de definirmos uma reta no plano, vamos caracterizar um outro conceito impor-
tante, o de dire¢ao no plano.

Definicao 1.43. Seja v um vetor nao nulo do plano. O conjunto de todos os vetores
linearmente dependentes a esse vetor v define uma dire¢ao no plano.

Consideremos o conjunto de todos os vetores do plano linearmente dependentes a um
dado vetor nao nulo, v. Ou seja, o conjunto,

[v] = {tv,t € R}

Definicao 1.44. Sejam P um ponto qualquer do plano e v um vetor nao nulo do plano.

Entao o conjunto,
r={X,X — P e v}

é chamado a reta passando por P na direc¢ao [v].

Exemplo 1.45. Consideremos a reta que passa pelo ponto P = (=2, —2) e o vetor nao
nulo v = (1, —1). Entao tal reta é dada pelo conjunto

r={X,X—-Pev}.

Assim, o ponto,
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Figura 1.10: Dire¢ao no plano determinada pelo vetor v.

i) X, = (2,—6) ¢ tal que,
Xi—P=(2,—6)—(=2,-2) = (2—(—2),—6— (—2)) = (4, —4) = —4(1, —1) = —4v.
Logo X; — P € [v], e portanto, X; € r.
ii) X, = (—3,5), por sua vez,
Xy =P =(=35)-(-2,-2)=(=3-(-2),5-(=2) = (=1,7) € [v],
e assim, X ¢ 7.

Observacao 1.46. A equagao da reta, como descrita na Definicao 1.44, pode ser escrita,
de maneira abreviada, como,

r=P+[v].

Também podemos escrever a chamada equacao paramétrica para a reta r no plano,
por,

X=P+tvteR (1.1)

Exemplo 1.47. Considere, por exemplo, a reta determinada pelo ponto P = (1, —2) na
dire¢ao do vetor u = (2,3). Temos que, a equacao de tal reta é dada por,

X=P+lu=(1,-2)+X2,3)=(14+2-\,-2+3-)),
onde X é um outro ponto qualquer dessa mesma reta, e A € R.

Uma caracteristica importante de uma reta no plano é aquela que nos diz que dois
pontos distintos no plano determinam uma tunica reta.

Teorema 1.48. Sejam P e Q pontos distintos no plano. Entao existe uma unica reta
contendo P e @), a qual denotaremos por .
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Figura 1.11: A reta % e o vetor diretor v.

Demonstrag¢io. Seja v um vetor do plano nao nulo. A reta P+ [v] passa por () se e somente
se @ — P € [v]. Como P e @ sao distintos, [QQ — P] € [v]. Logo, a reta P+ [ — P] ¢ a
Unica reta requirida. O

Dadas duas retas distintas no plano, teremos duas possibilidades para tais retas, ou
tém pontos em comum, ou nao existem pontos em comum.

Definicao 1.49. Dadas as retas distintas do plano, r e s, temos que,
a) se as retas r e s se intersectam, sdo denominadas retas concorrentes;

b) se r N's = &, ou seja as retas nao tem pontos em comum, tais retas, r e s, sdo
denominadas paralelas, e representamos por r || s.

Teorema 1.50. Dadas duas retas distintas que se intersectam, seus vetores diretores sao
linearmente independentes.

Demonstracdo. Sejam os pontos P, () do plano, bem como os vetores u,v. As retas r =
P+ [u] e s = Q + [v] sdo distintas, por hipétese. Vamos admitir, por absurdo, que
0s respectivos vetores diretores, u e v sao linearmente dependentes. Como, também
por hipétese, r e s se intersectam, existem um ponto do plano X, tal que X € r e
X € s. Assim, como P, X € r, o vetor )?ﬁ € [u]. De modo similar, o vetor )?@ € [v].
Mas como u e v sao linearmente depedentes, também o serao os vetores XP e )%

Claramente um absurdo, pois como P # @), e, portanto, vetores X P e X () sao linearmente
independentes. O

Podemos agora enunciar um resultado importante sobre retas concorrentes.
Teorema 1.51. Duas retas concorrentes intersectam-se em um unico ponto.

Demonstragao. Sejam os pontos (), R do plano bem como u e v dois vetores nao nulos,
linearmente independentes. Nessas condigbes, as retas r = Q + [u] e s = R + [v] sdo
concorrentes. Vamos admitir, por absurdo que r N's = {P;, P,}, onde Py, P, sao dois
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pontos distintos do plano. Como Py, P, € r temos que ?P; e u sao vetores linearmente
dependentes. Da mesma forma, como P;, P, € s temos que JTP; e v sao vetores linear-
mente dependentes. E, portanto u e v sao linearmente dependentes, o que contraria nossa
hipétese inicial. Logo, duas retas concorrentes tém um tinico ponto em comum. O

Corolario 1.52. Se duas retas r e s tém dois pontos em comum, tais retas sao coinci-
dentes, ou seja, r = s.

Definicao 1.53. Dois vetores u e v do plano sdao ortogonais se,

(u,v) = 0.

Observagao 1.54. Dado o vetor v = (vy,vs) do plano, o vetor v = (—wvq,v1) é tal que

v e v+ sdo ortogonais. De fato, pela Definicdo 1.53, temos,

<U,UJ'> = vy (—v2) + vou; = —V Vg + V1V = 0.

Definicao 1.55. Um vetor com norma igual a 1 é chamado um vetor unitario, e um par
de vetores {u, v} unitarios e ortogonais é denominado um par ortonormal.

Teorema 1.56. Sejam u e v um par de vetores ortonormais do plano. Entdo para todo
w € R? temos,
w = (w,u) u+ (w,v) v.

Demonstracio. Como u e v sdo linearmente independentes, formam uma base para R?,
de acordo com a Definicao 1.32. Assim, para qualquer w € R? existem tnicas constantes
«a e [ tais que w = au + fv. Usando as propriedades do produto escalar, obtemos,

(w,u) = (au + Pv,u) = a(u,u) + B (u,v) = «a,

(w,v) = (au+ Bo,0) = a (u,v) + B (v,0) = B.
O
Definicdo 1.57. Se r é uma reta com vetor diretor v, o vetor v+ ¢ chamado um vetor

normal a reta r. Quaisquer dois vetores normais a uma mesma reta sao linearmente
dependentes.

Vamos agora derivar a equagdao de uma reta em termos de seu vetor normal.

Teorema 1.58. Sejam P um ponto qualquer do plano e {v, N} um par de vetores orto-
normais. Entao,
P+ ] ={X,(X—-P,N)=0}.
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Demonstragao. Pelo Teorema 1.56 temos a identidade,
X—-P=(X—-Puv)yv+(X—P/N)N,

para qualquer ponto P € R?. Mostraremos que X localiza-se sobre a reta P + [v] se e
somente se (X — P,N) = 0. Primeiro, suponha que X = P +t v para algum ¢t € R.
Entao,

(X —P,N)=(tv,N) =t{(v,N)=0

Reciprocamente, se (X — P, N) = 0, a identidade se reduz a,
X—-P=(X—-Puvv
tal que,
X=P+(X—Puv)veP+].
]

Corolario 1.59. Se N ¢é qualquer vetor nao nulo, {X,(X — P,N) =0} ¢ a unica reta
passando por P com vetor normal N e, portanto, vetor diretor N+*.

Demonstra¢io. Observamos que (X — P, N) = 0 se e somente se <X — P, ﬁ> =0, e,
entdo, podemos aplicar o teorema 1.58. O]

Definicao 1.60. Duas retas r e s sao perpendiculares se tém vetores diretores ortogonais.
Denotamos por r L s.

Teorema 1.61 (Teorema de Pitagoras). Sejam P, Q e R trés pontos distintos de RZ.
Entao,
2 2 2
|IR—P|"= Q- P|"+[R-Q
se, e somente se, as retas @ € %@ sdo perpendiculares.

Demonstragio. Sabemos do item (e) do Teorema 1.40 que, dados x,y € R?, vale,
2 2 2
e +yl” = [lz]]” + 2 (z,y) + llyll”.
Observamos que ||z +y||> = ||z||* + ||y||* se, e somente se (z,y) = 0. Agora fazemos
r=0Q—Pey=R-—(Q. Vemos que z +y = R — P, e, portanto,
2 2 2
|IR—P|"= Q- P|"+[|R—-Q,

se, e somente se, () — P, R — Q) = 0. Isso implica que os vetores P‘é e Cﬁ sao perpen-
diculares. n

Teorema 1.62. Sejam duas retas v e s tais que r 1 s. Entdo r e s tém um unico ponto
em comum.

Demonstragio. Seja a reta r dada por P + [v] e a reta s por @ + [w]. Podemos assumir
que v e w sdo unitarios, de modo que {v,w} é um conjunto ortonormal. Escrevemos,

P—-Q=(P-Q,v)v+(P-Quwuw,
e, assim,
P — <P_Q7U>U:Q+<P_Q7w>w
Tomando,
X:P_<P_Q7U>U:Q+<P_Qaw>w
vemos que X € r e X € s. X é o Unico ponto em comum, pois se existisse um segundo
ponto em comum, pelo Corolario 1.52, as retas deveriam coincidir. O
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Teorema 1.63. Seja um ponto X € R? e r uma reta qualquer. Entdo existe uma unica
reta s passando por X e perpendicular a r. Além disso,

a) A reta s é dada por X + [N], onde N é um vetor unitdario normal a r.
b) r e s intersectam-se no ponto Q@ = X — (X — P, N) N, onde P é qualquer ponto de r.
c) d(X,Q) = (X - PN}

Demonstragio. Seja a reta r dada por r = P+ [v], onde P é um ponto de r e v um vetor
unitario, diretor da reta r. Sabemos que existe vetor unitario, /N, normal a reta r, dado
pela condigao (v, N) = 0. Agora, considerando o ponto X, bem como o vetor N, podemos
construir a reta s, passando por X e com vetor diretor N. Como os vetores v e N sao
ortogonais, as retas r e s sdo perpendiculares, r | s. Tal reta é dada por s = X + [N].
Do Teorema 1.62, sabemos que tais retas r e s, por serem perpendiculares, tém um tinico
ponto em comum, digamos (). A reta s, entao fica determinada unicamente pelos pontos
X e Q. Da demonstracao do mesmo Teorema 1.62, sabemos que tal ponto de intersec¢ao
seddem Q = X — (X — P,N) N. Finalmente, como a distdncia entre dois pontos é dada
pela Defini¢ao 1.41, e sabendo que Q@ — X = — (X — P, N) N, temos que,

d(X,Q) =1Q = X| = |- (X = P,N) N| = (X — P,N)|.
O

Definicao 1.64. No enunciado do Teorema 1.63, o tinico ponto de interseccao das retas
perpendiculares, 7 e s, serd denominado o pé da perpendicular a reta r, passando pelo
ponto X.

s
+ X

Figura 1.12: Ponto @), pé da perpendicular.

Teorema 1.65. Seja r uma reta qualquer, e considere X um ponto que ndo pertence a
r. Seja Q o pé da perpendicular a r por X. Entao, () é o ponto da reta v mais proximo

de X.
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Demonstracio. Seja P um ponto qualquer de r. Como PQ L QX, o Teorema de Pitagoras
nos fornece,

IX =PI = |1X - QII* + 1Q - P|I*.
Assim, || X — P||> > || X — Q|* com a igualdade verdadeira se, e somente se, P = Q. [J

Figura 1.13: Ponto () é o ponto da reta r mais proximo de X.

Definicao 1.66. Sejam r uma reta qualquer e X um ponto qualquer do plano. Seja o
ponto () o pé da perpendicular a reta r, passando pelo ponto X. O nimero real d(X, Q)
é chamado a distdncia do ponto X & reta r, e serd denotado por d(X,r).

Como uma consequéncia dos Teoremas 1.62 e 1.65 e da Definicao 1.66, temos o seguinte
resultado.

Corolario 1.67. Sejam r uma reta com vetor unitirio normal N, e X um ponto qualquer
de R%. Se P é um ponto qualquer de r, entdo,

d(X,r)=[(X — P,N)|.

Definimos anteriormente retas paralelas, como retas distintas que nao tém pontos em
comum. Podemos agora, introduzir um critério para o paralelismo de retas.

Teorema 1.68. Duas retas distintas v e s sdo paralelas se, e somente se, tém a mesma
direcdo.

Demonstragio. Vamos supor que 7 e s tém diferentes direcoes, [u] e [v], respectivamente.
Seja P um ponto qualquer de r, e () um ponto qualquer de s. Como u e v nao sao
linearmente dependentes, existem nimeros reais « e [ tais que P — ) = au + pfv. Isso
significa que P —au = @ + fv. Seja X = P —au = Q) + fv. Entao X é um ponto comum
de r e de s.

Reciprocamente, vamos supor, por absurdo, que as retas r e s tém um ponto em
comum, digamos ). Podemos entao escrever r = Q + [u] ¢ s = Q + [v] para dois vetores
nao nulos. Como as retas r e s sao distintas, temos que [u] # [v]. O
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Teorema 1.69. Sejam r, s et retas do plano. Temos,
a) Ser| ses|t, entao our =t our | t.
b) Ser | ses Lt, entior Lt.

c) Ser Ltes Lt, entdoour| s our=s.

Demonstragdo. Seja o vetor ndo nulo v, diretor da reta r. Pela definicao 1.53 e pela
Observacio 1.54, existe um vetor v+, tal que <v, vl> = 0. Considere ainda os pontos do
plano P, Q e R, taisque Per, Q€ se R e t.

a) Ser || s entdo podemos escrever, para as retas r e s, que r = P+ [v] e que s = Q + [v],
e ainda rNs = @. Como também temos que s || ¢, podemos escrever que s = Q) + [v]
et = R+ [v], sendo que st = &. Assim, das condigoes, r = P+ [v] e t = R+ [v],
notamos que as retas r e t tém, ambas, a mesma dire¢ao . Logo se rNt = & teremos
r || t. Caso contrario, r = t.

b) Sendo r || s, escrevemos que r = P + [v] e que s = @ + [v], e ainda r N s = @. Como
agora s L t, temos que s = Q + [v] et = R+ [UL] Assim, como r = P + [v] e

t=R+ [Ul}, concluimos que r L ¢.

c) Ser Lt escrevemos, para asretas ret quer =P+ [v] et =R+ {UL}. Sendo s | t,

L
temos para as retas s et que t = R + {’UJ‘} es =0+ {UJ‘} . Logo, vemos que
r=P+[v]eques=0Q+ [v]. Ou seja, as retas r e s tém a mesma diregao, e
portanto se r N's = &, entdo r || s. Caso contrério, teremos r = s.

]

Teorema 1.70. Por um ponto nao pertencente a uma reta qualquer, teremos uma unica
reta paralela a reta dada.

Demonstragio. Seja r uma reta qualquer e P um ponto qualquer do plano, tal que P ¢ r.
O Teorema 1.63 nos garante que existe uma unica reta s, passando por P e tal que s L r.
Pelo mesmo Teorema 1.63, temos que pelo ponto P existe uma tnica reta, t, perpendicular
areta s, ousejat L s. Comor L set L s, pelo Teorema 1.69, temos que ou r || £ ou
r=t Como P eteP ¢&r, temos que r || t. Como essa reta ¢t é a unica perpendicular
a reta s, e, consequentemente, é paralela a reta r, pelos Teorema 1.63 e 1.69, concluimos
que a reta t é a Unica paralela a reta r passando pelo ponto P. O

1.2 Transformagées em R?

Nessa secao trataremos das chamadas transformacos do plano. Aplicagoes que, dado
um ponto qualquer do plano, devolvem um outro também no plano. Discutiremos ao
longo dessa parte, algumas transformacoes particulares, as chamadas isometrias. Mas
antes disso, caracterizemos tais transformacoes.

Definicao 1.71. Uma transformacido em R? é definida por uma aplicacao T : R? — R2
que a cada ponto P € R? associa um ponto P’ = T(P) € R?.
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Exemplo 1.72. Considere a aplicacao T : R? — R? definida por,
I(z,y) = (z,~y).
Temos,
0) P = (4,4) = T(P) = (4, —4),
iil) P, =(2,0)=T(P) = (2,0),
iii) P; = (0,-2) = T(P;) = (0,2),
iv) Py=(-2,-3)=T(FPy) = (—2,3).

by
At M
T(P) |
21»P3
1 -
T(P) =D
—4-3-2-10] 1 2 3 4 =
_1 ~
-9 wT(PS)
Py
° _3 =
L T

Figura 1.14: Transformacao T

Definimos, entao, a primeira dessas transformagoes no plano que, de fato, nos interes-
sam.

Definicao 1.73. Para uma reta r, a reflexdo por uma reta r é uma aplicacao de R?
em R? definida por,
2,X=X-2(X—-P/N)N,

onde N é um vetor unitario normal a r e P é um ponto qualquer de r.

Exemplo 1.74. Considere a reta r que passa pelo ponto P = (—2,3) e tem como vetor

diretor v = (1,1). Um vetor unitdrio normal a essa reta ¢ dado por N = (%, —g)

Considere ainda o ponto X = (2,10). Vamos determinar a reflexdo desse ponto pela reta
r. Incialmente,

X —P=(210)—(-2,3) = (4,7).

(2. %))

Agora,
(X - P,N)

((4,7)
4.

o
\] -

[ sl
NN

@
wg
)
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Finalmente,
0.X = X—-2(X—-PN)N
= (2,10)—2(—%2) (@, —2)
= (57 7)

| |

L1
=5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Figura 1.15: Reflexdao do ponto P pela reta r.

Essa aplicacao, reflexdo por uma reta, tem as seguintes propriedades.
Teorema 1.75. Sejam X,Y € R? e r uma reta do plano. Temos,
a) d(Q,X,Q.Y)=d(X,Y).
b) 2,0, X =X

c) Q,:R? = R? ¢ uma bijegio.

Demonstrag¢io. a) Como,
OLX-QY=X-Y—2(X—-Y,N)N
temos,
120X = QY[ = | X = Y| = 4((X =Y, N))* +4((X =Y, N))* (N, N)

= [[X =Y|F =4 (X =Y, N))’ +4((X =Y, N))’
=X -Y|?,
pois (N, N) = 1.
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b) Temos que ., X = 2AN, onde A = (X — P, N). Assim,

Q00X = X —2\N-2(X—2\N—P,N)N

X —2\N —2(X — P,N)N +4X(N,N) N
X — 2AN — 2AN + 4AN

pu— X

c) Primeiro observamos que €2, é injetiva. Se Q,.X = .Y, entao, Q,0,X = Q.0Q,Y e,
pelo item (b), X = Y. Para mostrar que €, é sobrejetiva, seja Y € R? um ponto
qualquer do plano. Seja X = ,.Y. Entao ,X =Y, de modo que Y esta na
imagem de 2,.

m

Definicao 1.76. Uma aplicacdao T : R? — R? é uma isometria se para quaisquer X,Y €
R2,
4(T(X),T(Y)) = d(X,Y).

As isometrias tém algumas propriedades importantes que discutiremos agora em de-
talhes.

Teorema 1.77. Seja T : R? — R? uma isometria. T € injetiva.
Demonstracio. De fato, quaiquer que sejam X,Y € R? temos,
TX)=TY)=dX,)Y)=d(T(X), T(Y)) =0= X =Y.
O

Teorema 1.78. Sejam os pontos P,Q € R* e T : R? — R? wma isometria. Sejam
ainda P' = T(P) e Q' = T(Q) pontos de R%. Se X € PQ, entio X' = T(X) ¢é tal que
X' e PQ.

Demonstragio. De fato, se X € PQ, entao, d(P,X)+d(X,Q) = d(P,Q). Como T é uma
isometria temos,

d(T(P),T(X)) +d(T(X),T(Q)) = d(T(P), T(Q)),

d(P', X")+d(X',Q") =d(P,Q").
Portanto, X’ € P'()’. ]

Ou seja, uma isometria leva pontos colineares em pontos colineares. Outra caracteris-
tica, isometrias transformam retas em retas.

Teorema 1.79. Sejam r uma reta no plano e T uma isometria no plano. O conjunto
s =T(r) € uma reta no plano.
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Demonstracdo. Considere os pontos P, () € r com P # (). Seja ainda a reta s que passa
pelos pontos P’ = T'(P) e Q' = T(Q). Finalmente, considere um ponto X € r qualquer.
Devemos considerar trés casos, X € PQ, P € XQ e Q € PX. Se X € PQ, pelo Teorema
1.78 segue que X' = T(X) € PQ, e, portanto, X’ € s. Pela mesma razio, nos casos em
que P € XQ e Q € PX, podemos concluir que T(r) C s.

Por outro lado, considere um ponto qualquer X’ € s. Se X' = P’ ou X' = (@,
entdo s € T(R). Caso contrario, temos trés casos a considerar, X’ € P'Q)’, P' € X'Q)' e
Q' € P'X’'. Supondo que X’ € P'Q)’ e ainda que X € rNPQ, tal que d(X,Q) = d(X', Q).
Pelo Teorema 1.78, obtemos que T'(X) € P’Q’. Como T é uma isometria, temos,

d(T(X),Q) =d(T(X),T(Q)) = dX", Q)

e, assim, X’ = T(X). Logo, X’ € T(r), ou seja, s C T(r). Portanto, como T'(r) C s e
s C T(r), concluimos que s = T'(r). O

E também, isometrias preservam o paralelismo de retas.

Teorema 1.80. Seja T' uma isometria em R?. Sejam r, s retas distintas e paralelas em
R2. Entdo, r' =T(r) e s = T(s) sdo retas paralelas.

Demonstragio. Pelo Teorema 1.79, ' = T'(r) e s’ = T'(s) sdo retas no plano. Considere,
por absurdo que existe um ponto Y € ' Ns’. Nesse caso teriamos Y = T'(X;) = T(X3),
com X; € 7 e Xy € s. Como uma isometria é injetiva (Teorema 1.77), isso implicaria que
X1 = X5, um absurdo, pois as retas r e s sdo retas paralelas e distintas. Logo as retas r’
e s’ sao paralelas. H

Teorema 1.81. Toda isometria T : R? — R? preserva dangulos.

Demonstracio. Considere os pontos O, X,Y € R?, bem como os pontos de R? dados por
O'=T(0), X'=T(X) eY' =T(Y). Seja o dngulo XOY com vértice em O. Como T é
uma isometria, temos,

i) d(X,Y) =d(T(X),T(Y)) = d(X",Y"),
ii) d(0,X) = d(T(0),T(X)) = d(0', X"),
i) d(0,Y) = d(T(0),T(Y)) = d(0,Y").

Vemos entao que os tridngulos XOY e X'O'Y’ sao congruentes, e, assim, os angulos
XOY e X'0O'Y' sao congruentes. O

Como consequéncia imediata desse teorema, temos o seguinte corolario.

Corolario 1.82. Toda isometria transforma retas perpendiculares em retas perpendicu-
lares.

Finalmente, toda isometria ¢é bijetora.

Teorema 1.83. Toda isometria T : R? — R? é uma bijecio, e sua inversa,
T-':R? = R? |, é também uma isometria.
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Demonstracdo. Ja sabemos do Teorema 1.77 que uma isometria é injetiva. Assim basta
provar que uma isometria é sobrejetiva.

Vamos demonstrar, agora, que T é sobrejetora. Para tanto, seja Y € R? um ponto
qualquer do plano. Vamos mostrar que existe um ponto X € R? tal que T(X) = Y.
Consideremos, entdo uma reta qualquer em R?. A imagem de r por T é uma reta r’ =
T(r) € R? como garante o Teorema 1.79. Se Y € 1/, entdo, por defini¢do, existe um
ponto X € r tal que T(X) =Y. Caso contrério, seja a reta s, perpendicular a reta r’ e
passando pelo ponto Y. Seja o ponto X’ o ponto de interseccao das retas v’ e s’. Como
X' e, existe Z € r tal que T(Z) = X'. Seja s a reta perpendicular a reta r e passando
pelo ponto Z. A imagem de s pela isometria T' é perpendicular a reta r’ pelo Coroléario
1.82, e contém o ponto X'. Logo T(s) = §'. Como Y € ¢, entdo existe X € s tal que
T(X) =Y. Portanto T é sobrejetora, e assim, T é uma bijecao.

Para demonstrar que a inversa é é uma isometria, consideremos X', Y’ € R?. Existem
X,Y € R? tais que X’ = T(X) e Y/ = T(Y), pois T é uma bijegao, e de modo que
X=T"YX")eY =T7YY’). Entao,

dXx.Y') = d(I(X),T(Y))
_ d(X,Y)
= d(TY(X"), T71Y")).
Logo 77! : R? — R? ¢ uma isometria. O
Teorema 1.84. Sejam T,S : R? — R? isometrias. Entao,

a) T oS também é uma isometria.

b) A aplicagio identidade, I : R* — R? é isometria.

Demonstragio. a) Dados X,Y € R? temos,

d(TS(X), TS(Y)) = d(T(S(X)), T(S(Y)))

b) Dados X,Y € R? temos,
d(I(X),I(Y)) =d(X,Y)

pois I(X) = X para qualquer X € R
O

Diante desses resultados, vemos que a reflexao por uma reta, como dada pela Defini¢ao
1.73 define uma isometria, em vista do item (a) do Teorema 1.75. Sabendo ainda que a
composi¢ao de isometrias também define uma isometria, consideraremos a partir de agora
diferentes composicoes de reflexoes por retas.

Vamos considerar, inicialmente, a composicao de duas reflexdes cujos eixos sdo para-
lelos. Sejam 7 e s duas retas paralelas, e escolhamos um ponto arbitrario P em r, e um
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outro ponto, () como o pé da perpendicular a reta s e que passa por P. Assim, se N é
um vetor normal unitario a reta r, e consequentemente a s, obtemos,

00X = 0.X —2(0,X — P,N)N
= 2-2(X—-Q,N)N —2(X — PNYN +4(X —Q,N)(N,N) N
= X+2(P—Q,N)N

e, finalmente obtemos,
Q.0X =X +2(P-Q). (1.2)

Ou seja, a composicao €2,€), aplicada ao ponto X do plano, resulta em um novo ponto
do plano, deslocado pelo vetor 2(P — Q). E claro que, ao escolhermos duas outras retas
paralelas, v’ e s’ distintas das retas r e s, o deslocamento sofrido pelo ponto serd diferente
desse ultimo, pois as retas ' e s’ terao um espacamento diferente. De qualquer forma,
podemos entao definir uma nova operacao no plano, a chamada translacgao.

Definicao 1.85. Seja t uma reta qualquer e considere as retas r e s perpendiculares a
t. A transformagao .0, é chamada a translagdo ao longo da reta t. Se r # s, a
translacao é chamada nao trivial.

Observagao 1.86. A Defini¢ao 1.85, de translagdo, a tnica condigdo imposta as retas r
e s é que ambas sejam perpendiculares a reta t. Assim duas diferentes retas ' e s', r’ £ r
e s # s, mas tais que ' L t e s L t, teremos uma nova translagao ao longo da reta t.

Exemplo 1.87. Consideremos a reta t = (0,0) + A ( ) ;A € R. Além disso, sejam

11
V2 V2
as retas r = (0,0)+u(—%,%> JERes= (1,1)—1—1/(—%,%) ,v € R. Temos que as
retas r e s s2o ambas perpendiculares a reta t. Seja ainda X = (x,y) um ponto qualquer
do plano.

A reflexdo pela reta s é dada por,
QX =X-2(X—-P/N)N,

onde P=(1,1) € se N; = (%, %), o vetor unitario normal a reta s. Temos entao que,

0.X = X-2(X-P,N)N
= (#y) —2{(@z-Ly—-1),N)N
= (z,y) —2%(x+y—2)]\f
= (—y+2,—x+2)

Agora, para a reflexao pela reta r, consideramos o ponto P = (0,0) € R e o vetor
unitario normal a reta r, dado por N = (%, %) Assim,

00X = O X —2(0.X — P.N)N
= 2-y,2—2)—2(2-y,2—2x2),N)N
= (2—y,2—x)—%(4—x—y)]\7
= 2—-y2—-2)—d-—z—yd—2x—1y)
= (ZL’—Q,y—Z)

Finalmen&considerando ospontos X = (z,y)eY = Q.0 X = (x—2,y—2), notamos
que o vetor XY ¢ tal que,

ﬁz(z—Q—x,y—?—y)z(—?,—?)E[U]

onde v = (\%2, %) é o vetor diretor da reta t. Assim, de fato, €2,2,X é uma translacao
ao longo da reta t.
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Teorema 1.88. Seja T uma translag¢ao ao longo de t. Se t' é qualquer reta paralela a t,
entao T € também uma translagdo ao longo de t'.

Demonstragao. Pela Definigao 1.85, uma translagao ao longo da reta t é definida como a
composicao das reflexdes pelas retas m e n, sendom L ten L t. Ouseja T = €,Q,.
Agora considere uma outra reta t' # ¢ tal que ¢’ || t. Pelo Teorema 1.69, as retas m e n
sao tais que m Lt en L t. Ou seja, T = Q,,Q,, também é uma translacdo ao longo da
reta t'.

O

Teorema 1.89. Seja T uma translacdo nao trivial ao longo da reta r. Entao r tem um
vetor diretor v tal que,
T(X)=X+v, (1.3)

para todo X € R%. Reciprocamente, se v é qualquer vetor nao nulo e r é qualquer reta
com vetor diretor v, entao a transformacao definida pela equacao 1.3 é uma translagcao
ao longo de r.

Demonstracdo. Seja N um vetor unitario diretor para r. Seja P um ponto arbitrario de
R2. Sejam « e 3 duas retas distintas e perpendiculares a r (Ver Figura 1.16). Sejam a e
b os tinicos nimeros reais tais que P +a N € a e P +b N € . Temos, entao,

0aQsX = X +2(P+aN —P—bN) = X +2(a—b)N

Se T # I, devemos ter a # b, de modo que 2(a — b)N é o vetor diretor requerido.
Reciprocamente, suponha que para cada ntmero real A\ = 2(a — b) definimos a aplicagao
T, por,

"X =X+ AN.

Se a e b sao dois reais quaiquer tais que A = 2(a — b), construimos « = P + aN + [N L} e
B =P+ 0bN + {NL} e observamos que T = €2,{23. O

Definicao 1.90. O conjunto de todas as retas perpendiculares a uma dada reta r de R?
é denominado um feixe de retas perpendiculares a reta r. A reta r é a perpendicular
comum para o feixe.

Teorema 1.91. Dadas as translacoes T, e T, temos que T, T, =T, 1,.
Demonstragdo. A partir do Teorema 1.89, podemos escrever que,

X+ uN + AN
X+ (p+ AN
T2 X

Analogamente, T, Ty = Ty, O]

Corolario 1.92. Dada a translagio Ty temos que Ty " = T_,.

1Como estamos escrevendo as equacdes das retas na forma paramétrica, segundo a Observacio 1.46,
existem tais nimeros reais a e b de modo que os pontos em questao situam-se sobre as respectivas retas.
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Figura 1.16: 9,05 ¢é a translacdo ao longo de r por uma soma igual a duas vezes d(«, ().

Demonstracdo. Se nas condi¢des do Teorema 1.91, fizermos A = 0, temos que Ty = I, e
como T\T_, =Ty = I, obtemos que T)\_1 =1T_,. O

Teorema 1.93. Sejam r,s,t trés retas de um feize P com uma perpendicular comum,
m. Nessas condi¢oes, existe uma unica quarta reta, u desse feixe tal que,

Q.00 = Q,.

Demonstrag¢io. Como na demonstracao do Teorema 1.89, a composicao de duas reflexoes
pelas retas s e t poderia ser escrita na forma,

QX = X +2(n—v)N,
onde N é um vetor unitario diretor para a reta m. Temos,

QX = Ty X,

onde,
TQ(M_V)X =X + 2(,u - V)N
Assim,
Q.0,0X = O To—n X
= Q. (X +wN)

onde w = 2(u — v). Seguindo, temos,

2,009 = X+wN—-2(X+wN—-P—-AN,N)N
= X—-2(X—-—PN)N+(2\—pu)N
= X—-2(X—PN)N+2(A—pu+v)N
= X-2(X—-(P+(A—=p+v)N),N)N
Essa ultima expressao nos fornece a reflexao pela reta u € P, passando pelo ponto P+dN,

onde d = A — p+ v. Assim, a composicao de trés reflexdes de retas em P é uma quarta
reflexdo or uma reta do mesmo feixe P. O
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Figura 1.17: Feixe de retas paralelas

Teorema 1.94. Considere as retas r e s, ambas perpendiculares a reta t. Pela defini-
cao (1.85) a composicio T = Q,Qs define uma translagio. Sejam m e n retas também
perpendiculares a reta t. Nesse caso, existem e sao unicas as retas m’' e n’ tais que,

T =Q,Q = QpQ,.

Demonstragdo. Aplicando o Teorema 1.93 as retas m, r e s, obtemos uma tunica reta
m' tal que 2,,92,0s = Q,,,. Aplicando-se 2, a ambos os lados dessa ultima igualdade,
obtemos Q,Q, = Q2,,Q,,,. A reta n’ é obtida de forma analoga. O

Vejamos, agora, o que ocorre com a composicao de duas reflexdes dadas por retas
que se intersectam. Mas antes, vamos demonstrar um resultado que sera importante no
decorrer da discussao.

Lema 1.95. Sejam a e b nimeros reais tais que a®> + b* = 1. Entdo existe um tinico
0 € (—m, 7| tal que a = cos@ e b =send.

Demonstragdo. Seja u = arccos a, ou em outras palavras a = cosu. Temos que,
sen®u 4+ cos?u = 1
sen® u = 1—cos’u

sen u = /1 —rcos?u
|b| = +1—-a?

Observamos que u € [0, 7]. Se b > 0 escolhemos u = . De outra maneira, u = —6. Entao
cos) = a e senf = b. A unicidade vem do seguinte fato. Qualquer solugdo 6 pertence
ao intervalo (—m,0), se b < 0 ou ao intervalo (0,7), se b > 0. Como a fung¢do cosseno é
injetiva em ambos os intervalos. somente um valor de 6 é possivel. Quando b= 0, 6 deve
ser ou —7 ou 0. Um desses é valido para a = —1, enquanto que o outro o ¢ para a = 1.

]
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Seja m = P + [v] uma reta com vetor diretor unitario v, passando pelo ponto P =
(x1,y1). Agora, de acordo com o Lema 1.95, existe um tinico ntimero real a € (—m, 7] tal
que,

v = (cosa,sen ).

O vetor unitario normal pode ser escrito como,

N = (—sena, cos ).
N
\ v

senao | ________._

COS ¥

Figura 1.18: Reta r que tem v = (cos o, sen «) por vetor diretor.

Agora obervamos que,
2,X=X-2(X—-P/N)N,
2X-P=X-P-2(X—-PN)N.
Seja agora 1o uma reta pela origem e com diregao [v]. Entéo,
0, X = X — 2(X,N)N.

Logo,
2,X-P=Q,, (X —-P),

ou,

0,X =Q, (X —P)+ P,

Em outras palavras,
Q, =TpQ, T p, (1.4)

onde Tp, é a translagao pelo vetor P, cuja origem coincide com a origem do plano carte-
siano.
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Observacao 1.96. Para qualquer X € R?, notamos que,
(X,N) = —x1sena + yj cos a.

Assim, escrevendo vetores como matrizes coluna, obtemos,

i _ |1 o —sen
Q, L/l] = l?ﬂ] 2(—xysena + yp cos ) l cosoz]

(1 —2sen? )y + (24 senacosa)y;
(24 senacosa)r; + (1 —2cos® )y

B cos2a  sen 2« T
a sen2a  —cos2a| [y
Logo, vemos que a aplicacdo €2, : R? — R? ¢ linear. Denotaremos a matriz associada

a tal aplicacao por R,. Tal matriz representa a reflexao pela reta passando pela origem
cujo vetor diretor ¢é (cos a, sen «v),

_|cos2a  sen 2«
“ " |sen2a — cos 2«

Vamos observar a algebra subjacente a tais matrizes. Para tando, consideraremos
outra reta s passando pelo ponto P e a reta associada, passando pela origem sg. Se
(cos 3,sen 3) é o vetor diretor de s, temos que,

R cos2 sen2p
7 lsen28 —cos2f

Agora, para o produto R,Rs, vemos que,

_lcos2(a—B)  sen2(a— )
Raolts = [Sen 2(a—p) —cos2(a— 5)]

Como essa aplicagdo linear leva em conta a base canonica, associando e; a v =
(cosf,senf) e es a vt = (—send, cosf), é razoavel pensarmos em Ry como uma rota-
¢ao por um angulo de medida 6 (radianos) no sentido anti-horario, onde § =2 - (av — f3).

Assim, com essa interpretacao da composicao de duas reflexdes por retas concorrentes

em um ponto P, podemos definir a rotacao ao redor de um ponto P.

Definicao 1.97. Se r e s sdo retas passando pelo ponto P, a aplicacao €2,£2, é chamada
de rotagao ao redor de P. Considerando que os vetores diretores unitarios dessas retas
sdo, respectivamente (cosa, sena) e (cos3,sen ), o dngulo de rotacdo, no sentido anti-
horario terd medida 6 = 2 - (v — ). O caso particular em que r = s, temos a aplicagao
identidade, nao importando qual seja o ponto P. Se a rotacdo nao é a identidade, é
chamada de nao trivial. Se r L s, a rotagao £2,£); é chamada meia-volta, ou ainda que o
angulo de rotagao tem medida igual a 7 rad.

Exemplo 1.98. Consideremos as retas s : (0,0) + [u], onde v = (1,1) e r = (0,0) + [v]
com v = (1,2). Ambas as retas passam pela origem do plano cartesiano. A composigao
0, nos dara a rotagdao ao redor da origem. Para isso consideremos primeiro a reflexao
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X/l X/

>

Figura 1.19: Q,.Q, é a rotagdo ao redor de P pelo angulo 26.

pela reta s. Assim sejam P = (x,y) um ponto qualquer do plano, e seja N, = %(—1, 1)
um vetor unitario normal a reta s. Temos que,

O.X = X —2(X — P, N,) N
(z,y) = 25 ((2,), (=1, 1)( Ny
= (ny) —25(z+y)N,
('T? ) - (—33 + y)(_1> 1)

= (y,(E)

Agora, para a reta r, temos que um vetor unitario normal & mesma é dado por N, =
%(—2, 1). Considerando ainda o ponto P = (0,0), obtemos,

0.0, = Q. (y, )

<y7 ZL‘) -2 <<y7 ZL‘), Nr> Nr
= (y,7) — Z(=2y +2)N,
= (y,2) — 2(=2y +=)(=2,1)
= (4x — 3y, 3z + 4y)

Teorema 1.99. Sejam r, s et trés retas passando por P. Entdo existe uma unica reta,
u, passando por P tal que,

0,00, =Q,

Demonstragao. Lembrando que Tp define a translagao por um vetor P, temos,
Q. =TpReT p,

Q, = TpR,T_p,

Q, = TpR,T_p,
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Temos, entao,

0,00 = (TpRyT_p) (TpRyT_p) (TpRyT_p)
= TpRy(T_pTp) Ry (T-pTp) RyT_p
= TpRoRyRyT_p
= TpRyRy_yT_p

= TpRg_dH_wT_p.
Portanto, devemos escolher u tal que,
Qu = TPR9,¢+¢T,p.

Em outras palavras, u é a reta passando por P e com vetor diretor

(cos(0 — ¢ + 1), sen(f — & + v)).
[l

Teorema 1.100. Seja T' = Q.0 uma rotacao qualquer, e considere t uma reta qualquer
passando pelo ponto P. Entao existem e sdao unicas, as retas m e m/, passando por P,
tais que,

T = = Qs

Demonstracao. Dadas as retas r, s e t, todas passando pelo ponto P, o Teorema 1.99
nos garante que existe uma tunica reta m, passando pelo ponto P, tal que £,€2,.€2, = €),,.
Agora fazemos,

QthQs = Qm
Qt (QthQs) = QtQm
Q) () = 2
0, = 0,

De maneira idéntica, dadas as retas r, s e t, passando pelo ponto P, o Teorema 1.99, nos
diz que existe a reta m’ tal que Q,0Q,8; = Q,,,. Agora,

0,00, = Qu
(Q0,0) = Q9
(QrQs) (QtQt) = Qi
#$ = Q.

]

Defini¢ao 1.101. Seja a reta r = P + [v], onde P é um ponto qualquer do plano e v é
um vetor ndo nulo de R?. A reflexdo com deslizamento dada pela reta r e pelo
vetor v ¢ definida por

T,0.X=X-2(X—-P N)N+wv

, s 1 , : . .
onde N é o vetor normal unitario, ﬁ;—”, e a reta 7 é denominada eixo da reflexdo com
deslizamento.
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AN

—

Figura 1.20: Reflexdo com deslizamento.

Exemplo 1.102. Considere a reta r = (0,0) + [v], onde v = (1,1). Seja ainda o ponto
qualquer do plano cartesiano, X = (z,y). Um vetor unitario normal & reta r é dado por
N = %(—1, 1). Desse modo, a reflexdo com deslizamento tendo como eixo a reta r serd
dada por Tyw, X = X —2(X — P,N) N +v. Considerando o ponto da reta P = (0,0),
temos,
Tyw, X = X—-2(X—-—PN)N+v

— (@) - 2 (@) (“L D)) N+ (1,1)

= (z,y) = H(-z+y)N +v

= (y) - (—r+y)(=1, D)+ (11

= (y+1,2+1)

Se considerarmos os pontos A = (2,0), B = (4,0) e C' = (4, 2), teremos T,w, A = (3, 1),
Tyw,B = (5,1) e Tyw,C = (5,3).

/f

Figura 1.21: Reflexao com deslizamento para os pontos A, B e C.

Observagao 1.103. Observamos que a translacao, T,, comuta com a reflexao, 2,.. De
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fato,
OT,X = X=v-2(X4v—-PN)N

= X+4v-2(X-PN)M

pois (v, N) = 0. Portanto, ndo ha qualquer ambiguidade na definigdo da reflexdo com
deslizamento.

Observacao 1.104. Caso T, = I, a reflexdo com deslizamento é chamada de trivial.

Teorema 1.105. Sejam r, s et trés retas distintas que ndao sdo, duas a duas, concorrentes
ou paralelas. Nessas condicoes, 2,8, € uma reflexdo com deslizamento nao trivial.

Demonstrag¢io. Vamos assumir que r e s intersectam-se no ponto P. Seja u uma reta
perpendicular a reta t. Seja () o ponto de interseccao das retas u e t. Pelo Teorema 1.100,
existe uma reta m passando por P tal que,

Q2,0 = Q,,0, = 2,90, = Q,,Q,8

Seja, agora, a reta n passando por () e perpendicular a reta m, e seja n’ a reta passando
por @ perpendicular a reta n. Agora,

2,0, = On'Q,
¢ uma rotacao de 7w rad ao redor de (). Como consequéncia,
0,050 = Q,,92,€,.

Observamos que €2,,,€2,,, é uma translacao ao longo de n. Como () nao pertence am, n' e m
sdo retas distintas. Assim 2,0, é uma reflexao com deslizamento nao trivial. Se r nao
intersecta s mas, s intersecta t, aplicamos o mesmo argumento a 2,2,, = (Q,Q,0;)7%.
Se deduzimos que ©,Q.9, = T,Q,, entdo Q,Q,Q; = (T,Q,)' = QT , = T_,Q, a qual
também é uma reflexdo com deslizamento nao trivial.

]

Teorema 1.106. Secjam T uma reflexao com deslizamento, e ), qualquer reflexdo. Entao
Q. T ou € uma translagao ou uma rotacdo.

Demonstragio. Seja m o eixo da reflexao com deslizamento T'. Existem dois casos a serem
considerados. Sao eles,

Caso 1. m intersecta r. Seja P o ponto de interseccao. Pelo Teorema 1.93, podemos
escrever I = ,,Q,8)3, onde a passa pelo ponto P e o e 3 sao perpendiculares,
ambos a m. Entao, Q0,7 = Q,0Q,,Q,Q5. Mas r, m, o passam pelo ponto P. Assim,
existe uma reta  passando por P tal que QT = Q,Qg. Logo Q2,7 ou ¢ uma
translacao ou uma rotacao.

Caso 2. m || r. Nesse caso, temos Q7 = 2,0,,Q2,Q5 = Q2,9,0,,Q5. Observando que
alrefp L m, vemos que .0, e Q2,3 sao meia-voltas distintas. Logo £, T é
uma translacao.

]
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Como vimos, a partir dos resultados anteriores, cada uma das operagoes de translagao,
rotacao e translagdo com deslizamento sao obtidas a partir de uma composicao de reflexoes
por retas adequadas. Assim, podemos afirmar que as mesmas sao as isometrias do plano.

Teorema 1.107. As operagoes de reflexio por uma reta (Definigio 1.73), translagio (De-
finicao 1.85), rotagao (Definicao 1.97) e translagio com deslizamento (Defini¢ao 1.105)
sao isometrias do plano.

Demonstragio. A reflexdo por uma reta é uma isometria com ja demonstrado no item (a)
do Teorema 1.75. Como as demais operagoes sao obtidas como composigoes de reflexdes
por retas, escolhidas adequadamente, o Teorema 1.84 garante que enquanto composigoes
de isometrias, as mesmas também sao isometrias. O

1.3 Frisos e ornamentos

O conceito de simetria perpassa diversos campos do conhecimento humano. Esta
presente nas Artes, de modo geral, mas pode ser um critério taxonémico em Biologia, por
exemplo.

Em Matematica, e, em particular na Geometria, nao seria diferente. Considere, por
exemplo, um triangulo equilatero como mostrado na Figura 1.22.

Consideremos o tridngulo equildtero ABC, e também a reta que passa pelo vértice C
do tridngulo e é perpendicular ao lado AB, como mostrado na Figura 1.22 (a). Agora,
definimos uma operacao de reflexdao por tal reta, de modo que essa transformacao é tal
que,

i) O,A =D,
ii) QB = A,
iii) Q.C =C.

Notamos que o triangulo obtido é visualmente idéntico ao original.

(a) (b)

Figura 1.22: Reflexao por uma reta passando pelo centro do triangulo

Finalmente, consideremos, o triangulo equildatero ABC', bem como seu baricentro, o
ponto O, como mostrado na Figura 1.23 (a). Consideremos uma rota¢ao por um angulo
de medida 2?” rad, ao redor do ponto O e no sentido anti-horario. A figura resultante é
mostrada na Figura 1.23 (b). Vemos que,
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i) 0,4 =B,
ii) O,B=C,
iii) Q.C = A.

E como no caso anterior, obtivemos um triangulo visualmente idéntico ao original. Em
todos esses dois casos, partindo-se de uma mesma figura, no caso um triangulo equilatero,
obtivemos, apds a aplicacao dessas transformacoes, uma mesma figura e idéntica a figura
original. Vamos, no que se segue, explorar figuras planas que, quando submetidas a
uma, ou uma combinacao das transformacgoes discutidas anteriormente, deixam tal figura
invariante.

Figura 1.23: Rotacao ao redor do centro do triangulo

Primeiramente, vamos formalizar alguns conceitos. Comegamos com a seguinte defi-
nicao.

Definicao 1.108. Qualquer subconjunto de pontos do plano define uma figura.

-
AT

Figura 1.24: Figuras no plano.

N
<V
vara

Para algumas figuras assim definidas, podemos analisar do ponto de vista estatico as
propriedades métricas dessas figuras, como por exemplo, medidas das arestas, dos angulos
internos, sua area, e assim por diante. Mas podemos analisar essa figura dinamicamente,
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ou seja, determinar quais composicoes das isometrias do plano que a deixam invariante
ou fixa..

Como vimos anteriormente, tais isometrias sao quatro, a saber, reflexao por uma reta,
translacdo, rotacao e reflexao com deslizamento.

Mais precisamente, definimos uma simetria.

Definicao 1.109. Considere uma figura plana F qualquer. Uma simetria de uma figura
plana F é uma isometria, ou uma composicao de isometrias, 1 : R? — R? que deixa a
figura invariante, ou seja, ¥(F) = F.

Ou seja, dada a figura F, se existe uma transformacao qualquer, €, tal que Q(F) = F,
a figura F exibe uma simetria, relativa a essa transformacgao. Assim a luz da Definicao
1.109, o triangulo equilatero, como discutido nos paragrafos iniciais dessa secao, exibe, ao
menos, duas simetrias, uma relativa a reflexao por uma reta, e uma segunda, relativa a
rotacao.

Obviamente, a Identidade é uma simetria de qualquer figura, e sendo assim chamada
de simetria trivial.

Definicao 1.110. Uma figura F qualquer do plano é chamada simétrica se além da
simetria trivial possui uma outra simetria qualquer.

Exemplo 1.111 (Simetrias do quadrado). Vamos determinar para um quadrado, todas
as possiveis simetrias do mesmo.. Dado o quadrado ABCD, inicialmente, tracamos a
diagonal AC', como mostrado na figura 1.25.

D C

Figura 1.25: Diagonal do quadrado

Pela reta suporte da referida diagonal, j@ podemos realizar a reflexao do quadrado,
a qual o torna invariante. Vamos denotar tal operacdo por wac. E evidente que , se
aplicarmos uma segunda vez tal operagao, obteremos o quadrado em sua confinguracao
inicial. Ou seja, wacwac = Id.

De maneira analoga, podemos definir a reflexao pela reta suporte da diagonal BD, ou
seja, a transformacao wgp.

Considerando ainda as diagonais AC e BD, as mesmas se intersectam em um ponto
O, centro do quadrado. Podemos agora, definir uma nova transformacao, a rotagdo em
sentido anti-horario ao redor do ponto O. Para tanto consideraremos os seguintes angulos
de rotagao, 7 rad, 7 rad, 37” rad e 2 - 7 rad, como mostrado na Figura 1.27.

Observamos que uma rotacao de 2 - 7 rad resulta na identidade. Assim aqui temos as
transformagoes, 0z, 0, e 93%.

Finalmente, consideremos os pontos médios dos lados AB e CD, M N, respepecti-
vamente. Consideremos ainda a reta suporte do segmento de reta M N. Definimos uma
nova transformacao, a reflexao pela reta M N, como mostrado na Figura 1.28.
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(a) (b)
D C B C

Xa0.

(a) (b) (©) (@)
C B B A A D D C

D A C D B C A B

37

Figura 1.27: Rotacao ao redor do ponto O por um angulo de (a) 7 rad, (b) 7 rad, (c) =",

rad, (d) 2 -7 rad.

Denotando tal transformacao por wy;y, notamos que wyywyny = Id. De maneira
andloga, se os pontos S e T representam, respectivamente, os pontos médios dos lados
BC e AD, temos também a relfexao pela reta suporte do segmento ST, denotado por
weT.

Dessa maneira, o conjunto das simetrias do quadrado é o conjunto,

{Id7 WAC, WBD, WMN,WsT, 0%7 97r7 9377“}
totalizando oito simetrias.

Como vimos, tanto para o tridngulo equilatero, como no caso do quadrado, tais figuras
apresentavam simetrias,

i) axiais, ou seja, por uma reflexdo por uma reta,
ii) rotacionais.

Entretanto, como vimos anteriormente, no plano temos outras duas possiveis simetrias,
associadas a translacao e a reflexao com deslizamento.
A partir dessa observagoes, podemos definir, entao um ornamento.

Definicao 1.112. Considere uma figura plana. Se tal figura é simétrica e tal que pode ser
composta por outra figura que se repete por meio de alguma isometria (rotacao, reflexao,
translagao, ou reflexdo por deslizamento), diremos que tal figura é um ornamento.

Como veremos nos seguintes exemplos, o nimero de repeticoes dessas composigoes,
pode ser finito, ou infinito
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(a) (b)
D N ¢ C N D

A M B B M A

Figura 1.28: Reflexdo pela reta M N, (a) quadrado original, (b) quadrado apés reflexao.

Exemplo 1.113. A Figura 1.29 mostra um tipico ornamento. Notamos que o quadrilatero
OABC é a unidade basica que compde os mesmo, pois vemos repeticoes dessa figura, para
compor tal ornamento. Nesse caso, obtemos o ornamento, efetuando a rotagao, de um
angulo de medida adequada, desse quadrilatero OABC' ao redor da origem do plano
cartesiano.

Figura 1.29: Um exemplo de ornamento

Dentre os ornamento, podemos considerar dois subconjuntos. O primeiro deles, o das
rosaceas (ou rosetas).

Definicao 1.114. Uma rosicea é um ornamento que tem um nimero finito de simetrias
ou de rotagoes ou de reflexoes por uma reta. Em ambos os casos, as rotagoes sao ao redor
da origem e as reflexdes por retas que passam pela origem.

Exemplo 1.115. Considere no plano cartesiano, uma figura qualquer, como mostrada
na Figura 1.30. Aplicamos uma rotacao, ao redor da origem O, de um angulo de medida
% rad (ou 60°), no sentido antihordrio, obtendo uma cépia da figura original, mas, agora,
rotacionada em 7.

Assim, realizando também as rotacoes de 2 rad, m rad, * rad e 57” rad, obtemos o

3 3
ornamento denominado roseta, como mostrado na Figura 1.31.
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(b)

Figura 1.30: Um exemplo de roseta

Figura 1.31: A roseta completa

Finalmente, observamos que se realizarmos uma rotacao de 77” (ou 420°) nao resultara
em uma nova figura, mas uma sobreposta aquela obtida a partir da rotagao de % rad (ou
60°). E o mesmo ocorrerd para as demais rotagoes discutidas.
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Exemplo 1.116. Um outro exemplo, agora a forma basica sofre rotagoes de 72°, 144°,
216° e 288° ao redor da origem (Figura 1.32).

Figura 1.32: Roseta contendo apenas rotagoes

Exemplo 1.117. E finalmente, uma roseta gerada pela reflexdo em retas passando pela
origem (Figura 1.33).

Figura 1.33: Roseta contendo apenas reflexoes por retas passando pela origem
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Um segundo ornamento é o chamado friso.

Definicao 1.118. Um friso é um ornamento que possui uma infindade de simetrias de
translacao.

Exemplo 1.119. Aqui temos um tipico friso. A forma béasica, o quadrilatero ABC'D
é transladado, um infinidade de vezes, pelo vetor u. Isso produz o segundo tipo de
ornamento, o friso, como mostrado na Figura 1.34.

u
—_ .

ALY
RAARAEE

Figura 1.34: Friso obtido pela translagao da figura ABC'D.

Assim, fomos capazes de, a partir das isometrias do plano, construir a partir de figuras
simples, objetos muito mais complexos e que apresentavam simetrias as mais diversas.



2 Geometria Esférica

Introducao

Vimos na Geometria Euclidiana alguns resultados importantes, como a determinagao
de uma reta por dois pontos distintos; a existéncia de uma tunica reta paralela por um
ponto nao pertencente a uma reta dada, a distancia entre dois pontos como um resultado
do Teorema de Pitagoras, bem como a existéncia de um familia de isometrias no plano.

Vamos agora, adotar uma abordagem semelhante ao analisarmos a geometria e as
transformagoes na Esfera Unitaria. Como antes, desenvolveremos um arsenal geométrico
e algébrico para primeiro caraterizar a Esfera Unitaria. E posteriormente nao apenas
definir objetos como ponto e reta, mas demonstrar uma série de resultados, culminando
com o fato de que nessa nova geometria, dada uma reta e um ponto externo a4 mesma,
nao existe uma reta paralela a reta dada.

Em seguida, definiremos transformacoes na esfera geométrica, todas a partir de uma
particular transformacao . Finalmente, definida uma isometria, passaremos a classificar
tais transformacoes.

2.1 Preliminares algébricas

Muitos dos resultados apresentados nessa secao, ja tiveram seus andlogos discutidos
em R2. O que faremos aqui é uma extensio desses resultados para R?, sem nos atermos aos
detalhes e demonstragoes, de modo mais rigoroso. Vamos nos deter, entretanto, quando
nos depararmos com algum resultado inédito.

Consideremos o espaco conjunto R* = {(z,y, 2), z,y, 2 € R}, de todas as ternas orde-
nadas, com entradas reais. Para tal conjunto podemos definir duas operagoes, a saber.

Definigao 2.1. Sejam u = (x1, 72, 23),v = (y1,¥2, y3) € R®. Definimos a soma u + v por

u+v= (21 +y1, T2+ Y2, T3+ y3).

E também a chamada multiplicacao por escalar.

Definigao 2.2. Dados u = (21, 22,73) € R® e A € R, o produto de u pelo escalar \,
denotado por Au, é definido por,

Au = ()\1'1, )\ﬁg, )\Zlfg)

64
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Tais operagoes tém as seguintes propriedades.
Teorema 2.3. Dados u,v,w € R® e o, 3 € R temos,
a) (ut+v)+w=u+(v+w).

b) u+v=v+u

c) Eriste 0 € R? tal que u+ 0 = u.

d) Eziste —u € R? tal que u + (—v) =0,
e) a(u+v)=au+ av.

£) (a+ B)u = au+ pu.

&) (af)u = alBu).

h) lu = u.

As demonstragoes dessas propriedades sao encontradas em [3].

Definicao 2.4. Considere um conjunto nao vazio V' qualquer, sobre o qual estao definidas
duas operagoes, a soma, + : V x V — V e a multiplicacdo por escalar, - : R x V — V.
Se ambas as operacoes satisfizerem as propriedades descritas no Teorema 2.3, entao, o
conjunto V' juntamente com as operagoes de soma e multiplicagdo por escalar definem um
espaco vetorial sobre o corpo R. Um elemento v de V' serd denominado um vetor.

Observacao 2.5. Considerando, entdo, a Definicio 2.4, vemos que o conjunto R3 =
{(x,y,2),2,y,2 € R} é um espago vetorial. Um elemento, u = (z,y, 2), de R? serd deno-
minado, genericamente, um vetor.

Definicao 2.6. Sejam V um espacgo vetorial, vy,v9, -+ v, € V e aj, a9, -+ ,a, € R.
Nessas condigoes, o vetor
V=101 + QU + - - + Uy,

pertence a V' e é chamado combinacao linear de vy, v+ v, .

Definicao 2.7. Sejam V' um espaco vetorial e vy, vy, - -+ , v, € V. Dizemos que o conjunto
{v1,v9,++ ,v,} é linearmente independente se a equacao,

a1 + aovg + -+ v, =0

implicar que a; = ag = --- = «,, = 0. Caso exista algum «; # 0 dizemos que o conjunto
{v1,v9,++ ,v,} é linearmente dependente.

Uma outra maneira de caracterizar vetores linearmente depedentes é dada pelo se-
guinte teorema.

Teorema 2.8. O conjunto de vetores {vy, vy, ,v,} € linearmente dependente se, e
somente se, um desses vetores for uma combinagao linear dos outros.

A demonstragao desse teorema encontra-se em [2].
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Defini¢ao 2.9. Seja V' um espago vetorial qualquer. Um conjunto {vy,vs, - ,v,} de
vetores de V' é uma base para V se,

a) {vy,vq, -+ ,v,} é linearmente independente,
b) o conjunto {vy, v, -+ ,v,} gera V. Ou seja, para todo vetor ndo nulo v € V', existem
ai,as, -+ ,a, € R, nao todos nulos, tais que v = a1v1 + asvy + - - - + a,V,.

Neste caso, dizemos que o espaco vetorial tem dimensao finita n.

Observacao 2.10. Existem espacgos vetoriais que tem dimensao infinita, os quais nao
serao abordados aqui.

Definicao 2.11. Considere o espago vetorial V', e uma base para o mesmo, B = {vy, vg, -+ , v, }.
Se v € V é escrito como v = a1v; + asvy + - - - + a,v,, 0S NUIMEros reais a, ds, - -+ , A, SA0
as coordenadas do vetor v relativamente a base B.

Observagao 2.12. Para conjunto R® = {(z,y,2), 7,9,z € R} adotaremos a chamada
base canénica. Para tal espaco vetorial consideremos os elementos e; = (1,0,0), e; =
(0,1,0) e e3 = (0,0,1). O conjunto {eq, ey, €3} é linearmente indepedente. De fato para
que aie1 + ases + azes = 0, devemos ter,

a1e; + ageq +azes = 0
a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a3(0,0,1) = (0,0,0)
(o1, 0,3) = (0,0,0)
a; = 0
= a, = 0
az = 0

Além disso, dado um vetor nao nulo qualquer v = (z,y, z) € R?, temos,

v o= (x,y,2)
(2,0,0) 4+ (0,9,0) + (0,0, 2)
— 2(1,0,0) + 5(0,1,0) + 2(0,0,1)

= xe; + yeg + zes

ou seja, v é escrito como uma combinagdo linear dos elementos do conjunto {ey, ey, e3}.
Como tal base possui trés vetores, dizemos que a dimensao desse espago vetorial é 3.

Definicao 2.13. Dados os vetores u, v € R?, tais que u = (uy, Uy, u,) € u = (vg, vy, 05), O
produto escalar dos mesmos é definido por uma aplicacao

(,):R*xR* =R
tal que, em coordenadas cartesianas,

(U, V) = UyVy + Uy + UL,

Tal produto interno possui as seguintes propriedades.
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Teorema 2.14. Sejam u,v,w € R? e o, 3 € R. Temos,

a) (u,v) = (v,u);

b) (u,av + fw) = a {u,v) + f {(u,w);

c) (v,v) >0 e (v,v) =0 se, e somente se, v = 0.
A demonstracao desse teorema é andloga ao caso em R2.
Para esse espacgo vetorial, temos a seguinte definicao.

Definicao 2.15. Dado um vetor v € R a norma desse vetor é definida por,

[oll = /v, ).

Observacgao 2.16. Em coordenadas cartesianas, se v = (z,¥, z) temos,

[0l = /a2 +y? + 27
Teorema 2.17 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam u,v € R3. Temos
[(u, 0)| < flul[{lo]-
A igualdade € verdadeira se, e somente se, u e v sdo linearmente dependentes.

Demonstracio. Se u e v sao linearmente dependentes, entao existe a € R tal que u = aw.
Assim,
[(u,0)] = |(av, v)|

= | (v, v>|

= la] [{v,v)

= |a|y/{(v,v \/ v, V)

= \/a2 (v,v) \/ v) /]

= \/<av cw)\/(v v)

= /{u,u)\/{v,v)

[l [l

Por outro lado, se u e v nao sao linearmente independentes, entao para todo a € R
temos que u + av # 0. Logo (u + av,u + av) > 0. Assim temos,

(u+av,u+av)y = (u,u)+ (u,ov)+ (av,u) + (v, aw)
= (u,u) + a{u,v) + a{u,v) + a? (v, v)
= (u,u) + 2a {u, v) + a? (v, v)

A partir da condigio (u+ av,u + av) > 0, temos o? (v,v) + 2a (u,v) + (u,u) > 0,
uma equacao quadratica em «. Para que a mesma satisfeita devemos ter que,

4 (u,v)> — 4 (u,u) (v,0) < 0
4 (u,v)? < A(u,u) (v,v)
(u,v)? < Au,u) (v,v)
(u,v)? < 4/ (u,u) (v,v)
[ {u, v} <y {wu)y/ (v, )
[{u, v)] <l ol
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A norma de um vetor tem as seguintes propriedades.

Teorema 2.18. Sejam u,v € R?* e A\ € R. Temos,
a) [[v|| >0 elv|| =0 se, e somente se, v = 0.

b) [|Av[| = [A[ |v]].

c) [lu+ol < flull + o]

Demonstragio. a) Segue imediatamente do item c¢) do Teorema 2.14. Como (v,v) > 0,
logo ||v]| = 1/{v,v) > 0. E como (v,v) =0 < v =0, temos que ||v]| =0 < v = 0.

b)
[Av]] =/ {Av, Av)
= /A2 (v,v)
= [Al{v,v)
= [Alv]l
c)
lu+ol> = (u+v,u+v)
= (u+v,u+v)

(u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)
(u,u) + 2 (u,v) + (v,v)
(u,u) + 2 [{u, v)| + (v,v)
laall® + 2 f[ull ]| + [lo]1*

(hull + [l0]))?

VAVANVANI!

de onde segue o resultado.
O

Definicao 2.19. Considere trés pontos distintos P, ) e R. Dizemos que os pontos sao
colineares se existir uma reta, r, tal que P, @, R € r. Caso contrario os pontos sao nao
colineares.

Caso tenhamos trés pontos nao colineares, digamos A, B e C, os pontos A e B de-
terminarao uma tunica reta, r, enquanto que os pontos B e C, determinarao uma outra
reta s, distinta de r. Tais retas se intersectarao no ponto B. E assim teremos duas retas
concorrentes, as quais, como ja vimos anteriormente, estao contidas em um mesmo plano.
Vamos caracterizar, em R3, um plano a partir dessa idéia.

Definicao 2.20. Considere os pontos O, P,Q € R3, nao colineares. Os vetores u = Cﬁ
e v = O() sao linearmente independentes. Considere um ponto X qualquer, bem como o
vetor OX. Se pudermos escrever que OX = A\u + pv, para quaisquer A\, u € R, diremos
que os vetores OX, u e v sao linearmente dependentes. Assim, temos,

X =0+ u+ pv,

a equacgao vetorial do plano, passando pelo ponto X e gerado pelos vetores u e v.

Definigao 2.21. Considere os vetores uv € R?, ambos nao nulos. Sejam os representantes

da classe de equipoléncia de u e de v, v’ = OP e v' = OQ), respectivamente, ambos com
origem em O. Temos,
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a) Se v e v’ foram linearmente dependentes, existe A € R tal que «’' = A/. Se A > 0 o
angulo entre tais vetores é 0°. Por outro lado, se A < 0, teremos que tal angulo serd
de 180°.

b) Caso u' e v/ sejam linearmente independentes, o angulo entre tais vetores u e v, de
medida 6, serd dado por pelo menor angulo formado pelos segmentos OP e OQ),
medido no plano determinado pelos pontos O, P e Q.

Figura 2.1: Angulo entre os vetores u e v

Agora podemos caracterizar o produto escalar de dois vetores da seguinte maneira.
Proposicao 2.22. O produto escalar de dois vetores pode ser caracterizado, sequndo [3]
por,

(u,v) = [Jul f|v]| cos . (2.1)
onde 0 € o angulo entre os vetores u e v, sendo 0 < 0 < .
Definicao 2.23. Dados dois vetores u, v distintos, dizemos que u ¢ perpendicular ao vetor
s
v quando o angulo entre os mesmos for igual a 5 Denotamos tal fato por u L v.

Temos, entao, o seguinte resultado.

Teorema 2.24. Dados dois vetores u,v € R3, u e v sdo perpendiculares se, e somente
se, (u,v) = 0.
Demonstragdo. Segue imediatamente da Proposigao 2.23 [

Definiremos mais alguns objetos que serao muito tteis nas préoximas segoes. Nesse
ponto, novamente seguimos [3]. Sao eles.

Definigao 2.25. Dados u = (ug,uy,u.) e v = (vg,v,,v,) em R* definimos u x v, o

chamado produto vetorial de v e v por

U X V= (Uyly — UpVy, UpUp — UgVs, UgVy — UyUy) (2.2)

Observagao 2.26. Como consequéncia dessa defini¢ao, mostra-se ([3]) que, dados u =
(x1,y1,21) e v = (x2, Y2, 22), 0 produto vetorial pode ser representado por,

€1 €9 €3
UX V= (U Uy Uy = (UyUy — UV, UyUy — UV, UyUy — UyUy)
Uy Uy U,
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onde (e, ep,e3) é a base canonica de R3. Notamos que esse ndao ¢ um determinante
auténtico, mas apenas uma forma de representar o produto vetorial.

Teorema 2.27. Sejam u,v,w € R®. Temos as sequintes propriedades do produto vetorial.
a) (uxv,u)y=(uxuvv)=0.

b) uxv=—vXxu.

c) (uxv,w) = (u,vxw).

d) uxv=0 se, e somente se, u e v $G0 Proporcionais.

e) Seuxv#0, entio {u,v,u x v} é uma base para R>.

£) (au+ fv) x w=a(u x w)+ B(v X w).

g) ux (av+ pw) = alu xv) + Bu X w).

h) (uxv,wx z) = (u,w) (v, z) — (v,w) (u, z).

i) (uxv)xw= (u,w)v— (v,w)u.

§) lu x vl = ||ul| [|[v||sen 8, onde 6 é a medida do angulo entre os vetores u e v.

Demonstragio. a) Temos,

(u X v,u) =
= ((UyVy — Uy, UpUy — UgVs, UgVy — UyUy ), (Ug, Uy, Us))
= (UyUy — U0y ) Uy + (U — UV, ) Uy + (UgUy — UV, U,
= UpUyUy — Ul Uy + Uyl Uy — Uy Vs + Uglhy Uy — Uyl Uy
= Uz UyVy — UgUyVy + U Uz Vy — Ug U Uy + Uy Uy Uy — UyU, Uy

=0

A demonstracao de (u x v,v) =0 é similar.

b) Temos,

U X V= (UyUy — Uy, UyVy — UgVsy, UgUy — UyUy)
= (—(—uyv; + uvy), —(—usv, + uyv,), —(—uyvy + uyvy))
= — (—uyv, + Uy, —ULU, + Uy, —ULVy + UyUy)
= — (UyUy — ValUy, UyUy — Vg, Vylly — Vylly)
= v Xu

(u X v,w) = ((UyV, — UyVy, UVy — UgVy, UgUy — UyVs), (Wy, Wy, W)
= (Uyv; — U0y )Wy + (UzVy — UpV, )Wy + (UgVy — Uyv, )W) 2
= UyV Wy — Uz Uy Wy + Uz Vg Wy — Ug UV Wy + Up Uy W, — Uy Uy W,
= Uy (Vyw, — vwy) + Uy (VW — VW) + w,(Vw, — vyw,)
= (u,v X w)
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d) Se v = au, a € R, temos, se e somente se,

uxv=ux (aqu)
= (UyQt, — Uy, Uy QUy — U Oy, Uy Oy — Uy QO )
= (Uyly — UpUy, UyUy — Ugly, UglUy — Uy AUy
= a(0,0,0)
=0

e) Mostraremos que o conjunto de vetores em questao é linearmente independente. Se
existirem ntmeros reais «, 3, v tais que,

au+ fv+y(uxv) =0
podemos tomar o produto escalar com u X v, para obter,
2
Yux o =0

e, portanto, v = 0. Além disso, do produto escalar com v e u, respectivamente,
temos,
afuxv)=0ep(vxu)=0

de maneira que,

a=/p=0.
f)

(au+ Bv) x w = ((quy + Puy)w, — (au, + Pu,)w,,
(au, + po,)w, — (Quy + fog)w,, (au, + Bug)w, — (auy, + Buy)w,)
= (auyw, + pryw, — au,w, + Pu,w,,
QU Wy + 6vzwx — QUL Wy + B'waza
auzwy + frgwy, — quyw, + fuyws)
= (a(uyw, — u,wy) + Blvyw, — v,w,),
a(uzwm - uzwz) + ﬁ(vzwm - Umwz)a
a(ugy — Uywy) + B(vawy — vyws))
=a(uxv)+ pv xw)

g)
u X (av + fw) = —(av + pw) X u =
= —a(vxu)— fw x u)
= — (=afuxv)) = (=f(u xw))
=a(uxv)+ flux w)
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h) A partir da Defini¢ao 2.25, vemos que,

(u X v,wx z) =
= ((u2v3 — uzva, usv1 — U1z, ULV — U2V1), (W22 — W322, W321 — W123, W22 — WaZ1))
= U2V3W2Z3 — UV3W3Z9 — UzV2W9aZ3 + U3V2W3Z2+
+ U3V W321 — U3V1W1R3 — U1 V3W321 + U1V3W1 23+
+ UVW1 29 — UTVW9Z] — UgV1W1 29 + UV W2
= U W1V121 + U W1 V2% + U W1 V3231
+ UgW2oV1 21 + UgWaoVsZ9 + UgWaU323+
+ U3W3V121 + U3W3V22Z9 + U3W3V323
— VMW1ULZ] — V1W1UZ2 — VW1 U323+
— VoWl 121 — VaWalgZo — UsWolz3Z3+
— VgW3U12] — VgWsUzzg — UsWsU3zs
= <U,"LU> <U7 Z> - <U,’LU> <U, Z>

i) Primeiro observamos que,

€1 X g = €3,69 X €3 = €1 € e3 X €1 = €q.

Assim,

(e1 X eg) xe3=0 = (er,e3)es — (e, e3)e1,
(62 X 63) X €z = —€9 = <62, €3> €3 — <63, €3> €9,
(63 X 61) X ez =e = <€3,63> e — <€1, 63> €3.

Pela linearidade, temos,

(uxv) x ez = (u,ez) v — (v, e3) u.

Como tal identidade é véalida quando ez é substituido por e; e por ey, e também
pela linearidade, podemos escrever, finalmente que,

(uxv) xw= (u,w)v— (v,w)u.

lu > UH2 = (uyv; — uzvy>2 + (u.v; — Uz’Uz)Z + (ugvy — uyvz)Q
= ugv? — 2uy0.uv, + ulvg+
V2 — 2U VUV, + UIVI+
— 2u, vy Uy v, + ULV
= uyv? + uZvy + ulvg + uzvl + uivg + ugvi+
—2 (uyvzuzvy + UV ULV, + uxvyuyva,)
= (uf +uj +u2)(vF + vy +v2)+
= (0 gy + uto)+
— 2 (Uyvu vy + ULVLULV; + Uy Uy V)
= (u} +up + uZ) (v 4+ vl 4 vi)+
— (UgVy + uyvy + u v.)?
= [[ul* lol* = [lull* [[o]|* cos* 6

= [|ul® [v]|* sen* 6
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de onde segue o resultado. Lembramos que o termo (u,v, + u,v, + uzvz)2 é, na
realidade, o produto escalar (u,v). Agora, a partir da Proposigdo 2.22, podemos
escrever,

(UpVy + vy + 1,0,) = (u,v) = |[u]]? ||v]|* cos® 6.

[
Corolario 2.28. Dados u e v temos,
2,112 2
[Jux ol = flull [Jull” = (u, v)
Demonstragio. Pela propriedade j) do Teorema 2.27, temos que ||u X v|| = ||ul| ||v|| sen §

o que implica em ||u x v||* = ||u|* |v]|* sen? #. Agora recordamos que sen? = 1 — cos? 0,
de modo que obtemos,

ol = Jluf®[Jo]* (1 = cos®6) ,
= [l o]l = [full® [[o]* cos® 6,

2 2 2
el ™ flof]” = Cu, )"

m
Observacgao 2.29. A propriedade (a) do Teorema 2.27 implica na ortogonalidade de u e
u X v, e na ortognalidade de v e u X v.
Além disso, consideraremos também o produto misto.

Definicao 2.30. Dados os vetores u, v, w € R?, o produto misto de u, v e w é definido
por
[u, v, w] = (u X v, w)

Observagao 2.31. Mais uma vez, na base canonica de R3, temos

Uy Uy Uy
[u, v, W] = v, v, v,
Wy Wy W,

onde u = (Ug, Uy, Uz), V= (Vg,Vy, V) € W = (Wy, Wy, W,).

Definicao 2.32. Uma terna {u,v,w} de vetores unitarios ortogonais ¢ chamada uma
terna ortonormal

Teorema 2.33. Se {u,v,w} é uma terna ortogonal, entio para todo x € R3 podemos
escrever
r = (z,u)u+ (x,v) v+ (r,w)w

A demonstracao de tal fato pode ser vista em [3].
Em vista desse resultado tal terna ordenada serd denominada uma base ortonormal.
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Teorema 2.34. Se u é qualquer vetor unitdrio, entao existem vetores v e w tais que o
conjunto {u,v,w} define uma base ortonormal.

Demonstracdo. Seja z qualquer outro vetor unitario diferente de +u. Considere o vetor

v = ”ZZ”. Seja, entdao o vetor w dado por w = \|Z§ZH‘ Vemos que (u,v) = (u,w) =
(v,w) = 0. Além disso, |lu x v| = ||u|||[v]] = (u,v)*> = 1. Assim, a terna {u,v,w} &
ortonormal. n

Uma outra propriedade importante do produto vetorial, muitas vezes denominada
duplo produto vetorial é expressa no seguinte teorema.

Teorema 2.35. Sejam u,v,w € R®. Temos que,
(uxv)xw=(u,w)v— (v,w)u.

A demonstragao desse fato encontra-se em [3].

2.2 A esfera unitaria

Definicao 2.36. Considere um ponto qualquer, P € R3 bem como um ntmero real
estritamente positivo, . A esfera de centro em P e raio r é o conjunto de todos os
pontos de R?® que estdo a uma distancia igual a r de P.

Figura 2.2: Esfera em R3

Utilizando agora o conceito de norma, bem como a Definicao 2.36 de uma esfera,
determinaremos uma equagao para a esfera com centro na origem, (0,0,0), e raio igual a
r. tal esfera sera dada por,

Sy ={veR || =r} (2.3)
Se escrevermos v = (x,y, z) teremos a seguinte equacao para tal esfera

Vit +22=r=a2*+y° + 22 =12 (2.4)

Em particular, a esfera unitaria, com centro na origem, (0,0,0) e raio igual a 1 tera
equacao,
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=1 (2.5)
E sobre tal superficie que discutiremos o modelo mais simples de uma geometria nao
euclidiana, a chamada geometria eliptica.

2.3 Geometria em S?

Consideremos, entdo, a esfera unitdria em R3,

§? = {u e R |Jul| =1}
Seccionando-se tal esfera por um plano que contém o centro da mesma, mostraremos

que tal interse¢do é uma circunferéncia de raio igual a 1, a qual serd uma reta nessa
geometria.

Definicao 2.37. Seja v € S? um vetor unitério. O conjunto
r= {v € S% (u,v) = O}

¢ denominado uma reta, r, com pélo u

\

Figura 2.3: Reta em S?

Proposicao 2.38. O lugar geométrico dado pela definicao 2.37 é a interseccio de S* com
o plano que passa pela origem, e tem u como vetor normal.

Demonstragio. Admitindo-se u = (a,b,c), temos r = {(x,y, z) € S?, ax + by + cz = 0}.
Logo, se 7 é o plano ax + by + cz = 0, temos r = S? N 7. O]

Exemplo 2.39. Consideremos o vetor u = (1,0,0). Claramente tal vetor tem moddulo
igual a 1. Assim, podemos tomé-lo como pélo de uma reta em S?. Considere ainda, um
ponto P € S? tal que P = (z,y, z). Temos que,

(P,u) = ((z,y,2),(1,0,0)) = x.
Logo a reta r, seguindo a defini¢ao 2.37, sera dada por,
(Puy=0=2=0.
Mas como P € S? temos,
Pyt ==1=0 4+ =17+ =1

Tal reta é mostrada na figura 2.4.
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Figura 2.4: Reta r, com pélo u = (1,0,0)

Definicao 2.40. Dois pontos P e () sdo denominados antipodas se P = —().

Como vimos ja vimos, na Geometria Euclidiana, dadas duas retas distintas, r e s,
podemos ter dois casos distintos: ou as retas concorrem em um tUnico ponto, ou seja,
rNs = {P}; ou, r e s sdo paralelas, r N s = (. Entretanto, para a geometria em S2,
mostraremos que, ao contrario da geometria euclidiana,

i) existem apenas retas paralelas coincidentes em S%;
ii) dadas duas retas, elas se intersectarao em dois pontos antipodas.

Comecamos mostrando que nessa geometria, pontos antipodas pertencem a uma mesma
reta.

Teorema 2.41. a) Se u é um pdlo de uma reta r, entio seu antipoda, —u, também o é.
b) Se P pertence a reta r, seu antipoda, —P, também pertence a mesma reta.

Demonstragio. a) Se u é polo de r, entdao temos que (u,v) = 0 para todo v € S?. Agora,
(—u,v) = —(u,v) =—-0=0

o que mostra que —u também é polo de r.
b) Dado o ponto P € r, temos que (P,u) = 0 implicando em (—P,u) = — (P,u) = 0, e,
portanto —P € r. O

Em seguida, observamos que dois pontos antipodas determinam infinitas retas, o que
¢ ligeiramente diferente da Geometria Fuclidiana em que dois pontos distintos quaisquer
determinam uma tnica reta.
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Teorema 2.42. Sejam P e Q pontos distintos em S? os quais ndo sdo antipodas. Entdo
existe uma unica reta contendo P e QQ, a qual denotaremos por .

Demonstracao. Para determinarmos uma possivel reta m, precisamos antes de mais
nada de um polo. Ou seja, necessitamos de um vetor unitario e ortogonal a P e a Q).
Para tanto tomamos o vetor u = £2X%- A reta r com p6lo u contém os pontos P e

1PxQ|"
(2. Para mostrarmos a unicidade, consideremos que exista um outro pdlo, v para a reta

. Temos que (v, P) = (v,Q) = 0. Como v X (P x Q) = 0, e, portanto, temos, pela
propriedade (i) do Teorema 2.27, que v é um multiplo do vetor nao nulo P x Q). Como

||v]] = 1 obtemos que v = £u. Assim, ?C)) é tnica. O

Teorema 2.43. Sejam r e s duas retas distintas em S%, com pélos u e v, respectivamente.
Entdo u # +v.

Demonstra¢io. Vamos considerar que dados dois vetores u, v € S? tais que u # v, vamos
supor que as retas determinadas por ambos sejam iguais. Assim, existe um ponto P € S?
tal que (P,u) = 0 e (P,v) = 0. Logo, vemos que,

(P,u) = (P,v) = (P,u) — (P,v) =0

= (Pu—v)=0

Como u # £v temos que u — v # 0 e, portanto, P = 0, um absurdo, pois P € S?, e,
consequentemente P # 0.
m

Teorema 2.44. Sejam r e s duas retas distintas em S?. As retas v e s se intersectam
em exatamente dois pontos, e 0s mesmos sao antipodas.

Demonstragcao. Suponha que u e v sao polos de r e de s, respectivamente. Como r

. ) U X
e s sao distintas, u # Zwv, e, portanto, u x v # 0. Assim, os pontos P = m
U X v

u X v

e P = estdao na interseccao das retas. Consideremos que existe um terceiro

[l x o]
ponto, (), na intersec¢ao de r e s. Como @) e P nao sdo antipodas, a reta fica unicamente

determinada pelo Teorema 2.42, ou seja r # s, uma contradicao. O]

E assim, temos a primeira e grande diferenca com a Geometria Euclidiana. Duas retas
distintas, em S?, tém dois pontos em comum, ao contrario do que ocorre na Geometria
Euclidiana. O mesmo fato utilizado na demonstragao do Teorema 2.44, também nos
mostrara que, dadas duas retas distintas, tais retas nao poderao ser paralelas, no sentido
em que nao terao pontos em comuim.

Corolério 2.45. Duas retas distintas em S* ndo podem ser paralelas.
Definicao 2.46. Duas retas sao perpendiculares se seus poélos sao ortogonais.
Denotaremos tal fato por » L s se u L v, u e v polos de r e s, respectivamente.

Teorema 2.47. Sejam r e s retas distintas em S*. Entao existe uma tnica reta t, distinta
der edes, tal quet L r et L s. A interseccao das retas r e s se dd nos polos de t.
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Demonstracao. Como as retas r e s sao distintas, o Teorema 2.44 garante que tais retas
se intersectam em pontos antipodas, P e —P. Se u e v sao pélos das retas r e s, respecti-
vamente, temos que (P, u) = (P,v) = 0. Assim P L uwe P 1 v. Logo podemos considerar
o vetor w = OP, OP # u e OP # v, como o p6lo de uma nova reta t, a qual satisfaz as
condigoes t L. ret 1L s.

Vamos supor, por absurdo, que exista uma outra reta, ¢’ tal que t' £t e quet’ L re
t" L s. Como t' # t, temos que w’ # w, sendo w’ e w os poélos de t’ e t, respectivamente.
Temos ainda que w’ saisfaz as condigdes (w',u) = 0 = (w',v). O pdlo da reta ¢, w,
também satisfaz condigoes andlogas, ou seja, (w,u) = 0 = (w,v), podemos escrever,

(w'u) = (w,u) = (W' X w) X u=0,

e, portanto w’ = +w. Uma contradi¢do, pois, como suposto inicialmente w’ # w. Assim,
somos levados a conclusao que ¢ = ¢, o que demonstra a unicidade. O

Teorema 2.48. Sejam r uma reta de S* e P um ponto qualquer também em S*. Se P
nao é¢ um polo de r, entdo hd uma unica reta s passando por P e perpendicular a r.
Demonstragio. Considere que a reta r tem u como pdlo. Os polos da reta s sdo dados
ux P P—(Pu)yu
————. Os pontos de interseccao de tais retas sao dados por i#

por £+
lux P 1 - (P,u)’

O

Defini¢ao 2.49. Dados dois pontos P,(Q € S?, a distancia entre os mesmos ¢ definida,
por
d: [_17 1] - [Oaﬂ-]a

tal que,
d(P,Q) = arccos (P, Q) ,

Tal distancia tem as propriedades usuais como mostrado no seguinte

Teorema 2.50. Se P, Q e R sdio pontos de S?, entdo,
a) d(P,Q) > 0.
b) d(P,Q)

c) d(P,Q) =d(Q,P).

d) d(P,Q)+d(Q,R) > d(P,R)

=0 se, e somente se, P = Q).

Demonstragdo. a)

[(P.Q) < [IPIIQl (P, Q)] <

1
0 <arccos (P, Q) <
0<d(P,Q)<1
d(P,Q) >0

et

b) Se P = @ entao (P,Q) = 1, pois ||P|| = ||Q]| = 1. Como d(P,Q) = arccos (P, Q),
temos nesse caso que d(P, Q) = arccos 1, o que implica que d(P, Q) = 0.
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c) Como (P,Q) = (Q,P) é imediato que arccos (P,Q) = arccos(Q, P), e, portanto
d(P,Q) = d(Q, P).

d) Sejam r = d(P,Q), p = d(Q,R) e ¢ = d(P,R). Pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz temos
(Px R,QxR)*<|[PxR|*|Qx R’

Pela propriedade (h) do Teorema 2.27, o primeiro membro dessa desigualdade pode
ser reescrito como,

((P,Q)(R,R) — (P,R) (R, Q>)2 = (cosr — cos g cos p)?

Por outro lado, o segundo membro da desigualdade toma a forma,

(1—(PR)?) (1-(Q,R)*) = (1 —cos’q)(1—cos’p),
= sen2qsen2p.

Assim
cosr — cosqcosp < sengsenp

e, portanto,

cosr < cos(q — p)

Sendo a fungdo cosseno decrescente no intervalo [0, 7], temos r > ¢ — p, e, assim
r—+p > q ,desde que 0 < ¢ — p < w. Mas, por outro lado, se ¢ — p < 0 ,entao
q < p <r+p. Assim, concluimos, de fato, que d(P,Q) + d(Q, R) > d(P, R).

m

2.4 Transformacoes em S

Como ja fizemos no caso da geometria no plano, iniciamos a analise das transformagoes
na esfera pela reflexdo por uma reta.

Definicao 2.51. Para qualquer reta r, a reflexao por r é a aplicacao €, é definida por
QX =X-2(X,u)u

onde X € S? e u é um pdlo de 7.

Mesmo assim definida, ndo temos certeza que o ponto €2, X pertence a S?. Para tanto,
vamos demonstrar o seguinte teorema que, nos garante que a reflexao por uma reta produz
um ponto em S2.

Teorema 2.52. Seja (u,u) =1 e definamos a aplicagio T : R? — R3 por
Ter=x—-2(x,u)u

Entao,
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\

Figura 2.5: Reflexdo por uma reta, €2,

a) T € linear.

b) (Tz,Ty) = (z,y) para todos z,y € R>.

Demonstragio. a) Dados z,y € R3 e A € R temos que:
i)
T(x+vy) (x+y)—2{(x+y,uyu
= (@+y)—2((z,u) + (y,u) u
(z —2{z,u)u) + (y — 2(y, u) u)
= T(x)+T(y)

TA\z) = I —2(A\r,u)u
= Ax—2\{(z,u)u
= Az —2(A\z,u)u)
= \'(z).

b)

(Tz, Ty) = (r—2(x,u)u,y— 2y, u)u)

= (v, y) = 2(z,u) (u,y) — 2(z,u) (y,u) +4 (z,u) (y,u) (u,u)
(Tz,Ty) = (z,y)

]

Uma aplicacao T : R? — R3 satisfazendo as condicoes do Teorema 2.52 ¢ dita ser uma
transformacao ortogonal.

Ainda pelo Teorema 2.52 se ||z]| = 1, entdo ||[Tx| = 1. Assim, Q,X € S? sempre que
X e s

Exemplo 2.53. Como vimos no exemplo 2.39, a reta, em S2, com pélo dada pelo vetor
u = (1,0,0) é descrita pela equacao y? + 22 = 1. Consideremos um ponto P € S? tal que
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P = (a,b,c), e determinemos sua reflexao por tal reta. Temos, pela definigdo 2.51 que,
QP =P-2(Puu
= (a,b,c) —2{(a,b,c),(1,0,0)) u
= (a,b,c) —2a(1,0,0)
= (—a,b,c)

E como ja mostramos, dado que P € S?, ou seja a® + b* + ¢* = 1, vemos que ||, P| =
\/(—a)2 +02+2=vVa2+b+c2=+1=1, o que mostra que 9, P € S?. Para o ponto

particular P = (i, 0, @), vemos que (2, P = (—%, 0, \471*5)7 situacao mostrada na figura
2.6.

Figura 2.6: Reflexao pela reta r, com pdlo u = (1,0,0)

Teorema 2.54. Seja r uma reta qualquer em S?, X, Y € S? e a aplicagdio Q. como
na Definicao 2.51. Temos:

a) d(,.X,Q,Y)=d(X,Y) para todos X,Y € S?.
b) Q.Q.X = X para todo X € S2.
c) Q,: 5% — S? é uma bijegao.

Demonstragio. a) Dados X,Y € S2, temos que Q,X = X —2(X,u)ue QY =Y —
2 (Y, u) u. Agora,
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(Q,X,Q0.Y)=(X —2(X,u)u,Y — 2(Y,u) u)

= (X,Y) +(X,-2(Y,u) u) + (—2(X,u) u,Y) +

+H(=2(X,u) u, =2 (Y, u) u)

=(X,)Y) —2(Y,u) (X,u) —2(X,u) (u,Y) +

+4(X, u) (Y, ) (u, u)
Como (u,u) = ||u|| = 1, temos finalmente que,

(Q,X,0,Y) = (X,Y)

Agora,

d (2, X,Q,Y) = arccos (2, X, Q,Y)
= arccos (X,Y)
= d(X,Y)

b) Novamente Q,X = X — 2 (X, u) u. Agora,

Q. (2,X) = Q. (X —2(X,u)u)
= X —-2(X,u)u—2(X —2(X,u)u,u)u
= X -2X, u)u—2(X,u)u+4(X,u) (u,u)u

Como (u,u) = 1, obtemos, finalmente,

Q, (X)) = X

c) Sejam X,Y € S? tais que Q,X = Q,Y. Temos,

Q.X=0Q,Y
X-2X,wyu=Y —-2(Y,u)u
X-Y=2(X-Y,uu
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Agora tomando o produto escalar com u, em ambos os lados dessa tltima igualdade,
vemos que,

(X =Y, u) =2(X =Y, u) (u,u)
(X =Y,u) =2(X =Y, u)
(X —Y,u) =0

Portanto, X —Y =0, e assim, X =Y. Logo, tal aplicacao ¢ injetora.

Agora considere um ponto qualquer Y € S?. Seja X = ,Y. Entao,

X=QY
Q.X =00
Q.X=Y

o que mostra que Y esta na imagem de €2,.. Logo tal aplicacao é sobrejetora. Sendo
injetora e sobre, concluimos que a mesma ¢ uma bijegao.

O
Teorema 2.55. 2. X = X se, e somente se, X € r.

Demonstragio. (=) Se £, X = X, entao, como 2, X = X —2(X,u)u = X, temos que
(X,u) =0, e, portanto X € r.
(<) Se X € r, entdo (X,u) =0, e, assim X =X —2(X,u)u=X —-0=X. O

Consideremos agora a composicao de duas reflexdes. Sejam r e s duas retas distintas
com polos u e v, respectivamente. Considere ainda, P um dos pontos de intersec¢ao das
retas 7 e s. Fixemos uma base ortonormal, {uy, us, uz} com uz = P. Nessas condigoes, u e
v s@0 vetores unitarios expressos como combinagoes lineares de {uy, us}. Assim, podemos
escolher reais 6 e ¢ tais que:

u = (—senf)u; + (cos@)us,
= (—sen¢@)uj + (cos @)us.

Aplicando-se a reflexdo pela reta r, como definida pela equacao 2.51, vemos que,

Q.e; = (cos26)e; + (sen26)eq,
Qes = (cos2¢p)e; — (sen2¢p)ey,

Qr€3 = €3.
Dessa maneira, em relagdo a base {ey, s, €3}, a reflexdo 2, tem a seguinte matriz,

cos20 sen26 0
sen20 —cos20 0
0 0 1
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Utilizaremos para tal matriz a seguinte notacao,

rotd 0
0 1’

cos20  sen 260
onde, rot § = [Sen 20 — cos 291 '
Similarmente, para a reflexao (), escrevemos,
rot ¢ 0
0 1|

Agora, vemos que a composicao dessas duas reflexoes, produz a seguinte matriz,

cos20 sen20 0| [cos2¢ sen2¢ O cos2(0 —¢) —sen2(0—¢) 0
sen20 —cos20 0| |sen2¢p —cos2¢ 0 = [sen2(0 —¢) cos2(0—¢) 0],
0 0 1 0 0 1 0 0 1

a qual pode ser reescrita como,

lrot 2(5 — ¢) ﬂ .

Definicao 2.56. Se r e s sao retas passando pelo ponto P, entdao a composicao §2,.§2, define
uma rotacao em torno de P. O caso particular em que r = s, define a identidade.
Denotamos o conjunto de todas as rotagoes em torno de P por O(P).

Teorema 2.57. Sejam r,s,t trés retas passando pelo ponto P. FEntdo existe uma unica
reta m, passando por P tal que,

Q0,0 = Q.

Demonstracio. Considere um X € S2, e calculemos 9,0, X, onde as retas 7, s,t tém
polos u, v, w, respectivamente. Em primeiro lugar, temos,

QX =X -2(X,w)w

Agora,
QX = Q. (X —2(X,w)w)
= X -2(X,w)w—2(X —2(X,w)w,v)v
= X -2(X,w)w—2(X,v)v+4(X,w) (w,v)v
= X -2(X,w)w—2{(X,v) —2(X,w) (w,v))v
= X -2X,w)w— ((X,v) (=2 (X, w)w,v))v
= X —-2(X,w)w—2(X —2(X,w) w,v)v
Definimos,
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de modo que,
QX =Y —2(Y,v)v

Agora,

Q00X = O, (Y —2(Y,0)v)
= Y-2{v)v—2(Y =2, v)v,u)u

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, temos,
Q00X = Y -2, v)v—[(Y =2, v)v,u)]u
Assim, definimos Z =Y — 2 (Y, v) v de modo que, obtemos finalmente,
Q00X =7 —2(Z u)u
0

Teorema 2.58. Sejam T = Q. € O(P) e m um outra reta qualquer passando por P.
Entao existem, e sdo unicas as retas n e n' passando por P tais que,

T=Q,Q, =,
Demonstracdo. Sejam as retas r, s, m,n,n’, como no enundiado do teorema. Pelo Teorema
2.57 podemos escrever €2,,,.Q,X =, X. Agora, fazemos
Qp (2,2,9,X) = 2,2, X = (2,0, 2.0,X =Q,0,X
Agora pelo item (b) do Teorema 2.54 vemos que €,,2,, é a identidade, logo,
2,.9,X =Q,0Q,X.
Da mesma forma, temos €2,€2,€,,X = Q,,X, o que nos leva a,
(Q2,9:0,) 2 X =0, X,

Qs () X = 0 X,
00X = QX

O

Definicao 2.59. Seja m uma reta qualquer, e sejam r e s perpendiculares a m. A
aplicacao .0 é chamada uma translagao ao longo de m.

Teorema 2.60. a) Toda translagdo de S* é também uma rotagado.
b) Toda rotacio de S* é também uma translacao.

Demonstragio. a) Como vimos pela Defini¢ao 2.59, a translagao é definida como a com-
posicao €,€),, onde r,s sdo perpendiculares a uma reta qualquer m. O Teorema
2.47 nos garante que as retas r e s intersectam-se nos pélos da reta m. Ou seja,
rNs = {P,—P}, onde P,—P sao os pdlos de m. Nessas condigdes, de acordo
com a Definicao 2.56, tal translagdo também ¢é uma rotagdo, pois as retas r e s
intersectam-se nos pontos P e — P, condi¢ao que define a rotacao.
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b) Da mesma forma, dada uma rotagao, Q2,2 , as retas r e s intersectam-se no ponto
P, e também em seu antipoda, —P. Como o ponto P € r entdao (P,v) = 0, onde v
é um poélo para a reta r. Similarmente, o ponto P € s entao (P,u) = 0, onde u é
um pélo para a reta s. Ou seja, o vetor OP ¢ ortogonal as duas retas, r e s. Logo,
a reta m cujo polo é o vetor OP, é perpendicular a ambas as retas, r e s, 0 que
caracteriza a transformacao €2,.£2, como uma translacao.

]

Definicao 2.61. Sejam r e s retas perpendiculares a reta t. Entao a transformacao
0,€0,8; é chamada uma reflexao com deslizamento com eixo .

Observagao 2.62. Se {u,us,u3} é uma base ortonormal com uz um pélo de ¢, entao

Quuy = ug, Qug = ug, Qug = —us.

Observacao 2.63. Com respeito a uma base ortonormal como descrita na Observagao
2.62, uma reflexdo com deslizamento com eixo ¢ é representada matricialmente por

cosA —senA 0
sen A COS A 0
0 0 -1

Definigao 2.64. Uma aplicacio T : S? — S? ¢ uma isometria se
A(T(X), T(Y)) = d(X,Y),
para todos X,Y € S2.

Observagao 2.65. Como vimos no Teorema 2.54, d (2,X,8,Y) = d(X,Y). Assim a
reflexdo por uma reta em S? é uma isometria da esfera unitéria.

Observagao 2.66. Consideremos a seguinte composicao de reflexdes, €2,.{2,. Sejam
X,Y € 5% Podemos escrever que

i) Q.0,X =Q,.7;, onde Z; = QX
ii) Q,Q,Y = 0,75, onde Z; = QY.

Assim,

d(Q,9.X,0,.0Y) = d(Q2.2,,90,7,),
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Observacao 2.67. O mesmo vale para uma composicao de trés reflexdes. Para tanto
sejam X,Y € S? e as reflexoes .., Q,, €. Temos,

d(0X, Q0Y) = d(00.71, 007Z),

onde 7, =W X e Z; =0 X.
Mas, pela observagao 2.66, temos,

d(Q,Q0,0X, 00,0Y) = dQ.Q72,00,7,),
— d(Zl,ZQ).

Logo,
d(92,9,0,X,Q0.90Y) = d(Z,2Z,),

d (QtX7 QtY> 9
= d(X,Y).

Logo, a aplicacao €2,2,0t também é uma isometria.
Finalmente, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.68. As transformagoes em S?, reflexdo por uma reta (Defini¢io 2.51), rota-
¢ao (Definigio 2.56), translagiao (Definicao 2.59) e reflexao com deslizamento (Defini¢io
2.61) sdo isometrias em S*.

2.5 Geodésicas em S?

Em qualquer espaco que se considere, torna-se interessante determinar a distancia
entre dois pontos desse mesmo espaco. Nao é diferente no caso da esfera unitéria, S2.
J& determinamos tal distancia, como mostrado na Definicao 2.49. Também ja vimos que
a interseccdo entre S? e um plano passando pela origem é uma circunferéncia de raio
maximo (Proposi¢ao 2.38), bem como tal circunferéncia de raio maximo define uma reta
em S? (Definigao 2.37). Vamos agrupar todos esses fatos para mostrar que, de fato, em
S? um arco dessa circunferéncia méxima, ou ainda um segmento de reta, ¢ a curva de
menor comprimento conectando dois pontos em S2.

Para tratarmos de comprimentos de curvas em S? é conveniente introduzirmos coor-
denadas esféricas. Assim dado um ponto P € S?, com coordenadas cartesianas (z,y, 2)
que satisfazem & condicao 2% + y? + 22 = 1, consideraremos as coordenadas esféricas para
tal ponto, ou seja P(r,0,¢). Mas como P € S? entdo r = 1. Logo P(1,60,¢).

A relagao entre coordenadas cartesianas e coordenadas esféricas (veja Figura 2.7) é
dada por,

r = senq¢cosb,
y = sen¢senb, (2.6)
z = cos ¢.

Utilizando tais coordenadas, podemos enunciar o seguinte teorema.
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Figura 2.7: Coordenadas esféricas

Teorema 2.69. A curva com o menor comprimento entre dois pontos, P e ), em S* é
um arco de circunferéncia mdxima.

Demonstragao. Os pontos P e () determinam uma tnica reta pelo Teorema 2.42, e vamos
denotar o polo dessa reta por u. Também sabemos que a distancia entre tais pontos é
dada por d(P, Q) = arccos (P, Q) (Defini¢cao 2.49). Nessas condigbes, a parametrizagdo
dessa reta ¢ dada por y(t) = (cost)P + (sent)@, com t € R. Agora, a partir dessa
parametrizacao, e com o auxilio das coordenadas esféricas, dado que y(a) = P e y(b) = Q.
Escrevemos o(t) = (x(t),y(t), 2(t)), e o comprimento dessa curva é dado por,

b
Lo = [ V@®) + (y®) + () d
Das equagoes 2.6, obtemos,

'(t) = coso(t)cosO(t)'(t) — sen p(t)sen O(t)0'(t),
cos o(t) sen O(t)¢' (t) + sen ¢(t) cos O(t)0' (1),

W - = seno(t)g) (1)
Assim, o comprimento de tal curva é agora dado por,
J2AJ(9/(£))2 + sen? (1) (0/(t) )2,

I, @ (t)dt,
5(b) — o()
POQ,

= PQ.

com a desigualdade estrita mantendo-se a menos que ¢'(t) = 0 ou sen? ¢(t) = 0 para todo

SR
—~
<+
~—

I

Ly

v

t. Isto é, a menos que o nunca deixe o arco PQ). ]

Assim a curva com menor comprimento entre dois pontos em S? é dada por um
segmento de reta unindo tais pontos.
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Como uma aplicagao desse resultado, vamos considerar o calculo da distancia entre
duas cidades na superficie terrestre, conhecidas as coordenadas geograticas, latitude e
longitude, das mesmas. Consideremos:

i) Rio Claro (SP) com latitude —22,4° e longitude —47, 6°;

ii) Recife(PE) com latitude —8,0° e longitude —34, 5°

Pélo Nolrte

longitude

meridiano

Latitude e longitude

Para utilizarmos coordenadas esféricas, faremos a seguinte convencao. Tomaremos o
Meridiano de Greenwich como a referéncia para a medida do angulo ¢, no sentido de
rotagdo do eixo x em diregdo ao eixo y (ver figura 2.7),bem como o Pélo Norte como
referéncia para o dngulo 6. Assim para as cidades citadas teremos,

i) Rio Claro (SP): 0; = 337,6° e ¢y = 137,6°;
ii) Recife (PE): 6y = 352° e ¢y = 124, 5°.
Assim, a partir das equacoes 2.6, as coordenadas, sobre a esfera unitéria S?, seriam,
a) Rio Claro (SP): P, = (sen ¢y cos 6y, sen ¢ sen by, cos ¢) = (0.62, —0.26, —0.74);
b) Recife (PE): P, = (sen ¢9 cos 6y, sen ¢ sen 0, cos o) = (0.82, —0.11, —0, 57).

Assim,
(P, Py) = 0.958 = d(Py, P,) = arccos (Py, P,) = 0,0937.

Portanto, a distancia entre Rio Claro e Recife é, sobre a superficie terrestre igual a,

D =0,093 -7 -6371 = 1884km.



3 Geometria Hiperbdlica

Introducao

Como vimos no capitulo anterior, a geometria na esfera apresenta um primeiro exemplo
de uma geometria nao euclidiana. Nessa geometria, o quinto postulado de Euclides nao
é satisfeito, pois, dada uma reta na esfera unitaria e um ponto nao pertencente a essa
mesma reta, nao existe uma reta passando por esse ponto e paralela a reta dada. Veremos
agora uma segunda geometria na qual esse postulado também nao é satisfeito. Entretanto
agora, dada uma reta e um ponto fora dessa reta, existem mais do que uma reta paralela
a reta dada.

Esse tipo de geometria, chamada de geometria hiperbdlica tem origem no trabalho
independente de dois matematicos, Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856) e Janos
Bolyai (1802-1860).

Interessante observar que a geometria hiperbdlica, surgindo como uma especulacao
matematica acerca do famoso quinto postulado de Euclides, encontrou sua realizagao no
mundo fisico, com o advento da Teoria da Relatividade Especial (Henri Poincare (1854-
1912) e Albert Einstein (1879-1955)).

O matematico alemao Hermann Minkowski (1864-1909) percebeu que um conjunto de
transformacgoes que envolviam as coordenadas espaciais e temporais de um dado evento
no universo, poderia ser melhor analisada se se considerasse um espaco quadrimensional,
trés dimensoes espaciais e uma temporal. Tal construcao ficou conhecida como espaco-
tempo de Minkowski. Nessa geometria dado um ponto desse espago, (z,y, z,t), associa-se
ao mesmo um escalar da forma c?t? — 2% — y? — 2%

Dentre os varios modelos diponiveis para tal geometria, como, por exemplo, o Modelo
do disco de Poincaré, ou o modelo do semi-plano de Poincaré, adotamos o modelo de
Minkowski, ou seja, a folha superior de um hiperboldide de duas folhas com o eixo ao
longo do eixo z.

3.1 Preliminares algébricas

Nosso modelo de geometria esférica foi definido como um subconjunto de R?, jun-
tamente com o produto escalar usual de R3. Vamos adotar a mesma abordagem para
desenvolvermos um modelo da geometria hiperbdlica. Para tanto, consideraremos um
elemento desse conjunto, uma terna ordenada da forma (z,y,z), com x,y,z € R, mas
adotaremos uma aplicacao diferente como produto escalar nesse espago.

Definigdo 3.1. Sejam u = (x1,91,21),v = (72,92, 2) € R3. Definimos a aplicacio

90
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1 : R* = R, denominada produto escalar, por,

Y(u,v) =x1 - Ty + Y1 - Yo — 21 - 22

Tal produto escalar tem as seguintes propriedades.
Teorema 3.2. Dados u,v,w € R® e o, 3 € R temos,
a) P(u,v) = (v, u);

b) (au + v, w) = arp(u, w) + S (v, w);

c) ¥(u,v) =0 para todo v € R?, se, e somente se, u = 0.

Demonstragio. a)

Y(u,v) = X1-To+Y1-Y2 — 21 22
= T2 T1+Y2-Y1 — 2221
= Y(v,u).
b)

Y(au+ fo,w) = (ar; + Brg)rs + (ayr + By2)ys — (az1 + Bza)23
= amr3 + Braxs + ayiys + Byays — az123 — B2a23
= ar1T3 + ayiys — az123 + fraxs + Byays — Bzazs
= a(miz3 + y1ys — 2123) + B(T223 + Yoys — 2223)
= ap(u,w) + B (v, w)

c) Y(0,v)=0-v;4+0-vy—0-v3=0.
]

Diante desse novo produto escalar, podemos classificarmos um vetor de R3, da segunte
maneira.

Definigao 3.3. Seja v um vetor nao nulo em R?. O vetor v é dito ser,

a) do tipo espago se ¥(v,v) > 0;

b) do tipo tempo se ¥ (v,v) < 0;

c¢) do tipo luz se ¢(v,v) = 0.

Observagao 3.4. Consideremos a base canonica de R3, tal que e; = (1,0,0), e5 = (0, 1,0)
e e3 = (0,0,1). Temos, a partir das Definigoes 3.1 e 3.3, que,

i) Y¥(e1,e1)=1-1+0-0—0-0=1>0 e (eg,e2) =1 > 0 sao vetores do tipo espago;

ii) ¥(es,e3) =0-04+0-0—1-1=—1 <0 é um vetor do tipo tempo;
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iii) o vetor u = e; —eg3 = (1,0,—1) é um vetor do tipo luz, pois

Y(u,u) =1-14+0-0—(=1)-(=1) =0.

Definigao 3.5. Dado v € R3, consideremos a seguinte aplicacdao, p : R* — R, definida
por,

p(v) = V[¥ (v, v)].

Teorema 3.6. Sejam u,v € R® e A € R. A aplicacio p(v) tem as sequintes propriedades,
a) p(v) = 0.

b) p(Av) = [A] p(v).

c) p(u+v) < p(u) + p(v)

Demonstragio. a) Como vimos no Defini¢ao 3.1, a aplicagdo assume valores reais. Logo

|(v,v)] > 0, o que implica que p(v) = /|Y(v,v)] > 0. Agora se v = 0, temos

p(0) = /14:(0,0)] = VO = 0.
b)
p(/\l)> — |¢()‘Uv )‘U)|
= \/|)\U1/\1)1 + A Avg — AvzAvs|

= \/|>\2 (Uﬂ]l + VoUg — U3U3)|
= [Al9(v,v).

P (u+v)

(\/W(u +o,u +v)|>

[Y(u+v,u+v)|

[ (u, u) + (u,v) + (v, u) + (v, v)]

|9 (u, u) + 2 (u, v) + (v, )]

W(u,u) + 24/ [ (u,w)[y/ [ (v, 0)] + ¥(v,v)
p*(u) + 2p(u)p(v) + p*(v)

(p(u) + p(v))?,

VAR VAN VAN

de onde segue o resultado.
O

Como tal aplicacdo p tem as propriedades usuais de norma, vamos defini-la como a
norma para esse espago.
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Definigao 3.7. Dado um vetor v = (2, v, 2) € R? definimos uma 1 norma para esse vetor
como

[vlly, = /¥ (v, v)]

Introduzimos aqui um indice para assegurar que tal norma é obtida a partir do produto
escalar como na Defini¢ao 3.1. Entretanto, por uma simplicidade de notac¢ao, no restante
do capitulo, vamos utilizar a norma sem tal notacao,

Assim, de fato, ey, es,es, elementos da base canonica de R3, sdo vetores unitdrios,
como se pode ver da Observacao 3.4

A partir dessa mesma aplicagdo 1 podemos definir a ortogonalidade de dois vetores
em R3.

Definicao 3.8. Dados u,v € R3, dizemos que u e v sdo ortogonais, segundo 9, se

Y(u,v) = 0.

A exemplo do que ocorreu com a norma de um vetor, definiremos o produto vetorial
de dois vetores u,v € R3 de modo que seja compativel com a aplicacao ¢ (Definicao 3.1).

Definicdo 3.9. Sejam os vetores u = (ug, Uy, u;) € v = (vg,vy,v,) em R®. O produto
vetorial, (u X v)y € definido por,

(U X )y = (UyVy — Uy, UV — UgVy, —UVy + UyVy)

Esse produto vetorial apresenta as seguintes propriedades.
Teorema 3.10. Sejam u,v,w € R? e o, 8 € R. Temos:
a) (uxu)y=0
b) (uxv)y =—(v X u)y.
c) ((au+pv) x w), =a(uxw),+ B[ xw),.
d) (ux (av+ pw)), =a(uxv),+Buxw),.
e) Sendou#0ev#0, (uxwv), =0 se, e somente se, u e v sGo Proporcionais.
) ((u X Vg0 ) = ¥ (X V), 0) = 0,
g) ¥ ((uxv)y,w) =1 (u, (vxwy).

Demonstragdo. a)

U XU = (UyUy — UpyUy, Uyly — UyUyy —UgpUy + Uy Uy
P y y y y
= (0,0,0)
= 0
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b)

(uxv)y = (UyUy — Uy, UV — UgVsy, —U,Vy + UyUy)
= (—Uvy + UyUs, — Uz Vs + UV, UyUy — UL Vy)
= — (UsUy — Uy, UgVy — UyVy, —UyUy + U, Vy)
= —(v X u)y

((au + pv) x w), = ((auy + poy)w, — (qu, + Pu,)w,,
(qu + Bv.)w, — (qu, + fog)w.,
(auy + o, )wy, — (auy, + Sfoy)w,)
= (a(uyw, — u,wy) + Poyw, — vw,),
a(uzwz - Ua:wz) + szwz - U;sz),
a(—uzwy + uw,) + fuywy, + vyw,))
= (UyW, — UyWy, U Wy — UgWy, — Uy Wy + UyWy)
+ 8 (Vyw, — V, Wy, Vy Wy — VW, —VxWy + VyWy,)
= a(u X w), + B(v X w)y

d) Similar ao item c)

e) Se v = au, temos (uXxv)y = (u X (au))y, = a(uxu)y, = 0. Por outro lado, se (uxv),,
para quaisquer u,v nao nulos, temos que,

_ — Uy _ Yy — Uz
UyV, — U0y =0 = T s T Uy = Ry
(uxv)y=0=
U Uy — ULV, =0 = Z—Z = %Z = Uy = Z—jvx

De onde concluimos que u = av, com a = = € R.
z

f)
U ((uXv)y,u) = (uyv: = us0y)ue + (UsVs = UaVyz Uy + (—UaVy + UyVs ) Us
= UyUrUy — UzUyly + Uy ZpUy — Ug 2, Uy — Ug ZyUy + Uy 2 U,
= UgUyVy — UgUyVy + UyUyVp — Uyl Vg — UgpU, Uy + Up U Vy
= 0
g)
Y ((uxv)p,w) = (Uyv, — uvy)wy + (U0 — UV, )Wy + (—UyUy + Uy )W,

= Uy (vyw, — vwy) + Uy (VW — VW,) — Uy (—Vwy + VW)
= Y (u, (v X w)y)
L]

Antes de proseguirmos com nosso desenvolvimento, apresentaremos dois resultados
que serao uteis posteriormente. Ambos se referem ao produto vetorial e a aplicagao 1.

Proposicao 3.11. Dados os vetores u, v, w,z € R? temos,

w(uxvawxz) :—w(ua’w)w(vaz)+’¢(an)¢(%2)-
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Demonstracao. Temos,

Y(uXxv,wxz) = (ugvg — uzvy)(wazz — wsy2e)
+(U3U1 — ul’Ug)(ngl — wlzg)
—(U2U1 - U102)(UJ2Z1 - w1Z2)
= UgV3Wo 23 — UgU3W329 — UZVaW923 + U3VaW3s 2o+
+UsV1W321 — UV W13 — U1V3W321 + UV3W1 23+
— UV W21 — UgV1W1 29 — U VWo 21 + UIVW] 22
= —ULW1V121 — U1 W1V229 — u1w1v323—|—
—UW2V1 21 — UW2V2a%2 — UWal323+
—U3W3V121 — U3W3V2R2 — U3W3V323+
+viwiu 21 + VWU — VW U3ZS
+VWoUL 21 + VaWalsZy — VaWolU3Z3
—V3W3U121 — V3W3U222 + V3Ws3U3Z23
- —1/1(u,v)1/1(v,z)+@Z)(v,w)¢(u,z).
O

Proposigao 3.12. Dados os vetores u = (Uy, Uy, Uy), v = (Vg, Uy, U;) € W = (W, Wy, W)
em R3, temos que,
ux (vxw)=—Y(u,w)v+Y(u,v)w.

Demonstracao. Da Definicao 3.9 temos que,
(VX W)y = (VyW, — VWY, V; Wy — VW, —V, Wy, + VyWy) .

Mais uma vez, aplicando a mesma definicdo de produto vetorial, agora ao produto
u X (v X w), encontramos que,

uXx (vxw) = (uy(—v,wy +vyw,) — us(v,w, — vaw,),
w, (Vyw, — vwy) — Uy (—vpwy + vyw,),
— Uy (Vs — VW) + Uy (Vyw, — vwy)).

Vamos analisar, em detalhe a primeira componente desse duplo produto vetorial. Temos,

Uy (—VWy 4+ vywy) — Uy (VW — VW,) = Vg (—Uywy + Uyw,) 4+ Wy (Uyvy — u0,),

= Uy (—UpWy — UyWy + U W, ) + Wy (UpVy + Uyvy — ULV,).

O termo que surge no primeiro parénteses é, pela Defini¢ao 3.1, —¢(u, w), enquanto que o
termo no segundo parénteses é 1(u, v). Assim, essa primeira componente, toma a forma,

—1h(u, w)v, + Y(u, v)w,.

De maneira analoga encontramos que, para a segunda e terceira componentes do duplo
produto vetorial, —(u, w)v, 4+ (u, v)w, e —h(u, w)v,+1(u, v)w,, respectivamente. Logo,

ux (v w) = (=t(u, w)vy + Y(u, V)ws, =¥ (u, w)vy + (u, v)wy, =Y (u, w)v, + P(u, v)w.),
= _1/}(@7 w)(vmv Uy, UZ) + w(“? U)(wl"? Wy, wZ)v

de onde segue o resultado. O
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Como temos trés tipos de vetores, vamos determinar em que condigoes teremos uma
base para tal espago, considerando a aplicacao ¥ (Defini¢ao 3.1).

Teorema 3.13. a) Todo conjunto ortonormal, sequndo 1, de trés vetores é uma base
para R3.

b) Toda base ortonormal, sequndo 1, tém dois vetores do tipo espago e um vetor do tipo
tempo.

c) Para cada par de vetores ortonormais, {u,v}, o conjunto {u,v,u x v} é uma base
ortonormal, sequndo 1.

d) Para cada vetor unitario do tipo espago ou do tipo tempo, v, hd uma base ortonormal,
sequndo 1, contendo v.

Demonstrag¢io. a) Precisamos mostrar que um conjunto ortonormal é linearmente inde-
pendente. Ou seja, se o conjunto {uy, ug, uz} é ortonormal, a equagao

A1 + Aoug + Agug = 0,
implica que cada A;, i = 1,2,3 é nulo. De fato, se fizermos,
Y(Aur + Aoug + Azug, ) = ¥(0,u) = 0.
Assim, temos,
(Aug + Agug + Azus, uq) 0,
Y(Mur, ur) + P(Aaug, ur) + P(Azuz,ur) = 0,
) 0

/\ﬂﬁ(ul, U1
)\1 - O

9

De maneira analoga obtemos que Ay = 0 e que A\3 = 0, e, portanto, o conjunto
ortonormal dado é linearmente independente.

b) Consideremos como base, um conjunto ortonormal linearmente independente da forma
{uy,us,us}, tal que todos os vetores desse conjunto sdo do tipo espago, ou seja,
Y(ug,u;) > 0 para i = 1,2,3. Seja v € R? um vetor qualquer, escrito, nessa base,
como v = aquy + Qolls + aigug, com o, a, g € R. Temos,

P(v,v) = Y(aquy + agus + agus, a1uy + asus + aus),
= @3 (uy, ur) + az(ug, ug) + a3th(uz, us).

E como ¢ (u;,u;) > 0 para i = 1,2,3, vemos que ¥(v,v) > 0, para qualquer vetor
v. Logo v ¢é do tipo espaco. De maneira andloga, se todos os u;, © = 1,2,3,
forem do tipo tempo, ou seja, ¥(u;, u; < 0 para i = 1,2,3, teremos que um vetor
qualquer v € R? somente serd do tipo tempo. Assim, concluimos que para que o
conjunto {uy, uz, u3} seja uma base, pelo menos um desses vetores, digamos uy, deve
ser tipo espago, enquanto que um outro, por exemplo us, deve ser do tipo tempo.
Considerando que (u; X ug) X ug = 0, vemos que us e u; X ug sao linearmente
dependentes. Agora, a partir da Proposicao 3.11, vemos que,

@Z)(Ul X Uug, Uy X U3) = —¢(u1,u1)¢(u3,u3) = 1.

Assim, u; X uz é um vetor do tipo espago, e consequentemente, us também o é.
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c) A partir da Proposi¢ao 3.11, escrevemos,
(u x v,ux v) = =P(u,u)(v,v) + ¢(u,v)(u, v)
Como o conjunto {u,v} é ortonormal, temos que ¥ (u,v) = 0 e, portanto,

(u X v,u X v) =—=9(u,u)(v,v)

Sendo o conjunto dado ortonormal ¥ (u, u) e ¥(v,v) podem assumir os valores +1 e
—1. Portanto,
Y(u X v,uxv) ==+l

e, consequentemente, o conjunto {u,v,u X v} é ortonormal.

d) Vamos supor que o vetor v é do tipo espago. Seja w qualquer vetor unitério do tipo
tempo. Se (v, w) = 0, podemos usar {v,w,v X w} como base. Caso contrario,

escolhemos v’ = v + Aw, onde A = — . Entao,
(v, w)
B ) = 1420w, w) — A2
1—2— )\
—(1+A%).
Se tomarmos
v+ Aw

V14 A2

entdo {u,v,u X v} é uma base ortonormal. Supondo, por outro lado, que v é um
vetor do tipo tempo, uma construgao similar, usando um vetor unitario do tipo

v = A\w
espago, w, leva a uma base ortonormal {u,v,u x v}, onde u = Ny e\ =
1
(v, w)

]

Teorema 3.14. a) Se {uy,us, uz} é uma base ortonormal, para todo v € R3, temos que,

3

v = Z (v, u)(ug, ug)ug

=1

b) Seja v € R3 um vetor do tipo tempo. Suponha que w x v # 0 e Y(v,w) = 0. Entdo w
¢ um vetor do tipo espaco.

Demonstrag¢io. a) Vamos supor que o conjunto {uy, us, ug} é uma base ortonormal. Do
item (b) do Teorema 3.13, sabemos que, u; e up sdo vetores unitarios do tipo espago,
enquanto que us é um vetor unitdrio do tipo tempo. Agora, consideremos v € R?,
o qual pode ser escrito, a partir dessa base como x = aju; + asus + azuz, com
aq, ag, a3 € R. Vemos que,

7#(1], ul) = '(ﬁ(OélUQ + QU9 + 3us, ul) = a1¢(u1, Ul) + Oég'(ﬁ(Ug, Ul) + Oég'(ﬁ(Ug, ul).
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Como ¥(ug, uy) = ¥(us,ur) = 0, temos, (v, u1) = ayp(uy, uy). Agora,
(v, ur) = anp(ur, ur) = (o, un)P(ur, ur) = anth(ur, un)Y(ur, ur) = on = (v, ur)(ur, u),

pois ¥ (uy, u1)(uy, u;) = 1. De maneira andloga obtemos ag = (v, ug)1(ug, us) €
az = (v, u3)(us, us). Finalmente,

r = a1U] + QU + Qisus,
= P(v,ur)Y(ur, ur)ug + Y(v, ug)Y(ug, ug)ug + (v, ug)(us, us)us,
- ?:1 (v, ui) (g, w;) .

b) Nas condigoes do Teorema, consideremos os vetores v, do tipo tempo, e w um vetor
qualquer, satisfazendo as condigoes, w X v # 0 e ¥ (v, w) = 0. Pela Proposigao 3.11,
podemos escrever,

P(w X v,w X v) = —h(w,w)p(v,v) + (v, w)p(w,v).
Como ¢(v,w) =0 e v é um vetor do tipo luz, ou seja ¥ (v,v) < 0, temos,
(w,w) =P(w X v,w X v).
Devemos, entao, considerar as seguintes situagoes,

i) se ¥(w x v,w x v) < 0 entdo P(w,w) < 0, e consequentemente, w ¢ um vetor do
tipo tempo. Mas isso nao pode ocorrer, pois nesse caso teriamos que ¥ (v, w) #
0, o que contraria nossa hipotése inicial;

ii) se ¥ (w x v,w x v) > 0 entao P(w,w) > 0, e consequentemente, w é um vetor
do tipo espaco;

iii) se ¥ (w X v, w x v) = 0, terfamos que também (v, v) = 0, e, consequentemente,
v éum vetor do tipo luz.

Assim, nas condi¢des do Teorema 3.14, w é um vetor do tipo espaco.
m

Teorema 3.15. Sejam u,v € R3 vetores do tipo espaco tais que o u X v é um vetor do
tipo tempo. Entao,

V2 (u, ) < 9(u, u)p(v,v).

16

Demonstrag¢io. Seja P um vetor unitério do tipo tempo na dire¢ao [u x v]. Consideremos
a funcao,
ft)=vu+tv,u+tv),

com t € R. Tal funcao é uma funcao quadratica na variavel ¢, como podemos ver de,

ft)=vu+tvu+tov),
= (u, u) + 20(u, v) + 2 (v, v).
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Temos ¢(u +t v, P) = 0, de acordo com o item (f) do Teorema 3.10, pois P € [u X v], e,
além disso P X (u +t v) # 0. Podemos, entao, aplicar o item (b) do Teorema 3.14 para
concluir que u + ¢ v é um vetor do tipo espago. Ou seja Y(u 4+t v,u+t v) > 0, o que
implica que f(t) > 0 para todo ¢t € R. Assim,

(2¢(u, v))* = 44 (u, )y (v,v) <0,
41/1(“7 U) - 4#’(“7 U)LD(U, U) < Oa

de onde segue que,

V2 (u,v) < ¥(u,u)p(v,v).

Teorema 3.16. Sejam u,v € R3 dois vetores do tipo tempo. Temos que

¥ (u,v) = Y (u, w)p(v, v).

Demonstragao. Pelo Teorema 3.14, u X v é um vetor do tipo espago ou um vetor nulo.
Assim,
Y(u X v,u xv) >0

Em outras palavras,
(u, u)p(v,v) — *(u,v) > 0

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, u e v sdo proporcionais.

3.2 Geometria em H?2

Comecamos definindo nosso modelo de plano hiperbdlico.

Definigao 3.17. Seja x = (x1, 12, 23) € R? qualquer. O plano hiperbélico, H? é definido
por,
H? = {x €ER3 23 > 0,¢(z, 1) = —1}

Em coordenadas cartesianas, se tomarmos = = (x1, 2, x3), a Definicdo 3.32 resulta
em,
Y(x,x)=—1= 23+ —25=—1= -2 — a5 + 235 =1,

que juntamente com a condigao x3 > 0 nos mostra que temos apenas a folha superior de
um hiperboléide de duas folhas.

Definicao 3.18. Seja v um vetor unitario do tipo espago. Entao,
r={P e H*y(u,P) =0}

é chamada, em H? uma reta com vetor unitdrio normal (ou pélo) u.



Geometria em H? 100

Figura 3.1: Plano hiperbdlico.

Observagao 3.19. Como ocorre em geometria esférica, uma reta de H? é dada pela
interseccdo de H? com uma plano que contém a origem. Mas, agora, nem todos os planos
que passam pela origem tém uma interserccao nao vazia com H?. Entretanto, se um vetor
u é do tipo tempo, podemos obter uma base ortonormal relativamente a ¢ (Teorema 3.13).
Em particular, existem pontos P € H? tais que ¢ (u, P) = 0. Vamos analisar em detalhes
o comportamento de retas em H?, mas antes um exemplo.

Exemplo 3.20. Considere o vetor unitario dado por u = % (\/E, —V/2, 1). Esse vetor é
do tipo espago, pois,

Y(u,u) = (\%) (V2 + (V2P = (1)?) = 1> 0.

Segundo a Defini¢ao 3.18, a reta r com pdlo u é dada pela condigao 1 (u, P) = O, onde
P = (z,y,2) € H?. Essa, por sua vez, resulta em,

V2r — 2y — 2 =0,

a equacao de um plano. Da interseccio desse com H? temos a reta r, como mostrado na
figura 3.2.

Figura 3.2: Uma reta no plano hiperbélico.
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Teorema 3.21. Sejam P e @ pontos distintos de H?. Entdo existe uma tnica reta
contendo P e @), a qual denotaremos por .

Demonstragio. Aplicamos o item (b) do Teorema 3.14 com v = P e w = (P x ()) ndo
nulo. Temos entdo que (P x (P x Q)) # 0 e, portanto, P x @ é do tipo espago. Seja u
um vetor unitario na direcao de P x (). Entao a reta cujo vetor unitario é u deve conter
P e Q. Essa é a tnica reta por P e por () pois o vetor unitario normal a tal reta deveser
ortogonal a P e a () e, portanto, deve ser um miltiplo de P x Q.

m

Como no caso da geometria na esfera, o produto vetorial é utilizado para determinar-
mos o ponto de interseccao de duas retas. Entretanto, se u e v sdo vetores unitarios do
tipo espaco, u X v nao necessariamente sera do tipo temporal, e, portanto, as retas podem
nao se intersectarem em H?2. De fato, ha trés pssibilidades distintas.

Definicao 3.22. Sejam r e s duas retas com vetores unitarios normais u e v, respectiva-
mente. Dizemos que r e s sao,

a) retas concorrentes se u X v é do tipo tempo,
b) retas paralelas se u x v é do tipo luz,

c) retas ultraparalelas se u x v é do tipo espago.

Exemplo 3.23. Seja o vetor unitario do tipo espaco dado por v = % (—\/5, —V2, —1).
Tal vetor define uma reta em H?, que pela Definicio 3.18 é obtida pela interseccao do
plano —v2z — /2y + z = 0 com H?. Assim teremos a reta s, como mostrado na Figura
3.3.

No Exemplo 3.20 obtivemos a reta r, mostrada também nessa mesma figura. Notamos
que, as retas r e s intersectam-se no ponto X = (1,0, \/5) De fato, se calcularmos o vetor
u X v, dos pdlos das retas r e s, respectivamente, obteremos u x v = (0, —2v/2, 4). Assim,
Y(u X v,uxv)=-8<0. Ouseja, u X v é um vetor do tipo tempo, e, a luz da Definigdo
3.22, de fato, as retas r e s s@o concorrentes.

Figura 3.3: Retas que se intersectam no plano hiperbdlico.
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Exemplo 3.24. Seja a reta m € H? que tem por pélo, o vetor unitario do tipo espaco

dado por z = % (ﬂ;‘/é, —‘/5;“‘/6, —1)‘ Novamente, consideraremos a reta r do Exemplo

V3
3.20, cujo polo é dado pelo vetor u = \/ig (\/5, —V2, 1). Vemos que,

uxz:<3\/§+\/6,3\/§2_\/6,\/ﬁ>.

2

Como,
Y(u X z,u x z) =0,

esse vetor u X z é do tipo luz. Assim as retas u e m sao denominadas retas paralelas,
como podemos ver da Figura 3.4.

>o

Figura 3.4: Retas parelalas no plano hiperbélico.

Exemplo 3.25. Consideremos ainda a reta r do Exemplo 3.20, e também a reta t cujo
polo ¢é o vetor unitario do tipo espaco, w = \/ig (x/ﬁ, —V/2, —1). Ao calcularmos o produto

vetorial u X w, por sua vez, encontramos o vetor u X w = % (2\/§, 21/2, 0). Agora, vemos,
16

w(uxw,uxw):%((2\/5)24—(2\/5)2—02) =35>0

o que mostra que tal vetor é do tipo espaco, e, assim, as retas u e t sdo ultra-paralelas,
como podemos ver na figura 3.5.

Teorema 3.26. Sejam r e s duas retas, com vetores unitdrios normais u e v, respectiva-
mente.Se tais se intersectam, o fazem eratamente em um ponto. Esse é o unico ponto de
H? que é um mailtiplo de u x v.

Demonstracio. Sejam as retas r e s de H?, de pélos u e v, respectivamente, e o ponto
P e H? tal que rNs = {P}. Como P € r temos que (u, P) = 0, e, similarmente, como
P e s, (v, P) =0. Agora, a partir da Proposi¢ao 3.12, podemos escrever,

P x (uxv)=—=¢(v, P)u+¢(u, P)v.
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Figura 3.5: Retas ultraparelalas no plano hiperbdlico.

Como ¢ (v, P) = ¢(u, P) = 0, temos que P X (uxv) = 0, e, assim, os vetores P e u X v sd0
linearmente depedentes. Ou sejam existem «a, € R nao nulos, tais que « P+/(uxv) = 0,
o que implica em P = —2(u x v), de onde segue o resultado.

«

]

Definicao 3.27. Duas retas r e s, com vetores unitarios normais u e v, respectivamente,
sdo perpendiculares se 1(u,v) =0

Teorema 3.28. Se duas retas, v e s sdo ultraparalelas, existe uma unica reta, t que
¢ perpendicular a ambas. Reciprocamente, se duas retas tem um perpendicular comum,
entao essas retas sao ultraparalelas.

Demonstracdo. Sejam u e v os vetores unitarios normais das retas ultraparalelas, r e
s, respectivamente. Seja w o vetor unitdrio (do tipo espago) que é miltiplo de u X v.
Entao ¢ (u,w) = ¢¥(v,w) = 0, de modo que a reta com vetor unitario normal w é uma
perpendicular comum as duas retas dadas.

Reciprocamente, se duas retas tém uma perpendicular comum, seu vetor unitario
normal, w, é um vetor do tipo espago, satisfazendo w x (u x v) = 0, e, assim, é um
multiplo de u x v. Isso significa que u X v é um vetor do tipo espaco, e as retas sao
ultraparalelas. O

Teorema 3.29. a) Ser e s sio duas retas perpendicualres em H?, entio r intersecta s.

b) Sejam P um ponto e r uma reta em H?. Entdo existe uma tnica reta passando por
P e perpendicular a r.

Demonstragio. a) Sejam as retas r e s de polos u e v, respectivamente. Tanto u como
v, pela Defini¢do 3.18 sdo vetores do tipo espago. Consideremos, agora, um terceiro
vetor, u X v. pelo item (f) do Teorema 3.10, temos que ¥ (u X v,u) = (ux v,v) = 0.
Ou seja, pela Definicao 3.8, o vetor u x v é perpendicular tanto ao vetor u como ao
vetor v. Assim o conjunto {u,v,u x v} forma uma base para H? de acordo com o
item (c) do Teorema 3.13. Finalmente, pelo item (b) do mesmo Teorema 3.13, como
u e v sao do tipo espago, o vetor u X v deve ser do tipo tempo. Assim as retas r e
s, pela Definicao 3.22 se intersectam.
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b) Seja u um vetor unitdrio normal a r. Considere v um vetor unitario proporcional a
u x P. Isso é possivel pois u x P, sendo um vetor nao nulo ortogonal a P, deve
ser do tipo espago. A reta s, cujo vetor unitario normal v claramente passa por P
e ¢ perpendicular a r. Existe uma unica reta com essa propriedade pois um vetor
unitario normal a tal reta deve ser ortogonal a u e P, e, portanto, um multiplo de

seu produto vetorial.
m

Definicao 3.30. O ponto F onde a reta s intersecta a reta r é chamado o pé da perpen-
dicular, relativamente a reta r, passando pelo ponto P.

Definicao 3.31. Sejam r e s um par de retas distintas com vetores unitarios normais u e
v, respectivamente. Entao, o conjunto P de todas as retas cujos vetores unitarios normais
sao ortogonais a u X v é chamado um feixe de retas. P é denominado,

a) um feixe de retas intersectantes se u X v é do tipo tempo,
b) um feixe de retas paralelas se u x v é do tipo luz,

c) um feixe de retas ultraparalelas se u x v é do tipo espaco.

A parametrizacdo de uma reta em H? é realizada da seguinte maneira. Seja e um
ponto arbitrario de H?. Sejam ainda u; e uy vetores de R? tais que {uy, us, us} constitui
uma base ortonormal. Um tipico ponto no plano através da origem gerado por {uy,us} é
dado por Au; + pus, onde X, 4 € R. Esse ponto pertence a H? se, e s6 se, A > 0 e,

Y(Aug + pug, Aug + puz) = —1,

isto é, se,
)\2 -1 + /ub2

Podemos chamar A = cosht e ;1 = senh t, e assim, ¢ assume qualquer valor real. Logo
(cosht)us + (senht)u; percorre todos os pontos da reta. Podemos agora, definir uma
expressao para a distancia entre dois pontos em H?2.

Definicao 3.32. Para x,y € H? definimos,
d(,I, y) = COSh_l (—’QZ)(,I, y)) :

Teorema 3.33. Seja a(t) = (cosht)us + (senht)u;. Entao,
d(a(ty), alta)) = [ty — tof .

Demonstragio. Sejam ti,ts € R tais que «a(t;) = (coshty)us + (senhti)u; e aty) =
(coshty)us + (senhts)u;. Temos,

Y (a(ty),a(tz)) = 1 ((coshty)ug + (senhty)uq, (coshta)us + (senhty)u)
= —cosht; coshty + senh ty senhty

—(cosh ty cosh ty — senh ¢ senh t5)

— cosh(ty — t1)

— (a(ty),a(ty)) = cosh(ty —t1)
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Logo,

d(a(tr),a(tz)) = cosh™ (=(a(tr), a(t2)))
= cosh™! (cosh(ty — 1))
= |t2 — t1| .

Definicao 3.34. Se t; <t < t9, entdo a(t) estd entre a(t1) e a(ts).
Teorema 3.35. Se os pontos P e Q estdo em H?, entdo,
a) d(P,Q) >0,
b) d(P,Q) =0 se, e somente se, P = (Q),
c) d(P,Q) = d(Q, P).
Demonstragio. Sejam P = (x1,79,73) ¢ Q = (y1,%2,y3) ambos em H2 Temos em pri-
meiro lugar que,
i) Como P € H*> 2% + 23 — 23 = —1,
ii) e, também y? + y2 — y2 = —1, pois Q € H?.
Feitas essas observagoes, temos,

a) Primeiro notamos que —¢(P, Q) € R. Quando restrita ao intervalo [0, 00) a funcao
cosh(z) é uma bijecao desse intervalo em [1,00). Logo d(P, Q) > 0.

b) Se P =@, temos, ¥(P,Q) = 23 = 23 — 23 = —1. Logo,

d(P,Q) = cosh™" (—¢(P,Q)) = cosh (1) = 0

Y(P,Q) = xy1 + TaYo — T3ys
= Y1T1 + YoZ2 — Y3T3

Assim,

d(P7 Q) = COSh_l (_w(Pv Q))
= cosh™" (=9(Q, P))
= d(Q, P)
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3.3 Transformacoes em H*

Defini¢ao 3.36. Seja r uma reta em H?, com vetor unitdrio normal u. Dado um ponto
X € H?, areflexdo de X pela reta r ¢ definida por,

0,X = X — 20(X, u)u.

Exemplo 3.37. Considere o ponto X = (—2,—2,3) em H? bem como o vetor u =
\/ig <\/§, —V?2, 1). Vemos que tal vetor é um vetor do tipo espaco, pois,

Plu,u) = (%) (V22 + (—v2)2 = 12) = %(2 +2-1)=1>0.

Podemos entao, a partir da Definicao 3.18, construir a reta r que tem o vetor unitario
u como poélo. Assim, dado P € H? qualquer, temos que essa reta ¢ o conjunto r =
{P € H? (P,u) = 0}. Tal reta é mostrada na Figura 3.6. Agora tomando o ponto X,
vamos determinar as coordenadas da reflexao por essa reta r do ponto dado. Segundo a
Definigao 3.36, temos,

2,X = X —2¢(X,u)u,
1
- x-2 (229 )

Cx[)
= (—2+2v2,-2-2v2,5).

Também na Figura 3.6 mostramos tanto o ponto X, como sua imagem, €2, X, resultante
da reflexao pela reta r.

Figura 3.6: Reflexdo por uma reta.

Tal transformacao tem as seguintes propriedades.
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Teorema 3.38. Seja r uma reta em H?, com vetor unitdrio normal u e Q, a respectiva
reflexao em torno dessa mesma reta e X,Y € R3. Temos,

a) O =1.
b) Q. ¢ uma bije¢io de R® em R3.

c) v(0.X,Q,Y)=9(X,Y) para todos X,Y € R3.

Demonstragdio. a)
2,0.X = QX -2¢(Q.X,u)u
= X.
b) Segue a partir de a).
c)

P (Q.X,0Y) = (X —2¢0(X,u)u,Y —2¢0(Y,u)u),
= P(XY) + (X, —2¢(Y, w)u) + (=2¢(X, wu, Y) +
FU(=2¢(X, u)u, =20 (Y, u)u),
= Y(X,Y) = 20(Y, 0) (X, u) = 2¢(X, u)y (Y, u) +
+4 (X, W (Y, w)v(u, u).

Como o vetor u é pdlo da reta r, temos que 1(u,u) = 1, e assim,

w<QrX;QrY) - w(XaY)—4¢(Y7U)¢(Xau)+41/1(X7U)¢(Y7U)7
= Y(X,)Y).

Corolario 3.39. Para qualquer reta r em H? e X € R® temos,

a) Se X € do tipo tempo, Q0. X também o é.

b) Se X € do tipo luz, Q0. X também o é.

c) Se X ¢é do tipo espago, Q2. X também o é.

d) Se X € um vetor unitdrio, 2, X também o é.

e) Se X € H* = O, X € H*.

Demonstragio. Consideremos o item ¢) do Teorema 3.38. Temos que se X = Y, tal
resultado nos diz que ¥(€2,X, 2, X) = ¥(X, X). Assim, se,

a) X ¢ do tipo tempo, entao (X, X) < 0. Como ¥ (2, X,Q,.X) = (X, X), temos que
(2, X,Q2,.X) =9(X,X) <0, logo Q,.X também ¢é do tipo tempo.
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b) X é do tipo luz, entdo (X, X) = 0. Como ¥(2,X,Q,.X) = (X, X), temos que
P(2,X,Q,X) =¢(X,X) =0, logo Q,.X também ¢é do tipo luz.

c) X é do tipo espago, entao ¥ (X, X) > 0. Como ¢ (2, X,Q,.X) = (X, X), temos que
(2, X,Q,.X) =X, X) >0, logo Q,.X também é do tipo espago.

d) || X]|| =1, entao /|¢(X, X| = 1. Como ¥(2,X,Q,.X) =¢(X, X), temos,

12,5 = /o (0.X,2,.X) = /] (X, X)| = 1

e) Como X € H? entdo ¢(X,X) = —1. Também temos que para a reta r seu pélo é o
vetor unitario tipo espago tal que 1 (u,u) = 1, sendo a reflexdao por essa reta dada
por 2, X = X — 2¢(X,u)u. Vamos calcular entao ¢ (2,.X, 2, X). Temos,

Zb(QrX, QT’X) = @ZJ(X—QL/J(X,U)U,X—QL/J(X,U)U),
- ¢<X’X) _2¢(X7 UW(Xa u) _2¢(X7 U)W(Xau)
+4 (X, u)p (X, u)(u, uw).

Como ¥(u,u) = 1, temos,
(X, QX)) = (X, X) = 44X, (X, u) + 40 (X, u) (Y(X, w),
= (X, X).

Como, por hipdtese (X, X) = —1, temos que (2, X,Q,.X) = —1, e, portanto,
0,.X € H?.

]

Definicao 3.40. Dada uma reta r de H?, a restricao de €2, a H? ¢ chamada a reflexao
por 7.

Teorema 3.41. Toda reflexdo é uma isometria de H>.

Demonstracio. Para XY € H? temos,

d(92,X,9,Y) = cosh™' (= (2.X,9,Y))
= cosh™ (=4 (X,Y))
= d(X,Y).

[]

Teorema 3.42. Sejam r e s retas em H? com vetores unitdrios normais u e v, respecti-
vamente. Entao,

Q,s = {X € H? ¢ (X,Q0) = O};

isto €, se r tém um vetor unitdrio v, entao §).s € uma reta com vetor unitirio normal

Q0.
Demonstracio. Considere Y € €),.s. Assim, para algum X € s, temos Y =, X e,
(Y, Q0) =9 (Q,X,Q0) =9 (X,v) =0

Reciprocamente, se ¢ (X, Q,v) = 0, entdao ¢ (2,.X,v) = ¢ (2,Q,X,Q,v) = 0. Em
outras palavras, Q2,X € se X € Q.. O
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Teorema 3.43. Seja r uma reta com vetor unitdrio normal u em H?2.

a) Seja X um ponto de H?. Entdo Q,X = X se, e somente se, X €.

b) Seja s uma reta em H?. Entio .5 = s se, e somente se, 7 =s our L s.

Demonstragio. a) Seja a reta r = {X € H? (X, u) = 0}, onde ¥(u,u) = 1. Seja agora
Y € H?. Temos que,
QY=Y<eY-20Y,uu=Y <ypY,u)=0cY er.
b) Consideremos agora além da reta r como descrita no item anterior, a reta s dada por

s = {X € H*¢(X,v) = 0}, onde ¢(v,v) = 1. Para que Q,s = s, devemos ter,
v — 2¢(v,u)u = £v. Agora sdao duas possibilidades a considerar,

i) ou ¢¥(v,u) =0, o que mostra que u L v, e, portanto as retas r e s sdo perpendi-

culares;
ii) ou v = %u, pois assim, se v = u, u — 2¢(u,u)u = u — 2u = —u, e se v = —u,
—u — 2¢(—u,u)u = —u+ 2u = u. Em qualquer caso, as retas r e s sao iguais.

]

Defini¢ao 3.44. Sejam r e s duas retas em H?. Se r e s intersectam-se em um ponto
P € H?, entdo a aplicacdo €2,£2, é chamada uma rotagdo ao redor de P.

Exemplo 3.45. Consideremos os vetores unitarios do tipo espago, u = %(1,—1,0)

e v = (0,1,0). Tais vetores sdo pdlos das retas r e s dadas, respectivamente, por
r={XeH Y(X,u)=0} e s = {X € H ¢(X,v) =0}. Vemos que tais retas sio
concorrentes, pois, u X v = (0,0, —%), e, V(u X v,u xv)= —% < 0, um vetor do tipo
tempo. Vemos ainda que o ponto de concorréncia de tais retas é o ponto V' = (0,0, 1).
Vamos aqui considerar a composicao das reflexdes pela reta s e depois pela reta r.
resultando, segundo a Defini¢do 3.44 em uma rotagao ao redor do ponto V. Assim, dado

o ponto de H?, P = (z,y, z), consideramos inicialmente a reflexdo pela reta r,

QP = P—2Y(Pu)u

ﬁ(m—y)u
2 1
(:an>z) - %(‘T - y)ﬁ(

= (.Clﬁ,y,Z) - (.2? - y(17 _170)

1,—1,0)

= (y,x,2).
Em seguida, a esse resultado, aplicando a reflexao pela reta s, temos,

Q.0,P = QP —2¢ (QsP,v)v
= (y,z,z) —2x(0,1,0)

= (y,—x,z2).
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Considerando o ponto P = (—1 2, ‘/Tﬁ), obtemos ,Q,P = (2, %, V21 como mostrado

na Figura 3.7.

Figura 3.7: Rotagao.

Observagao 3.46. Considere uma base ortonormal {u,us,uz} e um ponto P € H? de
modo que tomamos uz = P. Seja ainda r uma reta que passa por P e com pélo v, de
maneira que podemos escrever para tal reta,

onde,

Assim, temos,

Q'rul

Qru2

r= {XG H? (X, v) :O},

u = (—senf)u; + (cosd)us.

ur — 24 (u1, v)v

uy — 2t (uq, (—sen@)u; + (cosf)uy) v

uy — 2¢(uq, (—sen B)uy)v — 29 (uq, (cos @)ug) v
uy — 2(—sen 0)(uy, ur)v — 2 cos 0 (uy, ug)v
uy — 2(—sen ) (—sen 8)uy + (cosO)us)

(1 — 2sen? §)u; + 2sen @ cos Qus

cos(20)uy + sen(26)us.

ug — 29 (ug, u)v

Uy — 21 (ug, (—sen @)u; + (cos)uy) v

ug — 2¢0(ug, (—sen O)uy)v — 29 (ug, (cos O)ug) v
ug — 2(—sen 0)(ug, uy)v — 2 cos 61 (ug, ug)v
us — 2(cos 6)(—sen O)uy + (cosB)us)

(2sen @ cos B)uy + (1 — 2cos” O)uy

sen(260)uy cos(20)us.
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iif)
Qug = ug — 2¢(ug,v)v
= uz — 29 (us, (—senb)uy + (cosB)us)
= wuz — 2¢ (us, (—senO)uy) — 21 (ug, (cos @)us)
= uz— 2(—sen0)y(ug,ur) — 2 cos0(us, ug)

us.

Nessas condigoes, a matriz associada a reflexdo ), relativamente a base {uy, us, ug} é

dada por,
cos20 sen20 0O

sen260 —cos260 0
0 0 1

Seja s uma outra reta passando também pelo ponto p, com poélo w dado por,
v = (—sen@)u; + (cos @)us.
A matriz, relativamente a base {uy, ug, us}, é dada por,

cos2¢ sen2¢p 0
sen2¢ —cos2¢ 0].
0 0 1

Podemos considerar, entao, a aplicagao composta, €2,€),, cuja matriz serd dada por,

cos2(f —¢) sen2(0—¢) 0
sen2(f —¢) —cos2(6 —¢) 0O
0 0 1

Teorema 3.47. Sejam r, s,t retas que passam por P € H?. Entdo existe uma quarta reta
m, também passando por P tal que,

Q0,0 = Q.

Demonstracio. Considere um ponto X € H?, e sejam as retas 7, s e t de pélos u, v e w,
respectivamente. Temos, inicialmente que,

QX =X — 29X, w)w

Em seguida, fazemos,

QX = Qs (X — 2¢(X,w)w,v)v
= X = 20(X,w)w — 2¢ (X — 2¢(X,w)w,v) v
= X = 2¢9(X, w)w — 2¢(X,v)v + 4 (X, w)(w, v)v

= X = 2¢( X, w)w — 2 (Y(X,v) = 2¢(X, w)(w,v
= X —2¢(X, w)w — 2 (Y(X,v) + (=29 (X, w)w,v
= X = 2¢(X, w)w — 2¢ (X — 2¢(X, w)w,v

~— —
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Definimos agora
Y =X — 2¢(X, w)w,

de modo que,
QU X =Y — 2¢(Y, v)v.
Agora,
2,90X = Q, (Y = 2¢(Y,v)v)
= Y -2y, v)v—2¢ (Y — 2¢(Y,v)v,u) u.
O

Teorema 3.48. Seja p uma rotagao ao redor de P. Seja ainda m uma reta passando por
P. Entdo existe uma reta n, também passando pelo ponto P tal que,

p =0,

Demonstragao. Considere as retas r e s que passam pelo ponto P. Da composicao €2,€),
pela Definicao 3.44, temos a rotacgao, p, ao redor do ponto P. Considere ainda, uma
terceira reta m, também passando pelo ponto P. Vamos analisar a composicao €2,,$2,€.
Pelo Teorema 3.47, existe uma reta n, também passando pelo ponto P tal que €2,,$2,Q, =
Q,. Agora,

Q0,00 = Q,
Q00 = Qi
0,0, = Qi

p= QS

]

Definicao 3.49. Sejam « e [ duas retas ultraparalelas com uma reta perpendicular
comum 7. Entao ,{)3 ¢ uma translacao ao long de 7.

Exemplo 3.50. Consideremos as retas r = {X € H? (X, u) =0,u= %(\/i, —V/2, 1)}

es= {X € H? Y(X,v) =0,v = %(\/5, —V2, —1)}. Vemos que uxv = 5 (2\/5, 22, O),
e como ¥(u X v,u X v) = %6 > 0, e, portanto r e s sao retas ultrapralelas.
Considere reta t = {X € H2 Y(X,w) =0,w = %(1, 1,0)}. Como,

i) P(u,w) = =55 (V2-1-v2-1-1-0) =0,
i) Y(v,w) = 5 (V2 1-v2-1-(=1)-0) =0,

a reta t é uma perpendicular comum a ambas as retas r e s. Agora, dado o ponto
X =(0,2,v/5) de H?, vamos considerar, inicialmente a reflexdo pela reta s, dada por,

QX = X —2¢(X,v)v,

= X - ;(\/g —2V2),

= (—kV2,2+kV2,k+V5),
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onde k = %(\/5 —2v/2). Em seguida, aplicamos a reflexdo pela reta r,

2,0,X = QX —2¢0(Qs, u)u,

= (—kvV2-mv2,2+4 kV2+mv2,V5+k —m),

onde m = 2(—5k — 2v/2 — V/5).
Na Figura 3.8 podemos ver tanto o ponto X, como sua imagem pela translacao ao
longo da reta t.

Figura 3.8: Translacao ao longo da reta t.

Na Figura 3.9, podemos ver a mesma operacao de translagdo ao longo da reta ¢, mas
agora por um ponto de vista diferente.

Figura 3.9: Translacao ao longo da reta t vista de cima.
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Seja P um feixe de ultraparalelas com uma reta perpendicular comum, ¢. Seja u; um
polo de t. Escolhemos us do tipo espago e uz do tipo tempo, de modo que {uy, us, us}
define uma base ortonormal.

Seja r uma reta arbitraria do feixe. Um polo dessa reta pode ser escrito como,

a = (cosh k)us + (senh k)us

‘para algum real k.
Assim
Qeuy = uy — 2¢(U1, 04) = Uy,

Q,ug = ug — (cosh k)((cosh k)us + (senh k)us) = —(cosh 2k)uy — (senh 2k)usg,

Q,uz = (senh k)ug + (cosh k)us.
de maneira que obtemos a seguinte matriz,

1 0 0
Q, = 1[0 —cosh2k senh2k
|0 —senh2k cosh2k

Se s é uma segunda reta desse mesmo feixe cujo polo é parametrizado por m, temos,

1 0 0
0,9, =10 cosh2n senh2n| =T,
|0 senh2n cosh2n

onde n = k — m. Tais matrizes tém a seguinte propriedade.

Proposicao 3.51. Dados k,m € R temos que,

TkTm = Tk:-l—m
1 0 0
Demonstracao. De fato, dadas as matrizes T, = 0 cosh2k senh2k| e
0 senh2k cosh2k
1 0 0
T,, = |0 cosh2m senh2m/|, temos,
0 senh?2m cosh2m
1 0 0 1 0 0
T, = 0 coshk senhk| [0 coshm senhm

0 senhk coshk| [0 senhm coshm

1 0 0
= |0 cosh 2k cosh 2m + senh 2k senh 2m  cosh 2k senh 2m + senh 2k cosh 2m
0 cosh 2k senh 2m + senh 2k cosh 2m  cosh 2k cosh 2m + senh 2k senh 2m

1 0 0
= 0 cosh2(k+m) senh2(k+ m)
0 senh2(k+m) cosh2(k+ m)

= Tk‘—i—m
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]

Teorema 3.52. Sejam r, s et retas de um feixe de ultraparalelas. Entdao existe uma reta
m também no feixe tal que,

00,0, =Q,,

Demonstragio. Considere as retas r, s e t, ultraparalelas de polos u, v e w, respectiva-
mente. As reflexdes por tais retas tém matrizes dadas por,

[1 0 0
Q, =10 —cosh2u senh2u
|0 —senh2u cosh2u

[1 0 0
Q, = |0 —cosh2v senh2v
0 —senh2v cosh2v|

1 0 0
Q= [0 —cosh2w senh2w
0 —senh2w cosh2w

Agora, também ja sabemos que, para a composicao €22, temos,

1 0 0
0 cosh2(v—w) senh2(v —w)
0 senh2(v —w) cosh2(v —w)

Finalmente, a matriz associada a composicao £2,€2,£);, por sua vez, sera dada por,

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 —cosh2u senh2u| |0 cosh2(v —w) senh2(v —w)| = |0 —cosh2z senh2z
0 —senh2u cosh2u| [0 senh2(v —w) cosh2(v— w) 0 —senh2z cosh2z

onde z = u — v + w. Assim a quarta reta desse feixe, sera a reta m cujo pélo é dado por
Z=u—v+w.
O

Teorema 3.53. Seja p uma translagio ao longo da reta m. Seja n qualquer reta perpen-
dicular a m. Entdo existe uma reta r perpendicular a m tal que,

p = ,0,.

Demonstracdo. Sejam as retas s e t ultraparalelas com uma perpendicular comum, m. A
composicao p = (2,(); é a translagdo ao longo de m. Considere ainda a reta n, perpendi-
cular a m. Seja agora a composicao €2,(2:;. Pelo Teorema 3.52 ,existe uma reta r, do
feixe de ultraparalelas de s e t tal que €2,€2,€; = Q,.. Agora

QL = Q) = D () = 0y = p = 0,0,
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Finalmente, a ultima das transformagoes.

Definicao 3.54. Uma reflexao com deslizamento ¢ a composta de uma reflexao por
uma reta o com uma translagao ao longo de . A reta v é chamada de eixo da reflexao
com deslizamento.

Exemplo 3.55. Retomemos as retas descritas no Exemplo 3.50. Ou seja, as retas ultrapa-
ralelas, r = {X € H>, (X, u) =0,u = %(\/ﬁ, —V2, 1)} e
5 = {X € H* Y(X,v) =0,v= %(\/ﬁ, —V2, —1)}, bem como a perpendicular comum,
t= {X € H*, (X, w) =0,w = %(1, 1,0)}. Seja ainda o ponto X = (0,2,/5).

Consideremos inicialmente a translacio ,€, aplicada ao ponto X = (0,2,v/5. Tal
operacao resultou em Q,Q,X = (—v2(k +m),2 + vV2(k +m),V5 + k —m), onde k =
2(VB—2v2) em = 2(—5k — 2/2 — V/b).

Finamente, consideremos a reflexao do ponto €2,2,X pela reta t. Temos,

QQ0X) = QX — 20(Q0,X, w)w,

- 00X —

w,

V2
= (=V2(k+m) = 2,V2(k+m), V5 +k—m).

Nas Figuras 3.10 e 3.11 podemos ver a reflexdo com deslizamento de eixo t, aplicada
ao ponto X = (0,2,/5).

Q0,(07X)

Figura 3.10: Reflexdo com deslizamento.

Até o presente momento, temos trabalhado com composi¢oes de duas ou trés reflexdes
por uma reta, e como ja foi demonstrado anteriormente, obteremos sempre as demais
transformacoes. Para a reflexdo com deslizamento nao serd diferente. Entretanto devemos
observar primeiramente alguns fatos.

Teorema 3.56. Sejam P um ponto de H* e P um feize de retas. Entdo existe uma reta
passando por P e pertencente ao feize P. Fxceto no caso do feixze de retas passando por
P, essa reta é unica.
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Figura 3.11: Reflexdo com deslizamento.

Demonstragio. Se P é um feixe de retas concorrentes ou um feixe de ultraparalelas, as
conclusdes sao dadas pelo Teorema 3.16 e o item (ii) do Teorema 3.29, respectivamente.

Agora seja P um feixe de retas paralelas determinadas por retas com polo € e . Entéo,
& xn étipo luz, e P x £ x n é ndo nulo. Pelo item (ii) do Teorema 3.14, P x £ x n é do
tipo espago. A reta cujo pélo estd nessa diregao pertence a P e passa por P e é a Unica
satisfazendo essas condigoes.

Teorema 3.57. Seja P; um feixe de retas paralelas. Seja Py um feixe consistindo de
todas as retas perpendiculares a uma reta t. Se t ¢ Py, existe uma tinica reta pertencente
a ambos os feixes.

Demonstrag¢ao. Vamos construir uma base ortonormal da seguinte maneira. Seja us um
vetor unitario normal a t. Seja ainda w um vetor do tipo luz tal que os os vetores
unitarios normais, &, a retas de P; sao exatamente aqueles vetores unitarios do tipo
espaco satisfazendo a condicdo ¥(&,w) = 0. Desejamos escolher uz € H? de modo que o
mesmo pertenga ao conjunto [w, us]. Para fazer isso, observamos que,

Y(w X ug, w X ug) = Y(w, uz)? > 0,

pois t ¢ P;. Escolhemos u; como o vetor unitario na direcdo [w X us], e ug = uy X us.
Aqui h4 duas escolhas possiveis para u;, mas somente uma assegurara que us esta em H?2.
Agora que temos essa base ortonormal, é ficil ver que a reta com vetor unitario normal
uy € a Unica reta pertencente a ambos os feixes. O

Teorema 3.58. Dois feizes distintos de retas paralelas tém uma unica reta em comum.

Demonstragdo. Sejam v e w dois vetores do tipo luz determinando dois feixes distintos.
Entao,
V(v x w,v x w) =Y(v,w)?* > 0.

A reta cujo vetor unitario normal é um multiplo de v X w é a Unica reta comum a ambos
os feixes. ]

Teorema 3.59. Sejam r, s, t e m retas. Entao existem retas p e q tais que,

0, Q.00 = 0,9,
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Demonstracdo. Ser = s out = m nada hé para provar. Assumimos que r e s determinam
um feixe P; ,enquanto que t e m determinam um outro feixe Py. Como ja observamos,
o resultado é verdadeiro se P; e Py tém uma reta comum. A partir dos Teoremas 3.56,
3.57 e 3.58, consideraremos os seguintes casos:

i) Se r e s tém a reta t como perpendicular comum, e m é paralela a t. Nesse caso ()
comuta com €, e o Teorema 3.56 se aplica.

ii) Se r e s tém uma perpendicular comum, «; ¢ e m tém uma perpendicular comum
B, e « intersecta S no ponto P. A partir do Teorema 3.53, podemos substituir
a representacao dada por ,,Q.Q4€,,,, onde s’ e t' passam pelo ponto P. Entao
Q4+ pode ser substituida por 3,2, para alguma reta n passando por P. Como r’/
é perpendicular a [, aplicamos o Teorema 3.56.

iii) Se r e s tém uma perpendicular comum «, e t e m tém uma perpendicular comum /3,
mas « é paralela a (5. Nesse caso seja () o ponto onde « intersecta a t, e seja s’ a reta
passando por () e perpendicular a a. Entao a composicdo pode ser escrita como
0, Qy€Q,, para alguma reta ' L «. Como no caso anterior, podemos escrever
Qg = Q,€,,, para alguma reta n, e novamente aplicamos o Teorema 3.56.

O

3.4 O espaco-tempo de Minkowski

Em R? um cone com vértice na origem e eixo coincidindo com o eixo z, tem por
equacao,

2 2 2
Tt H+yt =z

e é mostrado na Figura 3.12.

Figura 3.12: Cone de luz.

Tal equagao, por sua vez, pode ser reescrita na forma,

x2+y2—z2:0.
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Agora, se considerarmos um vetor qualquer v € R?, a partir da Definicdo 3.1, a equacdo
desse cone toma a forma,
Y(v,v) =0 (3.1)
onde v = (z,y, 2).
De acordo com a classificacao estabelecida pela Definicao 3.3, o vetor v satisfazendo
¢ um vetor do tipo luz. Assim, vamos denominar tal cone de um cone de luz. Mas essa
mesma definicdo nos diz que existem vetores do tipo espaco e do tipo tempo.

Observacao 3.60. Como vetores do tipo espaco, ou do tipo tempo se situam, relati-

vamente a esse cone de luz? Consideremos os seguintes vetores de R3, u = (1,4,2),

v=(-1,0,3) e w = (3,—4,5). Inicialmente vemos que,

i) Y(u,u)=1-144-4—-2-2=1+16—4=13 > 0, e, portanto, u é um vetor do tipo
espago;

ii) Y(v,v) =1-140:-0—-3-3=1+0—-9= -8 <0, e, portanto, v é um vetor do tipo
tempo;

iii) Y(w,w) =33+ (—4)-(—4) —5-5=9+416 — 25 = 0, e, portanto, w é um vetor do
tipo luz.
Como podemos ver da Figura 3.13, o vetor u, do tipo espaco, situa-se no exterior do

cone de luz. Ja o vetor v, do tipo tempo, situa-se no interior do cone de luz, ao passo que
o vetor w, do tipo luz, situa-se sobre a superficie do cone.

Figura 3.13: Vetores e cone de luz.

Como também ji observamos anteriormente, um vetor v € R3 tal que ¢(v,v) = —1 é
um vetor unitario do tipo tempo. Essa condicdo em R? d4 origem a um hiperboléide duas
folhas, separado pelo plano z = 0. Em nosso estudo da geometria hiperbdlica nos restrin-
gimos a folha com z > 0, e foi possivel, entdao analisarmos os aspectos geométricos e das
transformacoes envolvidas nesse modelo. Esse mesmo modelo da geometria hiperbdlica
nos auxiliard, em parte, na compreensao do conceito de espago-tempo quadrimensional
desenvolvida por Minkowski.

Em um congresso na cidade de Colonia (Alemanha) no ano de 1908, Minkowski' afirma
(ver [8]),

ISpace and Time, 80th Assembly of German Scientists and Physicians, Colénia, Alemanha, 21 de
setembro de 1908.
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"Em primeiro lugar, gostaria de mostrar como seria possivel, partindo da me-
canica aceita nos dias de hoje, e fazendo uso de uma linha de pensamento
puramente matemaética, chegar a uma nova concepcao de espaco-tempo."?

Vamos a esses conceitos.

Minkowski parte das coordenadas cartesianas, x, y e z, em R3, e o tempo, ¢, para
considerar a quadrupla (z,vy, z,t). O conjunto de todos as quadruplas dessa forma, Min-
kowski deu o nome de mundo, e um para um ponto especifico desses valores, ponto-mundo
(ou evento). Nesse mundo, as coordenadas, tanto espacial, como temporal, de um objeto
qualquer podem variar. Nesse mundo, a curva descrita por essas variacoes nas coorde-
nadas desse objeto ¢ denominada linha-mundo. E aqui convém dizer que a coordenada
temporal, ¢, pode variar de —oo a +00. Sob esse ponto de vista, um objeto que per-
macesse em repouso teria como linha-mundo uma reta paralela ao eixo t. Ja um outro
objeto dotado de um movimento uniforme, teria como linha-mundo uma reta formando
um determinado angulo com o eixo ¢, mas limitado pelo cone de luz.

Quando Minkowski conjectura sobre a ortogonalidade dessas coordenadas, é levado a
considerar a estrutura dada pela equagao,

242 2

At —a? -yt -2 =1,

onde ¢ é uma constante positiva, e a variavel t é tal que ¢ > 0. Nesse ponto, o matematico
alemao faz a analogia com o hiperboléide de duas folhas em R3. Prosseguindo em sua
linha de raciocinio, Minkowski conclui que tal constante positiva, ¢, é, na realidade, a
velocidade da luz no vacuo.
Uma distancia entre dois pontos mundo nesse espago-tempo de Minkowski é dada pela
expressao,
Adt? — da® — dy? — d2?,

a qual sempre assumira um valor positivo, ou nulo, pois qualquer objeto tera uma veloci-
dade menor do que velocidade da luz, ¢, assumindo um dos postulados basicos da Teoria
da Relatividade Especial.

Os desdobramentos, tanto do ponto de vista da Matematico como da Fisica, apontados
por Minkowski nessa palestra sdo muito mais amplos e profundos e fogem do escopo desse
trabalho.

Para encerrar esse capitulo, vamos discutir um exemplo apresentado pelo fisico-matematico
Roger Penrose, no artigo The Geometry of the Universe presente na obra [11].

Exemplo 3.61 (Paradoxo dos gémeos.). Em primeiro lugar, Penrose fixa para a veloci-
dade da luz o valor ¢ = 1, e considera como medida de distancia o chamado ano-luz. Ou
seja, a distancia que uma particula dotada da velocidade da luz no vacuo percorreria em
um ano. Assim o cone de luz, no espago-tempo de Minkowski seria dado pela equagao

=2 +y* + 2%

e 0 mesmo teria duas folhas, uma representada por ¢t > 0, denominado cone de luz futuro,
e outra, dada por t < 0, o cone de luz passado. Dados dois pontos-mundo (ou eventos
com Penrose os denomina) de coordenadas O = (0,0,0,0) e Q = (z,v, 2,t), a distdncia
entre os mesmos sera dada por:

(0,Q) = (t=0)* = (2= 0" = (y = 0)* = (z = 0)? = * —2® —y* — 2°.

2Traducdo do préprio autor.
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Se d*(0, Q) = 0, entdo Q se situa sobre o cone de luz. Caso d?(0, Q) > 0, o evento Q
estd no interior do cone de luz.

Como interpretamos tal "distancia’, d(O, Q)7 Ela mede o intervalo de tempo medido
por um relogio deslocando-se entre os eventos O e () segundo uma linha-mundo dada pelo
segmento OQ).

Vamos considerar uma simplificacdo para nosso exemlo, o que nao descaracteriza, em
esséncia, a situagao discutida. Consideraremos um mundo tridimensional, e nao quadri-
mensional, para nosso exemplo. Assim, um ponto-mundo terda coordenadas (z,y,t) e a
distancia entre dois pontos-mundo serd determinada por d* = At? — Ax? — Ay?.

Considere entao dois irmaos gémeos. Um deles permanece em repouso na origem
do sistema de coordenadas, O = (0,0,0), enquanto que o segundo desloca-se para um
ponto situado nas coordenadas S = (5,0,6). Ou seja, um ponto situado a 6 anos-luz da
origem, e de modo que foram necessarios 6 anos para atingi-lo. Em seguida, inicia uma
jornada de retorno, durante 8 anos, para encontrar seu irmao no ponto de coordenadas
T = (0,0,14). Lembrando que esse primeiro irmao permaceceu em repouso na origem do
sistema de coordenadas. A Figura 3.14 representa tal situacao.

Figura 3.14: Paradoxo dos gémeos.

Vamos calcular as distancias entre esses diferentes pontos-mundo. Temos:

i) d(0,8) =/(6-0)2—(0—5)2—(0—0)2 = /36 — 25 = V11 ~ 3,3;
i) d(S,T) = /(14— 6)2— (0—5)2— (0—0)2 = /64 — 25 = /39 ~ 6,2,

iii) d(O,T) = /(14— 0)2 — (0—0)2 — (0 — 0)2 = 14.

Observamos que d(O,T) > d(O,S) + d(S,T), claramente em desacordo com a desi-
gualdade triangular usual da Geometria Euclidiana.

Mas como interpretar tal fato?

Entendendo que essas distancias representam na realidade intevalos de tempo, o irmao
que permaneceu em repouso na Terra, experimentou um intervalo de tempo de 14 anos,
ao passo que aquele que se deslocou no espago-tempo teve experimentou um intervalo de
tempo menor, igual a 3,3 + 6,2 = 9,5 anos.



4 Consideracoes Finais

Introducao

Apoés termos discutidos as isometrias em trés diferentes geometrias, vamos pontuar
algumas diferencas entre as mesmas. Também vamos discutir que, mesmo a geometria
no plano pode apresentar alguns resultados inesperados, ao considerarmos uma métrica
distinta daquela originada no Teorema de Pitagoras.

Além disso, a partir das isometrias definidas no plano euclidiano, apresentamos um
conjunto de atividades didaticas, direcionadas aos alunos do Ensino Médio explorando
essas transformacoes no plano.

4.1 Comparando métricas

Como ja vimos anteriormente. dados dois pontos quaisquer do plano, P e @), a dis-
tancia entre os mesmos é dada por,

d(P,Q) = |[P - Q]

Se P = (z1,41) e Q = (22,%2), temos,

d(P,Q) = \/(w2 — 21 + (9 — 1)

Consideremos uma formulagao alternativa para a distancia entre dois pontos do plano.

Definigdo 4.1. Sejam P = (x1,41) ¢ Q = (x9,%2) dois pontos em R? Definimos a
distancia entre P e @) por,

de(P,Q) = |xe — 1] + |y2 — v1] -

Observagao 4.2. Ao tomarmos dois pontos, por exemplo, P = (=2,1) e Q = (2,—2),
observamos que, em geral, tais expressoes para a distancia entre os mesmos terao valores
distintos. De fato, temos,

d(P.Q) =2~ (-2 + (-2 1) = /£ + (-3 =5,

enquanto que,

122
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Entretanto, se A = (=2,0) e B = (3,0), teremos que d(A,B) = 5 = d.(A, B), como
vemos de,

d(A,B) = /(3 — (—2))2+ (0 - 0)2 = V52 1 02 = 5,

e de,
de(A, B) = [3 = (=2)[ + |0 = 0] = |5] + |0] = 5.

Se C'=(0,3) e C = (0,7), também teremos d(C, D) =4 = d.(C, D).

d4.PQ)

Figura 4.1: Comparacao entre as distancias entre os pontos P e () dadas pelas métricas
euclidiana (linha tracejada) e do taxista (linha cheia).

Essa nova maneira de se medir distancia entre dois pontos do plano origina uma nova
geometria, denominada geometria do taxista. Tal sistema pode ser modelado por taxistas
transitando em uma cidade cujas ruas formam uma rede de quadrados unitarios. Assim,
como podemos ver na figura 4.2, para um taxista para se deslocar do ponto A ao ponto
B deve seguir, dentre as muitas pssibilidades, as rotas designadas por I'; ou I's.

Figura 4.2: Dois possiveis caminhos na geometria do taxista entre os pontos A e B.

Observacao 4.3. Estamos falando abertamente em distancia entre pontos, dada pela
Definicao 4.1, sen nos atermos ao fato de que tal expressao pode, ou nao ter as propri-
edades necessarias e suficientes para de fato ser uma medida da distancia entre pontos.
Consideremos, entao, os pontos do plano P = (x1,41), Q = (22,¥y2) € R = (23,y3). Vemos
que,

i) Como |z3 —x1| > 0 e |ys — y1| > 0, temos que,

|ze — 21| + |y2 — 1| = 0= d(P,Q) > 0.
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ii) Se P = @, entdo x5 = 1 € Y = y;. Logo |zo — x1| =0 e |y2 — 11| = 0, 0 que implica
que d(P, Q) = 0. Reciprocamente, se d( P, Q)) = 0 temos que |z3 — x1|+|y2 — 1| = 0,
e assim, |9 — x1| = — |y2 — y1|- E como |xy — 21| > 0 e |ys — 11| > 0, somos levado
a conclusao que |x2 — z1] =0 e |y — y1| = 0. Ou seja,xo = 1 € Y2 = ¥y e, portanto,

P=0Q.

iii)
d(P,Q) = |29 — 21| + |y2 — y1
= (=) (21 — z2)| + [(=1)(y1 — y2)|
= |1z — 22 = [-1] [y1 — y2
= |21 — Za2| + [y — y2
d(Q, P)
iv)

d(Pa Q) + d(Q;—R) |x2 - x1| + |y2 - y1| + |$3 — ﬁz’ + |y3 - ?J2|

|zy — x1| + |23 — 2| + |Y2 — y1| + |Ys — v

> g — a1+ w3 — 22| + Y2 — y1 + Yz — 2
= ’953—%1\:@3—?/1‘
= d(P, R)

Dessa maneira, comcluimos que d.(P, Q) é, efetivamente, uma expressao alternativa para
a distancia entre dois pontos no plano.

Munidos dessas duas expressdes para a distancia entre dois pontos do plano, vamos
analisar alguns objetos caracteristicos no plano.

Definicao 4.4. Sejam C' um ponto qualquer do plano e » € R, tal que r > 0. A
circunferéncia C, de centro C' e raio r, é o lugar geométrico de todos os pontos P do plano
que estao a uma mesma distancia, r do ponto C.

Entretanto, qual sera a representacao desse objeto, no plano cartesiano, dadas as duas
métricas que dispomos? Consideremos, uma circunferéncia, C, centrada na origem e com
raio igual a 1.

Pela métrica cartesiana usual, temos que um ponto qualquer P € C é tal que d(P,C) =
1. Sendo P = (z,y), temos que,

d(P,C)=1= 2" +y* = 1.

Assim, no plano cartesiano, a figura 4.3 mostra tal circunferéncia.
Mas, ao considerarmos a nova métrica, temos que a condi¢ao, d.(P,C) = 1, resulta
em,
||+ |y| = 1.

Assim, no plano cartesiano, obtemos uma representacao muito distinta daquela quando
usamos a métrica usual, como podemos ver da figura 4.4.
Consideremos um outro objeto, a elipse.

Definicao 4.5. Elipse ¢é lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias
a outros dois pontos, chamados focos, é constante.
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Figura 4.4: Circunferéncia centrada na origem e com raio igual a 1 na métrica do taxista.

Assim, se tivemos os pontos F} e Fj, focos da elipse £, e o nimero real 2-a > 0, a
elipse é obtida a partir da condicao,

d(P,F1)+d(P,F2):2-a,

onde P é um ponto qualquer pertencente a elipse £.
Consideremos uma elipse cujos focos sdo os pontos F; = (—1,0) e Fy = (1,0) e ainda
2 -a = 4. Na métrica usual, a condigao d(P, F}) + d(P, F5) = 2 - a, resulta na tradicional
equacao para tal elipse,
22 P
P
cuja representacao no plano cartesiano pode ser vista na figura 4.5.
Ao utilizamos a métrica do taxista, a condigao d.(P, F1) + d.(P, F5) = 2-a, implica na
equacao,
[z + 1+ |yl + [z — 1] + [y[ = 4

A figura 4.6 mostra a representacao dessa elipse segundo a métrica do taxista.

4.2 Semelhantes mas diferentes

Ao discutirmos essas trés geometrias, partimos de alguns mesmos pontos basicos, rela-
tivos a geometria de incidéncia (ponto, reta, concorréncia e paralelismo de retas, perpen-
dicularidade), passando pela formulacao de uma distancia entre pontos, e avancando em
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Figura 4.5:

Figura 4.6: Elipse com Focos nos pontos (—1,0) e (1,0) segundo a métrica do taxista.

direcdo as chamadas isometrias, tendo por base transformacoes definidas nessas mesmas
geometrias.

Vale ressaltar que além dos pontos de contato, relativos ndo apenas aos objetos em
si, bem como sobre o método empregado, existiam além dessas semelhancas, algums
diferencas significativas, as quais apontaremos na Tabela 4.1.

Um dos primeiros fatos que nos chamam a atencao refere-se a um dos objetos primitivos
em qualquer geometria, o conceito de reta. No plano cartesiano, reta é aquele objeto que
conhecemos desde ha muito tempo. Entretanto na esfera, uma reta é definida como a
interseccao entre a esfera unitaria e um plano passando pela origem, originando um circulo
maximo. Ja na geometria hiperbdlica, novamente a interseccao entre a folha superior de
um hiperboldide e um plano passando pela origem, d4 surgimento a uma curva, que nessa
geometria sera uam reta.

O préximo ponto que observamos, refere-se também a um ponto critico para a geo-
metria. Em quais condi¢oes determinamos uma reta? Tanto no plano cartesiano como
no plano hiperbdlico, dois pontos distintos determinam uma tunica reta. O que nao é
verdadeiro no caso da geometria na esfera. Se tais pontos forem antipodas, os mesmos
determinam infinitas retas. Assim, nessa geometria dois pontos distintos e nao antipodas
determinam uma tnica reta.

O quinto postulado por sua vez é satisfeito apenas no Geometria FEuclidiana. Ja na
geometria na esfera, dada uma reta e um ponto fora dessa reta, ndo existe reta paralela a
reta dada. Situagdo muito distintas da geometria hiperbdlica, onde dada uma reta e um
ponto nao pertencente a reta, existem pelo menos duas retas paralelas a reta dada.

Tanto na Geometria Euclidiana como na geometria na esfera, existe uma forma qua-
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R? S? H?
Objeto Reta Reta Circulo maximo  Curva
Dois pontos distintos determinam uma tnica reta? Sim Nao Sim
Quinto postulado satisfeito? Sim Nao Nao
Distancia entre pontos ilimitada limitada ilimitada

Tabela 4.1: Semelhancas e diferencas entre as geometrias.

dratica positiva definida, enquanto que na geometria hiperbdlica nao.

Finalmente, se considerarmos a distancia entre dois pontos, vemos que tanto na Ge-
ometria Euclidiana, como na geometria hiperbdlica, tal distancia pode assumir qualquer
valor real positivo ou nulo, sendo ilimitada. Ja para a geometria na esfera, vemos que a
distdncia entre dois pontos ¢ limitada ao intervalo [0, 7.

4.3 Atividade didatica

Finalmente, realizamos uma série de atividades com alunos do terceiro ano do ensino
médio do curso Técnico em Eletronica Integrado ao Ensino Médio, do Instituto Federal
de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Sao Paulo, Campus Campinas (IFSP CMP), ao
longo do segundo semestre de 2023.

Nesse momento, em particular, como prevé o curriculo da disciplina Matematica, para
tal turma estavam sendo abordados os conceitos de Geometria Analitica. Assim, estudar
as isometrias do plano se mostrou um complemento para tal abordagem. Deve-se obervar
também que todas as atividades foram realizadas utilizando a plataforma online Geogebra
(geogebra.org/classic).

4.3.1 Caracterizacao da turma

O Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia Sao Paulo (IFSP), antigo Cen-
tro Federal de Educagao Tecnoldgica de Sao Paulo (CEFET/SP) e antiga Escola Técnica
Federal de Sao Paulo (ETFSP), é uma institui¢do publica federal que compoe a Rede
Federal de Educacgao Profissional, Cientifica e Tecnolégica, vinculada a Secretaria de Edu-
cagao Profissional e Tecnoldgica (Setec) do Ministério da Educagao (Lei 11892 publicada
no DOU em 30 de dezembro de 2008).

Dentre os varios campi que compoem o IFSP, a cidade de Campinas (SP), abriga,
desde 2013, um campus do IFSP. Atualmentem entre outras modalidades da educacao
basica, sao ofertados os cursos de Técnico em Informatica Integrado ao Ensino Médio e
Técnico em Eletronica Integrado ao Ensino Médio, com duracao de quatros anos.

Dentre os mesmos, foi selecionada uma turma do curso Técnico em Eletronica Inte-
grado ao Ensino Médio, em particular o terceiro ano. Essa turma tem 29 alunos matri-
culados, com idades entre 16 e 19 anos, sendo 11 alunos do sexo feminino e 18 do sexo
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masculino, moradores de diversos bairros de Campinas, e, em particular, um desses alunos
morador da cidade de Valinhos (SP), distante 30 km de Campinas.

Tal turma foi selecionada pois, sendo alunos do 3° ano do Ensino Médio, ja possuiam
um conhecimento prévio de vetores e operagoes vetoriais, bem como de Geometria Ana-
litica, conteido programatico dessa turma.

Assim a abordagem que utilizamos nessa sequéncia didatica, ou seja, tratar as trans-
formagoes do plano, bem como as isometrias, via Geometria Analitica nao causou um
grande estranhamento.

4.3.2 Sequéncia Didatica

As atividades foram realizadas, quinzenalmente, em aulas de 100 minutos, em um dos
laboratérios de informatica do campus Campinas do IFSP, entre os meses de agosto e
outubro de 2023. Para tal utilizamos o Geogebra, um aplicativo computacional livre de
Matematica dindmica, em sua plataforma online (geogebra.org/classic).

Entretanto, antes de iniciarmos a sequéncia didatica entretanto, foi necessario definir-
mos o produto escalar entre dois vetores, e o de transformagoes no plano, pois o curriculo
nao abordava tais temas. Outros contetidos necessarios para o desenvolvimento, por sua
vez, constavam desse mesmo curriculo.

4.3.3 Transformacgoes no plano

A primeira aula foi utilizada para ambientar os alunos com a plataforma Geogebra.
Assim, desenvolvemos a sintaxe propria da plataforma para,

a) definirmos um vetor a partir de dois pontos dados, e calcularmos sua norma;

b) realizarmos operagoes com vetores, como soma, diferenga, produto por escalar e pro-
duto escalar de dois vetores, além de determinarmos o angulo entre vetores;

c) escrevermos equacoes de reta, e consequentemente, obtermos tanto o vetor diretor da
reta, bem como um vetor unitario normal a reta dada;

d) utilizarmos ferramentas préprias da plataforma Geogebra para medirmos segmentos
de retas e angulos;

e) construirmos figuras geométricas no plano, em particular, tridngulos;
f) e, finalmente, para definirmos e operarmos com transformagoes no plano.

Ainda observamos que, em todas as atividades subsequentes, sempre tomavamos como
ponto de partida um triangulo retangulo adequadamente construido, para entao aplicar-
mos as respectivas transformagoes, e posteriormente, compararmos as figuras anters de
apos as transformacgoes.

4.3.4 Reflexao por uma reta

Diante de todo o ferramental discutido na aula anterior, definimos, nessa segunda aula,
a reflexdo por uma reta. Iniciamos, na realidade, com a construgao geométrica da reflexdo
por uma reta. Ou seja, dada uma reta qualquer, r, e um ponto, A fora dessa reta,
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i) tracamos a reta, s, perpendicular a reta dada passando pelo ponto A,
ii) em seguida determinamos o ponto, ) de intersec¢ao das retas r e s,

iii) finalmente, determinamos o ponto A’ da reta s que estd a mesma distancia do ponto
@ que o ponto A esta de Q.

Aqui fixamos os pontos A(3,1), B(7,1) e C = (7,4), os quais determinavam um
triangulo retangulo, e a reta r tinha pro equacao, y = m, - x, onde m, = tg 60°.

Figura 4.7: Determinacdo geométrica da reflexdo de um ponto por uma reta.

Mas tal procedimento, apesar de tornar possivel visualizar todas as construgoes con-
cretamente, era um tanto quanto demorado e tortuoso. Assim, fizemos uso das defini¢oes
e propriedades estudadas no corpo do trabalho para determinar a reflexao por uma reta
por meio da expressao:

2,X=X-2(X—-P/N)N,

onde X é o ponto em questao, P é um ponto da reta, que nesse caso, adotamos como
sendo a origem, e N um vetor unitario normal & reta. Aqui consideramos os pontos A,
B e C, e, como afirmamos anteriormente, P = (0,0). Para calcularmos o produto escalar
(X, N), bem como as coordenadas do ponto €, X utilizamos as ferramentas do préprio
Geogebra.

53.13°

Figura 4.8: Reflexao aplicada ao tridngulo ABC'

Comparamos, entao, os tridngulos ABC e A'B'C" a partir de ferramentas do Geoge-
bra, determinando medidas de lados e agulos correspondentes para determinarmos que
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os tridngulos em questao sao congruentes. Ou seja, essa transformacao preserva tanto
distancias como medidas de angulos.

4.3.5 Translacao

Na terceira aula da sequéncia, abordamos a translacdo. Tomamos os pontos A(—1,0),
B(-5,0) e C(—1,-3), também determinando um tridngulo retdngulo. Também conside-
ramos a reta t, de equagao y = x. Mas agora, tomamos as retas s e r, de equagoes y = —x
e y = —x + 2, respectivamente, de modo que s L ter L t.

Aplicamos primeiro a reflexao pela reta s, e em seguinda, a reflexao pela reta r, como
mostra a Figura 4.9.

Figura 4.9: Translacao, 2.2 ao longo da reta t.

As retas s e r tem a reta t como perpendicular comum a reta t, e, portanto, sao
paralelas. Logo o vetor N é um vetor unitario normal, comum a ambas as retas, r e s.
Como observamos da figura 4.9, o vetor u, o qual tem origem no ponto B e extremidade
no ponto B’, é paralelo ao vetor N. Tanto para o ponto A e sua imagem A’, como
para o ponto C' e sua imagem C’, o mesmo acontece. Dessa maneira o triangulo A’B’'C" é
congruente ao triangulo ABC, e, fica determinado pelo deslocamento do triangulo original
por esse vetor u.

Mas aqui surgiu uma outra questao levantada pelos propriios alunos. E se conside-
rassemos a transformacao composta €2,£2,.7 OU seja, se aplicdssemos primeiro a reflexao

pela reta r, e posteriormente pela reta s? O resultado seria diferente?

Figura 4.10: Translagao, €22, ao longo da reta t.
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Da figura 4.10 vemos que o resultado é diferente, mas apenas o sentido de deslocamento
do tridngulo DEF'| o qual é imagem, pela translacao §2,£2, do tridngulo ABC'. Mas, ainda
assim tais tridngulos sdo congruentes.

4.3.6 Rotacao

Para tratarmos a rotagdo, consideramos a retas r e s, de equagoes y = tg(30°) - x
e y = tg(75°) - x, respectivamente. Além disso, tomamos os pontos A(3,0), B(7,0) e
C(7,—3), os quais determinavam, mais uma vez, um tridngulo retangulo.

Consideramos inicialmente a reflexao pela reta s, e em seguida aplicamos a reflexao
pela reta r, para cada um dos pontos A, B e C, como mostrado na figura 4.11

Figura 4.11: Rotacao ao redor da origem no sentido anti-horério.

Mais uma vez, o tridngulo obtido, A”B"C" é congruente ao tridngulo ABC, mas
apresenta-se rotacionado, no sentido anti-horario de um angulo de medida dada por 2 -
(75° — 30°) = 90°.

Como no caso da translagao, as reflexdes foram aplicadas em ordem inversa, ou seja,
primeiro a refelxao pela reta r, para em seguida a reflexao pela reta s. Obtivemos, agora,
um triangulo, DEF', congruente ao triangulo dado, ABC, mas agora rotacionado de 90°
no sentido horario, como mostrado na figura 4.12
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-2

(0, -7)

-9

Figura 4.12: Rotacao ao redor da origem no sentido horario.

4.3.7 Reflexao com deslizamento

Finalmente a ultima transformacao, a reflexdo com deslizamento. Para essa transfor-
magao, consideramos mais uma vez as retas t, r e s, cujas equagoes sao dadas por y = x,
y = —x+ 2 ey = —x, respectivamente. Além disso, consideramos o triangulo retangulo
ABC, de vértices A(—4,—2), B(—4,1) e C(-8,—-2).

Para essa transformacao, devemos primeiro considerar a reflexao pela reta ¢, e, em
seguida aplicarmos a translagao dada pela composicao €2,2,.. Como nos casos anteriores,
o triangulo, A" B”'C", obtido ap0s essas operacoes, é congruente ao tridngulo ABC', como
mostrado na figura 4.13. Dessa mesma figura, além de observarmos a congruéncia dos
tridngulos, observamos que A” B”'C" encontra-se refletido pela reta ¢t e deslocado pelo
vetor u, paralelo ao vetor unitario normal as retas r e s.

Figura 4.13: Reflexdo com deslizamento.

4.3.8 Comentarios

Realizadas tais atividades ficaram algumas observagoes sobre as mesmas.
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Em primeiro lugar, ao contrario da abordagem tradicional de Geometria Analitica pre-
sente nos mais diversos curriculos de Matematica do Ensino Médio, a utilizacao de vetores,
dando um tratamento vetorial a temas da Geometria Analitica tornou mais atraente, para
os alunos, os conteuidos abordados. Nao apenas os envolvidos nas tranformagoes aborda-
das, mas em topicos préprios de Geometria Analitica, como a determinacao de angulos
entre retas e a determinagao da distancia entre um ponto e uma reta, entre outros.

Segundo, a introducao do conceito de transformagao no plano, ou de aplicagdo como
uma extensao do conceito de fun¢ao. E também um conceito que os alunos ja conhecem
do Ensino Médio, o de composicao de fungoes. Aqui aplicado para expressar todas as
transformacoes como composicoes de apenas uma delas.

Terceiro, o conceito de isometria. Uma transformagdo, ou um conjunto de transfor-
macoes que deixa invariante a distancia entre pontos, e a medida de angulos. Uma breve
discussao ao final dessa atividade, levou a idéia de simetria, tdo presente em varios objetos
geométricos, bem como em algumas obras de arte, particularmente, em pinturas.

Como a proépria sequéncia analisada no Capitulo 1, comeg¢amos com a reflexdo por uma
reta. Eram dados uma reta, r, passando pela origem e um ponto qualquer, P. Efetuada a
reflexao por essa reta, e obtida a imagem da mesma, €2, P, utilizando ferramentas préprias
do Geogebra, os alunos mediam a distancia entre o ponto dado e a reta, e a imagem e
a reta, para determinarem se tais distdncias eram de fato iguais. Além disso, também a
partir de ferramentas da propria plataforma, verificavam que o segmento de reta PSP
era perpendicular a reta r.

Em seguida, apresentamos a rotagao ao redor da origem, como a composicao de duas
reflexoes, relativas a duas retas passando pela origem. Para tanto, novamente, a partir
de um ponto, P fixado no plano cartesiano, e de duas retas, r e s, passando pela origem,
determinavamos a primeira reflexao, relativa a reta r, e posteriormente, a reflexdo relativa
a reta s. Feito isso, com ferramentas proprias do Geogebra, mediamos, primeiramente o
angulo, relativamente ao eixo x, do ponto inicial P, e, em seguida a iamgem da composicao
de ambas as reflexoes. A diferenca entre tais angulos nos fornecia a rotagao sofrida
pelo ponto. Nesse ponto, ¢ importante salientar que alguns alunos questionaram se a
ordem das reflexdes produziria um resultado diferente. Assim, repetimos o processo, para
observarmos que o resultado final era o mesmo. Apds essas construgoes, apresentamos a
forma matricial da rotagao para a classe.

Passamos entao para a translagao. Para tanto foi dada uma reta, ¢ qualquer no plano e
foi pedido aos alunos que determinassem duas retas distitas, r e s, perpendiculares a reta
dada. Obtidas tais retas, e dado um ponto qualquer do plano, determinaram a imagem
da composicao das reflexoes pelas retas r e s. Em seguida, determinaram a reta passando
pelo ponto inicial dado e a imagem apds a composicao das reflexdoes para observarem que
tal reta era paralela a reta dada.

Por tltimo, analisamos a reflexdao com deslizamento. Para tanto era dado um ponto
qualquer no plano e uma reta qualquer. Era realizada a reflexdo do ponto por essa reta, e,
enta aplicava-se uma translag ao para obtermos a imagem do ponto dado originalmente.

Em cada uma dessas atividades, consideramos inicialmente as transformacoes aplica-
das a um unico ponto, para que os alunos se familiarizasem com a linguagem e a técnica
das transformacoes. Passada essa etapa inicial, outros dois pontos distintos eram forne-
cidos aos alunos de modo que os trés pontos dados constitulam um triangulo, e assim,
obtivessem um outro tridngulo ao final das transformagoes.

Isso foi feito com o intuito de mostrar que tais transformacoes constituiam isometrias
do plano. Utilizando ferramentas proprias da plataforma Geogebra, era possivel medir
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lados e angulos internos desses triangulos, e, assim, determinar se 0os mesmos eram, ou
nao congruentes, evidenciando que essas transformacoes eram isometrias do plano.



Referéncias

1]

2]

[10]

[11]

Banchoff, T., Wermer, J., Linear Algebra Through Geometry, 2nd edition, Springer-
Verlag New York, 1992.

Boldrini, J., Costa, S., Figueiredo, V., Wetzler, H., Algebra Linear, 3* edicio, Harbra,
Sao Paulo, 1980.

Boulos P., Camargo 1., Geometria Analitica, um tratamento vetorial, 2% edigcdo, Mc-
Graw Hill, Sao Paulo, 1987.

Boyer, C.B., Historia da Matemdtica, 2* edi¢ao, Tradugdo de Elza Gomide (IME
USP), Editora Edgard Blucher Ltda, Sao Paulo, 1996.

Euclides, Os Elementos, Tradu¢ao de Irineu Bicudo (IGCE UNESP), Editora da
Unesp, Sao Paulo, 2009.

Herstein, I.N., Topics in Algebra, 2nd edition, John Wiley & Sons, New York, 1975.
Lima, E.L., Isometrias, SBM, Rio de Janeiro, 1996.

Lorentz, H.A., Einstein, A., Minkowski, H., Weyl, H., The principle of relativity: a
collection of original memoirs on the special and general theory of relativity, Dover,
New York, 1952.

Morrow, G.E., Proclus: A Commentary on the First Book of Fuclid’s Elements, Prin-
ceton University Press, Princeton, 1970.

Ryan, P.J., Euclidean and Non-Euclidean Geometry, An Analytic Approach, Cam-
bridge University Press, Meulbourne, 1986.

Steen, L.A., Mathematics Today: Twelve Informal Essays, Springer Verlag, New
York, 1978.

135



