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RESUMO

Este trabalho examina a possibilidade de incorporar elementos pictoricos e geométricos de
forma sistematica no ensino da Matematica, superando a predominancia de abordagens
algébricas e ampliando o foco além dos conteidos tradicionais de Geometria. A pesquisa,
baseada em revisoes bibliograficas, comeca destacando a relevancia histérica desses elementos
na construgao da Matematica e como eles foram progressivamente substituidos por métodos
algébricos. Em seguida, sao analisadas teorias da Educacao Matematica que enfatizam a
importancia dos elementos visuais no desenvolvimento cognitivo. Por fim, sao discutidos
exemplos praticos de objetos matematicos com interpretacoes geométricas, reforcando a vi-

abilidade de uma matematica mais pictérica e geométrica na pratica pedagdgica.

Palavras-chave: histéria da matemaética; ensino de matematica; ensino de geometria.



ABSTRACT

This works examines the possibility of systematically incorporating pictorial and geometric
elements into the teaching of Mathematics, overcoming the predominance of algebraic appro-
aches and expanding the focus beyond traditional Geometry content. The research, based
on literature reviews, begins by highlighting the historical relevance of these elements in the
construction of Mathematics and how they were progressively replaced by algebraic methods.
Next, it analyzes theories of Mathematics Education that emphasize the importance of visual
elements in cognitive development. Finally, practical examples of mathematical objects with
geometric interpretations are discussed, reinforcing the feasibility of a more pictorial and

geometric approach in pedagogical practice.

Keywords: history of mathematics; mathematics education; teaching of geometry.
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1 INTRODUCAO

Nao é a toa que o ditado de Conficio (552 a.C. a 479 a.C.), “uma imagem vale mais que
mil palavras”, reverbera por séculos. As imagens estao presentes desde os primeiros registros
humanos em paredes de cavernas até hoje em dia, na palma da nossa mao, em apenas um
deslize de dedo na tela. Servem para provocar e atigar nossa imaginagao, como na arte,
para entreter como no cinema, para registrar momentos e fatos historicos e, principalmente,
transmitir ideias.

Uma pintura, por exemplo, carrega em si nao s6 o que esta sendo exposto, mas também um
viés filosdfico, antropoldgico, sociolégico, da pessoa, movimento artistico ou época na qual foi
produzida. Um fluxograma esquematiza determinado conhecimento para ser apresentado de
forma mais simples e coesa, carregando e transmitindo informagdes. Uma propaganda tenta
convencer o espectador a consumir determinado produto ou servico. No que diz respeito
a Matematica, as possibilidades de carregar e transmitir informacoes das imagens sao as
mais presentes, apesar de também haver nelas poder de convencimento, aproximando-as das
demonstragoes matematicas.

Diante desse cendrio, surge a questao: é possivel planejar, de forma sistematica, atividades
docentes baseadas em elementos pictéricos e geométricos, evitando o predominio excessivo
de abordagens algébricas, em conteudos que vao além dos tradicionais da Geometria na
Matematica no ensino basico? Este trabalho, a partir de revisoes bibliograficas, tem como
objetivo demonstrar que isso é viavel, uma vez que os elementos pictéricos e geométricos
formaram a base do que hoje conhecemos como Matematica. Além disso, esses elementos
contribuem para uma compreensao mais ampla e profunda dos objetos mateméticos, como
evidenciado por algumas linhas de pesquisa na Educacao Matematica que serao vistas adiante.

Nossa investigacao propoe uma abordagem da Matematica sob uma perspectiva pictérica
e geométrica, remontando a sua evolucao histérica, desde suas fases iniciais, marcadas por
uma abordagem quantitativa e empirica, até seu desenvolvimento mais abstrato, que cul-
minou na Geometria euclidiana. Inicialmente, o pensamento matematico abstrato estava
intrinsecamente ligado a Geometria, que servia como a principal ferramenta para expressar
e compreender conceitos matematicos. Contudo, ao longo do tempo, essa énfase foi gradual-
mente substituida por uma abordagem mais algébrica e simbdlica.

Baseando-se em obras como a de Tatiana Roque, Historia da Matemdtica: Uma visao
critica, desfazendo mitos e lendas, e em estudos como o de Regina Maria Pavanello, O
abandono do ensino de geometria: uma visao historica, este trabalho analisard a evolucao da

Matematica em conjunto com o uso de imagens geométricas e como, no século XIX, essas
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representacoes foram sendo suprimidas em favor de uma abordagem puramente algébrica.
Essa analise permitira nao apenas compreender a evolugao histérica da Matematica, mas
também os fatores que levaram a marginalizacao dos elementos pictéricos.

Além disso, serao apresentadas teorias da Educacao Matematica que justificam a im-
portancia dos elementos visuais na construcao do pensamento e no desenvolvimento cogni-
tivo, como as abordagens semidticas de Raymond Duval, a teoria de Van Hiele e os Image
Schemata de Dorfler.

E no ultimo capitulo, nossa pesquisa demonstrara que tanto referéncias histéricas quanto
estudos contemporaneos podem fundamentar uma pratica docente mais equilibrada, que
valorize a perspectiva pictérica e geométrica, evitando o predominio da abordagem exclusi-
vamente algébrica.

Entre os objetos matematicos que serao apresentados, seguindo a sistematizacao da BNCC
(2018), estdao a interpretagao geométrica do minimo multiplo comum, segundo Cardoso e
Gongalves (1996) e Polezzi (2004), e do méximo divisor comum, conforme ? e Polezzi (2004),
além de operagoes com fragoes e fragoes préprias, abordadas por ? e Oliveira (2014), no
campo dos Numeros.

No campo da Algebra, serao exploradas referéncias histéricas para a interpretacao geomé-
trica da resolucao de equacgoes quadraticas, que se expandem para produtos notaveis, bem
como equagoes e inequacoes modulares. Ja no campo da Geometria, o uso de referéncias
histéricas e provas sem palavras serd destacado, incluindo diferentes abordagens para a de-
monstracao do Teorema de Pitdgoras, com perspectivas apresentadas por Silva (2014).

No campo da Probabilidade e Estatistica, serd considerada a interpretacao geométrica
das médias, conforme Azevedo (2023), e das probabilidades envolvendo grandezas, como
discutido por Gondim (2013).

Por fim, é importante destacar que esses exemplos representam apenas uma parte de
um vasto conjunto de trabalhos e ideias que podem enriquecer a perspectiva pictorica e

geométrica na Matemaética.
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2 0OS PROCEDIMENTOS GEOMETRICOS E ELEMENTOS
PICTORICOS AO LONGO DA HISTORIA DA MATEMATICA

Mesmo sendo reconhecida por sua estrutura e rigor, fundamentada em axiomas e com
uma linguagem propria e universal, a Matemadtica nao se apresentava assim desde o inicio.
Na verdade, foram necessarios muitos séculos para que ela alcancasse a estrutura com a qual
se apresenta hoje em dia.

A histéria da Matematica revela nao apenas o surgimento dos conceitos matematicos,
mas também o desenvolvimento da linguagem matematica. Além disso, mostra que tanto os
conhecimentos quanto a linguagem matematica foram e continuam sendo influenciados pelas
demandas e reflexoes filoséficas da sociedade em diferentes épocas, assim como pela constante
busca por conhecimento e poder.

A seguir, serao apresentados alguns momentos histéricos para analisar a construcao do co-
nhecimento matematico e como, na auséncia de uma linguagem matematica formal, elementos
pictoricos e a Geometria nao apenas ilustravam, mas também racionalizavam e transmitiam
convincentemente os resultados matemaéticos. O conteliido matematico historico derivam das
referéncias Roque (2012) e Roque e Carvalho (2012), ji4 em relagdo aos aspectos sociais e

culturais histéricos derivam de Pavanello (1989).
2.1 A Matematica empirica

De acordo com os livros de historia da Matemaética, esta comecgou pela atividade de fazer
contagem, associada as atividades da agricultura, do comércio e do artesanato e ao registro
de quantidades. Sendo assim, a Matematica era empirica e voltada a resolugao de problemas
relacionados a atividades do cotidiano.

Inicialmente, ao passar da condigao de nomades para se fixar em determinados locais, os
humanos, com o desenvolvimento da agricultura e a necessidade de abrigar a si mesmos, ali-
mentos e animais, comecaram a desenvolver técnicas que abrangiam conhecimentos empiricos
diversos, entre eles, os mateméticos.

Depois, com o processo de organizacao em sociedade, houve uma sistematizacao da agri-
cultura para suprir as questoes da alimentacao coletiva, com consequente desenvolvimento
de mais conhecimento, devido a necessidade de represar a agua, de irrigacao e do manejo
das culturas alimentares de acordo com os padroes da natureza, havendo uma génese de ca-
lendérios e da astronomia. Essa vivéencia coletiva também promoveu o surgimento de fungoes
especificas ligadas as atividades artesanais, como ceramica, tecelagem etc.

Dessa forma, essas atividades humanas contribuiram para o desenvolvimento nao sé da

nocao de quantidade, mas também de nocoes geométricas. Pois era preciso nao so organizar as
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areas para produzir, mas também para armazenar e mensurar quantidades. Ja as atividades
artesanais envolviam simetrias e conhecimentos geométricos.

Dentre as Matematicas das civilizagoes antigas, temos a dos egipcios, que utilizavam uma
numeracao de base decimal a partir de hieréglifos, porém esta nao era posicional como a
utilizada hoje. A Matematica, considera por Roque (2012) de Matematica empirica, destes
pode ser vista na forma como eles sistematizavam a agricultura, principalmente no que se
refere as mudancas de drea de cultivo devido as enchentes que ocorriam ao longo do ano
no rio Nilo, e na construcao das famosas piramides egipcias, nas quais utilizavam nocoes
relacionadas a retas, angulos, figuras e sélidos geométricos, desenhos em escala e o calculo
de areas e volumes.

Por exemplo, se alguém possuisse uma propriedade agricola ao longo do rio Nilo e ocorresse
uma inundacao, essa pessoa ainda conservaria o direito sobre uma regiao de mesma &area.
Dessa forma, a propriedade seria reorganizada, mantendo a quantidade de area anterior.
Além disso, existiam célculos relacionados a impostos sobre produgoes agricolas.

Ademais, é comum encontrar nos livros de histéria da Matematica acerca dos egipcios as
formas de multiplicar e dividir, fragoes unitarias e o método da falsa posicao, que resolvia
equagoes de forma aritmética.

Os babilonios, com sua numeracao de base sessenta, cuja utilizacao conecta-se com a
medicao de angulos, possuiam métodos para realizar determinadas operagoes, como, por
exemplo, multiplicacoes, divisoes, raizes, poténcias, operagoes com fracoes, célculos de perime-
tro, area e volume. Dentre seus métodos, havia procedimentos geométricos para resolver
determinados problemas, como, por exemplo, o calculo da raiz.

Vale ressaltar que os algoritmos utilizados por essas civilizagoes ainda nao se caracteriza-
vam como férmulas propriamente ditas, e o niimero nao tinha o sentido abstrato que hoje se
lhe atribui. Desse modo, Tatiana Roque (2012), em seu livro “Histéria da matematica: Uma
visao critica, desfazendo mitos e lendas”, caracteriza esses métodos numéricos como calculos

com grandezas, pois ainda nao possuiam uma natureza inteiramente abstrata.
2.2 Os primeiros conhecimentos matematicos de natureza abstrata

E um fato incontestdvel que as civilizagoes ocidentais foram profundamente influenciadas
pelos gregos. Dentre as notaveis contribuicoes, destacam-se a democracia, a filosofia e os
Jogos Olimpicos. Outros setores também se sobressaem, como a mitologia, a arquitetura e as
esculturas gregas. Além disso, os gregos desempenharam um papel fundamental no avanco
da ciéncia, marcando o inicio do desenvolvimento de conhecimentos universais e abstratos,
superando casos isolados e particulares do cotidiano. Houve uma nova busca por uma racio-

nalidade dedutiva, na qual explorava nao apenas como as coisas acontecem, mas também o
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porque.

No ambito da matematica, a heranga grega se destaca por elementos como o Teorema
de Pitagoras, desenvolvido pelos pitagéricos, e o renomado livro ”Os Elementos”elaborado
por Euclides. Além disso, o alfabeto grego ainda é empregado na linguagem matematica.
Contudo, a contribuicao primordial dessa civilizacao para a matematica, bem como para
a ciéncia decorrente da urgéncia em explicar a razao por tras dos fendmenos, reside na
necessidade de fundamentar e demonstrar resultados a partir de defini¢oes iniciais.

Em relacao aos pitagdricos, apesar de eles serem reconhecidos pela fama do Teorema
de Pitagoras, que usualmente esta associado a triangulos retangulos, este nao teve inicio
por causa dessa caracteristica geométrica. Segundo Tatiana Roque (2012), essa comunidade
de matematicos utilizava uma aritmética de pontinhos e acreditavam em uma cosmologia
numérica. Dessa forma, houve um movimento de tratar o niimero em uma perspectiva
tedrica e nao apenas correlacionada a quantidades do cotidiano. Porém, devido a corrente
da cosmologia numérica, que fazia uso dos niimeros para tentar explicar o mundo e tudo
presente nele, nao se considera que os pitagoéricos tinham de fato uma percepcao abstrata de
nimero.

Nessa aritmética de pontinhos dos pitagéricos, tem-se os ntimeros figurados, que eram
caracterizados por elementos pictéricos. A exemplo disto, temos os ntmeros triangulares,

quadrangulares e pentagonais representados na figura 2.1, a seguir.
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Figura 2.1 — Numeros triangulares, quadrangulares e pentagonais
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Atualmente, ao buscar comprovar a construcao dessas sequéncias numéricas mencionadas
anteriormente, recorre-se ao método indutivo. No entanto, é notavel que os pitagoricos ja
faziam uso do raciocinio indutivo; basta observar as dedugoes aritméticas que eles realizavam

com base nas representacoes visuais com pontinhos. A exemplo, temos:

1. Todo niimero quadrado é a soma de dois niimeros triangulares sucessivos; isto equivale

n(n+1) " (n-1)n

5 5, com n maior ou igual que 2.

em notagao atual a a,, =

Figura 2.2 — Relacao entre nimeros triangulares e quadrados

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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2. E possivel passar um nimero quadrado para outro quadrado consecutivo acrescentando

um termo da sequéncia dos nimeros impares. Na notacao atual, temos: n?+ (2n+1) =
(n+1)2

Figura 2.3 — Relagao entre nimeros quadrados e gnomons

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Nesta ultima propriedade aritmética, o nimero de pontinhos impar que esta contornado
por uma linha em formato de L. é denominado de gnomons dos pitagoéricos. Quando esse
gnomon era um numero impar quadrado, como é o caso do 42+9 = 42+32 = 52, obtinha-se uma
tripla Pitagorica. Assim, apesar de o Teorema de Pitdgoras ser notavel hoje em dia por sua
caracterizagao de triangulos retangulos, na verdade para os pitagoricos ele era essencialmente

aritmético.

Figura 2.4 — Tripla pitagérica (3,4,5)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Quanto ao livro “Os Elementos” de Euclides, uma colecao composta de treze livros,
destaca-se o emprego de um raciocinio légico-dedutivo. Isso se diferencia do pensamento
indutivo dos pitagéricos, uma vez que a obra configura uma Matematica verdadeiramente
rigorosa e abstrata, apresentando defini¢oes, postulados e nocoes comuns, seguidos por pro-
posicoes que sao, por sua vez, acompanhadas de suas demonstracoes.

Entretanto, hé ressalvas em relacao a autoria de Euclides de todo o conteido presente

nos livros. Howard Eves (2011), assim como outros historiadores da Matematica, argumenta
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que nem todos os resultados da obra foram integralmente mérito dele, cabendo-lhe, antes, o
mérito de uma organizagao do conhecimento de civilizacoes anteriores por ele sistematizado.
Além disso, Tatiana Roque (2012) ressalta que, ao longo de miiltiplas tradugoes século ap6s
século, ha indicios de acréscimos que resultaram nos treze livros conhecidos. No entanto,
todos os historiadores concordam que a obra representa um marco historico significativo no

conhecimento matemético. Dentre eles, Pavanello (1989) nos diz que

E af (Alexandria) que vive e ensina Euclides — o fundador da Escola Alexan-
drina de matemaética — que escreve, por volta de 300 a.C., os “Elementos”,
onde, entre outros assuntos, expoe, de modo tao brilhante, que obscurece
todo trabalho anterior a ele, a geometria como um corpo de conhecimento
organizado sob a forma de um sistema dedutivo. Sua intengao é que cada
afimacao se apresente como a consequéncia de afimagoes previamente es-
tabelecidas, que, por sua vez, derivam de outras, e assim sucessivamente.
Todas as afirmacoes decorrem, porém, de algumas premissas basicas admi-
ticas como verdadeiras. Dessas derivam as demais afirmagoes (teoremas).
(Pavanello, 1989, p. 35).

A seguir, trazemos alguns exemplos de denificoes contidas no Livro I, em cuja redacao

nota-se a influéncia da filosofia dialética.

Livro I - Defini¢oes
1. Ponto é aquilo de que nada é parte

2. E linha é comprimento sem largura
5. E superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura

10. E quando uma reta, tendo sido ateada sobre uma reta, faga os angulos

adjacentes iguais, cada um dos angulos é reto, e a reta que se alteou é
chamada uma perpendicular aquela sobre a qual se alteou

11. Angulo obtuso é o maior do que um reto.

12. E agudo, o menor do que um reto.

15. Circulo é uma figura plana contida por uma linha [que é chamada
circunferéncia], em relagdo a qual todas as retas que a encontram [até a
circunferéncia do circulo], a partir de um ponto dos postos no interior da
figura, sao iguais entre si.

16. E o ponto é chamado centro do circulo.

17. E didametro do circulo é alguma reta tracada através do centro, e ter-
minando, em cada um dos lados, pela circunferéncia do circulo, e que corta
o circulo em dois. (Euclides, 2009, p. 97)
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Algumas das ideias por tras dessas defini¢oes ainda permeiam os livros de Matematica.
Além disso, é importante observar que a Matematica axiomatica utilizada hoje em dia em-
prega essa estrutura na qual sao adimitidos alguns conceitos como validos e os demais resul-
tados sao validados por demonstragoes.

E notéria a natureza de fato abstrata dos objetos matematicos tratados nesta obra, des-
ligada de qualquer contextualizacao comercial, de agricultura ou de situagao problema do
cotidiano. Além disso, esses objetos sao predominantemente de natureza geométrica e sao
delineados utilizando apenas régua nao graduada e compasso colapsante. Apesar da natureza
geométrica, as demonstracoes nao se baseavam na construcao de figuras passo a passo para
provar as proposicoes, mas na argumentagao légico-dedutiva, descrevendo as construcoes com
pontos, segmentos, retas e circulos.

Os seis primeiros livros tratam de Geometria Plana, seguido de quatro livros voltados
para a Teoria dos Niimeros e os tltimos abordando a Geometria Espacial. Especificamente,
tem-se o livro I abrangendo as construgoes elementares, area de poligonos, propriedades
em triangulos e teoremas de congruéncia e de Pitdgoras, nesse caso associado ao triangulo
retangulo, enunciado como segue: “Nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que
se estende sob o angulo reto ¢ igual aos quadrados sobre os lados que contém o angulo reto”
(sua demonstracao é baseada na equivaléncia de dreas e toma como base a representagao

gométrica da figura 2.5).

Figura 2.5 — Figura que acompanha a demonstracao do Teorema de Pitagoras no livro I de
“Os Elementos” de Euclides

D L E
Fonte: Euclides (2009, p. 132).
Os demais livros a respeito de Geometria plana trazem respectivamente uma algebra

geométrica, proposicoes envolvendo circulos e circunferéncias, construcao de poligonos regu-

lares inscritos e circunscritos, teoria das proporgoes de Eudoxo e, por ultimo, figuras seme-
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lhantes. Vale ressaltar que no sexto livro ha proposicoes que envolvem equagoes quadraticas.
Os livros VII, VIII e IX, de Teoria dos Numeros, abordam contetidos como divisibilidade,
nimeros primos, algoritmo de Euclides, maximo divisor comum, minimo multiplo comum,
sequéncias geométricas e proporgoes da teoria dos nimeros. Quanto ao livro X, tem-se os
segmentos incomensuraveis, conhecimento atribuido a Teeteto de Atenas (c. 417 a.C. — 369
a.C.) e atualmente associado aos numeros irracionais. Por fim, os trés tltimos livros, de
Geometria Espacial, contém os seguintes contetidos: o livro XI contempla os elementos da
Geometria no espaco e volumes simples; o livro XII, os célculos de areas e volumes utilizando
o método de exaustao; e o livro XIII, a construcao dos cinco poliedros regulares.

Assim, a génese da natureza abstrata da Matematica registrada formalmente se d& pela
Geometria. E interessante destacar também que os livros de “Os Elementos” de Euclides,
que datam de 300 a.C., ainda eram referéncia de estudo da Matematica nas primeiras uni-
versidades na Europa no século XII e ainda, posteriormente, quando se da o Renascimento,
no século XVII. Além da Geometria, havia também o estudo da Aritmética que consistia em
regras para realizar calculos. Do Renascimento em diante, a Matematica avanga a partir das

aplicagoes entrelagadas as artes, construgao de mapas, astronomia e fenomenos da natureza.
2.3 Outros conhecimentos geométricos antes do Renascimento

Ainda antes do Renascimento e distintos da Matematica euclidiana, temos a neusis e
o método mecanico de Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.) e o emprego da Geometria para
justificar métodos de natureza algébrica de Al-Khwarismi (780 a.C. — 850 a.C.).

Arquimedes era grego e de uma época pos-euclidiana, porém seus estudos nao apresentam
um estrutura euclidiana. Um dos seus métodos, chamado de meusis, que significa “inter-
calagao”, isto é, a utilizacao de segmentos que atendiam certas caracteristicas para satisfazer
a solugao. Ademais, esse método fazia uso de régua graduada.

A fim de ficar mais claro, trazemos o exemplo da triseccao de angulo por Arquimedes.
Dado o angulo POQ, o qual deseja-se triseccionar, trace uma reta paralela a OP que passa
por () e um segmento perpendicular a esta paralela que contenha () e encontre OP em S.
Agora, intercala-se, entre os dois segmentos que formam o angulo dado inicialmente, um
segmento partindo de O até intersectar a paralela num ponto B tal que AB =2-0Q. O

angulo AOP divide o angulo inicial em trés partes iguais.
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Figura 2.6 — Triseccao de angulo por Arquimedes utilizando neusis

Q B

Fonte: Roque (2012, p. 199).

Seja C' o ponto médio de AB. Como o triangulo AQB é retangulo e QC' é mediana de
AB, entao QC = AC. Assim, QCB é isosceles e AC’Q mede o dobro de CBQ. Por outro lado,
OQC também é isésceles com QO = QC, logo QOB e AC’Q tém mesma medida, resultando
em QOB =2-CBQ. Como OB é transversal a duas paralelas, temos AOP = C BQ. Portanto,
POQ =Q0B+CBQ=2-CBQ+CBQ =3-CBQ.

Ja o método mecanico utiliza o movimento de objetos matematicos. Para exemplificar,
tem-se a definicao de espiral dada por Arquimedes: “Se uma linha reta tracada em um plano
se move uniformemente em torno de uma extremidade fixa e retorna a sua posicao de partida,
e se a0 mesmo tempo em que a reta se move (uniformemente) um ponto, partindo da origem,

se move (uniformemente) sobre a reta, esse ponto ird descrever uma espiral no plano”.

Figura 2.7 — Espiral de Arquimedes

R,

Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 117).

Neste caso, a espiral é uma curva gerada pelo movimento de um ponto que percorre com
velocidade uniforme um segmento equivalente ao raio da circunferéncia, o qual também estd

se movendo uniformemente girando fixo ao centro. De acordo com a figura 2.7, tem-se
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OO, arco RR,
00, arcoRR;

A vantagem dessa definicao é de estabelecer uma relacao entre uma medida angular e

uma linear, dessa forma, também é possivel nao s6 trissecionar um angulo, mas dividi-lo em

quantas partes se queira (Figura 2.8).

Figura 2.8 — Triseccao de angulo por Arquimedes utilizando a espiral

Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 118).

Além disso, Arquimedes utilizou o método de exaustao de Eudoxo (390 a.C. - 340 a.C.)
para calcular a area de um circulo, determinando que a area de um circulo era equivalente
a area de um triangulo retangulo, no qual um dos catetos era o perimetro da circunferéncia
e o outro o raio desta. Outro resultado conhecido dele que utiliza equivaléncia de areas e
o método de exaustao é a quadratura da parabola, mensurando a area de uma parabola
delimitada por um segmento equivalente a quatro tercos do triangulo de base nesse mesmo
segmento.

Com respeito a Al-Khwarizmi, donde deriva a palavra “algoritmo” e “algarismo”, te-
mos as primeiras manifestacoes matematicas do que mais tarde seria denominado Algebra,
pois foi com os arabes que houve sistematizacao dos métodos para classificagao e resolucao
de equagoes. Apesar de nao empregar um simbolismo especifico, ele utilizava uma lingua-
gem retoérica padronizada (Tabela 2.1), e, entre os termos usados, encontrava-se a expressao
“coisa” para se referir a uma incégnita, sem distingao entre grandeza geométrica ou nimero.
E relevante notar que os drabes ja tinham conhecimento de escritos gregos, como “Os Ele-

mentos” de Euclides, e de obras de outros gregos, como Arquimedes.
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Tabela 2.1 — Termos utilizados por Al-Khwarizmi para se referir a quantidades

Palavra Significado Sentido nos problemas Notagao moderna
Adad “nimero” Quantidade conhecida (nimero dado) c
Jidhr “raiz” Quantidade desconhecida X
43 XA
Mal p(‘)‘ssessao . ou Quadrado da quantidade desconhecida x?
tesouro

Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 156).

Al-Khwarizmi publicou o livro “Tratado sobre o calculo de al-jabr e al-mugabala”, em
cujo titulo o nome ‘algebra’ tem relacao com o termo al-jabr e este significa “restauragao”,
enquanto al-muqabala significa “balanceamento”. Nesse livro estao enumerado os seis pro-
blemas a seguir que configuram equacoes quadraticas em formas especificas, ja que nao se

operava com numeros negativos:

1. quadrados iguais a raizes (ax? = bz);

2. quadrados iguais a um nimero (az? = ¢);

3. raizes iguais a um numero (bx = c¢);

4. quadrados e raizes iguais a um nimero (ax? + bz = ¢);
5. quadrados e um numero iguais a raizes (az? + ¢ = bx);

6. raizes e um numero iguais a quadrados (az? = bx + ¢).

Para resolver as equacoes, havia algoritmos que eram registrados a partir de exemplos.
Por exemplo, para resolver a equacao x2+ 10z = 11, que era do tipo 4, equivalente a “um Mal

e dez Jidhr igualam 11 dinares”, fazia-se:

Tabela 2.2 — Resolugao de Al-Khawarizmi para a equacao x? + 10x = 11

Tome a metade da quantidade de Jidhr 1—20 =5
Multiplique essa quantidade por si mesma 52 =25
Some no resultado os Adad 25+11=36
Extraia a raiz quadrada do resultado V36 =6
Subtraia desse resultado a metade dos Jidhr, encontrando a solugao 6-5=1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Logo em seguida, para justificar o procedimento, havia uma figura equivalente ao algo-
ritmo. Em relacao ao exemplo acima, construia-se um quadrado inicial de area equivalente

ao Mal, isto é, x2. Depois, contruia-se dois retangulos adjacentes as laterais do quadrado
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de area igual a metade da quantidade de Jidhr, no caso retangulos de area 5z. Em seguida
completa-se a figura para se tornar um quadrado com o quadrado da metade da quanditade
de Jidhr, neste caso equivale a segunda linha da tabela acima. Por 1ltimo, obtem-se um qua-
drado de area 25+ 11 = 36, cujo lado mede 6; subtraindo disto a metade dos Jidhr obtemos

a solucao procurada 1.

Figura 2.9 — Construcao geométrica que explica a resolucao da equacao x? + 10z = 11 por
Al-Khawarizmi

Xe 5x ‘ 11

X2 6
5x 25 5

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Para equacoes do tipo bx + ¢ = 2, com b e ¢ coeficientes positivos, tinha-se a construcao
) )

da seguinte representagao (figura 2.10), utilizando notagao atual:

Figura 2.10 — Construcao geométrica da resolucao da equacao bz +c = 22 por Al-Khawarizmi

D C
G H J
K F
E |
A L B

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O quadrado ABCD tem lado igual a x; sobre o segmento AD marca-se o ponto F,
de forma que DFE mede p. Marcando F em C'B com CF também medindo p, obtemos o
retangulo FFCD com &rea igual a pz e, consequentemente, o retangulo ABF'E com area q.
Em seguida, chama-se de G o ponto médio de DFE, e constréi-se um quadrado ALJG, com
lado medindo = - £ e L percencente a AB, e outro quadrado EIHG, com lado medindo £ e
I sobre EF. Chamando de K a intersecao de JL com EF'| os retangulo IKJH e LBFK
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possuem mesma érea, isto é, (z —p)-5. Assim, da drea do quadrado ALJG obtém-se

Aaric =Aarke + Ak + Aprnc
=Aarke + Arpri + Agrnc

= Aupre + Agrnc

dai,

Portanto,

p Py
==+ —)2+q.
z=73 \/(2) q

2.4 A culminancia da Geometria analitica

Historicamente, a Idade Média, que se estende do século V ao século XV apéds a queda do
Império Romano, é caracterizada por um periodo em que nao se observaram grandes avancos
cientificos e os fragmentos de conhecimento produzidos por outras civilizagoes ficaram em
grande parte restrito a esfera eclesidstica. Foi somente nos séculos XI e XII, impulsionada
pelas relagbes comerciais entre europeus e arabes, que a ciéncia comegou a recuperar seu
curso. No caso, pela traducao para o latim dos conhecimentos cientificos de Alexandria,
preservados pelos arabes. Além disso, houve a vinda do papel pelos arabes que ajudou na
divulgacao do conhecimento.

Na esfera matemadtica, destaca-se a apropriagao da Algebra arabe e dos ntimeros hindu-
arabicos. Contudo, somente no século XVI, com o advento do Renascimento, a ciéncia experi-
mentou um verdadeiro renascimento, impulsionado pelas transformacoes sociais, economicas
e culturais da época.

E crucial ressaltar que uma das razoes essenciais para a transformacao na sociedade
decorreu da expansao comercial com o Oriente e, por conseguinte, do aumento da demanda
por individuos com conhecimentos especializados. As primeiras universidades, surgidas no
século XII e inicialmente destinadas ao clero, encarregado das atividades administrativas da
época, passaram a ser frequentadas também pelos filhos dos comerciantes. Ademais, vale
acrescentar que essas atividades comerciais maritimas, impulsionadas pela btssola e pelo
leme, exerceram um papel significativo no avango da astronomia e, consequentemente, da
Geometria, essencial para a elaboragao de cartas geograficas.

Durante o Renascimento, por volta do século XVII, a Matematica se denvolve na Algebra

e na Geometria, com mais enfoque nesta tltima devido a construcao de mapas, de ordem
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pratica, e também devido a Geometria de perspectiva necessaria na arte, de ordem abstrata.
Ademais, a Matemaética se desenvolveu devido a culminancia de uma notacgao especifica mo-
tivada por Frangois Viete (1540-1603), e, de ordem pratica, as construgdes de maquinas para
resolver problemas dinamicos, como balistica e bombas de agua, entre outros. Contudo, o
principal feito matematico que se destaca nessa época ¢é a culminancia da relagao entre a Ge-
ometria e a Algebra, a qual denomina-se Geometria Analitica, cujos principais contribuintes
foram Descartes (1596 - 1650) e Fermat (1601 - 1665).

No inicio do livro La Géométrie de Descartes, hé a construgao geométrica, com régua nao
graduada e compasso, das cinco operacgoes aritméticas: a adicao, a subtracao, a multiplicacao,
a divisao e a extracao de raiz quadrada. A adicao e a subtracao fazem uso de adicionar ou
retirar os segmentos de reta. Quanto a multiplicacao e a divisao, sao feitas a partir da

seguinte representacao:

Figura 2.11 — Operagao aritmética de multiplicacao com régua e compasso por Descartes

D A

Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 196).

Descartes descreve em La Géométrie: “Seja, por exemplo, AB a unidade, e que deva
multiplicar-se BD por BC'; tenho apenas que unir os pontos A e C, e tracar DFE paralela
a CA; BE entao é o produto desta multiplicagao. Ou entao, se se pretende dividir BE por
BD, tendo unido os pontos E e D, traga-se AC paralela a DE; BC é o resultado desta
divisao.”

Concernente a multiplicacdo, na construcao da figura 2.11, onde C'A é paralelo a ED,
tem-se, tomando AB como unidade, o segmento BE equivalente ao produto de BD por
BC. Logo, ao contrario dos gregos, a multiplicacao de grandezas lineares ainda era linear
e nao mais a area, tudo gragas a escolha de um segmento de reta arbitrario tomado como
“unidade”. Nesse sentido, Roque (2012) destaca que “apesar de construir geometricamente
a solugao, tal método era absolutamente inovador na geometria, pois permitia ultrapassar a
homogeneidade das grandezas e operar com elas como se fossem nimeros, o que implica uma
mistura entre géneros tidos tradicionalmente como distintos: a aritmética e a geometria.”

J& para a extracao de raiz quadrada era utilizado um triangulo retangulo inscrito em
uma semicircunferéncia, onde a hipotesuna era o diametro. Assim, por simples relagoes de

semelhanca de triangulo podia-se obter o segmento equivalente a raiz quadrada de um ntimero
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dado. Com efeito, “No caso em que se pretende extrair a raiz quadrada de GH, adiciona-se
ao longo da linha reta F'G, que é igual a unidade, e dividindo F'H em duas partes iguais pelo
ponto K, descrevo a partir de K o circulo F'IH. Depois, tracando do ponto G uma reta com

angulos retos sobre F'H, até I, GI é a raiz buscada”, cuja representagao é dada pela figura
2.12 .

Figura 2.12 — Extracao da raiz quadrada com régua e compasso por Descartes

—_—

JH

F G K

Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 196)

Descartes ainda apresenta a solucao de equacoes com termos quadraticos, sugerindo a
utilizacao das ultimas letras do alfabeto para designar incégnitas. A exemplo disto, tem-se

a construcao da solucao de forma geométrica da equacao 22 = az + b2.

Figura 2.13 — Solu¢ao da equacao 22 = az + b? por Descartes

O

L b M

Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 197).

Deseja-se construir um segmento z que satisfaca a equacao z2 = az + b?. Partindo da

construcao do triangulo retangulo NLM com LM e NL medindo b e 5, constréi-se uma
circunferéncia de centro N e raio NL. Posteriormente, prolonga-se M N inteceptando a

circunferéncia em O. Dessa forma, obtem-se

[2
PR e 3
2 4

Isto se justifica, pois chamando de P a intersecao da circunferéncia com M N, os triangulos
PLM e LOM sao semelhantes. Pois, primeiramente, compartilham do mesmo angulo M.

Ademais, por OLP ser um triangulo inscrito na semicircunferéncia, ele é retangulo, e tem-se
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PLM igual a NLO. Dai, por ONL ser isosceles tem-se NLO igual a NOL, congruente a
MOL. Assim, MOL =PLM. Da semelhanca, segue

LM PM
—_— == LM?=0M -PM.
OM LM 0

Como OM =z e PM = z — a, resulta
LM?=0M.PM = b*=2.(z-a)=2°-az.

Portanto, o segmento OM ¢é uma das raizes da equacao. Haveria como deduzir a outra
raiz a partir das manipulagoes algébricas e propriedades geométricas, mas Descartes nao
considerava devido a esta ser negativa.

Descartes ainda apresenta procedimentos geométricos utilizando circunferéncia, trian-
gulos e prolongamento de retas para determinar as raizes das equacoes 22 = —az + b% e 22 =
az-b?, onde considerava os coeficientes a e b positivos e o sinal de menos uma operacao sobre
esses coeficientes positivos. Ademais, em seus procedimentos poderia acontecer de nao ser
possivel fazer as construgoes, mostrando que a equacao nao possuia raiz, mas nesse caso ele
estava se referindo a raizes reais positivas.

Nota-se que os trés tipos de equacgoes poderiam ser resumidos na equacao quadratica
22 +az+0b% =0, contudo sua forma analitica a partir de procedimentos geométricos e também
a consideracao apenas de coeficientes e resultados positivos nao permitiram uma generalizacao
maior.

Nao foi sé seu método analitico através de procedimentos geométricos que contribuiram
para o que hoje se chama de Geometria Analitica, mas também o primeiro de uso da nogao
de eixos coordenados. Estes nao necessariamente eram ortogonais, mas escolhidos de forma
conveniente para a resolugao do problema em questao. A exemplo disto, tem-se a solugao de
um problema de Pappus por Descartes na qual ele faz uso de eixos coordenados.

O problema consiste em dadas inicialmente as retas AB, AD, EF e GH (Figura 2.14),
determinar um ponto C do qual se possa contruir segmentos de reta CB, CD, CF e CH que
facam angulos CBA, CDA, CFE e CHG dados com as retas dadas. Além disto, o produto
dos comprimentos de alguns desses segmentos é proporcional ao produto dos comprimentos
dos restantes.

Utilizando seu método analitico, Descartes nos diz que “primeiramente, suponho a coisa
como ja feita e, para me livrar da confusao de todas estas linhas, considero uma das dadas
e uma das que se deve encontrar, por exemplo, AB e CB, como as principais, as quais trato

de referir todas as outras. Seja designado x o segmento da linha AB compreendido entre
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Figura 2.14 — Representacao do problema de Pappus por Descartes

Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 200).

os pontos A e B, que BC seja designado por y e que se prolonguem todas as demais linhas
até que cortem também estas duas, também prolongadas, se necessario, desde que nao sejam
paralelas a elas. Como notais aqui, elas cortam a linha AB nos pontos A, E, G e a linha BC
nos pontos R, S, T.”

Em seguida, ele estabelece relagoes com constantes e as varidaveis x e y a partir das
proporc¢oes nos triangulos formados pelos pontos e angulos dados. Dessa forma, atribuindo
valores para y, obtém-se valores de x, o que gera infinitos pares ordenados para o ponto C,

possibilitando desenhar a curva (Figura 2.15).

Figura 2.15 — Exemplo de hipérbole obtida a partir do problema de Pappus por Descartes

Fonte: https://www.geogebra.org/m/debmnhme

Descartes ainda escreve La Géométrie I e La Géométrie I na tentativa de estabelecer
uma nova normatizagao da Geometria por meio do seu método analitico, que Roque (2012)
define como “novo padrao de rigor e uma nova nogao de exatidao para os procedimentos

de construcao”. Nessas obras, ele comeca a enxergar que muitas das curvas definidas ante-
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riormente de forma mecanica poderiam ser desenhadas por sucessivas construgoes de pares
ordenados com régua e compasso, mostrando que estas nao sao de fato mecanicas. Além do
mais, classifica as curvas a partir do grau das suas equagoes; 0s casos mais simples sao as de
segundo grau como circulo, parabola, hipérbole e elipse.

Por outro lado, enquanto Descartes tomava primeiramente o lugar geométrico para encon-
trar a equacao que o descrevia, Fermat na mesma época desenvolvia seus trabalhos utilizando
o raciocinio inverso. Essa forma de pensar, partindo das equacoes, fez com que ele operasse
de forma mais algébrica, mas os seus resultados ainda faziam uso de recursos geométricos.

Em seus livro Introducdo aos lugares geométricos planos e solidos, Fermat inicia dizendo
que “sempre que, em uma equacao final, duas quantidades desconhecidas sao encontradas,
temos um lugar geométrico e a extremidade de uma delas descreve uma linha, reta ou curva”.
Vale salientar que nas equacoes tratadas nesse livro as varidveis assumem até o segundo grau.
A seguir, ha seu método mostrando que os pontos que satisfazem uma equacao de primeiro

grau estao em uma linha reta.

Figura 2.16 — Lugar geométrico de uma reta de Fermat

Fonte: Elaborada pelo autor, 2024.

Considere a reta NZM dada de posigao, assim como N também fixo (Figura 2.16). Seja
NZ a quantidade desconhecida x, ZI a quantidade desconhecida y e o angulo entre ZI e NZ
fixo. Ora, se a-x =b-y, entao o ponto I estard numa reta dada de posicao. Partindo de
a-r=>b-y, obtém-se a:b=y:x. Como a e b sdo quantidade conhecidas (constantes), entao
a razao y : x estd determinada. Consequentemente, por também se conhecer o angulo NZI, é
dado de espécie (termo usado para semelhanga de triangulo em “Os Elementos” de Euclides)
e, assim, o angulo INZ é conhecido. Dessa forma o lugar geométrico descrito por I é uma
reta.

No caso de Fermat, comparando ao sistema de plano cartesiano, tem-se apenas o eixo das
abscissas no sentido positivo sendo representado. No caso acima, a reta NZM seira o eixo das
abscissas ¢ N a origem (Figura 2.16). O eixo das ordenadas era determinado pelos valores de

y, mas nao havia de fato a representacao do eixo. Utilizando apenas essa referéncia de eixo
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das abscissas no sentido positivo ele determina o lugar geométrico das seguintes equagoes:

e ax = by (reta)

xy = b (hipérbole)

e A razdo entre z? + xy e y? é constante (retas)

2 _

e 12 = ay (pardbola)

b? — 2% = 42 (circulo)

A razao entre b? — 22 e y? é constante (elipse)

e A razao entre b? + x% e y? é constante (hipérbole)

Os estudos de Fermat nao chegaram a ser publicados por ele, mas sim por seu filho
apés seu falecimento. Apesar de manter correspondéncia com outros matematicos de sua
época, incluindo Descartes, Fermat nao costumava citar claramente suas fontes. No entanto,
é possivel perceber influéncias das obras gregas em seus escritos, inclusive derivados dos
estudos sobre conicas de Apolonio. Ademais, ele afirmou em relacao as equagoes de segundo
grau que o lugar geométrico dos pontos que satisfaziam essas equagoes eram circulos ou uma
conica.

Ainda em seu livro Introducdo aos lugares geométricos planos e solidos ha um apéndice
sobre a “solucao de problemas sélidos por lugares geométricos”. Nesses problemas, ele de-
compunha uma equacao de terceiro ou quarto grau em duas equacoes de conicas conhecidas.
Assim, através da intersecao dessas duas conicas encontrava a solucao da equacao inicial.

Segue um exemplo aplicado a achar duas meias proporcionais entre os segmento a e b.

Exemplo 2.1. Dados a e b, encontrar x e y tais que

Ora, para obter-se a meia proporcional, deve-se determinar x na equacao x3 = a?b. Mas
a solucao dessa equacao é a que satisfaz ao mesmo tempo a equacao da pardbola, 22 = ay,
e da hipérbole, zy = ab. Assim, para ele, o problema é resolvido desenhando a parabola e a
hipérbole (figura 2.17), pois dessa forma encontra-se o ponto de intersegdo das duas curvas,

determinando o valor de x e y.
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Figura 2.17 — Solucao da equacgao x? = a?b utilizando hipérbole e parabola

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Outro exemplo é determinar a solucao da equacao z? = a + bx + cx®. Para isso, ele fazia
algumas manipulacoes algébricas para determinar as duas conicas cuja solugao é equivalente
a equacgao dada. Segue o procedimento para resolucao:

Primeiramente, adiciona-se —2dz? + d?> em ambos os lados da equacao, onde d serd deter-

minado posteriormente. Assim, obtem-se
(2% -d)?*=a+bx+ (c-2d)x” + d°.

Iguala-se cada lado a e?y?, onde e sera determinado posteriormente. Consequentemente,

tem-se agora as equagoes

22 —d = ey,

que representa uma parabola, e

a+bx+d?* = (2d - c)x* + %y,

que representa um circulo tomando d e e de forma que 2d—c > 0 e €2 = 2d - ¢, respectivamente.

Logo, a solucao é dada desenhando a parabola e o circulo.
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Figura 2.18 — Solucao da equacao x4 = 4+4x+2z? utilizando hipérbole e parabola, comd=¢ =1
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Por fim, Descartes ainda dedicou-se aos estudos da determinacao de retas tangentes,
enquanto Fermat explorou nao apenas retas tangentes, mas também o calculo de minimos e

maximos. Essas contribuicoes foram fundamentais para os pioneiros do célculo, como Leibniz
(1646 - 1716) e Newton (1643 - 1727).

2.5 O Calculo de Leibniz e de Newton

Na construcao histérica do Calculo, as bases foram primeiramente estabelecidas na de-
terminacao de dreas e volumes, iniciando assim o estudo do cédlculo integral. Posteriormente,
o foco se voltou para a analise de tangentes a curvas, maximos e minimos, avangando assim
para o calculo diferencial. Por ltimo é que foi desenvolvida a nogao de funcao de hoje em
dia. Portanto, é interessante notar que o desenvolvimento histérico do Calculo ocorreu de
forma inversa a sequéncia curricular segundo a qual a disciplina geralmente é abordada.

Diversos matematicos contribuiram significativamente para o desenvolvimento desse ramo
da Matemadtica. Entre eles estao Eudoxo (390 a.C. - 340 a.C.), que introduziu o método
de exaustao, Arquimedes, com seu método de equilibrio, e Cavalieri (1598 - 1647), com o
método de indivisiveis. Além desses, figuras como J. Wallis, J. Gregory, Isaac Barrow, Pascal,
Descartes e Fermat também deixaram suas marcas. No entanto, os estudos de Leibniz e
Newton se destacam pela sua generalidade e potencialidade dos métodos utilizados.

Leibniz, em sua obra “Histéoria da Origem do Célculo Diferencial”, afirma que uma das
referéncias que o inspiraram foi o “Tratado dos Senos do Quarto do Circulo” de Pascal (1623
- 1662). Nesse tratado, Pascal emprega uma semelhanga de triangulos, denominada por ele
como “triangulo caracteristico”, para calcular a quadratura do quarto do circulo. Enquanto

Pascal utilizou essa abordagem para um propédsito especifico, Leibniz percebeu que poderia
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generaliza-la para determinar a area sob outras curvas.

O método de Pascal partia de um quarto do circulo ABC (figura 2.19), juntamente com a
tangente EE’ a esse circulo no ponto D. Para realizar o método, desenhava-se um segmento
perpendicular a AC, passando por D, e denominava-se de I o ponto de interse¢cao. Em seguida,
a partir de E, tracava-se EK paralela a AC, e a partir de E’, tracava-se E’K paralela a DI,

com K pertencente ao segmento do raio AD.

Figura 2.19 — Método com quantidade infinitesimal de Leibniz

D
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—
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Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 218).

Dessa forma, os triangulos DIA e EKE’ sao semelhantes, pois EDI = 5= ADI = IAD, logo
DEK = IDA e EE’K = IAD. Dessa semelhanga, obtém-se i—%’ = %. Chamando de R e R’ a

projecao de E e K em CA, tem-se que EK = RR’, donde segue que

EE_AD
RR' DI’

Como pode-se tomar E e E’ préximos de D, Leibniz enxergou que a razao de EE’ por
RR’, isto é, de termos infinitamente pequenos, estava determinado pela razao de termos
conhecidos, no caso, AD e DI. Utilizando esse raciocinio para outras curvas e utilizando a

relacao entre os catetos, ele obteve
E'K Al
RR' DI’

isto é,
dy subtangente
dx y '
O resultado de Leibniz desencadeou muitas discussoes devido ao uso de quantidades infi-
nitamente pequenas, também conhecidas como “elementos infinitesimais” ou “diferenciais”,
que ele particularmente denominava como nao atribuiveis. Apesar do alvorogo, seu método

mostrou-se altamente eficaz em seus cdlculos, bem como nas aplicacoes praticas.
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A notacao dy e dx, ou seja, a introducao do operador d, também teve origem com Leibniz.
Vale destacar que essa simbologia nao carrega, em si, a ideia de diferenciabilidade, mas, na
verdade, reflete o principio de especificar a variavel em relacao a qual se deseja derivar. Dessa
forma, ja havia uma nocao de variavel dependente e varidavel independente muito antes de
haver um conceito de funcao.

Ja o método de Newton para o calculo de tangente era o seguinte: dada uma curva, por
exemplo, de acordo com a figura 2.20, tal que a area de ABD = z, BD mede y e AB mede z,
escolhe-se # e K, chamando B =0 e BK = v, de forma que a area sob a curva entre B e

seja equivalente a area do retangulo BK [, no caso, ov.

Figura 2.20 — Método com quantidade infinitesimal de Newton
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Fonte: Roque e Pitombeira (2012, p. 223).

. 3 ~
Supondo que a curva seja z = £x2, entao 22 = %x?’. Ora,

wiN

4 4
(z+0v)? = §(x +0)% = 22 + 2200 + 0%v% = — (2 + 3220 + 3z0% + 0%).

Substituindo 22 = 423 e eliminando termos equivalentes, obtem-se ao dividir por o
9 bl

4
220+ ov? = §(3x2 + 310+ 0%).

Agora, ao considerar Bf infinitamente pequeno, os termos multiplicados por o desapare-

cem, bem como obtém-se v = y. Assim, resulta

4
22y = —x2.
2y 3:1:

2 3 .
Como z = 302, conclui-se que
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(SIS

y=z

O trabalho de Newton também enfrentou resisténcia devido ao seu tratamento de quanti-
dades infinitamente pequenas, especialmente ao eliminar termos com o no final, sugerindo que
essa quantidade poderia ser equivalente a zero em determinado momento. Assim, observam-
se semelhancas nos trabalhos de Leibniz e Newton no que diz respeito a manipulacao de
quantidades infinitesimais. No entanto, Newton adotava uma abordagem mais voltada para
a Geometria sintética, enquanto Leibniz, visando desenvolver um célculo universal, empre-
gava uma linguagem onde notacao e algoritmos eram mais proeminentes, resultando em uma

recepcao mais favoravel por parte da comunidade cientifica da época.
2.6 A Matematica pura

Posteriormente a Newton e Leibniz, devido ao estudo da Analise e equagoes diferenciais
ligadas a contextos da natureza como a propagacao de calor, sistema solar, conservacao de
energia, queda livre, principio da minima ac¢ao etc, houve bastante avango na Matemaética
por sua finalidade pratica. Em seguida, observando que as equagoes e resultados obtidos
possuiam certa generalidade nas diversas aplicagoes, comegou-se a observar a Matematica de
forma mais “pura’, contudo ainda com a finalidade de obter frutos na aplicacao.

Essa forma de pensar estava mais impregnada na Franca. Contudo, na Alemanha, no
inicio do século XIX, as invasoes napoleonicas resultaram na percepgao de que o sucesso mi-
litar francés estava intrinsecamente ligado ao desenvolvimento cientifico. Esse entendimento
impulsionou substancialmente o investimento em conhecimento cientifico na Alemanha. Nas
universidades, devido a correntes filoséficas da época, a Matematica foi se distanciando de
objetos com finalidade pratica e comecou a ser considerada em uma natureza puramente
abstrata.

Nesse contexto, os matemaéticos alemaes Gauss, Weierstrass, Cantor, Dirichlet, Riemann
e Dedekind, a partir de problemas gerados dentro da prépria Matematica abstrata, formali-
zaram o conceito de nimero, nimeros reais, nimeros naturais, fungoes e conjuntos.

A Teoria dos Conjuntos desempenhou um papel crucial na organizagao da Matematica
moderna, representando o dpice da busca pelo rigor matematico no século XIX. A pers-
pectiva modernista da Matematica, pautada na busca pela abstracao méxima, proibia a
racionalizacao da Geometria ou Andlise a partir de objetos do senso comum ou de aplicagoes
fisicas. Dessa forma, o estabelecimento de relagoes entre conjuntos, a habilidade de lidar pro-
ficientemente com conceitos complexos como o infinito e a abordagem abstrata de nimero
tornaram a Teoria dos Conjuntos uma ferramenta fundamental para a Matemética moderna.

No entanto, é importante salientar que essa teoria nao foi diretamente responsavel pela for-
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mulacao da Matematica axiomatica centrada em nocoes de conjuntos; essa contribuicao foi
atribuida ao movimento Bourbaki.

Antes de entender o movimento Bourbaki, é preciso entender a situacao pela qual o
ensino de Matematica passava. Neste momento, apesar da disseminacao da educacao entre a
classe trabalhadora, impulsionada pela crescente necessidade de individuos mais capacitados
na sociedade moderna, a Matematica, considerada essencial nao apenas pela sua utilidade
pratica, mas também por estimular o raciocinio, enfrentava significativas dificuldades por
parte dos alunos.

Como resposta a esses desafios, diversos movimentos surgiram para reformular os curriculos,
nao apenas para superar as dificuldades dos alunos, mas também para atender as demandas
da sociedade moderna em constante evolugao. Nesse contexto também, os primeiros estudos
psicologicos voltados para a aprendizagem comecaram a se desenvolver para tentar superar
essas dificuldades.

Durante os anos 1930, um grupo de matematicos franceses conhecidos como Bourbaki,
reunidos sob o pseudonimo Nicolas Bourbaki, propos a elaboracao de obras abrangentes em
todos os ramos da Matemaética. O objetivo era criar referéncias atualizadas para estudantes
e pesquisadores.

Assim, surgiu o livro “Elementos da Matematica”, no qual os membros do grupo bus-
caram unificar a formulacao matematica por meio de axiomas, uma ideia ja estabelecida
na Matemadtica, com uma abordagem centralizada na teoria dos conjuntos. Subdividiram,
assim, a Matematica em subdreas, mas de forma geral subordinadas a linguagem de con-
juntos, a qual passou a reger a mateméatica de forma unificada. Nesse momento oportuno
de reformulagao do curriculo educacional, o grupo Bourbaki aproveitou para, com suas pu-
blicacoes, nao apenas orientar o ensino basico, mas também servir como referéncia em niveis
mais avangados.

Os Bourbaki buscavam justificar a aceitacao de seus trabalhos argumentando que a or-
ganizagao categorizada e subdividida do conhecimento, aliada a uma linguagem unificada,
facilitaria sua aquisicao e superaria as dificuldades de aprendizagem dos alunos. Além disso,
Roque (2012) destaca que “muitos mateméaticos e educadores compartilhavam a crenga de
que os alunos deveriam ser familiarizados com o pensamento em termos de conjuntos e
operacoes”. Esse pensamento encontrou ampla aceitagao, incluindo o respaldo de Jean Pia-
get (1896 - 1980), que mantinha correspondéncia com o grupo.

Apesar de anos depois se constatar que apenas a organizacao do conteiudo nao garantia
eficidcia na aprendizagem, como aponta Pavanello (1989), a imposi¢ao de uma linguagem
subordinada a Teoria dos Conjuntos na Matematica, a partir da qual a formalidade, o sim-

bolismo e a forma exclusivamente analitica se sobrepujavam a intuicao, elementos pictoricos,



geométricos e cinestésicos, persistiu e perdura até os dias atuais.
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3 EDUCAGAO MATEMATICA: CURRICULO, GEOMETRIA E
RECURSOS PICTORICOS

No final do capitulo anterior, discutiu-se como o movimento modernista na Matemaética,
ao reformula-la com base na Teoria dos Conjuntos, provocou uma ruptura com a matemaéatica
pictorica. Isso ocorreu porque a racionalizacao algébrica e simbdlica foi considerada supe-
rior e suficiente para o ensino. No entanto, o fracasso dessa abordagem suscitou no inicio
das pesquisas em Educacao Matematica. Desde entao, muitas teorias a respeito do ensino-
aprendizagem da Matematica foram surgindo, bem como sendo refutadas de forma parcial
ou total. Apesar disso, algumas delas ressaltam a importancia de elementos pictoricos na
compreensao dos conceitos matematicos.

A seguir, serd realizada uma analise da evolucao do curriculo da disciplina de Matematica
no Brasil, destacando a influéncia do Movimento da Matematica Moderna neste. Em seguida,
serao exploradas algumas teorias da Educagao Matematica que tratam da Geometria e da
Matematica pictorica no processo de ensino e aprendizagem, entre as quais destacam-se a
Teoria de Van Hiele, as abordagens semidticas de Raymond Duval e a teoria da Image Sche-
mata de Dorfler, investigando como esses elementos pictéricos da Matematica desempenham

um papel significativo na melhoria da compreensao dos conceitos matematicos.
3.1 Educagao Matematica no Brasil

Antes, a educacao era reservada exclusivamente a elite e ao clero. Foi somente a partir do
século XIX, impulsionada pelo desenvolvimento industrial, gracas ao qual emergiu a demanda
por operarios qualificados para operar as maquinas, que a escola comegou a incluir as classes
sociais populares. No entanto, muitos da elite nao viam com bons olhos essa democratizacao
da educacgao. Apesar disso, a educacao para classes populares apresentava um aspecto pratico
e profissional, deixando as abordagens mais tedricas e filoséficas para a elite.

Dessa forma, nas escolas destinadas as classes sociais mais altas, a matematica na verdade
era ensinada em trés disciplinas separadas: Geometria, Algebra e Aritmética. Ademais,
o livro “Os Elementos” de Euclides era uma das referéncias para o curso da Geometria,
permanecendo assim uma ideia geral de que a escolarizagao apresentava bastante aspectos
da antiga civilizagao grega.

Conforme observado por Miorim (1998), “enquanto a Universidade ensinava os tltimos
progressos da Matematica, ou seja, Matematica Superior, as escolas secundarias continua-
vam a ensinar a geometria grega, a dlgebra elementar e o calculo aritmético”. Além disso, as
escolas secundarias apresentavam o conteuido de maneira abstrata, axiomatica, com demons-

tragoes rigorosas e calculos extensos.
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A necessidade de reformar o ensino nao se limitava apenas a discrepancia entre o contetido
universitario e o do ensino secundario, mas também a necessidade de um curriculo que acom-
panhasse o progresso da sociedade moderna e cientifica. No inicio do século XX, o primeiro
movimento global em prol da Educacao Matematica comegou com a criacao da Comissao
Internacional para o Ensino de Matematica em 1908.

Dentre os aspectos considerados modernos para a Matematica no ensino estavam uma
abordagem mais simples, intuitiva e pratica, introduzir contetidos do nivel superior no en-
sino basico e a junc¢ao das trés disciplinas em uma s6 denominada Matematica. Dentre os
contetidos novos, tem-se o conceito de funcao e sua representacao grafica, além de nocoes do
calculo infinitesimal. Esses contetidos, em especifico, tinham bastante ligacao com os avancos
cientificos da época. Quanto a abordagem mais simples, intuitiva e pratica, residia em in-
centivos da Psicologia de que o ensino devia seguir o nivel de desenvolvimento mental, assim
a abstracao seria alcancada a partir de ideias mais concretas.

Essas ideias modernas comecaram a tomar forma na educacao brasileira por volta de
1929 com Euclides de Medeiros Guimaraes Roxo, diretor do Colégio Pedro II. Neste ano
ele implementou essas ideias nessa escola, que na época era referéncia nacional de ensino
secundario, as quais posteriormente foram adotadas nas demais escolas secundarias do Brasil
com a Reforma Francisco Campos, promulgada pelo decreto n® 19.890 em 18 de abril de
1931.

Dentre uma das justificativas, chamadas de considerandos, de Euclides Roxo, destaca-se
a citagcao de Jorge Duclout, professor da Faculdade de Ciéncias da Escola Normal de Buenos

Alires:

A luz das modernas idéias pedagdgicas, a ciéncia matematica sob as suas
trés faces numérica, simbolica e grafica - € uma sé e nao é conveniente, sob o
ponto de vista didatico separa-la, por divisoes estanques ou dogmaticas em
aritmética, dlgebra e geometria; antes convém tanto quanto possivel, expor
0s mesmos principios sob os trés pontos de vista, dando forma concreta
ao ensino, procurando, em uma palavra, fazer entrar a matematica ”pelos
olhos”, até que o aluno se ache bastante exercitado para tratar as questoes
de um modo abstrato. (Valente, 2004, p. 98).

Apesar da proposta curricular de Roxo ter sido aprovada pelo Congresso e passar a ser
valida nacionalmente, muitos colegas de trabalho do Colégio Pedro II ficaram insatisfeitos
com a unificacao da disciplina, bem como outros profissionais que lecionavam as trés discipli-
nas. Dentre os motivos apresentados, esses profissionais alegavam que tinham sido aprovados
nos concursos para catedras de aritmética ou de algebra, nao de uma matematica unificada.

As insatisfagoes quanto a proposta, bem como respostas a estas por Roxo, eram publicadas
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no Jornal do Commercio da época. Alguns chegaram a dizer que o programa curricular
de Matematica era uma salada de frutas ou até mesmo a argumentar que, com os avancos
tedricos de Cantor e Weierstrass, a divisao da Matematica em ramos deveria ser acentuada,
pois trabalhar sem essa distingao era coisa do passado.

Além da insatisfacao dos professores com a reforma educacional, grande parte nao se sentia
devidamente preparada para ensinar de acordo com os novos métodos, bem como ministrar
os novos conteudos. Além disso, devido as limitacoes tecnolégicas da época, grande parte do
material didatico utilizado nas escolas apds a reforma permaneceu o mesmo. Para integrar
as trés disciplinas, muitas vezes eram feitos simples recortes dos antigos materiais didaticos
disponiveis, nao havendo de fato uma integracao.

Anos depois, com os avancos da Psicologia e da Matemadtica, as reunioes internacionais
sobre Ensino de Matemaética formularam outra proposta tanto para a Matemadatica quanto
para o seu ensino, através da Teoria de Conjuntos. Este ficaria conhecido como Movimento
da Matemética Moderna (MMM). Essa proposta se deu em 1959 no Seminério de Royaumont
na Franca e contou com diversos paises e seus representantes educacionais.

Esta proposta, impulsionada pelos Bourbaki, reformulava todo o conhecimento matematico
através da linguagem da Teoria de Conjuntos. Ademais, no campo da Psicologia, Piaget de-
fendia essa nova linguagem e, com contribuicao de alguns matematicos como Cantor, e que
a Matemadtica baseada em estruturas de correspodéncia, classificacao, seriacao e topoldgicas
iria contribuir para a aprendizagem por parte dos alunos. Devido a essa énfase em nogoes to-
polégicas, sugeria-se que a abordagem tradicional da Geometria euclidiana fosse substituida.
Em lugar dela, recomendava-se o ensino de conceitos topolégicos desde os niveis mais ele-
mentares da Educagao. Além disso, os conceitos aritméticos de niimero e operacao deveriam
ser abordados apds o desenvolvimento nas nogoes de conjuntos.

No Brasil, o Movimento da Matematica Moderna (MMM) ganhou impulso a partir do
Grupo de Estudos do Ensino de Matemética (GEEM), fundado em 1961 em Sao Paulo, repre-
sentado por Osvaldo Sangiorgi (1921 - 2017). Posteriormente, a reformulacao do curriculo em
nivel nacional teve inicio em 1962, com o IV Congresso Nacional de Ensino da Matematica,
realizado em Belém do Para.

No entanto, essa nova proposta de ensino de Matematica nao somente falhou em alcancar
seus objetivos, mas também piorou a situacao do ensino da disciplina ao concentrar um
excessivo foco na linguagem dos conjuntos. A critica foi tao demasiada que chegou até a ser
publicado em 1973 um livro intitulado Why Johnny can’t add: The Failure of the New Math
por Morris Kline criticando a MMM. Este chegou no Brasil traduzido como “O fracasso da
Matematica Moderna” em 1976.

A influéncia do Movimento da Matemética Moderna (MMM) no Brasil, reconhecida por
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estudiosos como Pavanello, resultou na supressao da Geometria, especialmente no que se
refere ao pensamento geométrico. A énfase na linguagem de conjuntos, na algebra abstrata
e na introducao de uma variedade de novos contetidos no ensino basico, juntamente com a
falta de formacgao adequada dos professores, contribuiu para que a Geometria fosse margi-
nalizada no ensino secundério. Os livros didaticos também desempenharam um papel nisso,
frequentemente relegando os conteidos de Geometria para as ultimas unidades, o que levava
os professores a usarem a falta de tempo como desculpa para nao aborda-los. Assim, a he-
ranga principal do MMM na Educagao foi uma Matematica simbdlica, abstrata e algébrica,

deixando pouco ou nenhum espaco para a Geometria ou a matematica pictorica.
3.2 Abordagens semidticas

Ao contrario das ciéncias naturais, nas quais os conceitos muitas vezes se originam de ob-
servagoes e experimentos sobre fendmenos naturais, a Matematica emerge de uma atividade
puramente cognitiva. Na perspectiva da teoria dos registros das representacoes matematicas
desenvolvida pelo psicologo francés Raymond Duval, as representagoes semidticas, tais como
escritas algébricas, notacgoes simbolicas, figuras geométricas, graficos cartesianos e outras,
nao sao meramente ferramentas para representar objetos estudados ou para facilitar a co-
municacao nesta disciplina, elas desempenham um papel fundamental na compreensao e no
desenvolvimento da atividade matemaética em si.

E importante ressaltar que o objeto mateméatico nao pode ser confundido com sua re-
presentacao. Portanto, compreender Matematica implica distinguir entre ambos, pois os
objetos matematicos podem ser representados de diversas formas. Ao fixar-se apenas em
uma representacao especifica, corre-se o risco de limitar a compreensao futura do conceito
em questao.

Raymond Duval introduz dois termos fundamentais para compreender os conceitos ma-
tematicos e suas representacoes. Ele define semiosis como a capacidade de compreender ou
produzir uma representacao semiodtica, enquanto noésis refere-se aos processos cognitivos que
envolvem a compreensao conceitual de um objeto. Duval (2009) argumenta que a noésis nao
ocorre sem a semiosis, ja que é a semiosis que estabelece as condigoes que possibilitam e
influenciam o exercicio do pensamento.

Nos estudos de Duval as representacoes sao categorizadas em trés tipos distintos: men-
tal, computacional e semidtica. Estas categorias se distinguem principalmente pela sua
consciéncia e pela sua natureza externa ou interna.

A representagao mental ocorre consciente e internamente. Nesse contexto, o individuo
reconhece e atribui significados proprios a um objeto, gerando “imagens mentais” que podem

ser evocadas sem um referencial perceptivel. Esse processo de transicao, do desconhecimento
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inicial para o entendimento, é denominado objetificacao. Dessa forma, a representacao mental
é dotada da funcao de objetificacao. Vale ressaltar que as “imagens mentais” e significados
sao oriundos do que foi apresentado, de aspectos sociais e pessoais.

A representacao computacional se caracteriza por ser interna, mas nao é consciente. Esse
tipo de representacao é comparado a operacao de uma maquina ou um algoritmo, assim, é
realizado de forma automatica. Dessa forma, ao contrario das representagoes conscientes,
nao sera evocado um objeto na sua auseéncia.

J& a representacao semiotica, por sua vez, é externa e consciente. Sua natureza ex-
terna implica uma capacidade inerente de comunicacao. Além disso, por ser consciente, a
representacao semiotica engaja os processos cognitivos na formacao de significado. Dessa
forma, estas nao apenas permitem a “visualizacao do objeto”, mas também estimulam a
atribuicao de significado a ele, contribuindo para a objetificacao. Entre as representacoes
semidticas, incluem-se as expressoes simbolicas, graficos, figuras, esquemas, bem como ex-
pressoes linguisticas, entre outras.

Explorando mais as representacoes semidticas e suas relacoes com as demais, Duval inves-
tiga a semiosis e identifica trés atividades cognitivas fundamentais associadas a ela: formacao,
tratamento e conversao.

A primeira atividade, que é a formacao de representacoes em um registro semiético es-
pecifico, envolve lidar com os signos e registros, seja interpretando-os, seja produzindo-os.
Esta atividade cognitiva implica em uma construgao ativa ou utilizagao de representacoes
mentais associadas aos conceitos matematicos pertinentes. E relevante notar que o0s signos
e registros podem ser variados, partindo da lingua materna, representacoes graficas, repre-
sentagoes simbdlicas, entre outros, todos seguindo um sistema semiotico estabelecido.

Em seguida, o tratamento emerge como uma atividade cognitiva dinamica que lida com
a transformacao das representacoes internas originadas pelos signos e registros identifica-
dos durante a formacao. Por exemplo, o calculo representa um tratamento interno, que se
desenvolve a partir da identificacdo dos simbolos (sejam letras ou algarismos).

Por tltimo, a conversao implica na transicao entre diferentes registros semiéticos, o que
implica em uma espécie de “tradugao” de um sistema semidtico para outro. Duval considera
essa atividade como a mais crucial, embora também seja a que apresenta maior dificuldade
para os alunos. Vale destacar que cada registro semidtico demanda tratamentos distintos.
No entanto, esses diferentes registros contribuem para compreender caracteristicas e comple-

mentar informagoes sobre os conceitos matemaéticos.
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3.3 Teoria de Van Hiele

A teoria de Van Hiele é derivada das investigagoes do casal Dina Van Hiele-Geldof (1911-
1958) e Pierre Van Hiele (1909 - 2010) a fim de encontrar as causas e suprir as dificuldades
de os alunos aprenderem Matematica, em especial, Geometria. Contudo, a maioria das
publicacgoes referente a teoria foi feita por Pierre, devido ao falecimento da esposa logo apds
a conclusao da tese de doutorado realizado em Universidade de Utrech, na Holanda, em 1957.

A teoria de Van Hiele, cuja caracteristica é investigar a aprendizagem de Geometria
do ponto de vista cognitivo, categoriza essa experiéncia em cinco niveis de pensamento.
A falha na aprendizagem é destacada a partir dessa categorizacao de forma hierarquica.
Entre as causas apontadas para o fracasso escolar em Geometria, destaca-se a organizacao
do curriculo com niveis de conteudo acima da capacidade compreensiva dos alunos. Além
disso, e de maneira subjacente a isso, a linguagem empregada pelo professor muitas vezes
nao é acessivel aos alunos, resultando na reproducao do conhecimento sem a capacidade de
realmente compreendé-lo e aplica-lo a diferentes situacoes.

Os cinco niveis de pensamento, voltados no caso para o pensamento geométrico, sao:

e Nivel 1 - Reconhecimento: Reconhecimento visual das figuras, sem apresentar de
fato conhecimento das suas propriedades. Basicamente o aluno reconhece um quadrado,
um triangulo ou outra forma geométrica, por achar parecido com a estrutura visual que

lhe foi apresentada;

e Nivel 2 - Analise: Reconhecimento de forma visual das propriedades e elementos
das figuras, porém o aluno ainda nao consegue estabelecer relagoes entre eles para
deduzir resultados formais sobre os objetos matematicos. Essas deducoes informais sao

resultados de observagoes e experimentagoes.

e Nivel 3 - Ordenacgao: Formulagao de conceitos abstratos a partir de deducoes in-
formais. Neste caso, o aluno consegue reconhecer nao sé propriedades, mas também
estabelecer relacoes entre elas, chegando a partir de relagoes logicas a formular conjec-
turas. Contudo, nao consegue reconhecer a Geometria a partir dos axiomas, teoremas

e demonstragoes;

e Nivel 4 - Deducao formal: Compreensao da Geometria a partir dos axiomas, de-
finigoes, teoremas e necessidade de demonstrar na Matematica, raciocinando assim de
modo formal. Assim, o aluno apresenta um raciocinio abstrato a respeito da Geometria,

no qual as dedugoes légicas se voltam a conjecturas que devem ser provadas;
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e Nivel 5 - Rigor: Reconhecimento de outras geometrias, partindo para uma analise

topoldgica, dessa forma, cabivel a profissionais da Matematica.

Segundo a Teoria de Van Hiele, o pensamento geométrico dos alunos segue uma estru-
tura de niveis hierdrquicos. A transicao entre esses niveis ocorre de maneira sequencial por
meio de situacoes didaticas elaboradas pelo professor. Além disso, é possivel observar certa
semelhanca desse modelo com a teoria cognitiva de Piaget, pois inicialmente parte de algo
concreto, no caso visual, até chegar a abstracao, o formal constituindo o nivel superior a ser
alcancado. No entanto, é importante destacar que a Teoria de Van Hiele nao categoriza nem

correlaciona o desenvolvimento cognitivo com a idade.
3.4 Image Schemata de Dorfler

A Image Schemata de Dorfler, cuja traducao pode ser feita pelo termo esquemas de
imagens, congrega com a Image Schemata de Johnson e Lakoff. Enquanto estes a direcionam
para a aquisi¢ao linguistica, Dorfler analisa em relagao a Matematica.

O termo “esquema de imagem” refere-se a construcao do pensamento por meio da atri-
buicao de significado derivado de representacoes, interpretagoes, projecoes ou transformagoes
de estruturas pictoricas, figurativas, concretas, geométricas etc. Além disso, o aprendizado
de um individuo ocorre durante a construgao de significado, em que esse significado se mani-
festa como imagens mentais proprias do individuo, as quais se aproximam do real ou do que
é socialmente estabelecido como correto.

Um exemplo linguistico, ilustrado na figura 3.1, fornecido por Lakoff é o uso da palavra
“over” (“sobre”).

No contexto apresentado, é importante destacar que os desenhos acima nao constituem
efetivamente os “esquemas de imagem”, mas, sim, ilustram as representagoes de significados
cabiveis a palavra sobre. Contudo, estes possibilitam uma melhor racionalizagao do termo
e contribuem para que o individuo construa significado de forma coerente. Vale acrescentar
que geralmente ao se explicar o termo “sobre” se utiliza gestos e elementos pictoricos para
Sua compreensao.

De forma andaloga ao que Lakoff propoe para a Linguistica, Dorfler sustenta que os con-
ceitos matematicos podem ser melhor compreendidos quando sao oferecidas representacoes
que vao além da linguagem formal, comumente encontrada nao apenas nos ensinamentos
dos professores, mas também nos livros didaticos. Embora as vérias representacoes con-
cretas e pictéricas voltadas para a Matematica sejam apenas modelos tangiveis, dado que
a Matematica em si lida com objetos abstratos, tais representagoes auxiliam os individuos

na construcao de significado e de seus “esquemas de imagem”. No entanto, é essencial que
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Figura 3.1 — Representacoes possiveis para a palavra over
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Fonte: Dorfler (2012, p. 127).

essas representacoes sejam complementadas por orientagoes dos professores e por interagoes
individuais e, sobretudo, sociais, para que possam contribuir de forma eficaz.

Ademais, Dorfler acrescenta que “uma image schemata é uma interagao cognitiva e/ou
perceptivel com/e manipulac¢ao de algum tipo de modelo de objeto semelhante, seja material,
um desenho ou apenas imaginado. Estes ultimos serao chamados de operadores”. Quando o
operador assume a forma de uma figura, objeto concreto ou desenho geométrico, ele classifica
os “esquemas de imagem” como figurativos, indicando também que muitos dos conceitos ma-
tematicos serao representados dessa forma. No entanto, essa representacao é complementada
pelos operativos, relacionais e simbdlicos, que enriquecem o raciocinio visual sobre o conceito
e acerca dele.

Sobre os quatro tipos de “esquemas de imagem”, tem-se

e Figurative Image Schemata (Figurativo): Neste caso, o portador é definivamente
figurativo; este apresenta caracteristicas, propriedades, relacoes etc. A exemplo disto,
temos os conceitos de figuras e formas geométricas, contudo nao se pode limitar apenas
as representagoes, é preciso iteragir socialmente e reformular as figuras e formas a fim

de compreender os conceitos. Ademais, relacionado a funcoes, tem-se concavidade,
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extremos, zero da funcao, periodicidade, monotonicidade etc.

e Operative Image Schemata (Operativo): Agora a construgao de “esquema de
imagem” se dara a partir da relagao portador e operacoes. E preciso agora nao so
ter uma representagao, mas construir significado ao operar sobre esta. A exemplo
disto tem-se o procedimento de marcar pontos até a construgao do grafico de fungoes
e posteriormente operacoes com esses graficos. Ademais, a construcao de tabelas e

fluxogramas, rotacoes, translagoes, ampliacao e reducao de objetos geométricos etc.

e Relational Image Schemata (Relacional): este procede parecido com o opera-
cional, mas destaca-se pelo estabelecimento de relacoes. A exemplo disto, tem-se a
construcao de uma circunferéncia, a construcao se da por um ponto fixo e a rotacao de
outro em relacao a este. Rotacoes e translacoes sao cabiveis a esse tipo de “esquema

de imagem”.

e Symbolic Image Schemata (Simbdlico): Basicamente o portador sdo as férmulas
algébricas e simbdlicas da Matemaéatica. Contudo, estes portadores simbdlicos devem
se relacionar com os figurativos, operativos e relacionais para contemplar melhor a

compreensao do que esta representado nessa linguagem simbdélica.

E interessante notar que na teoria da image schemata de Dorfler as representacoes visuais
dos conceitos, assim como a habilidade de operar e estabelecer relagoes com elas, complementa
o uso da linguagem formal, uma ideia oposta a teoria apresentada por Van Hiele, que colocava
esta ultima como superior. Além disso, hd uma valorizagao da interacao entre professor,
individuo e contexto social para que os conceitos matemaéaticos sejam aprendidos e validados.

Ademais, Saraiva (1992) nos diz a respeito de Dorfler que “a base de sua teoria assenta na
ideia de esquema de imagem que, para muitos dos conceitos matematicos, compreendera um
componente-figura complementada com componentes-operativos, relacionais e simbdlicos. A
componente-figura levard, muitas vezes, a uma representagao visual do conceito em causa,
enquanto que as componente operativas associadas capacitarao o raciocinio visual com e
acerca do conceito”.

Vale acrescentar que nessa perspectiva a liguagem formal nao é superior as demais repre-

sentacoes, mas sim uma forma complementar.
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4 POSSIBILIDADES DE UMA MATEMATICA MAIS PICTORICA

A BNCC (2018) no tocante a Matematica divide seus campos da Aritmética, Algebra,
Geometria, Estatistica e Probabilidade nas cinco seguintes unidades tematicas: Numeros,
Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e, por ultimo, Probabilidade e Estatistica. Adi-
ante serao apresentados alguns objetos de conhecimento da Matemética utilizando a Geo-
metria. Estruturalmente, sera seguida a reparticao feita pela BNCC, constituindo, destarte,

um material de facil consulta para professores que queiram se apropirar dessa abordagem.
4.1 Numeros

A unidade tematica Numeros abrange em sua maioria objetos mateméticos do campo
da Aritmética. Segundo a BNCC, define como ”A unidade tematica Numeros tem como
finalidade desenvolver o pensamento numeérico, que implica o conhecimento de maneiras de
quantificar atributos de objetos e de julgar e interpretar argumentos baseados em quantida-
des”, onde enfatiza a respeito dos registros, usos, significados e operacoes dos niimeros.

Nas propostas a seguir, serd explorado o significado numérico a partir de areas de retangulos
e quadrados. Assim, abordando usos e operacoes numéricas associados a elementos pictoricos
da Geometria.

Dentre os objetos matematicos e trabalhos explorados nesta sessao tém-se o minimo
multiplo comum de Cardoso e Gongalves (1996) e de Polezzi (2004), do méximo divisor
comum de Oliveira (1995) e de Polezzi (2004), e as fragoes prépridas de ? e de Oliveira
(2014).

4.1.1 Operagcoes com numeros naturais

E comum utilizar objetos e suas representacoes graficas para representar os nimeros
naturais, fazendo uma relacao de contagem nos niveis iniciais. Utilizando a Geometria,
pode-se fazer uso de quadrados de lados unitarios, cuja a area serd unitaria. Assim, podemos
obter essa relacao de contagem associando os nimeros aos quadrados de area unitaria, em
consequencia, formando figuras retangulares ou em até outros formatos cuja area ¢ um ntimero
natural.

As operacoes com ntumeros naturais podem ser representadas manipulando essas formas
geométricas:

e Adicao: Juntar os dois retangulos para formar outro retangulo ou outro poligono.

e Subtracao: Retirar do retangulo de area maior o retangulo de area menor. Pode-se

até fazer uso de pintar os quadrados a serem retirados.
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e Multiplicagao: Repetir o retangulo quantas vezes foi estabelecido. Depois, juntar

esses retangulos.

e Divisao: Repartir o retangulo em partes iguais. Pode-se até fazer uso de pintar os
quadrados. Ademais, nao é necessario serem repartidos em retangulos, poderia ser

outros poligonos.

Figura 4.1 — Operagoes com ntimeros naturais

Adicao " =

Subtracio i = =

Multiplicacio  4x| |=

Divisao oo

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.1.2 Multiplos e divisores de um numero natural

Os muiltiplos de um ntimero podem ser obtidos utilizando o mesmo método da multipli-
cacao explicitado anteriormente. Bem como os divisores podem ser obtidos reorganizanado os
quadrados unitarios em retangulos de dimensoes diferentes, consequentemente com a mesma
area.

Exemplo 4.1. Observe os retangulos a sequir, estes possuem dimensoes 1 por 12, 2 por 6 e

3 por 4 que diferem, mas possuem drea iqual a 12. Assim, os dividores de 12 sao 1, 2, 3, 4,
6el2.
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Figura 4.2 — Divisores de 12

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.1.3 Minimo Multiplo Comum (MMC)

Dados dois niimeros naturais m e n, considere um retangulo com essas medidas e subdivi-
dido em quadrados unitarios. Para ilustrar, considere retangulo ABC'D com o comprimento
de AB igual a n e o de BC' igual a m. Agora, desenhe linhas poligonais que coincidem com
as diagonais dos quadrados unitarios. Inicie do vértice A e prossiga até intersectar um lado
do retangulo. Dai, segue os seguintes passos repetidamente:

e Se a linha poligonal encontrar outro vértice do retangulo o processo encerra-se;

e (Caso contrario, inicia-se outra linha poligonal a partir do final da anterior, seguindo a

diagonal do quadrado unitario adjacente.

Ao final, a quantidade de diagonais tracadas dos quadrados unitarios serd o MMC.

Isso acontece porque sempre que uma linha poligonal finaliza no lado AB ou CD, a
quantidade de diagonais dos quadrados unitarios tracados é um niumero multiplo de m.
Analogamente, quando a linha poligonal finaliza no lado BC ou DA, a quantidade é multipla
de n. Por isso, quando finaliza em um vértice do retangulo encontra-se o multiplo comum de

m e n, neste caso, o menor multiplo comum.
Exemplo 4.2. FEncontre o MMC de 4 e 6 utilizando o método geométrico apresentado.

Passo 1. Desenhe o retangulo ABC'D de lados com comprimento 4 e 6. Trace a primeira

linha poligonal a partir do vértice A.
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Figura 4.3 - MMC de 4 e 6

A *B

D@ oC
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note que a quantidade de diagonais de quadrados unitarios tracadas é multipla de 4.
Passo 2. Trace a segunda linha poligonal a partir do final da linha poligonal anterior,
seguindo a diagonal do quadrado unitario adjacente. Repete este processo até encerrar, neste

caso, no vértice D.

Figura 4.4 - MMC de 4 ¢ 6

A B

D oC

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note que a quantidade de diagonais de quadrados unitarios tracadas depois da segunda
linha poligonal é multipla de 6, da terceira linha poligonal é miltipla de 4 e da ltima, por
terminar em um vértice do retangulo, é multipla de 4 e de 6. Assim, o MMC de 4 e 6 é 12.

Além do exemplo apresentado, no qual os nimeros possuem divisor em comum diferente
de um, podemos ter o caso no qual os numeros sado primos entre si e o caso em que um
nimero é multiplo do outro.

Quando dois nimeros sao primos entre si, o0 MMC sera simplesmente o produto deles.
Pelo método apresentado, todos os quadrados unitarios terao uma diagonal tragada. Um

exemplo disso pode ser visto na figura 4.5, que ilustra o MMC de 4 e 5.
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Figura 4.5 - MMC de 4 e 5

D C

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Por fim, no caso em que m é miltiplo de n, ou seja, existe um a € N tal que m = a - n,
a quantidade de linhas poligonais sera a, e o nimero de quadrados unitarios com diagonais
tragadas serd m. Como exemplo, a figura 4.6 ilustra o MMC de 2 e 4, mostrando duas linhas

poligonais e quatro quadrados unitarios com diagonais tragadas.

Figura 4.6 - MMC de 2 e 4

A B

) .

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.1.4 Mdximo Divisor Comum (MDC)

Para determinar o MDC na proposta a seguir serd utilizado o algoritmo de Euclides de
divisoes sucessivas, onde dados dois ntimeros inteiros a e b faz uso dos seguintes lemas

e Lema 1: Se a divide b, entao mdc(a,b) = a.
e Lema 2: Se a =b.q+7, com ¢ e r sao inteiros, entao mdc(a,b) = mdc(b,r).

Dados dois niimeros naturais a e b, considere um retangulo com essas dimensoes. Construa
quadrados com areas maximas para cobrir esse retangulo. O MDC serd a medida do lado do
menor quadrado.

A justificativa para este método resulta no MDC ¢é simples, pois segue o algoritmo de

Euclides. Considere, sem perda de generalizacao, a maior que b. Dai, os maiores quadrados
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que pode-se construir terao lado medindo b. Constréi-se o maximo de quadrados de lado
medindo b, denote esta quantidade de ¢;. Assim, a = ¢;.b+ 71 e resta cobrir um retangulo de
dimensao b por ry. Por seguinte, r; é menor que b. Consequentemente, os maiores quadrados
que podem ser contruidos sao de aresta medindo ry. De forma analoga, contréi-se o0 maximo
de quadrados de lado medindo 7; e obtemos b = ¢2.71 + 7. Repete-se este processo até o
n-ésimo r ser igual a zero.

Neste processo, tem-se mdc(a,b) = mdc(b,r1) = mdc(ry,re) =+ = mde(rp-2,7n-1) = Tn-1,
onde r, =0 e 7T, o= qnTn1+7"n =qnTn1, devido aos lemas 1 e 2. Portanto, pelo algoritmo
de Euclides, o MDC de a e b é r,_;.

Exemplo 4.3. Encontre o MDC' de 20 e 1/ utilizando o método geométrico apresentado.

Desenhe o retangulo de lados com comprimento 20 e 14. Depois, cubra com quadrados
de lado 14, obtendo 20 = 1.14 + 6. Por seguinte, cubra a area restante com quadrados de lado
6, resultando em 14 = 2.6+ 2. Por fim, cubra a area restante em quadrados de lado 2, no qual

6 = 3.2. Portanto, o MDC de 20 e 14 é 2. Segue a figura 4.7 ilustrando o procedimento.

Figura 4.7 — MDC de 20 e 14

20

14

Il
2 2

Fonte: https://www.atractor.pt/mat/mdcEuclides/Euclides/euclides.html

14 2

4.1.5 QOutra forma geométrica para o MDC e o MMC

Dados dois niimeros naturais a e b, considere um retangulo com essas dimensoes formado
por quadrados unitarios. Para ilustrar, considere o retangulo ABC'D com o comprimento
de AB igual a a e o de BC igual a b. Tragando a diagonal AC', marque os pontos em que

a diagonal passa por algum vértice dos quadrados unitarios. Tracando retas verticais, ou


https://www.atractor.pt/mat/mdcEuclides/Euclides/euclides.html

o7

também podendo ser horizontais, por esses pontos obtemos retangulos menores de mesma
area. A quantidade desses retangulos equivale ao mdc(m,n) e a area destes equivale ao
mme(m,n).

Figura 4.8 - MDC e MMC de 9 e 6

D i - C

A B
1
1 ]

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Para o exemplo acima (Figura 4.8), contréi-se um retangulo ABCD, com AB e BC
medindo 9 e 6, respectivamente. A partir dai ao tragar retas verticais pelos os pontos que
intersectam a diagonal DC' e os vértices dos quadrados unitarios forma-se trés retangulos de
drea igual a 18. Desse modo, o mdc(9,6) =3 e o mmc(9,6) = 18.

Tomando o retangulo ABCD, com AB e BC medindo a e b, repectivamente, e d =
mdc(a,b), existem u e v naturais primos entre si, tais que a = du e b = dv. Considerando

também o plano cartesiano, com A coincidindo com a origem, B com (0,a) e D com (b,0),

tem-se que a diagonal AC' coincide com a reta r:y = —x, com x € [0,a] e y € [0,b].
a

Figura 4.9 — MDC e MMC utilizando um retangulo e pontos inteiros na diagonal

C
bQD y:hx

0
*Tw

A

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Os pontos da diagonal AC que intersectam os vértices dos quadrados unitarios, nesse
plano cartesiano, sera os pontos pertencentes a reta r com coordenadas inteiras. Dessa

maneira, supondo (p,q) pontos da diagonal com as coordenadas inteiras, tem-se
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du u
q=—p=—-DP=—p = qU=Up.
a dv v
Mas mde(u,v) = 1, entao v|p e u|g. Donde segue que existem inteiros r e s, tais que vr = p

e us = ¢. Substituindo na equacao anterior, obtem-se

(us)v=u.(vr) = s=r.

Assim, vr = p e ur = g com 0 < r < d. Consequentemente os pontos da diagonal com
as coordenadas inteiras serao (0,0), (u,v), (2u,2v),-, (du,dv) = (a,b). A partir desses d +
1 pontos a diagonal AC serd dividida em d partes iguais. Ao tragar linhas verticais, ou
horizontais, a partir desses pontos obtém-se d retangulos menores de mesma &rea.

Por seguinte, sendo m a area desses retangulos, entao d.m = a.b. Pela propriedade que

mdc(a,b).mmec(a,b) = a.b, entdao a drea m desses retangulos equivale ao mmec(a,b).

4.1.6 Fracoes proprias, sequéncia de Farey e circulos de Ford

Os numeros racionais sao caracterizados pelas razoes entre nimeros inteiros. Eles também
podem ser representados tanto por numeros decimais finitos quanto por decimais infinitos,
neste tltimo caso, na forma de uma dizima periédica. Para um ntimero racional 3, onde a e
b sao inteiros e b é diferente de zero, a é denominado numerador e b é o denominador.

Quando o numerador é menor que o denominador, nomea-se essa fracao de propria, caso
contrario, de impropria. Além disso, é sempre possivel representar uma fragdo por outra
equivalente denominada irredutivel, na qual o numerador e o denominador sao primos entre
si, ou seja, 0 maximo divisor comum entre eles é igual a um.

4.1.6.1 Sequéncia de Farey

Partindo do universo das das fragoes préprias e irredutiveis no intervalo [0, 1] define-se a
sequéncia de Farey F, onde o n-ésimo termo constitui-se de uma sequéncia crescente dessas
fracoes com o denominador menou ou igual a n.

Assim, tem-se

Fi= {37}
Fy={1.5:7)



59

0
1

3
F5:{— g

»-bloo
OTIr-lk
[

1112132 4
'57473'572757 3 ’

Outra forma de definir a sequéncia de Farey ¢é utilizando fragoes mediantes e recursividade.
Sera utilizado esse método a fim de estabelecer uma linha de raciocinio mais intuitiva e com
demonstragoes mais simples.

Desta forma, dada a sequéncia I} de Farey, isto é, Fi = {%, %}, as proximas sequéncias
F, ;1 de Farey sao formadas pelas fracoes de F, e pelas fracoes mediantes, cujo denominador
seja menor ou igual a n + 1, originadas pelas fragoes consecutivas de Fj,.

Fragoes mediantes sao fragoes cuja o numerador e denominador sao a soma dos numera-

dores e a soma dos denominadores, respectivamente, de outras duas. Isto é, dadas as fragoes

CL+C
b+d

Assim a sequéncia de Farey se caracteriza como recursiva porque os novos termos que

C

irredutiveis § e ¢, com a, b, c e d inteiros positivos, define-se a fragdo mediante de 7 e 3.

aparecem na sequencia F,.; dependem dos termos da Fj,, onde esses termos sao fragoes
mediantes originadas dos termos consecutivos de F;, que possuem denominador menor que

ou igual a n + 1. Para ilustrar, segue a construcao de Fy a partir de Fj na figura .

Figura 4.10 — Construcao da sequéncia Fy de Farey a partir da Fy

es mediantes

Como o denominador das fragbes deve ser menor ou igual a n, ée ; ndo serdo utilizadas

Fonte: Azevedo (2021, p. 29).

Devido a deﬁnigéo, uma fragao mediante estd sempre entre as fragoes que a originam, isto

4L atc

c = < :
é, 775 esta entre ¢ e §. A demonstragao esta a seguir.
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Supondo, sem perda de generalidade, 0 < ¢ < 5. Ora,

ct+a

ad+ab  bc+ab a(b+d)<b(c+a)
b+

b(b+d) “bb+d)  bb+d) " b(b+d)

a
<—-—©oad<bce <:>3<

Sal S
ala
ISH

a ¢ ad+cd  bc+cd dla+c) c(b+d) a+c ¢

g8 d<b -
b a7 T v d) Sd(b+d) T d(b+d) S dbrd) b+d d

Portanto,
a c+a c

D b+dd

Outro resultado interessante ¢ que a diferenca entre dois termos consecutivos ¢ e 5 de

qualquer sequéncia de Farey é ip ou melhor, bc — ad = 1. Isto serd feito por inducao a partir

de p(n) :bc —ad = 1 e supondo, sem perda de generalidade, ¢ < 5 .

Ora, para o caso inicial onde Fy = {2, 1} tem-se p(1) verdadeira, pois 1.1 -0.1 = 1.
Agora, supondo p(n) verdadeiro para um n natural qualquer, tome £ e ¥ termos conse-
Yy z
cutivos da sequencia F), ., com f <2
Caso os denominadores y e z sejam menores que ou igual a n, entao o resultado é imediato
devido a hipdtese de inducao. Caso contrario, entao y =n+1 ou z =n+ 1. Considerando y =

n+1, tem-se que % nao é termo de F;,, porém ¢ fracao mediante de dois termos consecutivos,

T _ cta
y  b+d”
Percebe-se que nao é cabivel para y =n+ 1 ter z =n + 1, pois como % < 2, terfamos por

a C 3 a x (&
7 e < de I, Ass1m,3<§<3e

estas serem consecutivas que § < % <2 <% Dai, se z=n+1, entao 7 seria também fragao

mediante de £ e £, implicando em £ =% um absurdo. Logo, pode-se concluir que £ = <.
b d’ Y z) ) z d

a w

Assim, ¥ ¢ fracao mediante de § e £ e ¢ = wta

T oz+b

% Consequentemente, por hipdtese de

inducao, tem-se bw —az = 1. Donde segue
wy-zz=w(z+b)-z(w+a)=wz+bw-zw-az=bw-az=1.

Caso parti-se de z = n + 1 o raciocinio seria andlogo. Portanto, p(n) : bc —ad = 1 é

verdadeira para todo n natural.

4.1.6.2  Clrculos de Ford

Os circulos de Ford foram apresentados pela primeira vez como uma interpretacao geométrica
da sequéncia de Farey, no artigo Fractions de Lester Randolph Ford, publicado em 1938. Para

tal construcgao, parte-se de duas circunferéncias C; e Cs, de raios 1 e 1o medindo 3 e centros

1 1 . . .
(0, 5) e (1, 5), respectivamente. E notério que ambas circunferéncias sao tangentes ao eixo

x, além de entre si.
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Figura 4.11 — Circulos de Ford
C
C‘I 2

05® @

0.5 0 0.5 1 1.5

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Em seguida, deseja-se construir uma terceira circunferéncia C3 de raio r3 tangente a (',
Cs e ao eixo x. Por questoes de simetria, é notorio que o centro de C5 terd abscissa igual a
1

5 ® tangenciara o eixo x em (5, 0).
Figura 4.12 — Circulos de Ford

Co

1+ 73

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Tomando o triangulo retangulo formado pelos centros de C; e de C5 junto com a intersecao
do eixo y com a reta paralela ao eixo x que passa pelo centro de C5 e aplicando o Teorema

de Pitagoras, obtem-se

(7’1+7’3)2:(7”1—7’3)2+(%—0)2

1

— 47"1.7“3 = Z_l

1 1 11
Como ry = 3 resulta em r3 = 3 Logo, o centro de Cj3 é (5, §) Nota-se que as abscissas

dos circulos de Ford equivalem a sequéncia Fy de Farey.
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Os préximos circulos de Ford serao construidos tangenciando os demais e o eixo x, contudo
serd que os pontos de tangéncia com o eixo x seguira a sequéncia de Farey?
Para avaliar a consisténcia desse padrao, sera considerado que os circulos de Ford cuja a

. . . . .. , . . 1
intersecao com o eixo x seja a fracao irredutivel T possui raio medindo —

2k2
Figura 4.13 — Circulos de Ford

1
202 2d?

SRS
&

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

, , . . . a
Dai, supondo C” e C" circulos de ford tangentes entre si e intersectam o eixo x em — e

& . . .. . ~

7 respectivamente, sendo estas irredutiveis. Logo, seus raios serao r’ = o © r’ = DY Sem

. a c

perda de generalidade, toma-se — < —.
Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo formado pelos centros de C’ e

C", e pela intereseccao das retas paralelas aos eixos que passam pelos centros dessas cirun-
feréncias, obtém-se

/ 1IN2 _ (o 11\2 2_92
(r"+r") =(r"=1r") +(d b)

o 1 1 c a 1 cb—-ad
= 4dr'r :4@ﬁ:(8_5)2 = b2d2:( 7 )? = (cb-ad)*=1.

Donde segue que cb—ad =1, ja que a8

Desse resultado, pode-se concluir também que
cb-—ad=1 = cb+cd-cd-ad=1 = c¢(b+d)-d(a+c)=1

implicando em b+ d e a + ¢ serem primos entre si.
Agora, construindo-se a circunferéncia C'”’, de raio r’”, tangente a C" e C" e ao eixo x em

a, temos de forma andloga ao procedimento anterior pelo Teorema de Pitagoras que
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(2—04)2.

a
Ap'p! = (2 _ Ay =
r'r (b a)? e 4r
Dai,
47"(2 ~a)?= 47‘"(% -a)?
a2

(7“——1" )+2a(r"%—r'§)+a2(r’—r”):0,

Caso r" = " recai no caso inicial utilizado incialmente para falar dos circulos de Ford.

Supondo r’ £ r" segue

et la de a1 1
202 d?2  2d? b? 202 202d 202 2d2
?—-a? ab—cd o, d?—1?
e e ) T (GEE) =0
c? —a? ab-cd
— d2—62+ (d2 ) a?=0.
Ora,
c-a c+a c*-a?
d-b'd+b d%-b?
e

c—a c+a ab+ad—cb—cd+ab—ad+cb—cd_ ab-cd

d—b d+b d? - b2 T2
Portant _c-a c+a
ortanto, a_ad_bouj_d“Lg )
Para a = ——, temos — < —, um absurdo. Pois ao calcular a fracao mediante de

d-b’ bd—b d’

c—-a c - . . , .
0 e de 7 resulta em —, logo a fracao mediante nao esta entre as que a origina.

c+a
Portanto, o = e
Sabendo o valor de « resta calcular o valor de .

Ora,

" 2

4’y = (% -a)
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da - be
a a a+c 2
. G G Gera) @e-eerr
> T = = = = _— = ,
4! s 2 b2(b+d)2 2 2(b+d)?
202 b2

pois cb—ad =1.

Figura 4.14 — Circulos de Ford relacionados a sequéncia Fy de Farey

Fonte: Azevedo (2021, p. 33).

Assim, temos que os circulos de Ford sao uma interpretacao geométrica das sequéncias

de Farey, no caso, das fracoes proprias.

4.1.7 Fracoes

Em relagao ao ensino de fragoes é comumente introduzido com figuras de pizza e barra de
chocolate e, em seguida, utilizado poligonos divididos em partes iguais onde essa quantidade
total de partes representa o demoninador e a quantidade de partes pintadas o numerador.
Porém essa representacao geométrica é deixada de lado ao tratar das operagoes, salvo em
raros casos em que o livro didatico traz a adicao e subtragao de fragdes com denominadores
iguais ou um multiplo do outro.

4.1.7.1 Adicao e subtragao de fragoes

Em relagao a adigao e subtracao de fragoes as técnicas envolvidas para realizar estas
operacoes serao parecidas, diferindo apenas no sentido de acrescentar para a adicao e de
retirada para a subtracao. Lembrando que para este método, em ambos os casos, o resultado
deverd ser um nimero positivo.

A partir dos seguintes exemplos, veja como funciona a soma de fragoes utilizando area
de retangulos. O interessante de utilizar esta representagao é o fato de os elementos a serem

somados possuirem a mesmas dimensoes.
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e Mesmo denominador: Nesse caso, pode-se utilizar retangulos com mesmas dimensoes
repartidos em partes iguais ao do denominador das fragoes e as partes pintadas refe-

rentes aos numeradores.

Figura 4.15 — Adicao de % com }l

T 11+ O011]- 00111

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Caso a soma dos numeradores exceda a quantidade do denominador, basta repetir a

figura quantas vezes necessaria para colorir a quantidade referente ao numerador.

>

Figura 4.16 — Adi¢ao de 2 com

AN NN NN

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

e Denominadores primos entre si: Sejam § com §, com a,b,c e d numeros natu-

rais com mdc(b,d) = 1. Nesse caso, é interessante utilizar retangulos com mesmas
dimenssoes onde um estara dividido em b linhas com a linhas pintadas e outro estara
dividido em d colunas com ¢ colunas pintadas. Posteriormente, divide o primeiro em d
colunas e o segundo em b linhas, obtendo representagoes de fracoes equivalentes agora

de mesmo denominador. Por fim, procede a soma feita com denominadores iguais.

win

Figura 4.17 — Adi¢ao de 1 com

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
¢ Denominadores que nao sejam primos entre si: Sejam 3 com 3, com a,b,c e d
nimeros naturais com mde(b,d) # 1. Primeiramente, utilizar retangulos com mesmas
dimensoes onde um estara dividido em b linhas com a linhas pintadas e outro estara
dividido em d colunas com c¢ colunas pintadas. Em seguida, divide o primeiro em

mmec(b,d)/b colunas e o segundo em mme(b,d)/d linhas, obtendo representagoes de
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fragoes equivalentes agora de mesmo denominador. Por fim, procede a soma feita com

denominadores iguais.

1

Figura 4.18 — Adi¢ao de 2 com 3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.1.7.2  Multiplicacao e divisao de fragoes

Em relagao a multiplicacao e divisao de fragoes sera apresentado apenas a multiplicagao,
pois a divisao de fragoes é realizada a partir de uma multiplicagao. No tocante a multiplicacao
pode-se analisar em dois casos, um envolvendo apenas fragoes proprias e outro onde aparece
fracoes improprias.

a c
b d’
nimeros naturais e a < b e ¢ < d. Para efetuar a multiplicacao dessas fracoes utiliza-se

e Multiplicacao apenas com fragoes proprias: Sejam % com com a,b,c e d

um retangulo dividido em b linhas, com a linhas pintadas, e em d colunas, com ¢ colunas
pintadas. O resultado da multiplicacao destas é a razao entre a quantidade de partes

ao qual o retangulo formado pela interse¢ao das duas cores foi subdivido sobre o total

de partes a qual o retangulo inicial foi repartido, isto ¢, 7.

4

Figura 4.19 — Multiplicagao de % com

4

5

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Observe que a figura 4.19 representa o multiplicagao de % com %, onde

b
N

8

515

Wl o
Ol W~
&l
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Multiplicagao envolvendo fracoes impréprias: Utilizando uma ideia distributiva,

considere § e §, com a,b,c e d niimeros naturais e a =bx +a’ e c=dy+c’, onde z e y
sao naturais. Assim,

ac br+a, dy+c ya' a'c bd cb a'd d.c
pa- Ty ) (247 )(y+ ) xy+(1+'b od T Yed T 0d TV d T o

A representacao geométrica segue de forma similar ao de fragdes préprias, mas fazendo

uso de mais retangulos. Observe o exemplo a seguir:

Figura 4.20 — Multiplicacao de % com g

5
2

W

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Observe na figura 4.20 que a multiplicagao serd dada por

4 5 1 1
—e—=(1+=2)-(2+ =
Ll 2 )
2 3 3 2
_9.0,1.3,5.2.1
6 6 6 6
123 4 1
+_ — —
"6 6 6 6
2

=5
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4.1.8 Radiciacao - Raiz quadrada

No Ensino Fundamental, a radiciacao é apresentada como operacao inversa da potenciagao
e feitos exemplos de raiz quadradas e ctbicas. Em relagao a isso, pode-se associar a raiz
quadrada de um numero a aresta de um quadrado de area equivalente a este. J& a raiz

cubica de um nimero a aresta de um ctibo de volume equivalente a este.

Figura 4.21 — Raiz quadrada e ctibica

va

\3/5

Va va

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Posteriormente, ao se tratar de niuimeros reais é utilizado raizes quadradas nao exatas
para exemplificar niimeros irracionais. Nesse sentido, é utilizado o Teorema de Pitagoras e

triangulos retangulos para fazer a localizacao desses niimeros na reta numérica.

Figura 4.22 — Raiz quadrada na reta real utilizando o Teorema de Pitagoras

-3 -2 -1 0 1 V2 3 2 3 4 -

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Em relacao a raiz quadrada pode-se implementar outra representagao geométrica explo-

rando uma das relagoes métricas do triangulo retangulo.

Figura 4.23 — Raiz quadrada na reta real utilizando relacao métrica no triangulo retangulo

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Na figura 4.23, tem-se um triangulo retangulo inscrito em uma semicircunferéncia, com a
hipotenusa igual ao diametro. Considerando que x é a altura em relacao a hipotenusa, pela

semelhanca de triangulos retangulos, temos a relagao:

a Z
_:I :>x2:a/:>x:\/a
T
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4.2 Algebra

A unidade temaética Algebra tende a estimular o pensamento algébrico, pensamento esse
que, segundo a BNCC, ”é essencial para utilizar modelos matematicos na compreensao, repre-
sentacao e analise de relacoes quantitivas de grandezas e, também, de situagoes e estruturas
matematicas, fazendo uso de letras e outros simbolos”. Ademais, acrescenta a importancia
de 7criar, interpretar e transitar entre as diversas representacoes graficas e simbdlicas”.
Dessa forma, associar expressoes algébricas com representacoes geométricas ¢ estimulado

pela BNCC.

4.2.1 Equacgoes quadrdticas

O método que sera apresentado aqui é o de completar quadrados de Al-Khwarizmi. Como
nao havia linguagem algébrica na época, o método para resolver certos tipos de equagoes
quadraticas se dava por seguir certas regras e a justificativa para tal era dada geometrica-
mente, como dito no primeiro capitulo. As regras estabelecidas por Al-Khwarizmi se aproxima
a férmula de resolucao para equacao quadratica utilizada nos dias de hoje, porém devido a
se tratar de quantidades ou grandezas se limitava ao uso de niimeros positivos.

O procedimento resolve a equacao quadratica do tipo z? + bx = ¢, com b e ¢ nimeros
positivos. O procedimento se da seguindo as linhas da tabela da figura 4.1, onde Jidhr era a

quantidade b e Adad era a quantidade c.

Tabela 4.1 — Resolucao de equagao quadratica de Al-Khwarizmi

Operacoes correspondentes em
linguagem moderna, para uma

Solugao dada por al-Khwarizmi - .. . 9
equacgao genérica do tipo ax?+bx +

c=0
Tome a metade da quantidade de jidhr. g
Multiplique esta quantidade por si ( b )2
mesma. 2
Some no resultado os adad. (g)2 +c
Extraia a raiz quadrada do resultado. \/ (% e

Subtraia deste resultado a metade dos 2
Jidhr, encontrando a solucao. (5) 2
Fonte: Roque (2012, p. 252).
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De forma geométrica, constréi-se um quadradro de drea z? e dois retangulos de dimensoes
g por x. Por seguinte, justapoe os lados medindo x dos retangulos a dois lados consecutivos

do quadrado. Assim, para completar o quadrado de lado g + x precisara de um quadrado de

lado 2, isto é, (3 +x)2 =122 +bx + (£)? =c+ ()2 Portanto, a solugao serd \/c+ (2)2- 2.

Figura 4.24 — Resolugao geométrica de equagao quadratica de Al-Khwarizmi

a‘:b b mb b b b b mb (2)2
2 Zlem| = — |z= _ A
- :13‘2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
x £ € £&r af;2 wg £Zr :Bz wg
T b x b
2 2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
Veja o procedimento para resolver a equacao x? +4x —5 =0, isto é, 22 +4x = 5.

Figura 4.25 — Resolucao geométrica da equacao x? + 4x = 5 pelo método de Al-Khwarizmi

2 2x 2 2x 4 2+ x
T2 2 x|x? 2z
€ 2 € 2 2+ x

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Assim, como (2+x)2=5+4=9=232 entdo 2+x =3, isto é, x = 1.

4.2.1.1 Outra forma de completar o quadrado

Alguns trabalhos apresentam a forma geometrica de completar quadrado de Al-Khwarizmi
construindo um quadradro de area x e quatro retangulos de dimensodes ;ﬁ por z. Por seguinte,
justapoe os lados medindo = dos retangulos aos quatro lados do quadrado. Assim, para
completar o quadrado de lado 2% + x precisara de quatro quadrados de lado g. O resultado
se obtém analogamente ao anterior.

Vejamos o procedimento para resolver a equagao x2? + 10z — 39 = 0, ou seja, x? + 10x = 39.
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Figura 4.26 — Resolucao geométrica da equacao z? + 10z = 39 pelo método de Al-Khwarizmi

Ln5 & 25 2,5 x 2,5
1 1
2,5 2,5 | 2,5z | 2,5 2,5 | 2,8 25 | 2.5
| 1
2,5
10 x | 25z 2 2.5z x 2° 4 10z = 39 r
2,5
T z? 25 1 I
h 2,5 | 2,5z 25 2,5| 25 28 | 95
axr I - : ___________ 1
2,5 T 2,5 2,5 T 2,5

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Assim, como (2,5+2,5+x)? =39+4.(2,5)%2 =39+ 25 =64 = 82, entdo 5+ x = 8, isto é,

T = 3.

4.2.2 Produtos notdveis

Produtos notaveis sao identidades algébricas bem recorrentes na matematica, por isso
possuem nomes especificos e é objeto de conhecimento do curriculo de matematica no Ensino
Basico. Dentre eles, os principais sao com dois termos, nomeados de quadrado da soma,
o quadrado da diferenca e o produto da soma pela diferenga, mas é possivel encontrar em
alguns livros o quadrado da soma de trés termos, o cubo da soma de dois termos e o cubo
da diferenca de trés termos.
4.2.2.1 Quadrado da soma

Por meio das propriedades comutativa e associativa da adigao e multiplicagao de niimeros
reais obtem-se que (a +b)? = a? + 2ab + b?, para a e b reais. Contudo, pelo viés geométrico é
possivel compreender visualmente, através de areas de retangulos, essa identidade algébrica

e as manipulagoes algébricas no processo.
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Figura 4.27 — Interpretacao geométrica do quadrado da soma

a , b
a a’ ab
b ab b?

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O quadrado da soma pode ser interpretado como a area de uma quadrado de lado medindo
a+b. Dessa forma, a drea desse quadrado serd (a +b)? e isto é composto de dois retangulos

de drea ab, um quadrado de area a? e outro de area b?, como pode-se observar em figura 4.27.

4.2.2.2  Quadrado da diferenca

No caso do quadrado da diferenca parte-se de um quadrado de lado medindo a, depois
decompoe este em dois retangulos de area b(a — b), um quadrado de area (a —b)? e outro
de drea b?, como na figura 4.28. A partir de uma outra interpretacao geométrica de dreas,
obtem-se que a? = (a—b)%+ (ab—b?) + (ab-b?) + b2, isto é, a® = (a—b)? + 2ab - b2, concluindo

o quadrado da diferenca, (a —b)? = a? - 2ab + b

Figura 4.28 — Interpretagao geométrica do quadrado da diferenga

a . a
b b
(a — b}2 b(a — b) (a — b)z ab — b*
(18 (13
b|| b(a—0b) b2 bl|  ab-—b* b2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

E possivel verificar geometricamente que o retangulo de drea b(a — b) possui area ab — b2,
ja que a area do retangulo de lado a—b por b é equivalente a area do retangulo a por b menos

o quadrado de drea b? (Figura 4.29).
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Figura 4.29 — Interpretacao geométrica do quadrado da soma

—b b
b(a — b) ab — b*

(4 a
bli g2 ! b1 p2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.2.2.8  Produto da soma pela diferenca

A partir de um quadrado de lado medindo a, retira-se um quadrado de lado medindo
b, logo a area desta figura é a? — b?. Pela figura 4.30, temos que essa area equivale a um
quadrado de lado a e dois retangulos de lados a — b por b. Rearranjando esses retangulos ao
lado do quadrado de lado medindo a, obtém-se o retangulo de lados a—b por a+b, concluindo
que a® -b% = (a-b)(a+0).

Figura 4.30 — Interpretagao geométrica do produto da soma pela diferenca

a a
a a® —b? a E
1 |
| p2 1 |b b
| ]
) IS [ — !
b b
a b
a+b
a a—b

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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4.2.2.4  Qutros produtos notdveis

A interpretagao geométrica do quadrado da soma de trés termos ou mais pode ser obtido
com raciocinio analogo o quadrado da soma, partindo de um qradrado de lado medindo a
soma dos termos.

Em relacao a soma do cubo também utiliza-se um raciocinio analogo ao quadrado da
soma, porém a figura agora é um cubo de lado medindo a soma dos termos. Nesse caso, os
termos algébricos nao tratam de dreas, mas sim de volume de paralepipedos e cubos (Figura
4.31).

Figura 4.31 — Interpretacao geométrica do cubo da soma

X2y

a3

Fonte: https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=14

4.2.3 Equacgoes e Inequacoes modulares

A definicao de mddulo ou valor absoludo de um nimero dado é atrelado ao conceito
de distancia na reta numérica desse nimero até o zero, porém ao passar para equagoes e
inequacoes modulares ha um tratamento apenas algébrico. Contudo estes também podem

ser explorados a partir da interpretacao geométrica de distania na reta numérica.

Figura 4.32 — Interpretacao geométrica para o médulo ou valor absoluto de a, com a € R*

€

p—>
a

-0 +

la| = d(a,0) =a

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Figura 4.33 — Interpretacao geométrica para o modulo ou valor absoluto de a, com a € R~

)
N

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Dada a equacao modular |z — a| = b, pode-se ser visto como determinar qual niimero esta
a uma distancia b de a na reta numérica. Dessa forma, basta tracar uma circunferéncia de

centro em a e raio b na reta numérica, determinando as solugdes 2’ e z” (Figura 4.34).

Figura 4.34 — Interpretagdo geométrica para |t —a|=b

M
T X ==
=0 4

b b

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Caso seja a inequagao |z —a| < b, entdo deseja-se encontrar um nimero que cuja distancia

de a seja menor que b, logo esse valor estara entre z’ e z” (Figura 4.35).
Figura 4.35 — Interpretagao geométrica para |r —a| < b

- -
— -y

M
T X
L s -
h 4

a

b b

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.



77

Caso seja a inequagao |z —a| > b, entao deseja-se encontrar um nimero que cuja distancia

de a seja maior que b, logo esse valor estard entre (—oo,z’) ou (z”,+00) (Figura 4.36).

Figura 4.36 — Interpretagdo geométrica para |x —a| > b

-y
-
-

L]
|
1
a xll

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Ja em relagdo a equacao modular |z —a| = |z - b|, quer se deternimar o valor que equidista

de a e b na reta numérica. Assim, basta determinar o ponto médio entre a e b na reta
numérica, determinando a solucao = (Figura 4.37).

Figura 4.37 — Interpretagao geométrica para |z —a| = |z — 0|

(a+b)
72 =x

M

a

W

b

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Se for a inequagao modular |x—a| < |x—b|, entao quer se deternimar o valor cuja a distancia
de x até a seja menor que a distancia de x até b. Logo, serd qualquer nimero que esteja a

esquerda do ponto médio de a e b na reta numérica (Figura 4.38). Caso seja |z —a| > |z - b,

o raciocinio é analogo e a solucao serda qualquer niimero que esteja a direita do ponto médio
de a e b na reta numérica.

Figura 4.38 — Interpretacao geométrica para |x —a| < |z — b

(a+b)
2

N

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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4.3 Geometria

A unidade tematica de Geometria favorece o pensamento geométrico, onde desenvolvem-
se as ideias fundamentais da matematica de construcao, representacao e interdependéncia
dos objetos geométricos. A BNCC destaca que ”a Geometria nao pode ficar reduzida a mera
aplicacao de férmulas de célculo de area e de volume, nem a aplicagdes numéricas imediatas de
teoremas sobre relagoes de proporcionalidade em situagoes relativas a feixes de retas paralelas
cortadas por retas secantes ou ao Teorema de Pitagoras”. Dessa forma, é apresentada a seguir
uma possibilidade mais geométrica ao se trabalhar o Teorema de Pitagoras, fugindo assim de
se limitar apenas a aplicacao dessas férmulas. Ademais, a utilizacdo de provas sem palavras,

que faz uso de manipulagao de objetos geométricos para provar relagoes.

4.3.1 Teorema de Pitdagoras

As demontracoes a seguir do famoso Teorema de Pitagoras foram selecionadas, do trabalho
de Silva (2014), devido a seu teor geométrico, onde se faz recurso de preservagao de areas de

poligonos como o retangulo e o triangulo, nao sendo necessario recorrer a elementos algébricos

na demonstracao.

4.3.1.1 Solugao de Lecchio (1753)

Dado o triangulo retangulo ABC, com o dngulo ABC medindo 90°. Construa os quadrados

ABDE, BCFG e ACIH sob os respectivos lados AB, BC' e AC do triangulo ABC.

Figura 4.39 — Demonstragao geométrica do Teorema de Pitagoras de Lecchio (1753)

-

1 . .
1 I K 1
1 I -7 I
| 'D PR \\ [
I I d I A
LM L I \*M
v G ! v G
[ I 1
1 I
E I B I
’ 1 I
F | I I F
1 f I
» 1 | | \
N |
Cc A C
] H, i 1
] 1 ] [ ] 1 1 I
Passo 1 Passo 2 Passo 3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Trace uma perpendicular ao segmento HI que passe por B. Chame a intersecao desta
com HI de J e com AC de N. Por seguinte, prolongue ED e F'G intersectando a reta B.J
em K. Prolongue também AH intersectando EK em L e IC intersectando KG em M.

Por construcao, AB é paralelo a LK, bem como AL a BK. Assim, a area do quadrado
ABDE é equivalente a area do paralelogramo ABKL. Analogamente, BCFG possui a
mesma area de BOMK.

Ademais, devido ao paralelismo nas construcoes realizadas, BG possui a mesma medida
de BC, KG a mesma medida de AB e BG é perpendicular a KG. Por congruéncia lado,
angulo e lado, temos que BGK é congruente a C' BA. Portanto, KB e AC' possuem a mesma
medida.

Novamente devido ao paralelimo nas contrucoes e KB = AC = NJ resulta que ANJH e

NCJO possuem areas equivalnete a LKNA e KMC B, respectivamente. Assim, validando

o Teorema de Pitédgoras.
4.3.1.2  Solugao cldssica de Fuclides

Figura 4.40 — Demonstracao geométrica do Teorema de Pitdgoras de Euclides

D

| |
: :
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1
1
1
]
E B
)

4
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I
1
|
I
]
1
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1

J

Passo 1 Passo 2 Passo 3 Passo 4

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Dado o triangulo retangulo ABC, com o angulo ABC medindo 90°. Construa os quadrados

ABDE, BCFG e ACIH sob os respectivos lados AB, BC' e AC' do triangulo ABC (Figura
4.40).

Trace uma perpendicular ao segmento HI que passe por B. Chame a intersecao desta
com HI de J e com AC de K. Agora, perceba que por EA ser paralelo a DC, entao o
triangulo FAB e EAC possuem a mesma area (Passo 2).

Por seguinte, FA = AB, AC = AH e EAC = BAH garantem, por congruéncia, que FAC

e BAH possuem a mesma area (Passo 3).
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Por fim, devido a BJ ser paralela a AH temos que BAH e JAH possuem a mesma area
(Passo 4), isto é, a metade da area do quadrado cujo o lado tem a mesma medida do cateto
AB equivale a metade area quadrado cujo o lado tem medida igual ao da hipotenusa AC.
De forma andloga, obtemos que o triangulo BCF' equivale a metade da area do retangulo

CKJI. Assim, podemos concluir o Teorema de Pitagoras.

4.3.1.3 FEzxtensoes do Teorema de Pitdgoras

Além de se verificar para area de quadrados sobre os lados de um triangulo retangulo,
pode-se verificar essa relagao de area para outros poligonos, entre eles triangulos equilateros,
triangulos semelhantes, poligonos regulares e poligonos semelhantes.

Além disso, ha outros que Silva (2014) menciona e estao representados alguns a seguir,

separados pelo proprio autor em retilineos e nao-retilineos.

Figura 4.41 — Extensoes retilineas do Teorema de Pitagoras

1) Complementares dos tnangulos equlateros construidos no intenor dos

quadrados ¢ tendo como base os lados do tnangulo retangulo.

Fonte: Silva (2016, p. 30)
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Figura 4.42 — Mais extensoes retilineas do Teorema de Pitagoras

2) Quadrados inscritos tomando os pontos médios dos quadrados dos lados

do triangulo retangulo.

Figura 49 — Quadrados inscritos nos pontos médios.

3) Tridngulos equilateros inscritos considerando os pontos medios dos

triangulos equilateros que tem como base os lados do tridngulo retangulo.

Figura 50 — Triangulos equilateros inscritos nos pontos medios.

.--"f-.'.-.
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Fonte: Silva (2016, p. 30)
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Figura 4.43 — Extensoes nao-retilineas do Teorema de Pitédgoras

1) Circulos mscritos nos quadrados 2) Semicirculos com didmetro sobre os
lados do tridngulo.

(L

)
N

3) Quadrantes sobre os lados do tnangulo. 4) Setores angulares sobre os lados do
triangulo retangulo.

Fonte: Silva (2016, p. 34)

Nos casos acima ¢ interessante o uso do GeoGebra para as construcoes e uso da forma

algébrica para justificar a veracidade das construcoes de forma genérica.

4.3.2 Provas sem palavras

O termo "provas sem palavras”vem do inglés proof without words (PWW) que hoje em
dia esta registrado em livros com esse mesmo nome, em trés volumes, por Roger B. Nel-
sen publicados em 1993, 2000 e 2006. Este termo ¢ utilizado quando diagramas ou figuras
sao empregados para persuadir o leitor e fornecer uma validagao visual de um enunciado
matematico, dispensando ou minimizando o uso de vocabulario lexical.

A nocao de usar diagramas para demonstrar a validade de um resultado matematico re-
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monta a prépria histéria do desenvolvimento da matematica, como visto no primeiro capitulo.
No entanto, a conceptualizacao das ”provas sem palavras”, adquirindo uma forma de de-
monstracao viavel, surgiu na década de 70 através da revista de divulgacao cientifica de
matematica da Mathematical Association of America (MAA), que apresentava a segao proof
without words dedicada a publicacoes desse tipo.

Dentre as primeiras publicagoes, tem-se a prova do Teorema de Pitagoras por Isaacs Rufus
em 1975 (Figura 4.44), porém h4 registro desse mesmo diagrama em um texto chinés que
data 200 a.C..

Figura 4.44 — Prova do Teorema de Pitagora por Issacs Rufus em 1975 na MAA’s Mathema-
tical Magazine

A PROOF OF THE PYTHAGOREAN THEOREM

Fonte: https:

//maa.org/press/periodicals/convergence/proofs-without-words-and-beyond-introduction

Algumas demonstracoes sem palavras empregam diagramas para ilustrar o conceito que
se deseja provar, como ¢é o caso da prova sem palavras de Alan F. Fry da soma do n cubos
(Figura 4.45), também conhecido por Teorema de Nicomachu. No entanto, muitas outras
tém um carater predominantemente geométrico e generalizado, exigindo conhecimento prévio
de defini¢oes e propriedades da geometria, como é o caso da desigualdade das médias por
Nelsen (Figura 4.46).


https://maa.org/press/periodicals/convergence/proofs-without-words-and-beyond-introduction
https://maa.org/press/periodicals/convergence/proofs-without-words-and-beyond-introduction

Figura 4.45 — Soma dos cubos por Fry em 1985 na MAA’s Mathematical Magazine

P+224 - 4n’=(1+2+--- +n)’

Fonte: https://maa.org/press/periodicals/convergence/

proofs-without-words—-and-beyond-pwws-and-mathematical-proof
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Figura 4.46 — Desigualdade das médias por Nelsen em 1987 na MAA’s Mathematical Magazine

]

PM=a, QM=h a=h=0
HM < GM < AM < RM

2ab - a+h "Nt
=25 <vab < 25 <yf(a? +b)/2

Fonte: https://maa.org/press/periodicals/convergence/

proofs-without-words—-and-beyond-a-brief-history-of-proofs-without-words

Existem diversas discussoes sobre a validade das provas sem palavras como uma verda-
deira prova matematica. Esses debates surgem a partir de questoes como a generalizacao,
especialmente em relagao a provas que oferecem apenas exemplos especificos, como no caso
da prova de soma de cubos de Fry, e a auséncia de fundagoes em axiomas, hipdteses e te-
oremas bem estabelecidas, uma vez que alguns consideram os diagramas apenas como uma
representacao visual desprovidas de alicerces matematicos e podendo ser ilusoria.

Embora que aqui nao se mergulhe profundamente nessa discussao, pois haveria de discutir
do ponto de vista filoséfico de uma prova matematica, é relevante lembrar que, mesmo para
linguistas, os diagramas dotados de significado constituem textos e desempenham um papel
crucial na comunicagao.

Dessa forma, é importante reconhecer o valor das provas sem palavras na persuasao do
estudante quanto a credibilidade matematica, muitas vezes elucidando o procedimento de
uma prova tedrica. Assim, tornam-se valiosas ferramentas pedagdgicas e acessiveis para os
alunos compreenderem como se constitui uma demonstracao matemaética.

Por 1ltimo, o emprego de softwares de geometria dinamica, como o GeoGebra, oferece
diversas oportunidades para abordar as "provas sem palavras”de maneira mais dinamica e
interativa, auxiliando na melhor compreensao e generalizacao dos resultados matematicos

que estejam sendo trabalhados.


https://maa.org/press/periodicals/convergence/proofs-without-words-and-beyond-a-brief-history-of-proofs-without-words
https://maa.org/press/periodicals/convergence/proofs-without-words-and-beyond-a-brief-history-of-proofs-without-words
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4.3.3 Uso de contextos historicos

Como visto no primeiro capitulo, a geometria desempenhou um papel crucial na cons-
trugao do conhecimento matematico ao longo da histéria. Esse legado histérico pode ser
incorporado no ensino, demonstrando que a matematica se desenvolveu ao longo do tempo
através de erros e acertos, em vez de ser um conhecimento pronto e acabado, como muitas
vezes é apresentado. Dessa forma, abre-se espaco para entender que erros fazem parte do pro-
cesso de aprendizagem e explora-los conduzem ha um pensamento mais coerente, ampliando
a compreensao.

Um exemplo disso é a mensuracao da drea de quadrilateros pelos egipcios. Eles calculavam
a area de retangulos e triangulos de maneira similar a utilizada atualmente. No entanto,
para quadrildteros quaisquer, os egipcios empregavam um método particular que, embora
nao valido de forma geral, pode ser interpretado como uma desigualdade, onde estabelece
uma cota superior para a area de um quadrildtero qualquer.

A forma de eles calcularem a area de um quadrilatero qualquer é denominada como
férmula do Agrimensor, por Tou (2014), e estd registrada em inscrigoes do Templo de Hérus,
em Edfu, Egito. E dado esse nome porque o calculo da area dos terrenos estava direta-
mente ligado a determinagao dos impostos sobre a producao agricola. Ela estabelece que a
area é dada pelo produto das médias dos lados opostos do quadrilatero. Assim, dado um
quadrilatero qualquer ABCD, com medidas AB =a, BC'=b, CD =ce DA =d, tem-se que

a+c b+d
2 2

Aapep =

Figura 4.47 — Quadrilatero qualquer

D
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A férmula do Agrimensor funciona bem para retangulos, mas ao aplica-la a trapézios,
losangos ou paralelogramos, percebe-se que ela nao ¢é valida de forma geral. No entanto, como
mencionado anteriormente, o produto das médias dos lados opostos do quadrilatero pode ser

usado como uma cota superior para a area de um quadrilatero qualquer. A demonstracao
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utilizando um enfoque geométrico dessa desigualdade de Wilson e Wilson (1991) ¢é dada a
seguir.

Dado um quadrildatero ABC'D qualguer, gere um quadrilatero A’B’C’D’ congruente ao
inicial e faga um giro de 180°, isto pode ser visto também com uma reflexao horizontal e

depois vertical. Em seguida, sobreponha D em C’ e C' em D’ (Figura 4.48).

Figura 4.48 — Quadrilateros ABC'D e A’B'C'D' juntos

B
A gD
D & A
BF

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Repita o processo mais duas vezes, obtendo assim uma figura composta de quatro qua-

drilateros congruentes, onde os vértices sao nomeados de acordo com a figura 4.49.

Figura 4.49 — Quatro quadrildteros congruentes conectados

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Ao tragar os segmentos BE, EF, FG e GB, forma-se um paralelogramo devido as con-
gruéncias dos triangulos ABG com HEF e CBE com GIF.
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Figura 4.50 — Quatro quadrilateros congruentes conectados

F

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
Pela desigualdade dos triangulos, tem-se
GB<GA+AB e BE<BC+(CFE,

de onde segue que
GB.BE < (GA+ AB).(BC +CE).

Mas, como a area do paralelogramo ¢ quatro vezes a do quadrilatero inicial, devido a

construcao geométrica, tem-se

4. AABCD = ABEFG =GB.BE.senGBE < GB.BE.

Logo,

(GA+ AB) (BC+CE)
2 . 2 '

A férmula do Agrimensor perdurou por bastante tempo, apesar de sua imprecisao. His-

Aapep <

toricamente, outra férmula para a drea de quadrilateros quaisquer s6 surgiu com o indiano
Brahmagupta (598 - 668), que hoje se sabe ser aplicdvel apenas a quadrildteros ciclicos. A
formula mais atual e geral para o calculo da drea de quadrilateros convexos foi apresentada
pelo alemao Carl Anton Bretschneider em 1842, que generalizou a férmula de Brahmagupta.

A férmula de Bretschneider é dada por, considerando um quadrilatero qualquer ABCD,
com medidas AB =a, BC =b, CD =c e DA =d, tem-se

+5

Areaspop = \/(p— a)(p-b)(p-c)(p-d) - abcdcos2(a ),

onde p é o semi-perimetro, e a e [ sao angulos opostos desse quadrildtero (Figura 4.51).
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Figura 4.51 — Quadrilatero convexo qualquer com angulos opostos internos « e (3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A férmula de Brahmagupta é similar a esta, mas o termo com o cosseno é eliminado. Isso
ocorre porque, em um quadrildtero ciclico, a soma dos angulos internos opostos é 180°.

Ao comparar a formula do Agrimensor com a de Bretschneider usando um exemplo, é
possivel explorar o propdsito original da férmula do Agrimensor, bem como o contexto em que
era utilizada. Além disso, essa comparacao pode esclarecer por que a formula do Agrimensor

nao foi questionada por tanto tempo, até a chegada da formula de Brahmagupta.

Figura 4.52 — Quadrilatero convexo de lados medindo cinco

5 Areade ABZC =25

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Considere, por exemplo, um quadrildtero ABC'D com todos os lados medindo cinco (Fi-
gura 4.53). Nesse caso, os angulos internos opostos serao iguais e serao denomidados de f.
Segundo a férmula do Agrimensor, a area serd sempre 25, independentemente da variacao
dos angulos internos deste quadrilatero. No entanto, pela formula de Bretschneider, a area é

dada por:

A- \/(10 L 5)(10-5)(10=5)(10~5) = 5-5-5- 5 cos? (%) _ /5 (1= cos2(5))
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= A =25-sin(f).

Assim, analisando a variacao de 8 nas duas férmulas, obtemos o seguinte grafico apresen-

tado na figura 4.53, onde a férmula do Agrimensor é constante.

Figura 4.53 — Comparando graficamente a féormula do Agrimensor com a de Bretschneider
para um quadrilatero convexo de lados medindo cinco

25

20 1

151

10

-

0 'IT.'!2 m

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Observa-se que quanto mais o angulo 3 se afasta de um angulo reto, o quadrilatero tende
a se tornar mais achatado, resultando em uma area que difere bastante de 25. Ou seja, o
erro da formula do Agrimensor sera maior. Por outro lado, quando o angulo se aproxima do
angulo reto, forcando todos os angulos deste exemplo a também se aproximarem de 90°, o
resultado se mostra mais coerente. Em outras palavras, quando o quadrilatero apresenta um
formato préximo ao retangular, a formula se torna mais precisa.

Isso faz total sentido ao analisar os problemas registrados no Templo de Hoérus, onde os
quadrilateros possuem lados de (22, 4, 23, 4) e (15, 3.5, 16, 4) e apresentam um formato
similar ao de um retangulo, conforme descrito por Tou (2014). Além disso, a férmula do
Agrimensor pode ser interpretada como uma forma de forgar o quadrilatero a se tornar um
retangulo (Figura 4.54), cujos lados medem a média dos lados opostos, justificando assim
a férmula ser o produto dessas médias. Assim, é possivel concluir que a férmula era usada
em casos onde o Agrimensor sabia que a regiao nao era exatamente um retangulo, mas algo

proximo. Por isso, ele calculava a area utilizando a média dos lados opostos.



Figura 4.54 — A férmula do Agrimensor torna um quadrildtero em um retangulo

B b c 5 btd -

D A D'

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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4.4 Probabilidade e Estatistica

A unidade tematica Probabilidade e Estatistica contempla o estudo de eventos nao de-
terministicos, bem como a coleta e tratamento de dados. No tocante a Estatistica é de
grande relevancia as representacoes graficas, donde a proporcionalidade entre representacoes
geométricas sao importantes, porém em relacao a proposta desse trabalho serd tratado uma
interpretacao geométrica de médias e a probabilidade geométrica.

Dentre os objetos matematicos e trabalhos explorados nesta sessao tém-se as médias de
Azevedo (2023) e as probabilidades com grandezas de Gondim (2013).

4.4.1 Médias

As médias surgiram com a ideia de um niimero que possa representar uma lista de niimeros
preservando certa caracteristica em relagao a essa lista. Quando se quer preservar a soma
dos numeros da lista, tem-se a média aritmética, se for o produto é a média geométrica, a
soma dos inversos é a média harmonica e a soma dos quadrados é a média quadratica.

A interpretagao geométrica das médias, referente a dois niimeros, remonta a registros an-
tigos, como o Livro III da Cole¢ao matemdtica de Paapus segundo Eves (2011), que descreve
a desigualdade entre as médias aritmética, geométrica e harmonica. Vale ressaltar que a
desigualdade ¢ valida para uma lista com mais de dois nimeros.

4.4.1.1 Interpretacao das médias utilizando semicircunferéncia

Dados os nimeros reais positivos a e b, supondo a < b, traga-se o diametro de uma semi-
circunferéncia medindo a+b. E imediato que a localizacao do centro dessa semicircunferéncia

é o ponto médio do diametro, ou seja, o raio mede justamente a média aritmética de a e b.

Figura 4.55 — Média aritmética e geométrica utilizando uma semicircunferéncia

\

.
AaCb—ao B

2
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Denominando AB o diametro da semicircunferéncia e O o centro, marca-se o ponto C' em

AB cuja distancia de AC mede a e o ponto D é o encontro da semicircunferéncia com a reta
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ortogonal partindo de C' no segmento AB. Dai, OD mede “T”’ e OC mede b_T“, donde segue

pelo Teorema de Pitagoras que C'D tem medida Va - b, ou seja, a média geométrica de a e b.

Figura 4.56 — Média harmonica utilizando uma semicircunferéncia

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Agora, tragando a altura do triangulo OC'D em relagao ao lado OD e chamando o pé dessa

altura de F, tem-se por OC'D ser um triangulo retangulo que OCD e C'E D sao semelhantes.

Assim,
- —
¢ _ED | pp-CL
DO CD DO
Donde conclui-se
_ (Va-b)?2 2 2
ED:( Cb+bb) = « =11
U’T a+ b 2 + b

E interessante notar que ao utilizar essa interpretacao pode-se concluir a desigualdade
dessas médias. Pois OC'D é um triangulo retangulo, cuja hipotenusa mede a média aritmética
e um dos catetos mede a média geométrica, logo a média aritmética é maior que a média
geométrica. De forma analoga, no triangulo C DE conclui-se que a média geométrica é maior

que a média harmonica. Assim,

média aritmética > média geométrica > média harmonica.

4.4.1.2  Interpretacao das médias utilizando retangulo e quadrado

Figura 4.57 — Retangulo de lados medindo a e b e quadrado de lados medindo x

xr

b
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Considere um retangulo de lados medindo a e b (Figura 4.57). Caso se construa uma
quadrado preservando a soma dos lados desse retangulo, isto é, o perimetro, obtem-se que o

lado = desse quadrado mede a média aritmética de a e b. Pois,

a+b
2

Quando a construgao do quadrado preserva o produto de a por b, ou seja, a area do

2(a+b)=dr = x =

retangulo, entao o lado x terd medida igual a média geométrica de a e b. Isso ocorre porque,

a.b=1> = z=Va.b.

Quando a construcao do quadrado preserva a medida da diagonal do retangulo, entao o

lado & medira a média quadratica de a e b. Ja que,

Va2 +b?
5

Por 1ltimo, quando a construcao do quadro preserva a proporcao entre area e perimetro

Va2 +b02 =Vl +2=2V2 — 1 =

do retangulo, entao o lado z medira a média harmonica de a e b. Neste caso, tem-se

2z 2ab

_ab T =z _
2(a+b) 4z 4 Ca+b

E possivel extender esses resultados geométricos para trés dimensoes, neste caso parte-se
de um paralepipedo em busca da construgao de um cubo suja aresta ird depender da média

referente a grandeza preservada. Em Azevedo (2023) hd mais informagoes a respeito.

4.4.2 Probabilidade Geométrica

A probabilidade geométrica quase nao é mencionada nos livros didaticos do ensino bésico.
Ela na verdade é um caso particular da probabilidade, onde os espacos amostrais e eventos
se detém a grandezas de comprimento, area ou volume. Lembrando que a probabilidade de
um determinado evento é dada pela razao entre a quantidade casos do evento acontecer pela
quantidade de casos possiveis do espaco amostral.

Um exemplo no qual o espaco amostral esta relacionado a grandeza comprimento é quando
dados um segmento AB e outro XY, com X e Y pertencentes ao segmento AB, deseja-se
calcular a probabilidade de escolher um ponto aleatoriamente no segmento AB que também

esteja em XY. Dessa forma, a probabilidade desse evento acontecer é dada por

_ Comprimento do segmento XY

P

~ Comprimento do segmento AB
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Figura 4.58 — Probabilidade envolvendo a grandeza comprimento

A X Y B

Fonte: Gondim (2013, p. 14).

Ao tratar-se de areas, supondo que o espaco amostral seja representado pela area de uma
regiao A e os casos favoraveis para um determinado evento acontecer seja dado pela area da
regiao x, a qual estd contida em A. Portanto, a probabilidade desse evento pode ser expressa
por

P Area da regiao X

Area da regiao A

Figura 4.59 — Probabilidade envolvendo a grandeza area

A

Fonte: Gondim (2013, p. 15).

Por ultimo, quando o espago amostral é representado pelo volume de um corpo V e os
casos favoraveis de um evento estao contidos no volume de um corpo V' que, por sua vez,

estd dentro de V, entao a probabilidade desse evento ocorrer é

_ Volume do copor V"’

~ Volume do corpo V'



Figura 4.60 — Probabilidade envolvendo a grandeza volume

Fonte: Gondim (2013, p. 17).
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho observou-se que o avango do conhecimento matematico ao longo da histéria
frequentemente germinou de atividades praticas, croncretas e a partir de elementos pictéricos.
A priori, essas atividades estavam ligadas a necessidade de atender as demandas do comércio e
da producao alimentar. Contudo, os estudos de natureza fisica, especialmente os cinestésicos,
desempenharam um papel crucial. Esses estudos nao apenas buscavam satisfazer a curiosi-
dade humana em encontrar padroes e estabelecer relacoes entre grandezas fisicas, mas também
tinham o objetivo de impulsionar as industrias e fortalecer o poderio armamentista.

Ademais, a propensao para o raciocinio abstrato na matematica foi evidenciada desde
cedo, particulamente a partir da geometria, com a publicacao de Euclides. No entanto, a
introducao da linguagem simbdlica, motivada por Viete, representou um marco significativo
na producao de conhecimento. Essa linguagem nao apenas facilitou a disseminacao das
ideias, mas também destacou a capacidade da matematica para abstracao e generalizacao.
Com o tempo, essa linguagem foi se refinando cada vez mais, consolidando sua hegemonia
junto a Teoria dos Conjuntos. Essa teoria possibilitou nao apenas a remodelagem de todo o
conhecimento matematico produzido, mas também suscitou uma ruptura definitiva entre as
pesquisas em matematica e os conhecimentos praticos, pictoricos ou fisicos.

No entanto, a geometria e os elementos pictoricos ao longo da historia foram a base
para maioria dos objetos matematicos a qual se deseja que os alunos ao concluir o ensino
basico possuam. Apesar de se enfatizar a visao algébrica e a linguagem simbdlica no ensino
matematica, nao s6 a histéria mostra que para construir esses conhecimentos a geometria e
os elementos pictéricos sao importantes, mas também alguns teorias de ensino-aprendizagem
da matematica congregram com essa ideia.

Por exemplo, a teoria das abordagens semidticas de Duval afirma que tanto a linguagem
algébrica e simbdlica da matematica quanto as representacoes geométricas e pictoricas sao
representacoes semioticas que desempenham um papel crucial na compreensao e no desen-
volvimento da atividade matematica pelo individuo. Ademais, essa teoria destaca que os
conceitos matematicos sao melhor compreendidos quando o sujeito é capaz de transitar entre
diferentes registros semioticos, demonstrando nao apenas habilidade para interpretar esses
registros, mas também para produzi-los em diversas formas.

Por outro lado, a teoria de Image Schemata de Dorfler, se concentra na anélise do pa-
pel das diversas representagoes visuais ou concretas na compreensao matematica além da
linguagem formal e simbdlica, onde estas servem para o sujeito projetarem internatemente

seus "esquemas de imagem”, implicando na construgao de significado por parte deste e ocor-
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rendo aprendizagem. Isso tudo permeado por orientagao do professor e iteracoes individuais
e sociais com essas representacoes.

Enquanto as teorias de Dorfler e Duval reconhecem a complementaridade entre a lingua-
gem algébrica e simbdlica e os elementos pictoricos e concretos na compreensao dos conceitos
matematicos, a abordagem de Van Hiele, especialmente direcionada para a geometria, hie-
rarquiza os niveis de pensamento, seguindo uma légica que remete a historia da matemaética.
Nessa hierarquia, a linguagem formal é considerada um estégio final e superior em relacao as
representagoes concretas e pictoricas. No entanto, é essencial passar por essas representacgoes
para alcangar esse nivel superior. Ainda assim, essa teoria também enfatiza a importancia de
adotar uma abordagem matemaética que integre elementos pictéricos e concretos para uma
compreensao completa e formal da matemaética.

Assim, a integracao de uma abordagem matematica pictérica e geométrica ao ensino-
aprendizagem de certos conceitos matematicos, indo além da abordagem algébrica e simbdlica,
encontra justificativa nao apenas na evolucao histérica da matematica, mas também nas
ideias fornecidas pelas referidas teorias de aprendizagem. Em consequéncia disso, advém as
propostas de abordagens tratadas no ltimo capitulo.

Foi seguida a divisao estabelecida pela BNCC para os objetos de estudo da matematica.
Propos-se trabalhar a unidade tematica ” Niumeros” explorando as representacoes pictoricas
da geometria, como retangulos e quadrados, para representar quantidades e realizar operagoes
com numeros naturais e fracoes. Onde conceito de areas congruentes é fortemente utilizado,
juntamente com o raciocinio de quantificar, medir e representar quantidades. Além disso,
essa representacao para numeros naturais possibilita o estudo numa perspectiva geométrica
do MDC e do MMC.

No que diz respeito a unidade tematica ”Algebra”, ¢é valido revisitar a histéria da ma-
tematica para explorar as representagoes geométricas juntamente com as notagoes simbdlicas
e algébricas. Isso inclui também a associacao dos algoritmos de resolucao de equacgoes a
manipulacoes geométricas.

Na unidade tematica ”Geometria”, é fundamental nao se restringir apenas a notagao
simbdlica e aos raciocinios puramente algébricos ou de calculos de area e volume. E necessério
explorar as propriedades geométricas, como paralelismo, perpendicularidade, proporcao, si-
metria e conservacao de area, entre outras. Além das varias demonstracoes do Teorema de
Pitagoras e suas expansoes, as ”provas sem palavras”sao especialmente interessantes, pois es-
timulam o pensamento geométrico e o uso das propriedades geométricas, facilitando também
a transicao entre diferentes representacoes e demonstragoes matemati-cas.

Por dltimo, mas nao menos importante, na unidade temética ” Probabilidade e Estatistica”,

é viavel explorar a matematica pictorica para além dos graficos frequentemente utilizados na
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estatistica. Nas representacoes graficas, as proporcgoes das figuras desempenham um papel
fundamental na transmissao coerente das informacgoes contidas ali. Contudo, como visto, ha
a possibilidade de trabalhar a ideia de médias conservando certa caracteristica e isto pode
ser associado hé certas grandezas, como comprimento e area. Além disso, no campo da Pro-
babilidade, ha também a oportunidade de explorar essas mesmas grandezas, bem como a de
volume.

Além das abordagens ja discutidas, ha uma ampla gama de possibilidades para explorar
a matematica de forma pictérica e geométrica. Essas possibilidades abrangem desde elemen-
tos mais tangiveis e concretos até os mais abstratos, que podem ser visualizados de forma
mais pratica por meio de softwares de geometria dinamica, como o GeoGebra. E impor-
tante destacar também o potencial da abordagem pictérica e geométrica na gamificacao, na
resolucao de problemas e na investigacao matematica, os quais podem ser integrados as ati-
vidades didaticas, aos softwares e aos sites da internet, proporcionando uma nova dimensao

de interatividade ao ensino e aprendizado da matematica.
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