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RESUMO

A ideia central desta dissertacao foi tentar suprir as dificuldades apresentadas pelos alunos na
aprendizagem da Matematica através de atividades de exploracao matemaética unidas a uma
dinamica de ensino por meio de magicas matematicas, denominadas de Matemagicas, com a
finalidade de despertar nos alunos um maior interesse, participacao e aproveitamento em sala
de aula, além de contribuir para a melhoria da aprendizagem em matematica estimulando o
raciocinio légico e matematico e a capacidade de resolver problemas. O objetivo geral desta
pesquisa foi propor uma sequéncia diddtica por meio de Matemagicas com a utilizacao de um
baralho comum, desvendando o truque mateméatico em cada uma delas para resolver com os
alunos atividades de exploracoes matematicas evidenciando o conteudo abordado de modo
compreensivo, numa turma do Ciclo VI - EJA do Ensino Médio com o intuito de gerar nos
alunos uma melhor compreensao e absorcao do conhecimento. As Matemégicas com baralho
trabalhadas na pesquisa foram expostas aos alunos, assim como os truques por tras de cada
uma delas foram desvendados e explicados evidenciando e detalhando os conteuidos e habi-
lidades matematicas predominantes em cada Matemégica. Para explicar e desvendar cada
truque foram utilizados contetdos envolvendo algebra basica e aritmética. A metodologia
desenvolvida nas atividades propostas aos alunos teve um carater qualitativo e quantitativo
foi desenvolvida por intermédio de resolucao de situagoes-problemas e demonstracoes ma-
tematicas simples que auxiliaram os alunos a obterem os resultados esperados na pesquisa.
Essa pesquisa foi realizada no periodo de outubro a dezembro de 2023, na Escola Cidada
Integral Estadual de Ensino Fundamental e Médio Dom Adauto, localizada no municipio de
Serra Redonda—PB. Os resultados da pesquisa mostraram a eficacia na melhoria da compre-
ensao dos alunos em relagao aos contetudos abordados, com destaque para o ensino através

de exploragoes matematicas e da Matemagica.

Palavras-chave: exploracao matematica; baralho; situacao-problema; matemagica.



ABSTRACT

The central idea of this dissertation was to try to overcome the difficulties presented by
students in learning mathematics through mathematical exploration activities combined with
teaching dynamics through mathematical magic, called Matemagics, with the aim of arousing
greater interest, participation and enjoyment in the classroom, as well as contributing to the
improvement of learning in mathematics by stimulating logical and mathematical reasoning
and the ability to solve problems. The general objective of this of this research was to
propose a didactic sequence through Matemagics using a common deck of cards, unveiling
the mathematical trick in each of them to solve mathematical exploration activities with
the students, highlighting the content covered in a comprehensive way, in a Cycle VI -
EJA high school class with the aim of generating a better understanding and absorption of
knowledge in the students. The matemagics with playing deck Worked in the research were
Exposed to the students as well as the tricks behind each one were explained, highlighting
and detailing the predominant mathematical content and skills in each matemagic. Contents
involving basic algebra and arithmetic were used to explain and unravel each trick. The
methodology developed in the activities proposed to the students was qualitative character
and was developed by solving problem-situations and simple mathematical demonstrations
that helped the students to obtain the results expected in the research. This research was
carried out between October and December 2023, at the Dom Adauto State Comprehensive
Citizen School for Primary and Secondary Education, located in the municipality of Serra
Redonda-PB. The results of the research showed the effectiveness of improving students
understanding of the content covered, with emphasis on teaching through mathematical

explorations and Matemagic.

Keywords: mathematical exploration; deck; problem-situation; matemagic.



4.1
4.2

5.1

5.2

2.3

5.4

2.5

5.6

5.7

5.8

2.9

5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
0.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
5.21
5.22
5.23
0.24
5.25
5.26
2.27
0.28
5.29
5.30
5.31
5.32

LISTA DE ILUSTRACOES

4 montes (familias). . . .. .. ... 32
Resultado da Matemégica 1. . . . . . . ... ... .. ... .. 33
Solugoes da Exploracao 1 - Questao 1, itens (a), (b), (¢)e (d). ... ... ... 86

Solucoes da Exploracao 1 - Questao 1, itens

Solugdes da Exploragao 1 - Questao 1, item (i).. . .. ... .. ... ... .... 87
Solugoes da Exploracao 1 - Questao 1, item (j).. . . .. ... ... ... .. ... 87
Solugoes da Exploracao 1 - Questoes 1(k),2e3. -1 ... ... ... ... ..., 88
Solugoes da Exploracao 1 - Questoes 1(k),2e3. -1 ... .. ... ... ..., 89
Solugoes da Exploracao 2 - Questao 1. . . . . .. ... ... .. oL 90
Solugoes da Exploracao 2 - Questao 2, itens (a), (b) e(c) .. ... ... ... .. 91
Solugoes da Exploracao 2 - Questao 2, item (d). . . ... ... .. ... ..... 91
Solugoes da Exploracao 3 - Questao 1. . . . .. .. ... ... ... . ... .. 92
Solugoes da Exploracao 3 - Questao 2. . . . . .. ... ... oL 93
Solucoes da Exploracao 3 - Questao 3. . . . . . . ... ... 94
Solucoes da Exploracao 4 - Questoes 1,2e 3. . . . . . .. ... ... ... ... . 95
Solugoes da Exploracao 4 - Questao 4. . . . . . .. ... ... 96
Solucoes da Exploracao 4 - Questao 5. . . . . ... ... oL 97
Solucoes da Exploracao 5 - Questao 1. . . . . . ... ... ... ... 98
Solucoes da Exploracao 5 - Questao 2. . . . . . ... ... 99
Solugoes da Exploracao 5 - Questao 3. . . . . . .. .. ... L. 100
Solugoes da Exploracao 6 - Questao 1. . . . . ... ... ... L. 101
Solugoes da Exploracao 6 - Questao 2. . . . . . . ... ... L. 101
Solucoes da Exploracao 6 - Questao 3. . . . . . . ... ... 102
Solucoes da Exploracao 6 - Questao 4. . . . . . . ... ... 102
Solugoes da Exploracao 6 - Questao 5. . . . .. ... ... oL 103
Solugoes da Exploracao 7 - Questao 1, itens (a) e (b). . . . ... ... ... ... 104
Solugoes da Exploracao 7 - Questao 1, itens (¢) e (d). . . .. ... .. ... ... 104
Solugoes da Exploracao 7 - Questao 2, item (a). . ... ... ... ... ..... 105
Solugoes da Exploracao 7 - Questao 2, item (b). . . ... ... ... .. ... .. 105
Solugdes da Exploragao 7 - Questao 2, item (b). . . ... ... ... ... ... 106
Solugoes da Exploracao 7 - Questao 3, itens (a), (b) e (¢). . ... ... .. ... 107
Solugoes da Exploracao 7 - Questao 3, itens (d) e (e). . . . .. .. .. ... ... 108
Solugoes da Exploracao 8 - Questao 1. . . . .. .. ... ... ... . ... .. 109

Solugoes da Exploracao 8 - Questao 2. . . . . .. ... ... oL 110



2.33
5.34
5.35
5.36
5.37
2.38
5.39
5.40
5.41
5.42
5.43
5.44
5.45
5.46
5.47
5.48
5.49
2.50
2.51
5.52
2.53
5.54
2.55
5.56
5.57
2.58
2.59
5.60
0.61
5.62
2.63
5.64
2.65
2.66
2.67
5.68

Solucoes da Exploracao 8 - Questao 3. . . . . . . ... ... 110
Solucoes da Exploracao 8 - Questao 4. . . . . . . ... ... 111
Solugoes da Exploracao 9 - Questao 1. . . . . .. ... ... .. oL 111
Solugoes da Exploracao 9 - Questao 2, itens (a) e (b). . . . ... ... ... ... 112
Solugoes da Exploracao 9 - Questao 2, itens (c), (d) e (e). . ... ... .. ... 113
Solucoes da Exploracao 9 - Questao 3. . . . . . . ... ... 114
Solugoes da Exploracao 10 - Questao 1. . . . . .. ... ... ... ... ... .. 115
Solugoes da Exploracao 10 - Questao 2. . . . . . ... ... ... ... 116
Solugdes da Exploragao 10 - Questao 3, itens (a), (b) e (¢). . .. .. ... ... 117
Solugbes da Exploragao 10 - Questao 3, itens (d), (e) e (f). . . . ... ... ... 117
Solugoes da Exploracao 10 - Questao 3, item (g). . . . . . . . ... ... ... .. 118

Solucoes da Exploracao 11 - Questao 1, itens

Solugdes da Exploragao 11 - Questao 1, itens (¢) e (d). . . .. ... ... . ... 120
Solucoes da Exploracao 12 - Questao 1. . . . . . . .. . ... ... ... 120
Solugoes da Exploracao 12 - Questao 2 - itens (a) e (b). . ... ... ... ... 121
Solugbes da Exploragao 12 - Questao 2 - itens (¢c) e (d).. . ... ... ... ... 122
Solugoes da Exploracao 12 - Questao 3. . . . . . ... ... ... ... 123
Solucoes da Exploracao 13 - Questao 1. . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 124
Solugoes da Exploracao 13 - Questao 2. . . . . .. .. ... ... ... ... 124
Solugoes da Exploracao 13 - Questao 3. . . . . . . ... ... ... L. 125
Solugoes da Exploracao 14 - Questao 1. . . . . . . ... .. ... ... ... 126
Solucoes da Exploracao 15 - Questao 1. . . . . . . .. ... .. ... ... 127
Solucoes da Exploracao 15 - Questao 2. . . . . . . ... ... ... 128
Solugoes das Situagoes-problemas I - Questoes 1 e 2. . .. ... ... ... ... 133
Solugoes das Situagoes-problemas I - Questao 3. . . . . .. ... ... ... ... 134
Solucoes das Situagoes-problemas I - Questao 4. . . . ... .. ... ... .... 135
Solucoes das Situagoes-Problemas II - Questao 1. . . ... .. ... ... .... 136
Solugoes das Situagoes-problemas I - Questao 2. . . . . .. ... ... ... ... 137
Solugoes das Situagoes-problemas IT - Questao 3. . . . . ... ... .. ... ... 137
Solucoes das Situagoes-problemas II - Questao 4. . . . . .. ... .. ... .... 138
Solucoes das Situagoes-problemas III - Questoes 1 e 2. . ... ... ... .... 140
Solugoes das Situagoes-problemas IIT - Questao 3. . . . ... .. ... ... ... 141
Solugoes das Situagoes-problemas I1I - Questao 4. . . . .. .. ... . ... ... 142
Avaliacao das questoes do pré-teste 1. . . . . . . . .. .. ... ... 144
Avaliacao das questoes do pds-teste 1. . . . . . . . ... ... 145
Avaliagao das questoes do pré-teste 2. . . . . . ... L 148



5.69 Avaliacao das questoes do pés-teste 2.



4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23
4.24
4.25
4.26
4.27
4.28
4.29
4.30
4.31
4.32
4.33
4.34
4.35

LISTA DE QUADROS

Cronograma das atividades . . . . . . ... ... ... Lo 31
Posicoes das 16 cartas. . . . . . . . . . . 34
Possibilidade 1. . . . . . . . . e 34
Possibilidade 2. . . . . . . . e 35
Possibilidade 3. . . . . . . ... 35
Possibilidade 4. . . . . . . . . 35
Distribuicao das posigoes por quartos. . . . . . . . ... 35
Distribuicao dos ases no monte 3. . . . . . .. ... 37
Resultado da Mateméagica 2. . . . . . ... ... ... 38
Posicoes das 16 cartas. . . . . . . . . . . 38
Distribuicao real das cartas apés o truque. . . . . . .. .. Lo 39
Novas posicoes doS ases. . . . . . . . i i e 40
Posicoes finais dos ases. . . . . . . ... 40
Ordenacao das 13 cartas. . . . . . . . .. .. . . 41
22 DAmA. . . . . L 42
32 DAma. . . .. L 42
A2 Dama. . . . o 43
Distribuicao inicial e posicao do 19rel. . . . . . . . . . .. ... ... 44
Distribuicao do restante das cartas. . . . . . ... ... Lo Lo 45
Distribuicao das cartas apés retirada do 1° rei. . . ... ... ... L. 45
Distribuicao das cartas apos retirada do 2°rei. . . . . ... .. ... ... 46
Distribuicao das cartas apés retirada do 3° rei. . . . ... ... ... ... ... 46
Distribuicao das cartas apés retirada do 4° rei. . . . .. ... ... L 47
Posicoes das cartas apds a 1? distribuicao. . . . . . .. ... ... ... 48
Posicoes das cartas apds a 2% distribuicao. . . . . . .. ... L L. 49
12 possibilidade apds a 3% distribuicao. . . . . . . . ... ... 50
22 possibilidade apds a 32 distribui¢ao. . . . . . .. ... L 51
32 possibilidade apds a 32 distribuicao. . . . . . .. ... 51
Posicoes iniciais das cartas C1, Co e C3 . . . . . . . . . ... 53
Posicoes das cartas C7, Cy e C5 apds o corte realizado pelo professor. . . ... .. 53
Primeira distribuicao (posigoes das cartas com faces voltadas para cima). . . . . . 54
Primeira distribuigao (posigoes das cartas com faces voltadas para baixo).. . . . . 54
Segunda distribuigao (posi¢oes das cartas com faces voltadas para cima). . . . . . 54
Segunda distribuigao (posi¢oes das cartas com faces voltadas para baixo). . . . . . 95

Terceira distribuigao (posigoes das cartas com faces voltadas para cima). . . . . . 95



4.36
4.37
4.38
4.39
4.40
4.41
4.42
4.43
4.44
4.45
4.46
4.47
4.48
4.49
4.50
4.51
4.52
4.53
4.54
4.55
4.56
4.57
4.58
4.59
4.60
4.61
4.62
4.63
4.64
4.65
4.66
4.67
4.68
4.69
4.70
4.71

Terceira distribuigao (posigoes das cartas com faces voltadas para baixo). . . . . . 55

Posicoes iniciais « das 21 cartas. . . . . . . . . ... . 57
Primeira distribuicao das cartas. . . . . . . . . ... 57
Posicoes das cartas apos a Primeira distribuigao. . . . . ... ... ... L. o7
Segunda distribuicao das cartas. . . . . ... Lo 58
Posicoes das cartas apds a segunda distribuicao. . . ... ... ... ... ... ... 58
Primeira distribui¢ao com posicoes das cartas invertidas. . . . ... ... ... ... 59
Posicoes invertidas das cartas apés a primeira distribuicao. . . . . .. ... ... .. 60
Segunda distribuicao com posigoes das cartas invertidas. . . . ... ... ... .. 60
Posicgoes invertidas das cartas apds a segunda distribuicao. . . . . . ... ... ... 60
Possiveis posicoes da carta C apds a escolha do nimero z. . . . .. ... ... ... 62
Posicoes z dacarta C. . . . . . . ... 62
Posicoes w da carta C.. . . . . . . .. L 63
Posicato n =4, quando w=x+5. . . . . . ... 63
a+b=11. . . 64
Quantidade de cartas colocadas para baixo até C chegar na posicao 1. . . . . . . . 65
Exemplo quando o nimero 4 for escolhido. . . . . ... ... ... L. 66
Exemplo quando o nimero 7 for escolhido. . . .. ... ... ... ... ....... 67
Posicoes das cartas com faces voltadas para cima e para baixo. . . ... ... ... 68
Posigoes das cartas com faces voltadas para baixo. . . . . ... ... ... ... ... 68
Posicoes z das cartas. . . . . . ... 69
Posicoes z das cartas em relacao a posicoes .. . . . . . . ... ... 69
Relacao entre o total de cartas colocadas para o topo e a carta da posicao 10. . . 70
Passo 5 da Matemagica 9.. . . . . . . . . ... 72
Posicoes das cartasno passo 1. . . . . . . . .. Lo 73
Posicoes das cartas acima da mesa apds a primeira distribui¢ao. . . . . . .. .. .. 73
Cartas restantes na mao apds a 1? distribuicao. . . . . .. ... ... ... ... ... 74
Posigoes das cartas acima da mesa apos a segunda distribuicao. . . . . . . ... .. 74
Cartas restantes na mao ap6s a 22 distribuicao. . . . . . ... ... ... ... ... 74
Posicoes das cartas acima da mesa apds a terceira distribuicao. . . . . . .. .. .. 75
Cartas restantes na mao apds a 3% distribuicao. . . . . .. ... ... ... ... ... 75
Distribuicao de todas as cartas. . . . . . . ... ... 75
1# distribui¢ao do monte formado. . . . . . .. ... 76
22 distribuicao do monte formado. . . . . ... ... 76
32 distribuicao do monte formado. . . . . . .. ... 77
Distribuicao das cartas. . . . . . . . . .. 79



4.72 Relagao entre nuimero e total de cartas viradas. . . . . .. ... ... ... ... ... 80

5.1
5.2
5.3

N

W NN NN NN N N N DN = b s e
S © 0 30 U R W N R~ O © 0w 1 O UG W N~ O

Desempenho das questoes do pré-teste 1.. . . . . .. .. . ... ... ... ...... 144
Desempenho das questoes do pds-teste 1. . . . . .. ... ... L. 145
Desempenho das questoes do pré-teste 2.. . . . . . ... ... ... ... 147
Desempenho das questoes do pds-teste 2. . . . . . ... ... ... L. 147
Questao 1 - Exploracao 1 . . . . . . . ... 154
Questao 1 - Exploracao 2 . . . . . . ... 156
Questao 2 - Exploracao 2 . . . . . . ... 157
Questao 1 - Exploracao 3 . . . . . . . ... 158
Questao 3 - Exploracao 3 . . . . . . .. 159
Questao 1 - Exploracao 4 . . . . . . . .. 160
Questao 4(c) - Exploragdo 4 . . . . . ... 161
Questao 5 - Exploracao 4 . . . . . .. 162
Questao 1 - Exploracao 5 - 1* distribuicao . . . . . . . .. ... ... .. ... ... 163
Questao 1 - Exploracao 5 - 2% distribuicao . . . . . . . .. ... ... ... 164
Questao 2(a) - Exploracdo 5 . . . .. ... 165
Questao 2(b) - Exploragdo 5 . . . . . . ... 165
Questao 2(c) - Exploragdo 5 . . . . . .. 165
Questao 1 - Exploracao 6 . . . . . . . . . ... 166
Questao 2 - Exploracao 6 . . . . . . . ... 166
Questao 4 - Exploracao 6 - Faces das cartas para cima . . .. ... ... ...... 167
Questao 4 - Exploracao 6 - Faces das cartas para baixo . . . ... ... ... .... 167
Questao 1 - Exploracao 7 . . . . . . . . . 169
Questao 2 - Exploracao 7 . . . . . . . .. 170
Questao 2 - Exploragao 7(a) . . . ... .. 170
Questao 3 - Exploracao 7 . . . . . . . .. 170
Questao 1 - Exploracao 8 . . . . . . . . . 172
Questao 2 - Exploracao 8 . . . . . . .. 172
Questao 3 - Exploracao 8 . . . . . . ... 173
Questao 4 - Exploracao 8 . . . . . . . 174
Questao 1 - Exploracao 9 . . . . . . . . .. 175
Questao 2 - Exploracao 9 . . . . . . . .. 175
Questao 3 - Exploracao 9 . . . . . . . .. 176
Questao 4 - Exploracao 9 . . . . . .. 177

Questao 1 - Exploracao 10 . . . . . . . . . . . . 178



31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

Questao 1(a) - Exploracdao 10 - Cartas namao . . . .. ... .. ... ........ 178

Questao 1(a) - Exploracdo 10 - Cartasnamesa . . . . . ... ... ... ....... 178
Questao 2 - Exploracao 10 - Cartas namesa . . . . ... ... ... ... ...... 179
Questao 2 - Exploragao 10 - Cartasnamao . . . . . . ... ... ... ... ..... 179
Questao 3 - Exploracao 10 . . . . . . .. .. L 179
Questao 3(a) - Exploracao 10 . . . . . .. ... L 180
Questao 3(d) - Exploragdo 10 . . . . . .. ... 180
Questao 1 - Exploracao 12 . . . . . . . . . . . 182
Questao 2 - Exploracao 12 . . . . . . ... 182
Questao 3 - Exploracao 13 . . . . . . . . .. 185

Questao 2 - Exploracao 15 . . . . . . ... 188



2.1
2.2
2.3
2.3.1
2.3.2
2.3.3

3.1

4.1
4.1.1
4.1.2
4.1.3
4.2
4.2.1
4.2.2
4.2.8
4.3
4.8.1
4.8.2
4.8.2.1
4.8.2.2
4.4
4.4.1
4.4.2
4.4.2.1

SUMARIO
Péagina
INTRODUCAO 19

OS DIFERENTES TIPOS DE TAREFA PARA A AULA DE MA-

TEMATICA 21
Exercicios e Problemas . . . ... ... ... ... .. .............. 21
Exploragao e Investigacao . . ... ... ... ... ... ... ... .. 22
Resolucao de problemas matematicos na aprendizagem . . . .. .. .. 23
Problemas abertos e Problemas fechados . ... .............. 24
O que é uma situacao-problema? . . . . . .. . . ... ... ... ...... 25

Andlise a priori e andlise a posteriori em uma situacao-problema 26

A MATEMAGICA COMO ATIVIDADE LUDICA NO ENSINO

DA MATEMATICA 28
Matemagicas utilizando baralho . . . . . ... ... ... ... 0. 29
DESCRICAO DAS MATEMAGICAS APRESENTADAS 31
Matemagica 1: Confusao em familia no hotel . . . . . .. ... ... ... 32
Descricao da Matemadgica 1 . . . . . ... ... .. ... ... ... ..... 32
Como funciona a Matemdgica 17 . .. ... ... .. ... ... ... ... 34
Demonstracao do truque da Matemdgica 1 . .. ... ... ... ..... 36
Matemagica 2: As misterioso . . . ... ... 37
Descricao da Matemadgica 2 . . . . . ... ... . .. ... ... ... 37
Como funciona a Matemdgica 27 . .. ... ... . ... ... ... ..... 38
Demonstracao do truque da Matemdgica 2 . . . . . . ... ... ..... 39
Matemagica 3: Festadasdamas . . . . ... ... ... ... ... ...... 40
Descricao da Matemdgica 3 . . .. ... ... ... ... ... ........ 40
Como funciona a Matemdgica 32 . ... ... ... .. ... .. ...... 41
Encontrando as trés primeiras damas . . . . . ... ... 41
Encontrando a ultima dama . . . . . ... 42

Matemagica 4: Os quatro reis policiais (K) e o valete assaltante (J) 43
Descricao da Matemdgica 4 . . . . ... ... ... ... ... ... . 43
Como funciona a Matemdgica 4% ... ... .. ... ... ... ...... 44

Encontrando os quatro reits . . . . . . ..o 45



4.5
4.5.1
4.5.2
4.5.8
4.6
4.6.1
4.6.2
4.7
4.7.1
4.7.2
4.7.3
4.8
4.8.1
4.8.2
4.9
4.9.1
4.9.2
4.10
4.10.1
4.10.2
4.11
4.11.1
4.11.2
4.11.8
4.12
4.12.1
4.12.2
4.12.3
4.13
4.13.1
4.13.2
4.14
4.14.1
4.14.2
4.15
4.15.1

Matemagica 5: As 21l cartas . . . . ... ... ... ... 47

Descri¢cao da Matemagica 5 . . . . . ... ... . ... ... ... ... . 47
Como funciona a Matemdgica 59 . .. ... ... .. ... ... ...... 48
Demonstracao do truque da Matemdgica 5 . . . . . . ... ... ... ... 48
Matemagica 6: As trés cartas finais. . . . . ... ... ... 0oL 52
Descri¢cao da Matemadgica 6 . . . . . ... ... .. ... ... . ....... 52
Como funciona a Matemdgica 67 . . ... ... ... ... ... ... ... 53
Matemagica 7: Bolso magico . .. ... ... ... ... ... ... ... ... 56
Descricao da Matemdgica 7 . . . . ... ... ... ... .. 56
Como funciona a Matemdgica 72 . ... ... ... ... ... ....... 56
Outra forma de realizar a Matemdgica 7 . . ... . ... ... ...... 59
Matemagica 8: Magicadas 10 cartas . . . . .. ... ... ... ....... 61
Descricao da Matemdgica 8 . . . . .. ... .. ... ... ... 61
Como funciona a Matemdgica 82 . ... ... ... ... ... ....... 62
Matemagica 9: A carta que sobrou . . ... ... ... ... ... ...... 67
Descricao da Matemdgica 9 . . . . ... . ... ... .. ... ... 67
Como funciona a Matemdgica 92 . ... ... ... .. ... .. ...... 68
Matemagica 10: A carta ajudante . . . . .. ... ... ... ... ..... 72
Descricao da Matemdgica 10 . . .. ... ... ... ... ... ....... 72
Como funciona a Matemdgica 102 . . . . . . .. ... ... ... .. ..... 73
Matemagica 11: Valor das cartas . . ... ... ... ... ... ...... 7
Descricao da Matemdgica 11 . . ... .. ... ... ... ... ....... 7
Como funciona a Matemdgica 117 . . .. ... ... .. ... ... ..... 77
Demonstracao da Matemdgica 11 . . .. .. ... ... ... ... ..... 7
Matemagica 12: Ajuda do barulho . .. ... ... ... .. ... ... ... 78
Descricao da Matemdgica 12 . . ... .. ... ... ... ... ....... 78
Como funciona a Matemdgica 122 . . . ... ... ... ... ... ..... 79
Demonstracao da Matemdgica 12 . . .. ... ... ... ... ....... 79
Matemagica 13: A carta magica . . . .. .. ... ... ... ... . ... 80
Descricao da Matemdgica 13 . . . . . ... .. ... ... .. 80
Como funciona a Matemdgica 132 . . .. ... ... ... ... ....... 81
Matemagica 14: Os 4 as€s . . . . . . . . i 82
Descricao da Matemdgica 14 . . . ... ... ... ... ... ........ 82
Como funciona a Matemdgica 147 . .. ... . .. ... ... .. ...... 82
Matemagica 15: Baralhamento especial . . . . . ... ... ... ... ... 83



5
5.1
5.1.1
5.1.2
5.1.8
5.1.4
5.1.5
5.1.6
5.1.7
5.2
5.2.1
5.2.1.1
5.2.1.2
5.2.2
5.2.2.1
5.2.2.2
5.2.3
5.2.8.1
5.2.8.2
5.3
5.3.1
5.8.2

ANALISE DAS ATIVIDADES TRABALHADAS 85
Analise das exploragoes matematicas . . . . . ... ... ... ........ 85
Exploragoes matemdticas 1 e 2 . . . .. ... ... ... ... ........ 85
Ezxploracoes matemdticas 3 e 4 . . . . ... ... 92
Exploracao matemdtica 5 . . .. ... ... ... ... ... ... ....... 97
Exploracoes matemadticas 6 e 7 . . . .. .. ... ... ... ... ..., . 100
Exploragoes matemdticas 8 e 9 . . . . . ... ... ... ... ... 108
Ezxploracao matemdtica 10 . . . . . ... ... ... ... ... ... 114
Ezxploracoes matemdticas 11, 12, 13, 14 e 15 . . . . . . ... ... ... 118
Analise das atividades contendo situacoes - problemas . . . . . . .. .. 128
Situacoes-problemas I. . . . . ... ... . ... ... ... ... . ... ... 129
Critério de diwvisibilidade por 9. . . . . . . . ... 129
Andlise das questoes - situacoes-problemas I . . . . . .. .. .. ... ... ... 132
Situacoes-problemas Il . . . . . . . ... ... ... . ... ... ... .. ... 135
Critério de divisibilidade por 3. . . . . . . . . ... 135
Andlise das questoes - situacoes-problemas II . . . . .. . .. ... ... ..... 136
Situacoes-problemas III . . . . . . ... ... ... ... ... ... ..., 139
Critério de divisibilidade por 2. . . . . . . . . . ... ... 139
Andlise das questoes - situagoes-problemas IIT . . . . . ... ... ... ..... 139
Analise dos pré-testes e pés-testes . . . .. ... ... L. 142
Pré-teste 1 e Pos-teste 1. . ... ... ... ... ... ... .......... 143
Pré-teste 2 e Pos-teste 2. . . . . ... ... ... ... ... ... 146
CONSIDERACOES FINAIS 149
REFERENCIAS 150
APENDICE A: EXPLORACAO MATEMATICA 1 154
APENDICE B: EXPLORACAO MATEMATICA 2 156
APENDICE C: EXPLORACAO MATEMATICA 3 158
APENDICE D: EXPLORACAO MATEMATICA 4 160

APENDICE E: EXPLORACAO MATEMATICA 5 163



APENDICE F: EXPLORACAO MATEMATICA 6
APENDICE G: EXPLORACAO MATEMATICA 7
APENDICE H: EXPLORACAO MATEMATICA 8
APENDICE I: EXPLORACAO MATEMATICA 9
APENDICE J: EXPLORACAO MATEMATICA 10
APENDICE K: EXPLORACAO MATEMATICA 11
APENDICE L: EXPLORACAO MATEMATICA 12
APENDICE M: EXPLORACAO MATEMATICA 13
APENDICE N: EXPLORACAO MATEMATICA 14
APENDICE O: EXPLORACAO MATEMATICA 15
APENDICE P: PRE-TESTE 1/POS-TESTE 1
APENDICE Q: PRE-TESTE 2/POS-TESTE 2
APENDICE R: SITUACOES-PROBLEMAS I
APENDICE S: SITUACOES-PROBLEMAS I1I

APENDICE T: SITUACOES-PROBLEMAS III

166

169

172

175

178

181

182

184

186

187

189

190

192

193

194



19

1 INTRODUCAO

A metodologia tradicional ainda utilizada hoje em dia no ensino da matemaética por
inimeros professores é um dos fatores que acarretam no deficit de aprendizagem dos alunos
na disciplina de matematica. Trata-se de uma metodologia que aborda os conteidos de
forma mecanica, linear e fragmentada e que nao surti um efeito positivo levando a maioria
dos alunos a nao gostarem de Matematica ou a terem a disciplina como muito complexa. Em
contrapartida, os Parametros Curriculares Nacionais em Matemética, Brasil (1997), afirmam
que o professor deve conhecer diversas possibilidades de trabalho em sala de aula, pois é
fundamental para a construcao de sua pratica docente.

Sendo assim, utilizar novos métodos no ensino da Matematica é hoje algo essencial para o
bom desempenho dos alunos. O professor deve buscar novos caminhos para uma metodologia
inovadora que proporcione melhores resultados, tornando a Matemética mais atrativa e de
melhor compreensao. Nicola e Paniz (2017) afirmam que a inser¢ao de todo e quaisquer
recursos ou métodos diferentes dos habituais utilizados pelo professor sao de grande valia,
servindo como apoio as aulas. Cunha e Silva (2012) reitera que o lidico auxilia o professor a
superar dificuldades que em sua maioria nao sao possiveis em aulas tradicionais e possibilita
uma diversidade de alternativas na aplicacao dos contetdos trabalhados em sala de aula.

Neste sentido, buscamos nessa pesquisa trabalhar com uma metodologia bastante inova-
dora, mas ainda pouco utilizada nas aulas de matematica. Trata-se de atividades ludicas
através de magicas, denominadas de Matemadgicas, as quais utilizam truques matematicos,
abordando os mais variados conteiudos na &area da &algebra e aritmética com o intuito de
despertar o interesse do aluno pelo estudo da matematica e contribuir para a melhoria da
aprendizagem matemética. Gardner (2020) define a "Matemadgica”como a interse¢do entre
matematica e magica, onde truques e ilusoes sao baseados em principios matematicos. Ele
acreditava que a Matemadgica poderia ser uma ferramenta poderosa para despertar o inte-
resse das pessoas pela matematica, tornando conceitos abstratos mais acessiveis e divertidos,
revelando padroes matematicos e logicos.

Lopes, Dantas e Melo (2016) afirmam que a magica é um meio de estimular o aluno
na busca do mistério que estd por tras do truque, nesse caso o conhecimento matematico
envolvido para justificar o truque, tornando a matematica interessante e divertida. Para
Kegler, Fajardo e Feltrin (2012, p.2) as Matemégicas sao importantes recursos metodolédgicos
para aprendizagem matemadtica, uma vez que o truque matemético pode instigar os alunos a
analisar e refletir um determinado conteido, levando-os a pensar com outra visao e a serem

desafiados a reproduzir e investigar como e porqué o truque matematico funciona.
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A cada Matemagica trabalhada na pesquisa aplicamos em paralelo uma exploracao ma-
tematica com o intuito dos alunos desenvolverem habilidades necessarias para compreen-
der os conteudos abordados por tras dos truques. A juncao destes dois métodos auxilia
no processo de ensino-aprendizagem da matematica, estimulando a colaboracao e interacao
em grupo, desenvolvendo o raciocinio légico e possibilitando uma aprendizagem de forma
divertida. Para Ponte (2010), tarefas exploratérias e investigativas adequadas criam oportu-
nidades para o envolvimento dos alunos nas aulas de Matematica. No decorrer das atividades
propostas trabalhou-se ainda com outras metodologias (situagoes-problemas, demonstragoes
matematicas, pré-teste e pds-teste) auxiliadoras no processo de obtengao do sucesso nos re-
sultados almejados.

As situagoes-problemas foram trabalhadas no intuito de observar o aspecto qualitativo
de nossa pesquisa. Para Dante (2003, p.20) situagdes-problemas sao atividades de aplicacao
que exigem o uso da Matematica para serem resolvidos através de conceitos, técnicas e
procedimentos organizando os dados em tabelas, tracando graficos, fazendo operagoes, etc.

Os resultados das demonstracoes matematicas serviram para auxiliar alguns conteidos
matematicos utilizados em nossa pesquisa. Almouloud, Silva e Fusco (2012, p. 25) relatam
que as demonstragoes matematicas realizam um papel importante segundo a comunidade
matematica em geral, visto que validam propriedades matematicas garantindo a utilizagao
destas propriedades em diversos outros conteudos relacionados.

Foram aplicados pré-testes e pos-testes afim de observar o aspecto quantitativo de nossa
pesquisa. Aratjo et al (2019) afirmam que o uso de questoes de pré-teste e pds-teste é uma
metodologia bastante utilizada, trata-se de um recurso de aprendizagem muito eficaz, visto
que compara a qualidade do aprendizado dos alunos apés a aplicacao das aulas, aumentando
o seu rendimento.

O objetivo deste trabalho foi propor uma sequéncia didatica aos alunos por meio de
tarefas de exploragoes matematicas afim de desvendar o truque por traz de cada matemagica
apresentada, evidenciando os conteidos e conceitos matematicos envolvidos. Esta pesquisa
foi organizada composta pelos tépicos a seguir: Importancia da resolucao de problemas
matematicos para a aprendizagem, os diferentes tipos de tarefas para a aula de Matematica,
a Matemagica como atividade lidica no ensino da Matematica. Posteriormente explicitamos
a descricao das Matemagicas apresentadas e cronograma das atividades realizadas, logo apds
realizamos a andlise das atividades trabalhadas (situagoes-problemas, pré-testes, exploragdes

matematicas e pds-testes) e finalizamos com as consideragoes finais.
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2  OS DIFERENTES TIPOS DE TAREFA PARA A AULA DE
MATEMATICA

No ensino da Matematica hd uma grande quantidade de atividades diversificadas que po-
dem auxiliar no processo de ensino aprendizagem trazendo beneficios educacionais contun-
dentes para os alunos. Segundo Ponte (2005), no momento que o aluno estd desenvolvendo
uma atividade, esta na verdade realizando uma tarefa. Desse modo, a tarefa é considerada
o objetivo da atividade. O autor descreve que o ensino-aprendizagem da Matematica esta
direcionado por atividades que os alunos veem em sala de aula e, por sua vez, estas depen-
dem das tarefas apresentadas pelo professor. Para o autor, o professor ao formular tarefas

adequadas, podera assim suscitar a atividade do aluno.
2.1 Exercicios e Problemas

Ponte (2010), afirma que os exercicios sao tarefas de complexidade reduzida e com es-
trutura fechada, sendo assim o exercicio é considerado a tarefa mais comum na disciplina
de Matematica. Os problemas sao tarefas fechadas e com elevado grau de complexidade,
sao tipos de tarefa que podem gerar atividades mais favoraveis a aprendizagem dos alunos.
Um problema possui sempre um grau de dificuldade apreciavel. No entanto, se o problema
for dito dificil, pode levar o aluno a desistir rapidamente, ou nem sequer chegar a tentar
resolvé-lo. Porém, se o problema for bastante acessivel, sera considerado um exercicio. Desse
modo, o problema deve conter um nivel de complexidade médio, nao pode ser relativamente
facil, mas também nao pode ser muito dificil.

Para o autor, os exercicios sao tarefas matematicas que servem apenas para o aluno
praticar os conhecimentos adquiridos previamente, servindo apenas com o propodsito de men-
talizar tais conhecimentos, através de uma série de repeticao abusiva de questoes bastante
semelhantes. Na verdade, realizar exercicios em série nao é uma atividade muito interes-
sante, no momento em que o ensino da Matemaética é apenas exposto através da resolucao
de exercicios, criam-se grandes problemas de empobrecimento nos desafios propostos e de
desmotivacao dos alunos. Isso nao significa dizer que realizar exercicios nao seja relevante
para o ensino da Matematica, pelo contrario, os exercicios sao fundamentais para o ensino-
aprendizagem desde que o professor os utilize de forma correta e de maneira nao abusiva
utilizando em suas aulas também outros tipos de tarefas matematicas. E importante ressal-
tar que o professor deve escolher cuidadosamente tais exercicios de maneira a promover a
compreensao dos conceitos fundamentais por parte dos alunos.

Uma das caracteristicas fundamentais dos problemas e dos exercicios, segundo o autor, é

que no enunciado da tarefa em questao é sempre dito o que é pedido e também contém os
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dados para sua resolucao. Quando uma tarefa matematica foge completamente da realidade
e do cotidiano dos alunos contendo um contexto extra matematico, nao implica dizer que
a tarefa é um exercicio ou um problema. O essencial para diferenciar um problema de um
exercicio é saber se os alunos possuem ou nao um processo imediato para resolver a tarefa.
Caso o aluno conheca e seja capaz de utilizar os conhecimentos para desenvolver a resolucao,

trata-se entao de um exercicio. Do contrario a tarefa sera definida como um problema.
2.2 Exploracgao e Investigagcao

As exploracoes sao tarefas abertas, embora com um nivel de complexidade baixo. O que
diferencia uma tarefa de exploracao e uma tarefa de investigacao é exatamente o nivel de
complexidade, ou seja, o grau de desafio. Se no decorrer da tarefa, o aluno ao comecar a
trabalhar, demonstrar um bom nivel de compreensao, trata-se entao de uma tarefa de ex-
ploracao. Caso contréario, sera uma tarefa de investigagao. Em contrapartida nao se pode
distinguir a principio uma tarefa de exploragao de uma tarefa de investigacao, sem antes
conhecer o grau de complexidade e as dificuldades que uma turma pode apresentar ao tra-
balhar com uma tarefa aberta. Uma das caracteristicas fundamentais das exploragoes e das
investigagoes é que no seu enunciado nao é dito o que é pedido e nao contém os dados da
tarefa.

Entre uma tarefa de exploracao e um exercicio leva-se em consideracao o seu enunciado,
visto que um mesmo enunciado pode corresponder a uma tarefa de exploracao ou a um
exercicio, dependendo exclusivamente dos conhecimentos prévios dos alunos.

As investigagoes tém um grau de complexidade elevado e uma estrutura aberta. Um caso
particular da Investigacao Matematica é o projeto de investigacao. Tanto os projetos como
as investigagoes comportam um carater aberto. A principal diferenca entre as caracteristicas
do projeto de investigacao e a tarefa de investigacao é o tempo que uma demora em ser
finalizado. O projeto pode demorar anos para sua conclusao e as tarefas de investigacoes
demoram pouquissimo tempo, podendo ser realizadas em uma ou poucas aulas.

Para realizar uma Investigacao Matematica é preciso que o professor defina a ideia central
da tarefa. Uma vez definida, o objetivo a ser alcancado deve ter um grau de dificuldade
consideravel visando a procura da metodologia de trabalho, a superacao das dificuldades, a
organizacao e analise do material recolhido, as conclusoes, etc.

Ponte (2010) afirma que investigar consiste em procurar compreender algo de modo apro-
fundado, tentar encontrar solucoes adequadas para os problemas com que nos deparamos.
Seguindo esse enfoque, as caracteristicas de uma Investigacao Matematica envolvem fatores
como: a formulacao de questoes, a qual evolui & medida que o trabalho avanca; a producao,

a andlise e o refinamento de conjecturas sobre essas mesmas questoes e a demonstracao e
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comunicagao dos resultados. Amado, Amaral e Carreira (2009) salientam isto afirmando
que, assim como os problemas, as investigacoes sao contextos privilegiados para desenvolver
no aluno o raciocinio matematico na medida em que as investigagoes promovem experiéncias
de aprendizagem com intmeras oportunidades para explicar e justificar ideias e resolugoes,
assim como também para formular, testar e provar conjecturas.

Um dos fatores que diferenciam a importancia entre as investigagoes e exploragoes ma-
tematicas dos problemas e exercicios, é que as exploracoes e investigagoes promovem o en-
volvimento dos alunos, ocorrendo uma participagao ativa desde a primeira fase do processo

até a formulacao das questoes a resolver.
2.3 Resolugao de problemas matematicos na aprendizagem

A aprendizagem da Matematica no ambiente escolar tem sido algo desafiador para os
professores ao longo dos tempos. Os resultados obtidos em avaliacoes nacionais como o ENEM
- Exame Nacional do Ensino Médio, o SAEB - Sistema de Avaliacao da Educacao Basica,
entre outros, nas questoes voltadas para conteudos matematicos tem sido algo preocupante
e nos mostrado uma aprendizagem insatisfatoria na disciplina de matematica. Isso se deve a
grande dificuldade que os alunos possuem em ler, interpretar e resolver problemas no decorrer
das aulas de Matematica.

Para superar esse problema educacional, novas metodologias de ensino podem fazer com
que o conhecimento matematico seja mais eficaz suprindo esse ponto de vista negativo do
ensino da matematica. Uma dessas metodologias é a resolucao de problemas, a qual vem se
tornando ao longo do tempo uma estratégia importante para o desenvolvimento intelectual
do aluno. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental,
BRASIL (1998, p.112) “ a resolugao de problemas é pega central para o ensino da Ma-
tematica, pois o pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo estéa
engajado ativamente no enfrentamento de desafios”. Segundo Amado, Amaral e Carreira
(2009), “a resolugao de problemas matematicos constitui um grande objetivo quando diz res-
peito a aprendizagem matematica sendo uma ferramenta muito importante para que alunos
aprendam matematica”.

Por outro lado, Medeiros (2001, p.1), afirma que “problemas matematicos sao funda-
mentais no desenvolvimento da Matematica, mas em sala de aula, sao trabalhados como
exercicios repetitivos, resolvidos por meio de procedimentos padronizados, previsiveis por
aluno e professor”. Uma parcela de culpa para este problema se deve talvez por conta de
um acervo pouco numeroso de livros de Matematica onde o modo como os problemas sao
introduzidos em sala de aula se enquadram como exercicios meramente repetitivos, os quais

servem apenas para levar o aluno a um trabalho mecanico de procedimentos semelhantes
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entre um exercicio e outro e também a resolverem problemas sem que haja envolvimento ou
interpretacao.

Segundo Amado, Amaral e Carreira (2009) “a resolugao de problemas além de constituir
um objetivo da aprendizagem matematica, também é um importante meio pelo qual os alunos
aprendem Matematica”. No entanto, um problema matematico s6 se torna uma ferramenta
que proporciona o aluno a refletir e pensar naquilo que o professor propoe em sala de aula a
partir do momento que o professor organiza sua aula. Tal resolucao deve ser realizada por
métodos eficazes que favorecam a aprendizagem do aluno.

Quando o professor poe em pratica o que foi planejado previamente para se trabalhar com
a resolucao de problemas, ele deve fazer com que o aluno possa realizar sozinho suas atividades
ocorrendo uma ac¢ao por parte do aluno em adquirir o seu conhecimento e refletindo sobre
aquilo que esta em discussao no problema proposto de tal maneira que ele saiba os caminhos
corretos a serem tomados no decorrer do problema. E importante ressaltar que deve existir
comunicagao entre aluno e professor para que o aluno possa compreender, através de uma
interacao satisfatoria, os conteidos no decorrer da atividade. O professor deve orientar na
medida do possivel o melhor a ser feito. Essa interacao é muito importante no processo
de aprendizagem do aluno. Segundo Ponte (1992), as atividades fundamentais em que se
desenvolve o saber matematico sao a acao e a reflexao. A agao tem a ver com a manipulacao
de objetos e, muito especialmente, de representacoes. A reflexao consiste no pensar sobre
a agao, e é estimulada pelo esfor¢co de explicagao e pela discussdo (dai a importancia da

comunicagao e da interagao).

2.3.1 Problemas abertos e Problemas fechados

Medeiros e Silva (2001) analisa a maneira como as atividades de resolucao de problemas
matematicos sao tratados didaticamente em sala de aula pelo professor e pelo aluno e os
classifica em dois tipos de problemas; os problemas fechados, os quais limitam a criatividade
do aluno pois sua resolucao é dada por meio de aplicacao repetitiva de algoritmos onde
todos os dados necessarios para sua resolucao estao no enunciado do problema, enunciado
o qual foge totalmente da realidade cotidiana dos alunos e as solugoes do problema sao de
um nivel de complexidade facil; e os problemas abertos os quais sao caracterizados por nao
terem nada a ver com os conteuidos tratados anteriormente em sala de aula, por apresentarem
enunciados curtos que estao no contexto e na realidade vivida pelos alunos provocando-os a
refletir e solucionar o problema utilizando o raciocinio 16gico incentivando sua criatividade
e por possuirem uma ou mais solugoes. Schoenfeld (1996) ressalva isto em seu contexto
dizendo que prefere problemas que possam ser resolvidos e abordados por diversos caminhos

levando o aluno a observar suas multiplas solugoes e relata ainda que os problemas abertos
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sao uma maneira de levar os alunos a fazer Matematica. Em contrapartida, nos problemas
fechados o aluno torna-se dependente de uma memorizacao de conhecimentos aprendendo
por reproducao e resolvendo diversos problemas semelhantes e de estratégias idénticas as dos
conteudos anteriores.

A grande diferenca de resolucao entre problemas fechados e abertos é que nos problemas
abertos o professor constréi o problema, tendo em vista provocar situacoes para que os alunos
possam supera-las durante o decorrer do problema. O professor nesse tipo de problema
participa como um orientador de modo a facilitar os caminhos a serem seguidos e no final
de tal problema é feita uma andlise e sintese da atividade juntamente com os alunos. Ja
no problema fechado, o professor apenas passa uma série de exercicios variados e repetitivos

usando apenas aulas expositivas.

2.3.2 O que é uma situacao-problema?

Almouloud (2009) define uma situagao-problema como sendo uma escolha de questdes,
sejam elas abertas ou fechadas, em situacoes matematicas que utilizem problemas relaci-
onados a um ou mais dominios de saberes e de conhecimentos. Durante a resolucao de
uma situacao-problema sao levantadas questoes impostas pelos alunos, o que ocorre devido
a utilizagao implicita e explicita de novos objetos matematicos.

Durante a construcao de uma situagao-problema o professor deve considerar as seguintes
caracteristicas: Se os alunos compreendem os dados do problema e se eles possuem conhe-
cimentos prévios necessarios para resolucao e construcao do problema, desde que esses co-
nhecimentos sejam insuficientes para a resolucao imediata do problema o qual pode envolver
varios dominios de conhecimentos: algebra, geometria, dominio numérico etc.

Almouloud (2009) afirma que as situagdes-problema que os alunos irdo explorar devem
ser trabalhadas de maneira que estejam relacionadas aos conceitos referentes ao contetido
no qual o conhecimento estd inserido. Tais conhecimentos devem fornecer as ferramentas
adequadas para chegar-se a solucao final.

As atividades trabalhadas em uma situacao-problema devem estar de acordo com as nor-
mas propostas pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN). Os resultados adquiridos em
pesquisas sobre o tema devem permitir aos alunos desenvolver certas competéncias e habili-
dades. Os objetivos dessas atividades sao ajudar o aluno na construcao de conhecimentos e
saberes de uma maneira construtiva e significativa, desenvolver habilidades necessarias para
a construcao do problema e expandir o raciocinio dedutivo.

Almouloud (2009) relata ainda que o aluno deve realizar as situagoes-problema agindo de

forma espontanea, progredindo e construindo seu préprio conhecimento a partir de atividades
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propostas e utilizando ferramentas necessarias para o seu cognitivo e assim poder adquirir
novos conhecimentos. Desse modo, o papel do professor passa a ser o de mediador e de
orientador propiciando condi¢oes para o aluno ser o principal responsavel na construcao
de seus conhecimentos, participando apenas no auxilio de dividas para nao prejudicar a
participacao do aluno no seu processo de aprendizagem. Nesse ponto de vista, as atividades
devem seguir as seguintes condigoes: Os objetos de saber disponiveis devem ser utilizados
pelos alunos como ferramenta que auxilia a resolucao, pelo menos parcialmente do problema;
o professor deve proporcionar ao aluno no decorrer da aula nas situagoes-problema uma
maneira a provocar um debate entre os alunos para que eles possam analisar e debater entre
si os seus resultados com o objetivo de construir e deixar de forma igual os saberes entre todos
os alunos envolvidos; O professor apés o debate dos alunos deve organizar de forma sucinta as
descobertas realizadas pelos alunos colocando em ordem esses conhecimentos com o intuito
de promover uma melhor compreensao desses novos objetos matematicos. Deve também ser
realizada uma nova etapa onde serao propostos pelo professor situagoes-problema com os

novos conhecimentos ja adquiridos pelos alunos com o objetivo de consolidé-los.

2.3.3 Andlise a priori e andlise a posteriori em uma situagcao-problema

Segundo Almouloud (2009), o objetivo de uma andlise a priori é determinar antecipa-
damente o que o aluno pode ou nao contextualizar ao resolver uma situacao-problema per-
mitindo um controle por parte do professor em relacao ao sentido dos comportamentos dos
alunos. No entanto, para isso é preciso que o professor descreva as escolhas feitas para o
nivel da turma e as caracteristicas da situacao didatica desenvolvida. Logo apds ele deve
analisar a importancia dessa situagao para os alunos prevendo possiveis comportamentos e
tentando mostrar como a analise feita permite controlar seu sentido. Tais comportamentos
esperados sao resultados do desenvolvimento do conhecimento visado pela aprendizagem, ou
seja, a andlise a priori permite ao professor controlar a realizacao das atividades dos alunos,
também permite identificar e entender os fatos observados anteriormente as atividades reali-
zadas. Desse modo, os diversos conhecimentos que aparecerao durante a atividade proposta
poderao ser debatidos em sala de aula apds o termino das atividades. A analise a priori de
uma situagao-problema é composta por uma andlise matematica e uma analise didatica.

Almouloud (2009) relata que na andlise a posteriori o professor realiza uma andlise das
atividades propostas por meio das atividades realizadas pelos alunos levando em conta os
principais aspectos e as informacoes coletadas no decorrer das atividades. Esse tipo de
andlise é realizado levando em consideracao a interacao entre aluno-aluno e aluno-professor

referente a situagao proposta. O professor deve estudar as possiveis modificagdes que podem
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ser feitas no estudo proposto analisando os principais resultados em relacao a questao da
pesquisa, as hipoteses e a metodologia adotada em relagao aos resultados de outras pesquisas
sobre o mesmo assunto. A andlise a posteriori depende da qualidade da andlise a priori.
Para Finalizarmos este capitulo sobre os diferentes tipos de tarefa para aula de ma-
temética, Ponte (2005) salienta que cada tarefa possui um papel importante para atingir
determinados objetivos curriculares. As tarefas mais acessiveis possibilitam aos alunos um
elevado grau de sucesso, contribuindo no desenvolvimento de sua autoconfianca. As ativida-
des mais desafiantes sao indispensaveis para que os alunos tenham uma efetiva experiéncia
matematica. As tarefas fechadas sao 6timas para evoluir o raciocinio matematico dos alunos,
uma vez que este raciocinio possui uma relacao estrita e rigorosa com os dados e resulta-
dos da tarefa. As tarefas abertas sao fundamentais para o aluno desenvolver a autonomia
e a capacidade de lidar com situacoes complexas. A partir deste contexto enriquecedor que
os diferentes tipos de tarefas matematicas podem proporcionar ao ensino-aprendizagem da
matematica, decidimos trabalhar e desenvolver com os alunos desta pesquisa, a aplicacao de
tarefas abertas ou fechadas contendo situagoes-problemas unidas a aplicacao de pré-testes
seguidos de pos-testes contendo problemas e exercicios e também a aplicacao de diversas
tarefas de exploragoes matemadticas. Ponte (2009, p.103) relata que as tarefas nao devem
ser tomadas isoladamente, sendo o conjunto das tarefas propostas fundamentais para que os
objetivos de um determinado contetido sejam atingidos. Portanto, as tarefas propostas aos
alunos devem estar relacionadas entre si e devem ser apresentadas aos alunos numa sequéncia

coerente proporcionando um trabalho favoravel para aprendizagem do aluno.
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3 A MATEMAGICA COMO ATIVIDADE LUDICA NO ENSINO DA
MATEMATICA

O ensino da Matematica utilizando atividades lidicas tem sido defendido e utilizado cada
vez com maior frequéncia por professores que se deparam com alunos que possuem bastante
dificuldades na disciplina quanto a compreensao e assimilacao dos contetudos, a falta de
motivacao e a ideia de que a matematica é algo muito dificil de se aprender.

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC, BRASIL (2018), enfatiza a importancia
do ensino por meio de atividades lidicas como uma estratégia educacional capaz de pro-
mover o engajamento e a participagao dos alunos no processo de aprendizagem. Segundo a
BNCC, o ludico desempenha um papel fundamental, contribuindo para a formacao integral
dos estudantes e promovendo uma aprendizagem de forma prazerosa, criativa e participativa,
estimulando o desenvolvimento cognitivo, emocional e social dos alunos. Deste modo, escolas
e professores devem buscar e utilizar estratégias que promovam a aprendizagem de forma
lidica, considerando os interesses e as habilidades dos estudantes, conforme a BNCC.

O Iidico possui caracteristicas impactantes no decorrer das atividades trabalhadas pren-
dendo a atencao dos alunos, levando-os a possibilidade de aprender de diversas maneiras e
por se tratar de algo divertido e atraente pode ser utilizado pelos professores com o intuito
de provocar nos alunos uma aprendizagem mais prazerosa e significativa. Kishimot (1993),
afirma que o uso do lidico na educacao é uma ferramenta que torna o ambiente magico,
oferecendo aos alunos experiéncias tunicas e enriquecedoras.

Friedmann (2001, p.36) por sua vez acredita que:

O jogo (atividade lidica) é crucial para o desenvolvimento
cognitivo, pois o processo de criar situacoes imaginarias leva ao
desenvolvimento do pensamento abstrato. Isso acontece porque
novos relacionamentos sao criados no jogo entre significados,
objetos e agoes.

Sendo assim, o ensino por meio de atividades lidicas é um intermediador do conhecimento,
onde os alunos aprendem de forma divertida e descontraida, trabalhando o raciocinio logico,
0 cognitivo e o senso critico de cada um.

Com base nisso, um dos métodos lidicos utilizados para melhoria do ensino-aprendizagem
da Matemaética é a utilizacao de magicas em sala de aula, onde o truque ¢é realizado por meio de
uma manipulacao matemaética que aborda conteiidos envolvendo aritmética e algebra em sua
maioria. Estes truques sao conhecidos como Matemagica, uma atividade lidica espléndida

que quando bem desenvolvida detém todos os focos e atencoes dos alunos em sala de aula.
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Bento (2017) enfatiza a importancia da mégica afirmando que as Matemédgicas sdo recursos
que apresentam truques matematicos encantando alunos e professores com sua apresentacao,
descoberta de solugoes e respostas para os desafios. Ao citar diversos autores em seu TCC -
Trabalho de Conclusao de Curso - Mariotti (2019, p.25) conclui que a inclusao do lidico em
sala de aula, como magicas e jogos por exemplo, é uma maneira de motivar os alunos a usar
sua inteligéncia, contribuindo para facilitar a assimilacao dos conteudos apresentados e para
o desenvolvimento do raciocinio além do aperfeicoamento de habilidades de comunicacao e
expressao do pensamento, facilitando sua socializagao com o meio em que vivem. Deste modo
o aluno se sente favorecido, acolhido e participante, facilitando na obtencao do conhecimento.

A Matemégica é uma metodologia inovadora que pode ser tratada como uma estratégia de
ensino onde o professor lanca desafios cativantes aos alunos, levando-os a formular e contex-
tualizar problemas e tornando a matematica uma realidade mais proxima do seu cotidiano.
Essa metodologia pode ser trabalhada por meio de investigacoes e exploragoes matematicas
de alguns conteudos e conceitos matematicos.

Para Medeiros e Silva (2001) o professor que trabalha com Matemdgica em sala de aula
propicia a seus alunos a gostarem de aprender a disciplina permitindo a formulagao de proble-
mas desafiantes que os incentivem a aprender mais. Assim, quando o professor ao apresentar
uma Matemaéagica e logo apods explicar o truque, os alunos se sentem desafiados a entender
aquela Matemagica e compreender o que a justifica. Dai a partir de uma aula dinamica e
lidica bem planejada eles se tornam capazes de reproduzir o truque realizado e compreender

as propriedades aritméticas e algébricas por tras do truque matematico.
3.1 Matemagicas utilizando baralho

As méagicas com cartas tém o poder de encantar o publico presente, deixando as pessoas
perplexas devido a sua variedade de possibilidades para a magica acontecer desde a escolha
da carta ou até mesmo a quantidade de cartas em um corte, entre outros aspectos no decorrer
do truque. Em blog mégico, Ramos (2023), define mégica com cartas de baralho como um
tipo divertido de apresentacao artistica que envolve técnicas especiais para realizar truques
de magica. E uma maneira criativa de surpreender o publico, manipulando os baralhos de
forma a realizar truques impressionantes.

O principal objetivo de uma magica com cartas de baralho é divertir o publico e sur-
preendeé-lo com a manipulagao das cartas. Partindo do contexto enriquecedor e eficaz que a
Matemagica exerce nas aulas de Matematica quanto a fixagao e compreensao dos contetdos
matematicos por parte dos alunos, os professores de matematica podem recorrer a este ramo
da Matemagica que utiliza cartas de baralho para realizar os truques. O baralho pode ser

uma ferramenta poderosa na realizacao dos truques matematicos instigando a curiosidade dos
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alunos na descoberta de como é possivel a realizacao da Matemagica desenvolvida e a tentar
desmistificar o conteiido matematico por traz do truque, visto que ha uma grande quantidade
de truques de magica realizados com cartas de baralho que utilizam propriedades e padroes
matematicos para se obter o resultado final. Fialho (2016, p.1) ao falar sobre Matemégicas

com baralho, afirma que:

Matematica e maégicas compartilham entre si uma relagao de
contribuicao mutua, a partir da Matematica é possivel criar bons
truques de magica e a partir de bons truques podemos encontrar
principios que sao aplicados em Matematica avancada.

Contudo, para deixar a plateia encantada o uso de truques com cartas de baralho requer
do méagico um conjunto de habilidades que podem ser aprimoradas com o passar do tempo
com pratica e repeticao até que ele possa aprender o truque. Em blog méagico, Ramos
(2023), afirma que todo magico de cartas necessita da habilidade manual e do conhecimento
necessario sobre os principais truques de cartas para executa-los com maestria.

Afonso (2010) relata em seu blog que uma das atividades que costuma ter mais impacto na
matematica recreativa é a que utiliza um baralho normal de cartas (normalmente, os truques
exigem um baralho padrao com 52 cartas, dividido entre 4 naipes: paus, copas, ouros e
espadas.), possibilitando a criagdo de cendrios de magia matemdtica e permitindo que o
magico com ou sem experiéncia possa realizar estes truques. Sendo assim, tanto professores
quanto alunos podem realizar as Matemégicas com baralho.

Algumas mégicas com baralho sao tao bem elaboradas que confundem a mente do publico
levando-os por um momento a acreditar que a magia é realidade, porém sao apenas truques
simples e ficeis de serem reproduzidos. Afonso (2010) destaca ainda que quando um truque
é bem realizado e tem um bom éxito, o piblico sente uma curiosidade em querer saber a
causa do seu sucesso, a qual muitas vezes esta atrelada a algum conteido matematico. Nesse
intuito os truques matematicos com baralho podem ser trabalhados em varias situagoes no

ambiente escolar, inclusive nas aulas de matematica.
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4 DESCRICAO DAS MATEMAGICAS APRESENTADAS

A nossa pesquisa foi realizada e desenvolvida na Escola Cidada Integral Estadual de En-
sino Fundamental e Médio Dom Adauto, localizada no municipio de Serra Redonda — PB,
numa turma do Ciclo VI - EJA do Ensino Médio no turno da noite, composta por 16 alu-
nos e consistiu em apresentar Matemagicas utilizando o baralho e aplicar uma exploracao
matematica para cada uma delas na intencao de desvendar o segredo dos truques realiza-
dos através do conhecimento matematico envolvido por tras de cada Matemagica. Foram
realizadas um total de 15 exploracoes afim de evidenciar o carater o qualitativo de nossa
pesquisa.

A metodologia utilizada observou também os beneficios trazidos pela realizacao das Ma-
temagicas e exploragoes matematicas através da aplicagao de 2 pré-testes e 2 pds-testes, assim
como a realizacao de 3 atividades contendo situagoes problemas abordando os contetdos en-
volvidos nas Matemagicas, enfatizando o carater quantitativo no decorrer da pesquisa.

As atividades de nossa pesquisa foram divididas em 36 aulas, com duracao de 45 minutos

cada, dispostas conforme o cronograma disposto no quadro 4.1 abaixo.

Quadro 4.1 — Cronograma das atividades

Total de aulas Atividade trabalhada
3 Aulas Apresentacao das Matemagicas.
2 Aulas Aplicagao do Pré-teste 1.
3 Aulas Atividades de Exploracao 1 e 2.
2 Aulas Aplicacao do Pos-teste 1.

4 Aulas Atividades de Exploracao 3 e 4 e aplicacao das Situacoes-problemas 1.

3 Aulas Atividade de Exploracao 5 e aplicacao das Situagoes-problemas 2.

4 Aulas Atividades de Exploracao 6 e 7 e aplicagao das Situagoes-problemas 3.
2 Aulas Aplicacao do Pré-teste 2.

4 Aulas Atividades de Exploracao 8, 9 e 10.

3 Aulas Atividades de Exploracao 11 e 12.

4 Aulas Atividades de Exploracao 13, 14 e 15.

2 Aulas Aplicacao do Pos-teste 2.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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A principio o Professor realizou a apresentagao para a turma de todas as Matemagicas
trabalhadas nesta pesquisa, foi uma espécie de show de magicas com baralho com o propdsito

de entusiasmar os alunos nas atividades posteriores.
4.1 Matemagica 1: Confusao em familia no hotel
4.1.1 Descricao da Matemadgica 1

Passo 1: O magico separa 4 montes com 4 cartas cada. Cada monte representa uma
familia diferente (as familias de ouros, copas, paus e espadas) e sdo compostos por um rei
(representando o pai), uma dama (representando a mae), um valete (representando o filho
mais velho) e um As (representando o filho mais novo) do mesmo naipe, conforme Figura 4.1

abaixo.

Figura 4.1 — 4 montes (familias).

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Passo 2: O magico conta uma breve historia para o publico.

ITempordo (2011)
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“Num hotel contendo apenas 4 quartos numerados de 0 até 3 (representados pelos quatro
montes) havia 4 familias hospedadas uma em cada quarto, eram eles os pais, as maes, os
filhos mais velhos e os filhos mais novos.”

Durante esta parte da histéria o magico coloca acima da mesa os 4 reis com as faces
viradas para cima, cada um em um quarto (monte). Logo apds coloca as damas acima de
cada rei com seu respectivo naipe e o mesmo faz-se para os valetes e os ases respectivamente.

E a histéria segue: “A noite todas as familias se trancam em seus quartos e vao dormir”.
Nesse momento o magico coloca os 4 montes um sobre o outro sem alterar a ordem das cartas
e vira o monte formado com as 16 cartas com as faces voltadas para baixo.

Passo 3: Continua a histéria: “A noite neste hotel houve um curto circuito e um barulho
muito grande foi ouvido, o hotel ficou sem energia. Todos os hospedes do hotel sairam dos
seus quartos assustados e iniciou-se uma confusao ”.

Ao contar esta parte da histéria o magico vai improvisando sobre a confusao alastrada no
hotel por conta da queda de energia e ao mesmo tempo embaralha as cartas de maneira que
o publico nao perceba que ele esteja apenas cortando o baralho intimeras vezes.

Logo ap6s continua a historia: “Até que cada um dos hospedes comecam a se acalmar e
entrar nos quartos”. Momento em que o magico vai distribuindo uma carta por vez, iniciando
a primeira carta no quarto 0, a segunda carta no quarto 1, a terceira carta no quarto 2, a
quarta carta no quarto 3, a quinta carta no quarto 0 e assim por diante até finalizar todas
as 16 cartas.

Apos distribuir as cartas o magico finaliza a histéria falando que foi estabelecido a energia
e revela que algo inusitado aconteceu. No quarto 0 ao virar as cartas estao apenas os pais,
no quarto 1 apenas as maes, no quarto 2 apenas os filhos mais velhos e no quarto 3 apenas
os filhos mais novos (Esta ordem pode ser alterada a depender dos cortes realizados no passo

2), conforme Figura 4.2 abaixo.

Figura 4.2 — Resultado da Matema&gica 1.

Quarto 1 Quarto 2 Quarto 3

A4 4
LY
Q\"&. ¢

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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4.1.2 Como funciona a Matemdgica 17

No passo 1, vamos representar os reis pela letra K, as damas pela letra Q, os valetes pela
letra J e os ases pela letra A. E seja os quartos numerados pelos restos da divisao por 4, isto
é, 0, 1, 2 e 3 nesta ordem.

No passo 2 ao juntar todas as cartas em um unico monte com a ordem estabelecida no
truque teremos a seguinte sequéncia, independente dos naipes, numerando as posigoes de

cada uma delas conforme o quadro 4.2 abaixo.

Quadro 4.2 — Posicoes das 16 cartas.

Posicao 011123456789 |10|11 1213|1415

Carta KIQ|J|A|KIQ|J|A|[K|Q|J|A|K|Q|J|A

Restonadivisasopor4 | O | 1 |23 |0 | 1|23 ]0(1[2]3|]0|1]2]|3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note que foi gerada apods a distribuicao das cartas uma sequéncia onde a cada 4 cartas
tem-se a primeira carta um rei (K), a segunda carta uma dama (Q), logo ap6s um valete (J)
e por fim um as (A). Sendo assim:

e O valor dos restos das posicoes de cada rei (K), na divisao por 4, resultam em 0.

e O valor dos restos das posi¢oes de cada dama (Q), na divisao por 4, resultam em 1.

e O valor dos restos das posigoes de cada valete (J), na divisao por 4, resultam em 2.

e O valor dos restos das posicoes de cada as (A), na divisao por 4, resultam em 3.

No passo 3 ao embaralhar as cartas (cortar diversas vezes) nao serd alterado os valores
das posicoes, nem os valores dos restos na divisao por 4. A tnica mudanca que vai ocorrer
é a ordem da sequéncia na distribuicao das cartas, porém o valor do resto das divisoes das
posigoes de cada um dos reis (K) na divisdo por 4 serd sempre o mesmo, seja este resto 0, 1, 2
ou 3. O mesmo ocorre para as damas, valetes e ases possibilitando as possiveis 4 sequéncias

apos os cortes, conforme os quadros 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 abaixo.

Quadro 4.3 — Possibilidade 1.

Posicao 011123456789 |10|11 1213|1415

Carta KIQ|J|A|KIQ|J|A|[K|Q|J|A|K|Q|J|A

Restona divisasopor4 | O | 1 |23 |0 | 123|012 ]3]0 1]2]|3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Quadro 4.4 — Possibilidade 2.

Posicao 011123456 |7|8[9]1011 12|13 |14 |15

Carta QIJIA|K|Q|JIAIK|Q|JIAIK|Q|JT]|A|K

Restona divissopor4 | O (1|2 |3 |0 |12 (30|12 |3 ]0|1|2]3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Quadro 4.5 — Possibilidade 3.

Posicao o112 |3/4|5]6|7 891011 |12 |13 14|15

Carta JIA[K|[Q|IJ|A|K|[Q|IJ|A|K|Q|JT|A|K|Q

Resto na divisaopor4 (O | 1 |2 |3 |0 (1|2 30|12 |3 |0(|1}]2]|3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Quadro 4.6 — Possibilidade 4.

Posigao 01123456789 10|11 1213|1415

Carta AK|IQIJIAIK|Q|JIAIK|Q|J|A | K|Q]|J

Restona divisasopor4 | O | 1 |2 3]0 |1 |2 3|0 (1|2 |3 |0|1}|2]3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Observe que ao distribuir as cartas em 4 montes conforme o passo 3, independente do
total de cortes realizados no baralho, obteremos as cartas das posicoes da forma 4k no 1°
monte (quarto 0), 4k + 1 no 2° monte (quarto 1), 4k + 2 no 3° monte (quarto 2) e 4k + 3

no 4° monte (quarto 3), com k inteiro, conforme o quadro 4.7 abaixo.

Quadro 4.7 — Distribuicao das posicoes por quartos.

Numeracao do Quarto Quarto 0 | Quarto 1 | Quarto 2 | Quarto 3
Forma euclidiana 4k 4k + 1 4k + 2 4k + 3
0 1 2 3
R - 4 5 6 7
Distribuicao das cartas por posicao
8 9 10 11
12 13 14 15

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Como o valor do resto nas divisdes das posigoes de cada tipo de carta (K, Q, J ou A) por
4 serd sempre o mesmo, acarreta da distribuicao conforme o quadro 4.7 acima, que as cartas
ficarao ao final distribuidas da seguinte maneira: os 4 ases no quarto W, os 4 reis no quarto
X, as 4 damas no quarto Y e os 4 valetes no quarto Z. Onde W, XY, Z = {0,1,2,3} com
W+X=zY +Z.

4.1.3 Demonstracao do truque da Matemdgica 1

Observemos adiante a demonstracao matematica por traz do truque na Mateméagica 1.
No passo 1 ap6ds a distribuicao das cartas, os reis ficam nas posigoes 4k, as damas nas posigoes
4k + 1, os valetes nas posicoes 4k + 2 e os ases nas posicoes 4k + 3, onde k € Z.

No passo 2 ao cortar diversas vezes o baralho, o niimero de cartas correspondentes ao
corte pode ser escrito na forma 4g+ R, onde R € 7Z é o resto da divisao euclidiana por 4, com
R={0,1,2,3}. Assim, sendo p € Z, segue que:

Os reis irao para as posigoes:

dk+4g+ R=4(k+q)+ R=4p+ R

As damas irao para as posigoes:

dk+1+4g+R=4(k+q)+R+1=4p+R+1

Os valetes irao para as posigoes:

dk+2+4q+R=4(k+q)+R+2=4p+ R+2

E os ases irao para as posigoes:

dk+3+4q+R=4(k+q)+R+3=4p+ R+3

Dai, quando:

e R =0: Todas as cartas manterao as mesmas posicoes.

e R =1: Os reis irao para as posicoes 4p + 1, as damas irao para as posicoes 4p + 2, Os
valetes irdo para as posigoes 4p + 3 e os ases irdo para as posigoes dp+4 =4(p+1).

e R =2: Os reis irao para as posicoes 4p + 2, as damas irao para as posicoes 4p + 3, os
valetes irao para as posicoes 4p + 4 = 4p; e os ases irao para as posigoes 4p + 5 =4p; + 1, com
p1 € 7.

e R =3: Os reis irao para as posicoes 4p + 3, as damas irao para as posicoes 4p + 4 = 4p,,

os valetes irao para as posicoes 4p+5 =4ps + 1 e 0s ases irao para as posicoes 4p + 6 = 4ps + 2,



37

com ps € Z.
Portanto concluimos que os 4 ases, 4 reis, 4 damas e 4 valetes estarao respectivamente
nos quartos W, X, Y e Z, onde W, XY, Z ={0,1,2,3} com W+ X +#Y # Z.

4.2 Matemagica 2: As misterioso
4.2.1 Descricao da Matemadgica 2

2Passo 1: Bem parecido com a Matemagica 1, o magico seleciona os 4 ases do baralho e
os coloca virados para baixo formando 4 montes numerados de 0 até 3. Logo apds o méagico
pega 12 cartas aleatorias do baralho e coloca 3 cartas viradas para baixo acima de cada as.
Assim cada monte ird possuir 4 cartas.

Passo 2: O magico mostra ao publico que cada monte contém 4 cartas, sendo as 3
primeiras, cartas aleatérias e a ultima sempre um as, dando énfase a seguinte sequéncia em
cada monte: carta, carta, carta, as. Por fim ele junta os 4 montes colocando um sobre o
outro e ainda virados para baixo, formando um tnico monte de 16 cartas.

Passo 3: Mais uma vez o magico mostra ao puiblico a sequéncia das cartas (carta, carta,
carta, as). Feito isto, comega a distribuir todas as cartas do monte na mesa, uma a uma,
viradas para baixo formando novamente os 4 montes, numerados de 0 a 3, com 4 cartas cada.
A distribuicao se da da seguinte maneira: iniciando do topo, poe a primeira carta no monte
0, a segunda carta no monte 1, a terceira carta no monte 2, a quarta carta (as) no monte 3
e repete o processo até finalizar as 16 cartas. Finalizado o processo o magico fala ao publico
que ficou evidente que os 4 ases estao no monte 3 conforme a sequéncia de distribuicao das
cartas (carta, carta, carta, as), uma vez que da forma como a distribuicao foi feita levou
todos os ases para 14, conforme o quadro 4.8 abaixo, representando as cartas aleatdérias por

C e os ases por A.

Quadro 4.8 — Distribuicao dos ases no monte 3.

Monte 0 | C | C | C | C
Montel | C | C | C | C
Monte2 | C | C | C|C

Monte 3| A|A|A|A
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Passo 4: Ao virar as cartas dos montes 0 e 1 o magico mostra ao publico que 14 estao
cartas aleatérias do baralho. Porém ao virar um as do monte 3 e uma carta do monte 2 e

ZParras (2013)
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inverter as suas posigoes, colocando o as no monte 2 e a carta no monte 3, o magico fala que
todos os ases que estavam no monte 3 passaram de forma misteriosa para o monte 2. Neste
momento ele vira as cartas do monte 2 e 14 estao todos os ases, vira as cartas do monte 3 e

14 estao apenas cartas aleatdrias, conforme o quadro 4.9 abaixo.

Quadro 4.9 — Resultado da Matemagica 2.

Monte 0 | C | C | C | C
Montel | C | C|C|C
Monte 2 | A|A|A|A

Monte3 | C | C| C | C
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.2.2 Como funciona a Matemdgica 27

Representando as cartas aleatorias por C e os ases por A, nos passos 1 e 2 o monte formado
com as 16 cartas ficard disposto da seguinte maneira, conforme o quadro 4.10 abaixo, quanto

as suas posicoes representadas por nimeros inteiros de 0 até 15.

Quadro 4.10 — Posicoes das 16 cartas.

Posicao O|1(2(3|4|5]6|7|8]9|1011 12|13 |14 |15

Carta C/IC|C/]A|IC|C|C|A|C|C|CIA | C|C|C]A

Restona divissopor4 |0 |1 (2|3 |0 |1 (2|3 ]0(1|2 |3 |0]1]2]3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note que as posicoes dos 4 ases sao da forma 4k + 3, com k € Z, isto é, deixam resto 3 na
divisao por 4.

No passo 3 apés distribuir as 4 primeiras cartas com as faces voltadas para baixo, uma em
cada monte; o magico mais uma vez, sem mostrar as cartas, da énfase que nos trés primeiros
montes estao as cartas aleatérias e no monte 3 estd o primeiro as. Dal vira a carta do monte
2, mostra ao publico que é uma carta aleatéria e nesse momento convida algum aluno para
virar a carta do monte 3, verificar se esta carta é realmente um &as e a mostre ao publico.

E exatamente neste instante que o truque acontece, pois enquanto o aluno confere e mostra
a carta do monte 3 ao publico, toda a plateia esta entretida observando o as mostrado pelo
aluno. Dai o magico que estava com a carta da posi¢ao 4 nas maos apontando para o as do
monte 3 antes do aluno mostra-lo ao ptublico, ao devolve-la no monte em sua outra mao, a

coloca para baixo do monte. Com isto, todos os trés ases restantes passam a ser da forma
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4k + 2, com k € Z. Portanto, passarao para as posicoes que deixam resto 2 quando divididos
os seus valores por 4. Dai ao continuar a distribuicao, ambos os trés ases restantes serao
distribuidos no monte 2 e ao final s6 restarda um as no monte 3 e uma carta aleatéria no

monte 2 conforme o quadro 4.11 abaixo.

Quadro 4.11 — Distribuicao real das cartas apds o truque.

Monte 0 | C | C | C | C
Montel |C | C | C | C
Monte2 | C| A|A|A

Monte3 | A | C| C | C
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Por fim no passo 4, o magico ao virar novamente o as e a carta aleatdria ja mostrados
ao publico no passo 3 e logo apos realizar a troca de posicoes de ambas, ele estrala os dedos
e faz a seguinte pergunta: “se de repente ao trocarmos de posicao estas duas cartas e num
estralar de dedos todos os ases trocarem de lugar misteriosamente com as cartas?” Dali, ao
virar as cartas do monte 3, 14 estao apenas as cartas aleatorias e ao virar as cartas do monte
2, 14 estao todos os ases, conforme vimos anteriormente no quadro 4.9, assim finalizando o

truque.

4.2.3 Demonstracao do truque da Matemdgica 2

Vamos representar as cartas aleatorias por C e os ases pela letra A. E sejam os montes
numerados pelos restos da divisao por 4, isto é, 0, 1, 2 e 3 nesta ordem.

Ao distribuir as cartas e depois juntar todas elas com a ordem estabelecida na Matemagica
formando um tnico monte, conforme o passo 1, teremos a seguinte sequéncia, enumerando
as posigoes de cada uma delas com valores inteiros de 0 até 15 conforme o quadro 4.10.

Note que os ases ficarao nas posicoes cujo resto na divisao por 4 é igual a 3, isto é, o valor
das posicoes dos ases é da forma 4k + 3, com k € Z.

Ao colocar a carta da posicao 4 para baixo do monte de cartas, conforme descrito no
passo 2, esta carta passara para a posicao 15 e todas as outras cartas das posicoes de 5 até 15
diminuirao uma posicao cada. Assim ficamos com a seguinte sequéncia, conforme o quadro
4.12 abaixo.
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Quadro 4.12 — Novas posicoes dos ases.

Posicao O|1(2(3|4|5]6|78]9|10 11 12|13 |14 |15

Carta C/IC|C|]A|IC|C|A|C|C|CIA|C|C|CJ]A|C

Restona divissopor4 |0 |1 (2 |3 |0 |1 (23|01 |2 ]3]0 1]2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Dai os 3 ases restantes sao deslocados para uma posicao anterior, isto é, suas posicoes
passam a ser da forma 4k + 2. Portanto pela Matemagica 1, ao serem distribuidos, trés deles
ficarao dispostos no monte 2, conforme o quadro 4.12.

Portanto ao realizar a troca de posicoes entre o as da posicao 3 com a carta da posicao
2 no passo 4, o truque estara finalizado com todos os ases nas posicoes da forma 4k + 2,

conforme o quadro 4.13 abaixo.

Quadro 4.13 — Posicoes finais dos ases.

Posicao 0123|456 |7|8]9|101112]13|14 |15

Carta CIC/lA|C|C|C|A|C|C|C|A|C|C|]C|A|C

Restona divisasopor4 | 0 |1 (2 |3 |0 |1 (23|01 |2 ]3]0 1]2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.3 Matemagica 3: Festa das damas
4.3.1 Descricao da Matemadgica 3

3Passo 1: O mégico retira o baralho da caixa e comeca a contar a seguinte histéria.
“As damas resolveram realizar uma festa, e toda a turma foi convidada. No dia da festa eu
cheguei a festa atrasado, pois sempre atraso para me arrumar. Por isso preciso da ajuda de
vocés para procurar as donas da festa (damas) e as cumprimentar.”

Passo 2: O magico pede para que algum aluno escolha um nimero natural compreendido
de 11 até 19 referente a um total de cartas. Escolhido o nimero, o mégico coloca a quantidade
de cartas escolhidas uma acima da outra até finalizar o valor. Logo apds pede para o publico
somar os algarismos do ntimero escolhido para que ele retorne essa quantidade de cartas ao
baralho, uma a uma. Feito isso o magico pega a préxima carta e mostra que encontrou
a primeira dama. Para encontrar a segunda e terceira dama o méagico repete o mesmo

procedimento mais duas vezes.

3Parras (2014)
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Passo 3: Para encontrar a quarta dama o magico diz que vai fazer diferente desta vez e
pede para que alguém escolha um nimero de 1 a 10.

e Se o numero escolhido for algum de 1 até 9, o mégico passa o total de cartas, uma a
uma, referente ao valor do niimero, e para a surpresa de todos, ao virar a carta, encontra
outra carta diferente da dama, porém essa carta serve como auxilio para encontrar a ultima
dama sendo o niimero na face da carta referente a quantidade de cartas a mais que o mégico
deve contar para encontra a ultima dama.

e Se o numero escolhido for 10 basta contar até 10 e mostrar a ultima dama.

4.3.2 Como funciona a Matemdgica 37

Antes de iniciar a magica, o baralho é preparado dentro de sua caixa, colocando no topo
do baralho, com as cartas viradas para baixo, a seguinte ordem referente as treze primeiras
cartas do topo: Oito cartas, sendo elas as cartas com as faces numéricas 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e
9 e nesta ordem. Logo apés coloca trés damas (representadas por @1, Q2, Q3), em seguida
coloca-se um as (representado pela letra A) qualquer do baralho e por fim coloca a tltima

dama (representada por (Q)4), conforme o quadro 4.14 a seguir.

Quadro 4.14 — Ordenacao das 13 cartas.

Posicao [ 1 |2 (3|4 |5 |6 |7 |8 9 | 10| 11 | 12| 13

Carta |2 3[4 [5[6|7|8|9]|Q1 Qx| Q3| A | Q4
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.8.2.1 Encontrando as trés primeiras damas

No passo 2, qualquer que seja o nimero de 11 a 19 escolhido pelo aluno, note que a
subtragao entre o nimero escolhido e a soma dos seus algarismos serd sempre igual a 9.
Vamos demonstrar tal fato a seguir.

Seja xy um numero escrito na base dez, com x,y € Z, onde 0<x <9 e 0 <y <9. Logo:
[y]10 =10z +y (4.1)
Subtraindo de (4.2), a soma dos algarismos do nimero xy, obtemos:
10z+y-(z+y) =9z (4.2)

Portanto o valor encontrado sera sempre um miltiplo de 9. E como os ntimeros naturais

xy estao compreendidos de 11 até 19, entao este valor sempre sera 9, pois = 1, conforme
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obtemos abaixo da equacao (4.3).
10z+y—(r+y)=92=9-1=9
Isto é:
11-2=12-3=13-4=14-5=15-6=16-7=17-8=18-9=19-10=9

Por outro lado, conforme a preparacao das cartas feita pelo magico antes de iniciar a
méagica, note que as trés primeiras damas encontradas estarao sempre na posicao de niimero
9, conforme podemos verificar adiante.

Vimos anteriormente que as 13 primeiras cartas no topo do baralho estao dispostas con-
forme o quadro 4.14, estando a primeira dama encontrada na posicao 9.

Apoés a primeira dama ser encontrada e retirada, as cartas ficarao dispostas conforme o

quadro 4.15 abaixo, com a segunda dama encontrada também na posigao 9.

Quadro 4.15 — 22 Dama.

Posicao |1 |2 |3 |4 5|6 |7|8] 9 | 10 |11 ] 12

Carta 918|716 |5(4]3]|2 Q2 Qg A Q4
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Apés a segunda dama ser encontrada e retirada, as cartas ficardo dispostas conforme o

quadro 4.16 abaixo e mais uma vez a terceira dama encontrada estara na posigao 9.

Quadro 4.16 — 3% Dama.

Posicao | 1 |2 |3 |4 |5 (6|78 9 |10 11

Carta 2131415167819 Qg A Q4
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.3.2.2  Encontrando a ultima dama

Apos a terceira dama ser encontrada e retirada, as cartas ficarao dispostas da seguinte

forma, conforme o quadro 4.17 abaixo.
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Quadro 4.17 — 4* Dama.

Posicao |1 |23 |4 5|67 |8] 9] 10

Carta |9 [8|7[6|5[4|3[2|A]| Q4
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Considerando o valor do as igual a 1, segue no passo 3 que escolhido qualquer um dos
nimeros de 1 até 9, a soma entre o valor da face da carta e o nimero escolhido (posigao)
sempre resultard em 10, conforme podemos verificar no quadro 4.17 acima.

De fato:

9+1=842=7T+3=6+4=5+5=44+6=3+7=2+8=9+1=10

Exatamente a posigdo onde se encontra a ultima dama, uma vez que ela saiu da sua
posicao inicial 13 e foi para a posicao final 10 devido a retirada das trés primeiras damas.
Mas se o numero escolhido pelo aluno for 10, basta contar até 10 e mostrar a dama. Com

isto finalizamos o truque.
4.4 Matemdgica 4: Os quatro reis policiais (K) e o valete assaltante (J)
4.4.1 Descricao da Matemdgica 4

4Passo 1: O magico retira o baralho da caixa, chama quatro alunos para participarem e
fala que vai encontrar 4 cartas com a ajuda deles.

Passo 2: Logo apds, comeca a contar a seguinte historia: “Precisamos encontrar os 4
reis do baralho, pois eles sao policiais de elite e tem um assaltante fugitivo na cidade muito
perigoso, o valete de ouros. Para isso preciso da ajuda de voces.”

Passo 3: O magico pede para que um dos alunos escolha um numero natural de 10 até
19.

Passo 4: Escolhido o numero, o magico retira a quantidade de cartas, referente ao
nuimero escolhido, do topo do baralho, contando uma a uma e as colocando uma acima da
outra, formando um tunico monte acima da mesa. Logo apds pede para o publico somar os
algarismos deste niimero para que ele retorne a quantidade de cartas referente a soma destes
algarismos de volta ao baralho em sua mao, também uma a uma. Feito isso, o magico pega
a proxima carta do monte e a mostra para o publico, sendo esta um rei. Ao final retira o rei
encontrado e coloca o monte formado de volta ao topo do baralho.

Passo 5: O magico pede para que outro aluno escolha um niimero de 20 até 29 e repete

o procedimento realizado no passo 4, encontrando o segundo rei.

4elaborada pelo autor, 2023.
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Passo 6: O magico pede para que o terceiro aluno escolha um ntmero de 30 até 39 e
repete o procedimento realizado no passo 4, encontrando o terceiro rei.

Passo 7: O magico pede para que o quarto participante escolha um nimero de 40 até 49
e repete mais uma vez o procedimento realizado no passo 4, encontrando assim o tltimo rei
do baralho.

Passo 8: Encontrados todos os quatro reis do baralho, o magico ressalva que estes sao
policiais e estao em busca de um assaltante de bancos (valete de ouros) e convida um outro
aluno para que ele ajude os reis a encontrar o valete.

Passo 9: O mégico pede para que este aluno escolha um niimero de 16 até 26. Desta
vez, apos a contagem da quantidade de cartas referente ao niimero escolhido o magico vira a
carta referente a posicao deste nimero e a mostra para a turma.

e Se o nuimero escolhido for o niimero 16, entao a carta sera exatamente o valete de ouros
e 0 magico afirma que o encontrou.

e Caso contrario, ela nao serd o valete de ouros. Porém, o nuimero exibido na face da
carta serd exatamente a quantidade de cartas que o magico deve retornar ao baralho para

encontrar o valete de ouros e assim finalizar a magica.

4.4.2 Como funciona a Matemdgica 4?

Antes de iniciar a Matemadgica, o baralho é preparado pelo magico dentro de sua caixa,
colocando as cartas do topo do baralho, com as faces voltadas para baixo na seguinte ordem:
e 8 cartas, uma de cada numeragao 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10 e nesta ordem, logo apds um
rei (representado por K1), e em seguida coloca-se trés cartas na seguinte ordem, uma carta
com o numero 2, seguida por um &s (representado por A) qualquer do baralho e por fim o

valete de ouros (representado por J), conforme o quadro 4.18 a seguir.

Quadro 4.18 — Distribuicao inicial e posi¢ao do 1° rei.

Posicao |1 |2 3[4 |5 |6 |7 8| 9 |10] 11|12

Carta [ 3[4 |5|6|7|[8]9]10| K| 2 |A|]J
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

e Logo apds o valete de ouros, coloca-se o restante das cartas do baralho, conforme descrito
abaixo na seguinte ordem: 6 cartas aleatdrias; o segundo rei (K3); 9 cartas aleatdrias; o
terceiro rei (K3); 9 cartas aleatdrias; o ultimo rei (Ky) e por fim as ultimas 13 cartas do
baralho.

Podemos observar melhor essa distribui¢ao conforme o quadro 4.19 abaixo.
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Quadro 4.19 — Distribuicao do restante das cartas.

Posicao | 13 a 18 19 20 a 28 29 30 a 38 39 40 a 52

Carta | seis cartas | Ky | nove cartas | K3 | nove cartas | K, | Treze cartas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Conforme a preparacao das cartas realizada pelo magico antes de iniciar a Matemaégica,
note que os quatro reis serao encontrados sempre em posicoes cujos valores sao multiplos de

9, conforme podemos verificar adiante.

4.4.2.1  Encontrando os quatro reis

Dos passos 3 e 4, qualquer que seja o nimero de 10 até 19 escolhido pelo aluno, note que
a subtracao entre o nimero escolhido e a soma dos seus algarismos serda sempre igual a um
multiplo de 9 e ja provamos na Matemagica 3 que esta diferenga resulta em 9. Segue assim,
pelo quadro 4.18, que o primeiro rei (K;) foi encontrado, pois ele esté localizado na posi¢ao
de niimero 9.

Ao final do passo 4, retira-se o rei (K7) encontrado, restando 8 cartas no monte formado
acima da mesa, as quais retornam com suas posicoes invertidas de volta ao topo do baralho,
pois este monte é posto acima das demais cartas.

As cartas das posigoes de 10 até 19 retornam ao baralho, uma a uma, na ordem decrescente
em relacao a ordem que foram distribuidas, o que acarretaria em retornarem para suas
respectivas posicoes, porém todas elas irao reduzir uma posicao, devido a retirada do rei
(K1), o que também ocorre com as demais cartas até a posigdo 52. Logo as 51 cartas

restantes, ficam dispostas conforme o quadro 4.20 abaixo.

Quadro 4.20 — Distribuicao das cartas apés retirada do 1° rei.

Posicao | 1 [2 3[4 |5 |6|7[8|9|10|11 | 12a17 | 18 | 19427 | 28 | 29437 | 38 | 39 a5l
Carta |10 ]9 [8|7|6|5|4|3|2| A | J |6cartas| Ky |9 cartas | K3 | 9 cartas | K, | 13 cartas
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

De maneira andloga ao passo 3, e repetindo o procedimento feito no passo 4 aos passos 5,
6 e 7; quaisquer que sejam os numeros escolhidos pelos outros trés alunos, respectivamente
de 20 até 29, de 30 até 39 e de 40 até 49, tem-se sempre que a diferenca entre o nimero
escolhido e a soma dos seus algarismos sera sempre igual a um multiplo de 9. Assim essas
diferencas resultam respectivamente sempre em 18, 27 e 36. Observe:

e Numero escolhido entre 20 e 29:



46

20-2=21-3=22-4=23-5=---=26-8=27-9=28-10=29-11=18

e Numero escolhido entre 30 e 39:

30-3=31-4=32-5=33-6=--=36-9=37-10=38-11=39-12=27

e Numero escolhido entre 40 e 49:

40-4=41-5=42-6=--=45-9=46-10=47-11=48-12=49-13 =36

Por outro lado, note que o segundo rei (K3), conforme o quadro 4.20 acima, serd encon-
trado na posigao 18. Retirando (K5), restard 17 cartas no monte formado acima da mesa, as
quais mais uma vez retornam com suas posi¢oes invertidas ao colocar o monte formado com
as 17 cartas de volta ao topo do baralho.

Da mesma forma, as cartas das posicoes de 20 até 29 retornam ao baralho, uma a uma
na ordem decrescente em relagao a ordem que sairam e retornariam para suas respectivas
posigoes, porém devido a retirada do rei (K3) todas elas irdo reduzir uma posi¢ao, o que
também ocorre com as demais cartas até a posicao 51. Logo as 50 cartas restantes, ficam

distribuidas conforme o quadro 4.21 abaixo.

Quadro 4.21 — Distribuicao das cartas apés retirada do 2° rei.

Posicao | 1a6 |7 |8 9|10 |11 |12| 13|14 |15 |16 |17 | 18426 | 27 | 28a 36 | 37 | 38 a 50

Carta |Gcartas |[J | A |23 | 4|5 |6 | 7] 8|9 [10]9cartas | K3 | 9 cartas | K4 | 13 cartas
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O terceiro rei (K3) serd encontrado, conforme o quadro 4.21 acima, na posigao 27. De
maneira andloga, apds sua retirada, ficam apenas 49 cartas e ao devolver o monte formado
pelas 26 cartas anteriores a K3, obtemos a seguinte nova distribuicao das cartas, conforme o

quadro 4.22 abaixo.

Quadro 4.22 — Distribuicao das cartas apés retirada do 3° rei.

Posicdo | 1a9 |10 |11 |12 (13|14 | 15|16 |17 |18 19|20 | 21a26 | 27a35 | 36 | 37a49
Carta [Qcartas |10 | 9 | 8 | 7 | 6 | 5 | 4 | 3| 2| A | J|6cartas |9 cartas | K4 | 13 cartas
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O Quarto rei (K4) serd encontrado, conforme o quadro 4.22 acima, na posigao 36. Apds
sua retirada, restarao apenas 48 cartas e ao devolver o monte formado pelas 35 cartas ante-

riores a K, obtemos a seguinte nova distribuicao das cartas, conforme o quadro 4.23.
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Quadro 4.23 — Distribuicao das cartas apds retirada do 4° rei.

Posicao | 1a9 10a15 |16 |17 |18 | 1920|2122 |23 |24 |25 |26 | 27a 35 | 36 a48

Carta |Qcartas |[6cartas | J | A | 2 | 3| 4| 5] 6| 7|89 |10]|9cartas | 13 cartas
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Conforme visto no passo 9, um quinto aluno participante escolhe um ntmero de 16 até
26, referente ao total de cartas colocadas uma sobre a outra acima da mesa. Note pelo
quadro 4.23 acima que independente do niimero escolhido pelo aluno, exceto o niimero 16, a
diferencga entre o valor da posi¢do (nimero escolhido) da carta e o valor de sua face sempre
resulta em 16, exatamente onde esta localizado o valete de ouros, sendo o niimero da face da
carta correspondente ao total de cartas retornadas ao baralho. Por outro lado, se o niimero
escolhido for o nimero 16, entao a carta sera exatamente o valete de ouros e o mégico afirma

que o encontrou, finalizando o truque.
4.5 Matemagica 5: As 21 cartas
4.5.1 Descricao da Matemadgica 5

5Passo 1: O madgico chama um aluno e pede para ele selecionar 21 cartas quaisquer do
baralho. Logo apds pede para escolher uma entre as 21 cartas, mostrar para o publico a carta
escolhida, devolve-la ao monte de 21 cartas e traca-lo da maneira que desejar.

Passo 2: O maégico pega as 21 cartas e inicia a Matemégica distribuindo as cartas em
trés blocos com as faces voltadas para cima para que o participante veja em qual bloco caiu a
carta escolhida. Ao final da distribuicao o participante fala ao magico em qual bloco a carta
estd. O magico junta os trés blocos formando novamente um unico monte. O processo do
passo 2 é repetido mais duas vezes.

Passo 3: Feito isto, o magico divide as cartas em sete pequenos blocos com trés cartas
cada, todas elas agora viradas para baixo e pede para que o aluno escolha 3 blocos quaisquer.
O magico exclui os blocos escolhidos ou os blocos nao escolhidos e repete este procedimento
até que reste apenas um bloco com trés cartas.

Do bloco restante, o mégico pede que o aluno escolha uma ou duas cartas, vai excluindo
as cartas escolhidas ou as cartas nao escolhidas e repetindo este processo até que sobre apenas

uma carta, exatamente a carta escolhida pelo participante.

®Temporao (2011)
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4.5.2 Como funciona a Matemdgica 57

No passo 2 ao distribuir as cartas em trés blocos e o participante revelar em qual bloco
estd a carta escolhida, o méagico coloca este bloco exatamente no meio dos outros dois blocos
restantes e repete o mesmo procedimento nas duas distribuicoes seguintes. Feito isto a
carta escolhida pelo participante sempre ficard na posi¢do de nimero 11 (posigao central),
independentemente de onde a carta escolhida estava ao inicio da Matemagica.

Dai no passo 3 ao dividir as cartas em 7 blocos, o magico observa o bloco onde ficara
localizado a carta da posicao 11, sabendo que ela ficard localizada no 4° bloco exatamente
entre as duas demais cartas de posicoes 10 e 12. Logo, se o participante selecionar, entre os
montes escolhidos, o monte que esta a carta escolhida, o magico retira e exclui os demais
montes nao escolhidos. Se o participante selecionar montes que nao estao a carta escolhida,
0 magico retira e exclui estes montes. Assim o magico vai deixando a carta escolhida para
o ultimo monte e faz esse mesmo procedimento para as trés cartas do ultimo monte até que

reste apenas a carta escolhida, finalizando o truque.

4.5.3 Demonstracao do truque da Matemdgica 5

Primeira distribuicao: Apds a primeira distribuicao, vamos numerar a posicao das
cartas que ficam no monte (Monte 2) colocado no meio dos outros dois montes de 8 a 14, pois
o primeiro monte (Monte 1) possui 7 cartas (posi¢oes de 1 até 7) e o terceiro monte (Monte
3) também possui 7 cartas (posigoes de 15 até 21) e nao vao interessar para a demonstragao.

Vamos representar a carta escolhida por C), e as cartas nao escolhidas por z,,, onde n € N

representa a posicao da carta apds a primeira distribuicao conforme o quadro 4.24 abaixo.

Quadro 4.24 — Posicoes das cartas apds a 1% distribuicao.

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3
1-x 8- Cy 15 - 215
2 - 29 9-Cy | 16 - x5
3- 23 10- Cio | 17 - 217

Posigoes n - carta | 4 - z, 11-Chq | 18 - 213

5 - Ty 12 - 012 19 - T19
6 - Tg 13 - 013 20 - 20

7 - Ty 14 - 014 21 - T2
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Observe do quadro 4.24 que apds a primeira distribuicao, a carta escolhida pode ocupar
qualquer uma das posigoes do 2° monte, isto €, pode ser qualquer uma das cartas das posicoes
de 8 até 14.

Vamos agora separar as posigoes n da primeira distribuicao em trés grupos:

Grupo 0: Posicoes cujos valores deixam resto 0 na divisao euclidiana por 3, isto é, sao
da forma 3k, com k € Z.

Grupo 1: Posicoes cujos valores deixam resto 1 na divisao euclidiana por 3, isto é, sao
da forma 3k + 1, com k € Z.

Grupo 2: Posicoes cujos valores deixam resto 2 na divisao euclidiana por 3. isto é, sao
da forma 3k + 2, com k € Z.

Segunda distribuicao: Ao realizar a segunda distribuicao as cartas do grupo 1, grupo
2 e grupo 3 ficaram localizadas nos montes 1, 2 e 3 respectivamente, conforme o quadro 4.25

abaixo.

Quadro 4.25 — Posicoes das cartas apds a 22 distribuicao.

Grupos Grupo 1 | Grupo 2 | Grupo 0

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3
1-a24 2 - 9 3-x3
4 - x4 5- x5 6 - x¢

7-x7 8- Cs 9-Cy
Posicoes n - carta | 10 - Cyy | 11 - Oy | 12 - Cys
13-Ch3 | 14-Chy | 15 - 215
16 - 216 | 17 - 217 | 18 - 213

19 - T19 20 - 20 21 - T21
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Assim, apds a segunda distribuicao, as cartas Cy e C} ficam localizadas no monte 3
(Grupo 0), as cartas (g e C13 ficam localizadas no monte 1 (Grupo 1) e as cartas Cg, Cy; e
(4 ficam localizadas no monte 2 (Grupo 2). Em outras palavras:

e Se apds a primeira distribuicao a carta escolhida terminou em uma das posi¢oes 9 ou
12 (grupo 0), entao apos a segunda distribui¢do ambas ficardao no terceiro monte.

e Se apds a primeira distribuicao a carta escolhida terminou em uma das posi¢oes 10 ou
13 (grupo 1), entao apds a segunda distribuigdo ambas ficardo no primeiro monte.

e Se ap0s a primeira distribuicao a carta escolhida terminou em uma das posicoes 8, 11

ou 14 (grupo 2), entao apés a segunda distribui¢do ambas ficardo no segundo monte.
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Ao final da segunda distribuicao, coloca-se o monte referente a carta escolhida no meio
dos outros dois montes e realiza-se a terceira distribuicgao.

Terceira distribuicao: Para realizar a terceira distribuicao temos trés possibilidades
para a carta C), escolhida.

¢ Primeira possibilidade: Se a carta escolhida pertencer ao grupo 1, isto é, sua posigao
n for da forma 3k+1 com k € Z, entao o monte 1 referente a localizacao das cartas na segunda
distribuicao sera colocado no meio dos outros dois. Portanto apds a terceira distribuigao, as
cartas das posicoes iniciais n fixadas em 10 e 13 serao as quartas cartas dos montes 2 e 3

respectivamente, conforme o quadro 4.26 abaixo.

Quadro 4.26 — 1? possibilidade apds a 3% distribuicao.

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3
2 - i) 5 - Ty 8 - Cg
11 - CH 14 - 014 17 - T17

20-ZL’20 1-x 4-ZL‘4

Posigobes n - carta | 7-2, | 10-Cy | 13- C3
16 - T16 19 - T19 3 - I3
6—%6 9—09 12—012

15 - I15 18 - 18 21 - T21
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Logo, qualquer que seja a carta (Cyg ou Cj3) escolhida, concluimos que ela sempre ficard
na posicao numero 11 ao ser colocado o monte onde ela se encontra no meio dos outros dois
montes.

De fato, tem-se 7 cartas em qualquer um dos montes somadas com mais 4 cartas até se
chegar a carta escolhida no monte onde a carta escolhida esta localizada, resultam em um
total de 11 cartas.

e Segunda possibilidade: Se a carta escolhida pertencer ao grupo 2, isto é, sua posigao
n for da forma 3k+2 com k € Z, entao o monte 2 referente a localizacao das cartas na segunda
distribuicao sera colocado no meio dos outros dois. Portanto apds a terceira distribuicao, as
cartas das posicoes iniciais n fixadas em 8, 11 e 14 serao as quartas cartas dos montes 1, 2 e

3 respectivamente, conforme o quadro 4.27 abaixo.



Quadro 4.27 — 22 possibilidade apds a 32 distribuicao.

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3
1-24 4- x4 7 - x7

10-Cio | 13-Ci3 | 16 - 244
19 - 219 2 - 19 5 - x5

Posicoes n - carta | 8 - (O 11-Cy | 14- Cyy
17 - 217 | 20 - x99 3 - x3

6 - g 9-Cy | 12-Chs

15-215 | 18- 2158 | 21 - x93

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Assim, qualquer que seja a carta (Cg, C1; e Chy) escolhida, concluimos que ela sempre
ficard na posicao ntimero 11 ao ser colocado o monte onde ela se encontra no meio dos outros
dois montes.

e Terceira possibilidade: Se a carta escolhida pertencer ao grupo 0, isto é, sua posicao
n for da forma 3k com k € Z, entao o monte 3 referente a localizacao das cartas na segunda
distribuicao sera colocado no meio dos outros dois. Portanto apds a terceira distribuicao,
as cartas das posigoes iniciais n fixadas em 9 e 12 serao as quartas cartas dos montes 1 e 2

respectivamente, conforme o quadro 4.28 abaixo.

Quadro 4.28 — 3? possibilidade apds a 3? distribuicao.

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3
1-x2 4 - x4 7 - x7

10-Chg | 13- Ch3 | 16 - 245
19 - 219 3 - a3 6 - g

Posigoes n - carta | 9 - 12-Cia | 15 - 235
18 - 15 | 21 - 291 2 - x9

d- x5 8-Cs | 11-Cny

14-Ciy | 17 - 217 | 20 - 299

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Logo, qualquer que seja a carta (Cy ou C2) escolhida, concluimos que ela sempre ficard
na posicao numero 11 ao ser colocado o monte onde ela se encontra no meio dos outros dois

montes. Assim concluimos nossa demonstracao.
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4.6 Matemagica 6: As trés cartas finais
4.6.1 Descricao da Matemadgica 6

6Passo 1: O magico convida 3 alunos para participar da Matemédgica e solicita que cada
um deles escolha e mostre ao ptblico uma carta do baralho, sem que o magico as veja. Nesse
momento o mégico faz quatro montes com o restante do baralho com as faces das cartas
viradas para baixo.

Passo 2: Agora o magico pede para o 1° aluno colocar a carta escolhida por ele acima
do 1° monte, logo apds retirar uma quantidade qualquer de cartas do 2° monte e as colocar
acima do 1° monte.

Passo 3: O mesmo faz com o 2° aluno, manda colocar a carta escolhida por ele acima
do 2° monte, logo apds pede para ele retirar uma quantidade qualquer de cartas do 3° monte
e as colocar acima do 2° monte.

Passo 4: Da mesma forma com o 3° aluno, pede para ele colocar a carta escolhida por
ele acima do 3° monte, logo apds pede para ele retirar uma quantidade qualquer de cartas do
4° monte e as colocar acima do 3° monte.

Passo 5: O méagico pega o restante das cartas do 4° monte coloca sobre o 3° monte, logo
apds coloca o 3° monte sobre o 2° monte e por fim pega o 2° monte e coloca sobre o 1° monte,
juntando assim todo o baralho.

Passo 6: Nesse momento o magico fala com o ptblico e ressalta que vai encontrar as
cartas dos 3 alunos, faz um pequeno corte no baralho e segue o procedimento realizado no
passo 7.

Passo 7: Distribui as cartas em dois montes (representados por monte I e monte II)
acima da mesa, o monte I com as faces das cartas voltadas para cima e o monte II com as
faces das cartas viradas para baixo. A distribuicao ocorre da seguinte maneira: Coloca a
primeira carta do topo do baralho acima do monte I, coloca a segunda carta acima do monte
II, a terceira carta acima do monte I, a quarta carta acima do monte II e vai repetindo este
processo até finalizar todas as cartas. Apds isso o magico elimina as cartas que estao viradas
para cima, sobrando assim as 26 cartas do monte II viradas para baixo.

Dai o méagico repete o mesmo processo com as 26 cartas, restando apenas 13 cartas.
Repete novamente e restam 6 cartas. E por fim, repete a ultima vez o processo e ficam exa-
tamente 3 cartas viradas para baixo, as quais o magico mostra ao publico que sao exatamente

as cartas escolhidas pelos trés alunos.

6Temporao (2011)
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4.6.2 Como funciona a Matemdgica 67

Enquanto os trés alunos estao mostrando as cartas escolhidas no passo 1 ao publico, o
magico faz os 4 montes com a seguinte quantidade de cartas em cada monte: 10 cartas no
primeiro monte, 15 cartas no segundo, 15 cartas no terceiro e 9 cartas no quarto monte.

Ap6s os trés alunos devolverem todas as trés cartas aos montes e o magico juntar todas
as cartas do baralho conforme descrito nos passos 2, 3, 4 e 5 da Mateméagica 6, a posicao
das trés cartas escolhidas, representadas por C7, Cy e (s, ficam dispostas conforme o quadro

4.29, quando contadas de cima para baixo.

Quadro 4.29 — Posicoes iniciais das cartas C, Cy e Cs

Cartas Monte 4 | C3 | Monte 3 | Cy | Monte 2 | C; | Monte 1
Posicao laté9 | 10 | 11 até 25 | 26 | 27 até 41 | 42 | 43 até 52
Total de cartas 9 1 15 1 15 1 10

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

No passo 6, no momento em que o magico fala com o publico e ressalta que vai encontrar
as cartas dos 3 alunos, ele esta entretendo o publico e realiza o corte no baralho colocando
as 4 primeiras cartas que estao no topo do baralho, para baixo. Feito isto, perceba que as
posigoes das trés cartas C, Cy e (5 escolhidas sao modificadas para as posicoes 38, 22 e 6
respectivamente, uma vez que cada uma delas diminuem 4 posicoes devido a retirada das 4

cartas do topo para baixo do baralho, conforme o quadro 4.30 abaixo.

Quadro 4.30 — Posicoes das cartas C, Cy e C3 apds o corte realizado pelo professor.

Cartas Monte 4 | C5 | Monte 3 | Cy | Monte 2 | C'y | Monte 1
Posicao latéb | 6 | 7Taté21 | 22 | 23 até 37 | 38 | 39 até 52
Total de cartas 5 1 15 1 15 1 14

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note que as cartas escolhidas ficam em posi¢oes pares (posicoes 6, 22 e 38). Assim no
passo 7, na medida que as cartas das posigoes impares (1, 3, 5, ..., 51) sdo distribuidas,
viradas com as faces para cima no monte I e descartadas, as cartas das posi¢oes pares (2,
4, 6, ..., 52) sao distribuidas com as faces voltadas para baixo no monte II, uma acima
da outra. Dai restam as 26 cartas do monte II viradas para baixo, pois foram descartadas
metade delas e as posigoes das cartas escolhidas (C7, Cy e C3) serao divididas por 2, ao serem

contadas de baixo para cima, conforme o quadro 4.31 a seguir.



o4

Quadro 4.31 — Primeira distribui¢ao (posigoes das cartas com faces voltadas para cima).

Cartas Monte 4 | C5 | Monte 3 | Cy | Monte 2 | C; | Monte 1
Posicao 3 11 19

2 cartas 7 cartas 7 cartas 7 cartas
Total de cartas 1 1 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Porém, observando que as cartas sao colocadas uma acima da outra, precisamos contar
as novas posicoes com as faces das cartas voltadas para baixo. Portanto as posigoes corretas
das cartas contadas com as faces voltadas para baixo serao as seguintes, conforme o quadro

4.32 a seguir.

Quadro 4.32 — Primeira distribuicao (posigoes das cartas com faces voltadas para baixo).

Cartas Monte 1 | C7 | Monte 2 | C5 | Monte 3 | C3 | Monte 4
Posicao laté7 | 8 | 9até 15 | 16 | 17 até 23 | 24 | 25 até 26
Total de cartas 7 1 7 1 7 1 2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Perceba no quadro 4.32 acima que novamente as cartas escolhidas ficaram em posicoes
pares (Cp, Cy e Cj, respectivamente nas posi¢oes 8, 16 e 24). Assim dando continuidade
ao passo 7, de maneira analoga a primeira distribuicao realizada, apds realizar a segunda
distribuicao teremos as seguintes novas posicoes, conforme o quadro 4.33 abaixo, ao descartar

mais 13 cartas (metade) e conta-las de baixo para cima.

Quadro 4.33 — Segunda distribuigao (posigoes das cartas com faces voltadas para cima).

Cartas Monte 1 | C; | Monte 2 | C5 | Monte 3 | C3 | Monte 4
Posicao 4 8 12

3 cartas 3 cartas 3 cartas 1 carta
Total de cartas 1 1 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Dai segue analogamente que as posicoes contadas de cima para baixo serao as seguintes,

conforme o quadro 4.34 abaixo.
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Quadro 4.34 — Segunda distribuigao (posigoes das cartas com faces voltadas para baixo).

Cartas Monte 4 | C3 | Monte 3 | Cy | Monte 2 | C; | Monte 1
Posicao 1 2 | 3atéb | 6 | Taté9 | 10 | 11 até 13
Total de cartas 1 1 3 1 3 1 3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Mais uma vez as cartas escolhidas ficaram localizadas em posi¢oes pares (Cs, Cy e C)
respectivamente nas posigoes 2, 6 e 10). E note pelo quadro 4.34 que se tem 7 cartas
localizadas em posigoes impares.

Dai apds a terceira distribuicao conforme o passo 7, o monte 4 nao tera mais cartas, pois
sua unica carta restante de posigdo 1 (impar) foi descartada assim como a ultima carta da
posicao 13. Portanto teremos a seguinte nova configuracao para as posicoes das cartas de

baixo para cima ao descartar as 7 cartas das posi¢oes impares, conforme o quadro 4.35 a

seguir.

Quadro 4.35 — Terceira distribui¢do (posigdes das cartas com faces voltadas para cima).

Cartas Cs | Monte 3 | Cy | Monte 2 | C; | Monte 1
Posicao 1 3 5

1 carta 1 carta 1 carta
Total de cartas | 1 1 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Da mesma forma as posigoes contadas de cima para baixo seguem conforme o quadro 4.36

abaixo.

Quadro 4.36 — Terceira distribuigao (posigoes das cartas com faces voltadas para baixo).

Cartas Monte 1 | C; | Monte 2 | (5 | Monte 3 | Cs
Posicao 1 2 3 4 ) 6
Total de cartas 1 1 1 1 1 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Finalizando o passo 7, apds realizar a ultima distribuigao, o magico ficard em suas maos
com as cartas escolhidas,C, C5 e ('3, uma vez que as mesmas estarao respectivamente nas
posigoes pares 2, 4 e 6, e as cartas das posi¢oes impares (1, 3 e 5) serdo excluidas. Assim

conclui-se o truque mostrando as cartas escolhidas ao publico.
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4.7 Matemagica 7: Bolso magico
4.7.1 Descricao da Matemdgica 7

"Passo 1: O mégico convida um aluno e pede para ele retirar 20 cartas quaisquer do
baralho. Logo apds pede para o aluno embaralhar as cartas, depois abri-las em um leque, de
forma que sé ele possa ver as cartas. Dai o magico lhe d4 uma carta coringa para que ele a
coloque entre duas outras cartas, sem que o magico as veja. E por fim, solicita que o aluno
memorize tais cartas que estao a direita e a esquerda do coringa (acima e abaixo).

Passo 2: O magico pega as cartas e com todas viradas para baixo comeca a distribui-las
em dois montes, colocando a primeira carta no primeiro monte, a segunda no segundo monte,
a terceira no primeiro monte, a quarta no segundo monte, e assim por diante, até finalizar
todas as cartas. Logo apods coloca o segundo monte acima do primeiro monte.

Passo 3: O magico repete o processo do passo 2.

Passo 4: O magico procura o coringa entre as cartas e logo apds acha-lo, o retira da
Matemagica e coloca todas as cartas que estavam abaixo dele para cima do monte com as
faces das cartas viradas para baixo.

Passo 5: O magico solicita que o aluno corte e divida o monte de 20 cartas em dois
outros montes, mais ou menos ao meio. Dai o magico pega o monte que estava na parte de
cima do baralho e coloca no bolso direito, com as faces das cartas viradas para o seu corpo.
E coloca no seu bolso esquerdo o outro monte que estava na parte de baixo do baralho, com
as costas das cartas viradas para o seu corpo.

Passo 6: Por fim o magico poe uma mao no bolso esquerdo e outra no direito e puxa
uma carta de cada bolso, exatamente as duas cartas que estavam a direita e a esquerda do

coringa.

4.7.2 Como funciona a Matemdgica 77

Seja (', a representacao das cartas na posicao inicial z, com x € N e 1 <x <21. Note que
para uma carta C, representar o coringa conforme a Matemégica, entao x # 1 e x # 21, uma
vez que o coringa deve ser colocado entre duas outras cartas de modo que ficara disposto em
uma das posigoes z de 2 até 20. Agora sejam C,_1 e C,,1 as cartas que ficam respectivamente a
esquerda e a direita do coringa, observemos o quadro 4.37 abaixo contendo as posicoes iniciais

z de cada uma das 21 cartas.

"Temporao (2011)
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Quadro 4.37 — Posigoes iniciais x das 21 cartas.

Posicao z | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 | 18 19 | 20 | 21
Carta Ci|Co|Cs|Cy|C5|Cs| Cr | Cg | Cy|Cro|Crr|Cra|Crz|Cr|Cis|Cis|Cir| Cis| Cro| Co | Cou
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

e Se o coringa for colocado em uma posicao par, as cartas C,_; e C,,1 serao localizadas
em posigoes impares da forma 2k + 1, onde k € NU{0}.

e Se o coringa for colocado em uma posigao impar, as cartas C,_; e C,1 serao localizadas
em posigoes pares da forma 2k, onde k € NU{0}.

No passo 2, ao distribuir as 21 cartas em dois montes, as cartas da forma z = 2k + 1
ficarao no primeiro monte e as cartas da forma x = 2k ficarao no segundo monte, gerando

novas posicoes y € N para as cartas, conforme o quadro 4.38 abaixo.

Quadro 4.38 — Primeira distribuicao das cartas.

Forma de x 2k +1
MONTE 1 Carta Cy | C3 | C5 | Cr | Cg | Oy | Ciz | Crs | Ci7 | Crg | O
Nova posicao y | 21 | 20 | 19 | 18 | 17 | 16 | 15 | 14 | 13 | 12 | 11
Forma de x 2k
MONTE 2 Carta Co | Cy| Cg | Cg | Cro| Cra | Cra | Cis | Cig | Cop

Nova posicaoy | 10 | 9 | 8 | 7 6 5 4 3 2 1
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note também que apds a primeira distribuicao, as cartas C, ficarao com posicoes inverti-
das nos dois montes formados, uma vez que sao colocadas uma carta acima da outra. Perceba
também que as cartas C,_; e C, ficarao juntas ao colocar o monte 2 sobre o monte 1, com
(-1 abaixo de C,,1, independente se sao da forma = = 2k ou z = 2k+1, k e NU{0}, conforme

o quadro 4.39 abaixo.

Quadro 4.39 — Posicoes das cartas apds a Primeira distribuigao.

Forma de x 2k 2k +1

Carta Co | Crg | Cr | Cra | Cra [ Crp | Cs | Cs | Cy | Cy | Oy | Crg | Cr7 | Cis | Cr3 | Cru | Cy | C7 | Cs5 | Cs | Cy
Nova posigao y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 11 12 13 14 15 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

No passo 3, ao distribuir as cartas novamente em dois montes, segue que C, 1 e Cyyq
ficarao localizadas em montes diferentes, uma vez que no passo anterior, C,,; ficou acima

de C,_;. De fato, se C,,; ficou em uma posicao y na primeira distribuicao, entao C,_; ficou
xr ) X s s ) xr
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na posicao y + 1, acarretando que C,_; e C,,; terao paridades diferentes apds a segunda
distribuicao.

Dai seja ¢ € Nu {0}, a segunda distribuicao se dard conforme o quadro 4.40 abaixo,
obtendo as novas posicoes z para as cartas, com z € N e novamente considerando que os

montes sao formados colocando uma carta acima da outra com faces voltadas para baixo.

Quadro 4.40 — Segunda distribuicao das cartas.

Forma de y 2q+1
MONTE 1 Carta Co | Cis | Cra | Cs | Cy | oy | Ci7 | Chiz | Cy | Cs | Cy
Posicao z 21 20 19 18 | 17 | 16 15 14 13112 | 11

Forma de y 2q
MONTE 2 Carta Cig | Cia | Cro | Cs | Cy | Crg | C5 | Chy | C7 | Cs

Posicao z 10 9 8 716 ) 4 3 2 |1
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Agora apds a segunda distribuicao, ao colocar novamente o monte 2 acima do monte 1,

obteremos a seguinte distribuicao das cartas conforme o quadro 4.41 abaixo.

Quadro 4.41 — Posicoes das cartas apds a segunda distribuicao.

rTey r=2k+1ley=2q r=2key=2q r=2k+ley=2q+1 r=2key=2q+1
Carta |C3 | Cr | Cyy | Ci5 | Crg | Cy | Cg | Crp | Cra | Cigs | C1 | Cs | Cg | Ciz | Ci7 | Cop | Cy | Cs | Cra | Cig | Cop
posicao z | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 (13| 14 | 15 | 16 | 17| 18| 19 | 20 | 21
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

No passo 4, observe que independentemente da posicao z onde esteja o coringa, sabendo
que ele nao pode ser as cartas C; e Cy, isto é, o coringa nao pode estar localizado nas
posicoes z = 11 e z = 16. Ao retira-lo, restarao 20 cartas e deve-se colocar as cartas que
estavam abaixo dele para cima do monte.

Dai, sendo C, o coringa, note pelo quadro 4.41 que a distancia entre as posigoes z das
cartas C,_1 e C,, assim como a distancia entre as posicoes z das cartas C,, e C,,1 s@o sempre
iguais a 5 (considere no decorrer da contagem que ao chegar na carta da posigdo z = 21,
deve-se continuar a contagem retornando para carta da posi¢ao z = 1). Portanto ao colocar
as cartas que estavam abaixo do coringa para cima do monte as cartas C,_; e C,,1 ficarao
localizadas nas novas posicoes 5 e 16 respectivamente.

O passo 5 nao altera a posicao das cartas C,_; e C,,1 , pois o corte nas cartas feito pelo

aluno dividindo o baralho formando dois outros montes, é realizado mais ou menos no meio.
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Com isso a quantidade de cartas que cada monte possui sera pelo menos maior que 5, o que
garante a nao mudanca das posi¢oes de C,_1 e Cpyq.

No final do passo 5 o méagico coloca a parte de cima do monte no bolso direito, com as
faces das cartas viradas para o seu corpo, assim mantendo a posicao 5 da carta C,_; e coloca
a parte de baixo do monte no seu bolso esquerdo, com as costas viradas para o seu corpo,
assim a posicao da carta C,,; é alterada da posicao 16 para a posicao de nimero 5, quando
o monte ¢é virado com as costas para o seu corpo.

Portanto no passo 6 ao puxar de cada bolso uma carta, basta puxar a quinta carta de cada
monte (considerando que a primeira carta é a que estiver mais longe do seu corpo). Assim,
o0 magico estard puxando exatamente as cartas que estavam acima e abaixo do coringa nas

posicoes (z + 1) e (z — 1) respectivamente, finalizando o truque.

4.7.3 OQOutra forma de realizar a Matemdgica 7

Existe outra forma de tornar o truque realizado na Matemagica 7 ainda mais atraente ao
publico, sem modificar as posigoes finais das duas cartas C,_; e C,.1, no passo 6, dentro do
bolso do mégico.

Para isto, basta no passo 2 da Matemadgica 7, antes do magico colocar o segundo monte
acima do primeiro monte, inverter as posi¢oes de todas as cartas em cada um dos dois montes,
isto é, distribuir carta por carta uma acima da outra até finalizar as cartas do monte 1 e logo
apoés fazer o mesmo com as cartas do monte 2. Este procedimento ira acarretar na inversao

das posigoes y € N das cartas do quadro 4.38, conforme podemos observar no quadro 4.42

abaixo.
Quadro 4.42 — Primeira distribuicao com posicoes das cartas invertidas.
Forma de x 2k +1
MONTE 1 Carta Ci|Cs | C5 | Cr| Cyg | Cpp | Ciz3 | Cys | Cr7 | Crg | O
Nova posicaoy | 1 | 2 | 3 | 4 5 6 7 8 9 10 | 11
Forma de x 2k
MONTE 2 Carta Co | Cy | Cs | Cs | Cro | Cra | Cry | Crg | Crg | O
Nova posicao y | 12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Portanto ao colocar o monte 2 sobre o monte 1, obtemos a seguinte configuragao das

posigoes das cartas, conforme o quadro 4.43 abaixo.



60

Quadro 4.43 — Posicoes invertidas das cartas apés a primeira distribuicao.

Forma de n 2k 2k +1
Carta Co | Cy| Cs | Cg | Crg | Cra | Cry | Crg | Cig | Coo | C1 | C5 | C5 | Cr | Cy | Cpp | Ciz | Cis | Cir | Cro | Coy
Nova posigao y | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12|13 |14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Da mesma forma no passo 3, ao repetir os procedimentos realizados no passo 2, distri-
buindo as cartas em dois novos montes e logo apds invertendo as posicoes das mesmas em
cada monte, obtemos a seguinte nova configuragao para as posicoes z € N das cartas, conforme

o quadro 4.44 a seguir.

Quadro 4.44 — Segunda distribuicao com posicoes das cartas invertidas.

Forma de y 2qg+1
MONTE 1 Carta Cy | Cs | Cip | Ca | Cig | C1 | Cs | Cy | Chz | Cir | Oy
Posigao z 11 | 12 | 13 14 15 |16 | 17| 18 19 20 21

Forma de y 2q
MONTE 2 Carta Cys | Cg | Cia | Cig | Cy | Cs | C7 | Ciy | Crs | Chg

Posigao z 1] 2 3 4 5 6 | 7 8 9 10
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Por fim, ao colocar novamente o monte 2 sobre o monte 1, obtemos a seguinte configuragao

para as novas posicoes das cartas, conforme o quadro 4.45 abaixo.

Quadro 4.45 — Posicoes invertidas das cartas apos a segunda distribuicao.

Tey r=2key=2q r=2k+1ley=2q r=2key=2q+1 r=2k+ley=2q+1
Carta Ci|Cs | Cra | Cis | Oy | C3 | C7 | Ciy | Ci5 | Cro | Cy | Cg | Cro | Cua | Crg | C1 | C5 | Gy | Ciz | Chr | O
posigdo z | 1 | 2 3 4 5 6 |71 8 9 10 |11 12| 13 | 14 | 15 | 16|17 | 18| 19 | 20 | 21
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Da mesma forma realizada na analise do quadro 4.41 feita anteriormente, podemos con-
cluir pelo quadro 4.45 que o coringa nao pode estar localizado nas posigoes z = 16 e z = 21.
Dai, sendo C, o coringa, obtemos novamente pelo quadro 4.45 que a distancia entre as
posigoes z das cartas C,_; e C,, assim como a distancia entre as posicoes z das cartas C, e
C,+1 sao sempre iguais a b, considerando mais uma vez que a contagem ao chegar na carta
da posicao z = 21, deve-se continuar retornando para carta da posicao z = 1. E assim mais
uma vez ao colocar as cartas que estavam abaixo do coringa para cima do monte, obtemos

que as cartas C,_1 e C,,1 ficarao nas posicoes 5 e 16 respectivamente, acarretando ao final
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do passo 5 que as posicoes das cartas C,_; e C,,q ficaram localizadas ambas nas posicoes de

valor 5 em cada bolso, portanto finalizando o truque, conforme ja mostramos anteriormente.
4.8 Matemagica 8: Magica das 10 cartas
4.8.1 Descricao da Matemdgica 8

8Passo 1: O maégico convida um aluno e solicita que ele escolha 10 cartas do baralho e
em seguida trace-as. Logo apds solicita que o aluno escolha uma carta entre as 10, mostre a
carta ao publico e a coloque acima das outras nove cartas, com as faces das cartas viradas
para baixo.

Passo 2: O magico solicita que o aluno escreva em um papel algum nimero de 1 até 9, de
modo que o magico nao veja o valor, em seguida mostre para a turma e passe a quantidade
de cartas do topo, referente ao niimero, para baixo do baralho, uma a uma ou todas de uma
unica vez. Por fim o aluno devolve as dez cartas ao magico.

Passo 3: O magico também escreve um nimero em um papel a parte para desvenda-lo
no passo 6.

Passo 4: O magico distribui, iniciando do topo, uma carta por vez, colocando uma acima
da outra na mesa, até finalizar todas as 10 cartas.

Passo 5: Agora o magico separa o baralho em dois montes de 5 cartas cada e coloca o
monte que estava na parte de baixo para cima do outro monte.

Passo 6: Neste momento, o magico desvenda o niimero escrito por ele no papel no passo 3
mostrando ao publico e pede para que o aluno também mostre o niimero escrito no seu papel
no passo 2. Dai, soma os dois nimeros e coloca, uma a uma, o total de cartas correspondentes
a soma para baixo do baralho.

Passo 7: Por fim, o mégico pega o baralho e vai formando um monte acima da mesa, com
as faces das cartas voltadas para cima, da seguinte maneira: vira a primeira carta do topo
do baralho iniciando o monte acima da mesa e coloca a préxima carta para baixo do baralho
em sua mao. Fala também ao aluno que ele diga a palavra “pare” assim que aparecer a carta
escolhida por ele. E continua virando a préxima carta do topo acima do monte formado e
coloca a proxima carta para baixo do baralho. Repete esse procedimento até que o monte
contenha 9 cartas e reste apenas uma carta em sua mao, exatamente a carta escolhida pelo

aluno.

8Barbieri (2023)
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4.8.2 Como funciona a Matemdgica 87

No passo 1 note que a carta escolhida pelo aluno, representada pela letra C, é colocada
no topo do baralho, isto é, na posicao 1 de cima para baixo.

Dai, no passo 2 o aluno pensa em um nuimero x € N tal que, 1 < z < 9, e coloca a
quantidade de cartas do topo, correspondentes a este niimero, para baixo do baralho.

O quadro 4.46 abaixo descreve a nova posigao y da carta C, com y € N, em relacao a cada

nuamero x escolhido pelo aluno.

Quadro 4.46 — Possiveis posi¢oes da carta C apds a escolha do nimero z.

Posicao da carta C Posicao 1

Total de cartas x colocadas para baixo | 1 [2|3[4|5]6|7[8]9

Posicao y da carta C 100[9|8| 7654|332
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note que o total de cartas x colocadas para baixo do baralho somadas com o valor da
nova posicao y da carta C sempre resulta em 11, isto é, x + y = 11 conforme o quadro 4.46
acima. Acarretando que a posicao 1 da carta C serd alterada para a posicao y = 11 -z. E
perceba que y # 1, pois 1 <x <9.

No passo 4 ao distribuir as cartas uma acima da outra na mesa, a posicao anterior y das
cartas somadas com a nova posicao z apds a distribuicao, onde z € N e z # 10, novamente

serda sempre igual a 11, isto é, y + z = 11, conforme o quadro 4.47 abaixo.

Quadro 4.47 — Posigoes z da carta C.

Posicitoy dacartaC | 1 |2 3[4 |56 |7 [8|9]|10

Posicao zdacartaC |10 |9 |8 | 7|6 |5 |43 |2 1
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Dessa forma, a carta C escolhida passara para a posicao correspondente ao nimero x

escrito no papel pelo aluno. De fato, observe:

y+z=1lell-z+z=11ez2=x2

Assim, como 1 <x <9, entao: 1<2<9, com z € N. Portanto os possiveis valores naturais
para z variam de 1 até 9. Assim a carta C nao poderd estar localizada na posicao z = 10 ao
finalizar o passo 4.

No passo 5 ao cortar o baralho exatamente no meio, a posicao da carta C escolhida sera

modificada para a posi¢ao:
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e w=2x+5, com weN, se o nimero x escolhido for menor do que ou igual a 5.
e w=x-5 com weN, se o nimero x escolhido for maior que 5.
Observe o quadro 4.48 abaixo, evidenciando as possibilidades para nova posicao w € N,

apos o corte realizado.

Quadro 4.48 — Posicoes w da carta C.

Posicao zdacartaC |1 [2 34| 5 |6|7|8|9]10

Posiccow dacarta C |6 | 7|8 |9 10|12 |3 [4] 5
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Como 1< 2<9, entao a carta C no passo 5 nao podera ocupar a posicao w = 5, uma vez
que a carta que ocupava a posicao z = 10, no passo anterior, nao era C.

No passo 6 o mégico revela que o niimero escrito por ele no papel no passo 3 é o niimero
um, solicita que o aluno mostre o niimero que escreveu em seu papel no passo 2 e some os dois
valores. Logo apds solicita que o aluno coloque a quantidade de cartas do topo, referente a
soma, para baixo do baralho. Feito isto a carta escolhida sempre ficard na posi¢ao de niimero
4. Observe a demonstracao deste fato abaixo.

e Se o valor escolhido pelo aluno for menor do que ou igual a 5, entao conforme o quadro

4.48 acima, a posicao w da carta sera 6, 7, 8, 9 ou 10, isto é:
w=x+DH

Como z < 5 e precisamos passar x + 1 cartas para baixo do baralho, segue que: x+1 < 6. Dai
a nova posigao n da carta C, com n € N, serd dada pela diferenga entre w e (z + 1), uma vez
que a carta C escolhida reduzira sua posi¢ao em (z + 1) posi¢oes, Conforme observamos no

quadro 4.49 abaixo.

Quadro 4.49 — Posicao n =4, quando w = x + 5.

Posicao w da carta C 6|171819]10
Numero x escolhido pelo aluno 11213[4] 5
Valor de (z + 1) 213(4]5]| 6

Posigdo n da carta C: n=w-(x+1) |4 |4 |44 4

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

De fato:
n=w-(x+1l)=x+5-(z+1)=5-1=4
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e Por outro lado, se o valor x escolhido for maior que 5, entao conforme o quadro 4.48 a

posicao w da carta C serd 1, 2, 3 ou 4, isto é:
w=x—-5

Como x > 5, e precisamos passar x + 1 cartas para baixo do baralho. Entao: z +1 > 6.

Dai a nova posicao n, com n € N, da carta C serd dada retornando (z + 1) cartas do topo
do baralho para baixo do baralho, isto é, a posigao n serd a diferenca entre w e (z + 1), uma
vez que a carta C escolhida reduzira sua posicao em (x + 1) posigoes.

Ora, w < x, logo:

w-—1x<0
= w-xr-1<0

= w-(r+1)<0 (4.3)

Portanto, temos da equagao (4.3) que em algum momento a carta C saird do topo (posigao
1) e passara para baixo do baralho (posigao 10).

Por outro lado, conforme vimos no quadro 4.46, observamos que ao colocar uma certa
quantidade de cartas do topo para baixo do baralho, a carta que estava na posicao 1 ira
passar para a posicao:

e 10, se colocarmos uma carta apenas para baixo do baralho;

e 9, se colocarmos duas cartas para baixo do baralho;

e 8, se colocarmos trés cartas para baixo do baralho;

°:

e 2, se colocarmos nove cartas para baixo do baralho;

e 1, se colocarmos dez cartas para baixo do baralho.

Dai percebemos que a quantidade de cartas que passamos do topo do baralho para baixo
do baralho influenciam diretamente em qual posi¢ao ira ficar a carta que estava na posicao

1, conforme visto no quadro 4.50 abaixo, com a,b € N, andlogo ao quadro 4.46.

Quadro 4.50 —a+b=11.

Posicao da carta Posigao 1

Total de cartas “a” colocadas para baixo | 1 |2 |3 |4 |56 |7[8]9]|10

Posicao b da carta 10[9|8|7(6]5[4(3]|2|1
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Assim a soma da quantidade de cartas “a” passadas para baixo do baralho somadas com

o valor da nova posicao “b” desta carta sempre resulta em 11, isto é:

a+b=11

Agora vamos observar pelo quadro 4.51 abaixo o total de cartas m € N, que necessitamos

passar para baixo do baralho até que a carta C fique exatamente na posicao 1.

Quadro 4.51 — Quantidade de cartas colocadas para baixo até C chegar na posigao 1.

Posicao w da carta C 11213 4

Numero x escolhido pelo aluno 71819110

Quantidade de cartas m colocadas para baixo do baralho até C chegar na posicao 1. | 0| 12| 3
Total de Cartas restantes que faltam passar para baixo do baralho. T 7

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Observe que a nova posicao de C (posigao 1) é dada por w—m =1, onde 0 < m < 3.
E vamos mostrar, conforme visto no quadro 4.51, que o total de cartas restantes que ainda
faltam passar para baixo do baralho (z + 1) — m serd sempre igual a 7.

De fato, das equacoes w=x -5 e w—m =1, obtemos o seguinte sistema:

Portanto:

r-5=m+1
= x-m=6

= (x+1)-m=7

Assim, da analise feita anteriormente no quadro 4.50 para as cartas que se encontram
na posi¢ao 1, tomando n =a e (x + 1) —m = b, obteremos que a nova posigao n da carta C

somada com o total de cartas que restam passar para baixo do baralho (z+ 1) —m =7, sera:

a+b=11
= n+(x+1)-m=11
= n+7=11

= n=4
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Assim concluimos, conforme visto no quadro 4.50 que a carta C sempre ficard na posicao 4
ao finalizar o passo 6.

Agora, conforme o passo 7, ao distribuir as cartas obtemos no primeiro descarte que
as cartas que ficarao na mao do magico serao as cartas de posicoes pares e como a carta C
escolhida estava na posicao 4, entao passara para a posicao 2, uma vez que metade das cartas
foram descartas e assim divide-se as posicoes de cada uma delas por 2.

Apés o segundo descarte, a carta C ficaria na posi¢ao 1 (impar), porém como restaram
5 cartas apds o primeiro descarte (nimero impar de cartas), a ultima carta (posigdo 5) é
descartada e a préxima carta C é deslocada para baixo, assim C passara para posicao 2,
restando apenas duas cartas.

Portanto no tltimo descarte, a carta C da posicao 2 (par) serd a carta que restara na mao
do méagico. Concluindo assim a Matemé&gica.

Vejamos a seguir dois exemplos conforme os quadros 4.52 e 4.53 para os valores 4 e 7
respectivamente escolhidos por alunos participantes na Matemagica.

Seja C, a carta localizada na posi¢ao x, com x € N. Deste modo (] sera a carta escolhida
pelo aluno, visto que ela é colocada no topo do baralho no passo 1.

e Exemplo com o niimero 4, escrito no papel.

Quadro 4.52 — Exemplo quando o nimero 4 for escolhido.

Posicago da carta | 1 | 2 | 3 | 4 5 6 7189 10
Passo 1 Ci | Cy | Cs | Cy | Cs5 | Cg | C7| Cg | Cy | Cho
Passo 2 Cs5 | Ce | Cr | Cs | Cy | Co | CL | Cy | Cs3 | Cy
Passo 4 Ci | C3|Cy | CL | Cg| Cg | Cg | Cr | Cg | Cs
Passo 5 Co | Cs | Cr | Ce | C5 | Cy | C51Cy | C | Cyp
Passo 6 Ci | C3|Cy | CL | Cp| Cg | Cg | Cr | Cg | Cs

Descarte 1 C3 | Cy | Cy | CF | Cs

Destarte 2 C; | ¢4

Destarte 3 Cy
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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e Exemplo com o ntimero 7, escrito no papel.

Quadro 4.53 — Exemplo quando o ntimero 7 for escolhido.

Posicao da carta | 1 | 2 3 4 ) 6 | 7 8 9 | 10
Passo 1 Ci | Cy | C3 | Cy| Cs5 | Ce| Cr| Cg | Cg| Cro
Passo 2 Cs | Cyg | Ciop| CL | Cy | Cg | Cy| Cs | Cg| Cr
Passo 4 Cr | Ce| Cs |Cy| C3 | Cy | Cp| Cro | Cg | Cg
Passo 5 Co | C1 1 Cio| Cy| Cs | Cr 1 Cg| Cs | Cy| Cq
Passo 6 Ci | O3] Cy |CL | Cp | Cy | Cs | Cr | T | Cs

Descarte 1 C; 1CL | Cy | Cr | Cs

Destarte 2 C; | ¢4

Destarte 3 Ch
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.9 Matemagica 9: A carta que sobrou
4.9.1 Descricao da Matemadgica 9

9Passo 1: O Maégico convida um aluno e solicita que embaralhe as cartas do baralho e
retire 10 cartas quaisquer.

Passo 2: Das 10 cartas escolhidas, o magico solicita para o aluno abrir um leque com
as faces das cartas viradas para o seu corpo, escolha uma delas sem que o magico a veja e
mostre-a para o publico. Logo apds solicita que o aluno devolva a carta ao monte em qualquer
posicao de 1 até 10, considerando as cartas da direita para a esquerda, isto é, considerando
o monte virado com as faces das cartas voltadas para cima e em seguida escreva num papel
o valor desta posicao. Por fim, o mégico solicita para o aluno fechar o leque e entregar as
cartas, com as faces voltadas para baixo.

Passo 3: O magico pega as dez cartas, faz um corte, e as devolve novamente para o
aluno.

Passo 4: O maégico solicita ao aluno que desvende o valor escrito no papel referente a
posicao da carta escolhida e solicita que ele retire a quantidade de cartas referente ao valor
da posicao de baixo do monte e as coloque para cima.

Passo 5: Em seguida o mégico solicita para o aluno lhe entregar a primeira carta do

topo, e por a préxima embaixo do monte, continuando este processo até que reste apenas

9Temporao (2011)
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uma carta em sua mao. Em seguida, o magico pede para ele mostrar a carta restante ao

publico, e esta serd exatamente a carta que o aluno escolheu.

4.9.2 Como funciona a Matemdgica 97

No passo 2 o aluno escolhe uma carta C,, numa posicao z, tal que 1 < x <10 com x € N,
considerando o monte virado com as faces das cartas voltadas para cima, e anota este valor
em um papel.

Ainda no passo 2, ao devolver o monte ao magico com as faces das cartas voltadas para

baixo, as posicoes das cartas se alteram, conforme o quadro 4.54 abaixo.

Quadro 4.54 — Posicoes das cartas com faces voltadas para cima e para baixo.

Carta Cx C 1 02 03 04 05 C@ 07 Cg C: 9 C 10

Posi¢ao x com as faces paracima | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10

posicao y com as faces para baixo | 10 | 9 | 8 | 7 | 6 | 5 | 4 | 3 | 2 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Dai as novas posicoes y das cartas, com y € N, ficarao distribuidas conforme o quadro
4.55 abaixo.

Quadro 4.55 — Posicoes das cartas com faces voltadas para baixo.

Carta Cx 010 Cg Cg 07 Cﬁ 05 04 03 CQ Cl

Posicaoy | 1 21345678910
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note pelo quadro 4.54 que a soma da posi¢cao anterior x com a posigao atual y é sempre

igual a 11. Logo:

r+y=11
= y=11-x (4.4)

Portanto a nova posicao sera dada por y =11 — .
No passo 3 o mégico ao cortar o monte com as dez cartas voltadas para baixo, na verdade
ele retira apenas trés cartas de baixo do monte e as coloca para o topo. Dal a configuracao

das novas posicoes z das cartas, com z € N ficam distribuidas conforme o quadro 4.56 abaixo.
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Quadro 4.56 — Posigoes z das cartas.

Carta Cx 010 Cg Cg 07 06 05 04 03 CQ Cl
Posicao y 1 213456 | 78910

Nova posicao z | 4 516 | 7T 819110123
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Assim as novas posicoes z das cartas em relacao as posicoes x iniciais, sao dadas conforme

o quadro 4.57 abaixo.

Quadro 4.57 — Posicoes 2z das cartas em relagao a posicoes .

Carta Cx 03 Cg Cl Cl 0 Cg Cg 07 06 Cg, 04

Posicao x com as faces para cima | 3 | 2 111019 |8 ] 7|65 |4

Posigao z 11213 4 5 16 | 7|89 |10
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Do quadro 4.57, observemos que:
e Se a carta C,, escolhida estiver em alguma posicao y de 1 até 7, isto é, 1 <y < 7, entao

a nova posicao z de C,, sera dada por:
Zz=y+3 (4.5)

Uma vez que as cartas se deslocam 3 posicoes para baixo e assim aumentam sua posi¢ao em
3 unidades.

Por outro lado:

1<y<7
= 4<y+3<10
= 4<2<10 (4.6)

Agora, substituindo a equagao (4.4) na equagao (4.5), obtemos:

z=y+3=11-2+3
= z=l4-z (4.7)

= x+z=14
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Da mesma forma substituindo a equagao (4.7) na equagdo (4.6), obtemos:

4<2z<10
= 4<14-2<10
= -10<-z<-4

= 4<xr<10

Portanto a posicao inicial  da carta C, escolhida quando 1 <y < 7 serd alguma posicao
de 4 até 10 e as somas entre os valores das posicoes x e z sempre resultam em 14, conforme
pode ser percebido no quadro 4.57.

No passo 4 o aluno devera retirar uma quantidade x de cartas de baixo do baralho,
referente a posicao escrita no papel, e as colocar para o topo gerando uma nova posicao w,

com w € N. Portanto a nova posicao w aumentara um valor x em relagao a posi¢ao z, Assim:

w o= z+x Utilizando a equagao (4.7)
= ld-z+x
= w = 14

Por outro lado, como w > 10 e as posicoes das cartas sao apenas da posicao 1 até a posigao
10, tem-se que ao retirar a ultima carta, correspondente a posicao 10, na parte de baixo do
monte e coloca-la para o topo, ela passara para a posicao 1. Assim precisamos determinar
qual serd a nova posicao w da carta C, quando ela estiver na posicao 10 e forem colocadas
uma quantidade n de cartas, com n € N, para o topo do monte.

Seja n o total de cartas colocadas para o topo do baralho, entao a posicao da carta que

estava na posicao 10 sera alterada conforme o quadro 4.58 abaixo.

Quadro 4.58 — Relagao entre o total de cartas colocadas para o topo e a carta da posicao 10.

Posigao da carta Posigao 10

Total de cartas n colocadas para o topo 1121314567 [8]9]10

Nova posicao da carta que estava na posicao 10 | 1 |2 3[4 |56 | 7|89 10

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Como w =14 =10+ 4 > 10, segue que a carta C, ao chegar na posicao w = 10, restarao 4
cartas para serem colocadas de baixo do monte para o topo. Entao pelo quadro 4.58 acima
obtemos que w = 14 é equivalente a posicao w = 4.

Agora, de maneira analoga, pelo quadro 4.56, observemos que:
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e Se a carta C,, escolhida estiver em alguma posicao y de 8 até 10, isto é, 8 <y < 10, entao

a nova posicao z de C, sera a posicao:
z=y-T7 (4.8)

Uma vez que as cartas se deslocam 3 posi¢oes para baixo e retornam a sua contagem ao

topo do monte, sendo suas posicoes z iguais a 1, 2 ou 3. De fato, observe:

8<y<10
= 1<y-7<3
= 1<2<3 (4.9)

Observemos agora que substituindo a equagao (4.4) na equagao (4.8), obtemos:

z=y-T7=11-2-7
= z=4-vx (4.10)

= x+z=4
Agora, substituindo a equagao (4.10) na equagao (4.9), obtemos:

1<2<3
= 1<4-x<3
= -3<-z<-1

= 1<xr<3

Portanto a posicao inicial z da carta C, escolhida quando 8 <y < 10 serd alguma posigao
de 1 até 3 e as somas entre os valores das posicoes x e z sempre resultam em 4, conforme
pode ser percebido no quadro 4.57.

No passo 4 o aluno devera retirar uma quantidade x de cartas de baixo do monte, referente
a posigao escrita no papel, e as colocar para o topo. Portanto a nova posicao w da carta C,

aumentara um valor x em relacao a posicao z, logo:

z+x  Utilizando a equagao (4.10)

g
I

4-x+x

= w = 4
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Assim concluimos que independentemente da carta C, e a posicao x escolhida pelo aluno, a
sua nova posicao ao final do passo 4 sempre sera w = 4.

Dai segue, analogamente ao passo 7 da Matemaégica 8, que ao distribuir as cartas conforme
o passo b desta magica, no primeiro descarte as cartas que ficarao na mao do mégico serao
as cartas de posicoes pares, onde a carta C, escolhida que estava na posicao 4 passard para
a posicao 2 uma vez que se divide as posicoes pela metade, conforme o quadro 4.59 abaixo,

considerando as demais cartas representadas pela letra X.

Quadro 4.59 — Passo 5 da Matemagica 9.

2 1314156781910
X[ X|C [ X[ XXX [X]X
C

Posicao da carta | 1

Passo 5 X
Descarte 1 X | X | X | X
Destarte 2 X | C

8

Destarte 3 C,
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Apés o segundo descarte, a carta C, ficaria na posigao 1 (impar), porém como restaram
5 cartas ap6s o descarte 1 (niimero fmpar de cartas) a iltima carta (posicao 5) é descartada
e a proxima carta C, é deslocada para baixo, assim C, passara para posicao 2, restando
apenas duas cartas. Portanto no tltimo descarte a carta C, da posi¢ao 2 (par) serd a carta

que restard na mao do aluno, assim finalizando o truque.
4.10 Matemagica 10: A carta ajudante
4.10.1 Descricao da Matemdgica 10

0Passo 1: O magico convida um aluno, solicita que escolha 16 cartas do baralho e as
trace da maneira que desejar. Logo apds finalizar o tragado, o magico pede para ele escolher
uma carta e coloca-la na base do baralho (posi¢ao 16), isto é, na parte de baixo e logo apés
mostrar a carta ao publico sem retira-la da posicao 16. Esta serd a carta a ser desvendada
ao final da mégica.

Passo 2: O magico distribui ou pede para o aluno distribuir as cartas da seguinte forma:
Colocar a primeira carta para baixo do baralho em sua mao e colocar a proxima carta na
mesa, repetindo esse procedimento até que reste apenas uma carta em sua mao. Todas as

cartas colocadas acima da mesa devem ser postas uma acima da outra formando um monte

10Brito (2021)
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com 15 cartas. Por fim, o magico pega a carta restante em sua mao e fala ao publico que ela
serda uma carta ajudante para encontrar a carta decorada pelo aluno no passo 1.

Passo 3: O mégico coloca a carta ajudante com a face voltada para cima, acima das
demais 15 cartas. Logo apds separa as cartas em dois montes da seguinte forma: a primeira
carta no primeiro monte, a segunda carta no segundo monte, a terceira no primeiro monte,
a quarta no segundo monte e assim por diante até finalizar as 16 cartas. Dentre os dois
montes com 8 cartas, o magico descarta o monte que nao possui a carta ajudante, pega o
outro monte que contém a carta ajudante e repete o procedimento para separar este em dois
outros montes com 4 cartas cada. Repete o processo novamente com o monte de 4 cartas
que contém a carta ajudante e assim restara apenas 2 cartas, uma sera a carta ajudante e a

outra sera exatamente a carta decorada pelo aluno no passo 1.

4.10.2 Como funciona a Matemadgica 10?

Seja ', a carta na posicao x, onde x é o valor da posicao das cartas apés finalizar o passo

1, com z e N, 1 <x <16. Dai as cartas ficam dispostas conforme o quadro 4.60 abaixo.

Quadro 4.60 — Posicoes das cartas no passo 1.

Cartas C, Cy|Cy | C3 | Cy | Cs | Cg | Cr | Cg | Cy| Crg| Cry | Cha | Ciz | Cra | Chs | Ci
Posicifo r dascartas | 1 | 2 | 3 | 4 | 5| 6 | 7| 8| 9|10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note, pelo quadro 4.60 que Cig é a carta escolhida pelo aluno e colocada na parte de
baixo das cartas.

No passo 2 ao realizar a primeira distribuicao com as 16 cartas, conforme solicitado pelo
magico, as primeiras 8 cartas colocadas uma acima da outra na mesa serao as cartas das
posigoes pares, isto é, x = 2¢q, com ¢ € N. Tais cartas ficam dispostas conforme o quadro 4.61

abaixo, gerando novas posigoes y € N.

Quadro 4.61 — Posicoes das cartas acima da mesa apds a primeira distribuigao.

Cartas na mesa
Cartas Clﬁ 014 C 12 Ol 0 Cg C6 C4 02

Posicao y 9 10 11 12 | 13 | 14 | 15| 16
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Dai, na mao do mégico ficam apenas as cartas das posi¢oes impares, isto é, x = 2q + 1,
com g € N. Como estas cartas foram colocadas para baixo do baralho, uma a uma, entao

foram distribuidas também em novas posicoes ' € N, conforme o quadro 4.62 abaixo.
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Quadro 4.62 — Cartas restantes na mao apds a 12 distribuicao.

Continuam na mao
Cartas Ci |Cy | Cs5 | Cr | Cy | Crp | Ciz | Cis

Posicagoz’ | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 6 7 8
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note pelo quadro 4.61 que a carta escolhida pelo aluno ficou na posi¢ao y = 9 quando
distribuida acima da mesa.

Agora, levando em consideracao as novas posicoes =’ das 8 cartas que ficaram nas maos
do magico. Ao continuar a distribuicao, as quatro cartas de posicoes x’ pares do quadro 4.62
serao distribuidas acima das 8 cartas que ja estao na mesa, aumentando a quantidade de

cartas do quadro 4.61 para 12 cartas, conforme o quadro 4.63 abaixo.

Quadro 4.63 — Posicoes das cartas acima da mesa apds a segunda distribuicao.

Cartas na mesa
Cart as C 15 011 07 03 016 014 C 12 010 Cg C@ 04 02

Posicao y 5) 6 7 8 9 10 11 12 | 13 | 14 | 15 | 16
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Assim restarao 4 cartas ainda nas maos do magico, exatamente as cartas que estavam
localizadas em posicoes &’ impares no quadro 4.62. Dai apds a segunda distribuicao, tais
cartas irao assumir novamente outros valores x”" € N para suas posigoes, conforme o quadro
4.64 abaixo.

Quadro 4.64 — Cartas restantes na mao apos a 22 distribuicao.

Continuam na mao
Cartas Ci1Cs | Cy | Cis

Posicao z” | 1 | 2 | 3 4
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Continuando a distribuicao das quatro cartas restantes do quadro 4.64, note mais uma
vez que as duas proximas cartas nas posicoes pares z” irao ser distribuidas acima das cartas
que estao na mesa e obteremos mais duas posicoes y para estas cartas aumentando para 14 a
quantidade de cartas do quadro 4.63. Observe abaixo a distribuicao destas 14 cartas acima

da mesa, conforme o quadro 4.65.
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Quadro 4.65 — Posicoes das cartas acima da mesa apds a terceira distribuigao.

Cartas na mesa
Cartas Cis | Cs | Ci5 | C | Cr | C5 | Cig | Cra | Cra | Cro | Cs | Cs | Cy | Cy

Posicao y 3 4 5) 6 7 8 9 10 11 12 |13 |14 | 15| 16
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Ao final restarao apenas as duas cartas que estavam nas posi¢coes x impares, as quais

ficam distribuidas em novas posicoes 1 e 2, conforme o quadro 4.66 abaixo.

Quadro 4.66 — Cartas restantes na mao apds a 32 distribuicao.

Continuam na mao

Cartas | C1 | Cy

Posicaoy | 1 | 2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Por fim ao distribuir as ultimas duas cartas do quadro 4.66 acima, obteremos que a carta
ajudante é exatamente a carta C1, pois ela fica localizada na posigao 1 (impar). Dai o mégico
poe Cy, que estava na posicao 2 (par), acima das cartas sobre a mesa, mostra ao publico que
a carta ('] é a carta ajudante e logo apds a coloca, com a face virada para cima, acima do
monte sobre a mesa, na posigao y = 1.

Portanto apds colocar as tltimas duas cartas acima do monte sobre a mesa, teremos a

seguinte distribuicao das cartas, conforme o quadro 4.67 abaixo.

Quadro 4.67 — Distribuicao de todas as cartas.

Cartas na mesa
Cartas Ci|Cy | Ci3 | Cs | Cis | Ciy | Cr | Cs | Cig | Cra | Cra | Cho | Cs | Cs | Oy | C

Posicaoy | 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 | 11 12 |13 | 14 | 15 | 16
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

No passo 3, vamos levar em consideracao as novas posigoes y adquiridas pelas cartas no
passo anterior. Dai ao distribuir as cartas, uma a uma, em dois montes e ir eliminando o
monte que nao contém a carta ajudante, ao final restarao apenas as cartas C e Cg, conforme
podemos ver adiante. Vamos renomear as cartas C,, com x # 1 e x # 16, por X para facilitar
a demonstracao adiante.

Do quadro 4.67 acima vamos distribuir as cartas conforme o passo 3 em dois montes

(monte 1 e monte 2). No monte 1 serao distribuidas as cartas das posi¢oes impares, isto é,
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y =2k+1, com k € Z e no monte 2 serao distribuidas as cartas das posicoes pares, isto é,
y =2k, com k € Z. Logo apds a primeira distribuicao, as cartas ficarao distribuidas conforme
o quadro 4.68 abaixo e mais uma vez modificando a posicao das cartas que estao no monte

1 para novas posicoes z € N.

Quadro 4.68 — 12 distribuicao do monte formado.

Primeira distribui¢ao (Dois montes com 8 cartas cada)

Monte 1 (posigdes y impares) | X | X | X | C5 | X | X | X | (4

Monte 2 (posiges y pares) | X | X [ X | X | X | X [ X | X

Posicoes 2z das cartas 1172 (3| 4 |5]6]|7]|8
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Considerando as novas posicoes z no quadro 4.68 acima, obtemos que C e (44 ficarao
respectivamente nas posicoes z =8 e z =4 do monte 1. Dai o magico descarta o monte 2.

Agora, realizando a segunda distribui¢ao com as 8 cartas que ficaram no monte 1 em dois
novos montes (monte 3 e monte 4), note que as cartas C; e Cig ficardo no monte 4, pois os

valores de suas posigoes z sao pares, conforme o quadro 4.69 abaixo.

Quadro 4.69 — 22 distribuicao do monte formado.

Segunda distribuigao (Dois montes com 4 cartas cada)

Monte 3 (posigoes z impares das cartas) | X | X | X | X

Monte 4 (posigdes z pares das cartas) | C; | X | Cp | X

Novas posicoes w 112 3 |4

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Considerando as novas posicoes w € N do quadro 4.69 acima, obtemos que C; e (4 ficaram
respectivamente nas posigoes w = 1 e w = 3 do monte 4. Dai descarta-se o monte 3 o qual
nao possui a carta ajudante.

Por fim, ao realizar a terceira e ultima distribuigdo em dois novos montes (monte 5 e
monte 6), conforme podemos ver no quadro 4.70 adiante, a carta ajudante (posi¢ao w = 3)
ficard no mesmo monte que a carta escolhida (posigao w = 1) no inicio pelo aluno, pois ambas
estao em posi¢oes w impares no quadro 4.69. Portanto descartando o monte 6, monte com
cartas em posicoes w pares, obtemos que a carta ajudante ficara ao lado da carta escolhida

pelo aluno e assim finalizando o truque, conforme o quadro 4.70.
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Quadro 4.70 — 32 distribuicao do monte formado.

3% distribui¢ao (Dois montes)

Monte 5 (posi¢oes w impares) | Cig | C4

Monte 6 (posigoes w pares) X | X

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

4.11 Matemagica 11: Valor das cartas
4.11.1 Descricao da Matemdgica 11

HPasso 1: A Matemaégica é realizada com 36 cartas. Para isso, retira-se do baralho 16
cartas, sendo elas: as cartas com valores dez, os valetes, as damas e os reis de cada naipe.

Passo 2: O magico convida e pede para um aluno escolher uma carta qualquer, memoriza-
la e mostra-la ao publico.

Passo 3: Dai o mégico solicita que o aluno, com o auxilio de uma calculadora, multiplique
por dois o valor da carta. Logo apds some cinco ao resultado e depois multiplique por cinco,
obtendo outro resultado. Por fim pede para ele escrever o resultado final em um papel.

Passo 4: Agora, o magico solicita que o aluno escolha outra carta e some o valor dela
com o resultado escrito no papel.

Passo 5: Por fim o aluno revela o valor total da soma obtida no passo 4 e assim o
magico descobre os valores das duas cartas escolhidas aleatoriamente pelo aluno, finalizando

o truque.

4.11.2 Como funciona a Matemdgica 117

Ao falar o valor da soma obtida no passo 4, basta o magico subtrair 25 do resultado
obtido nesta soma e o resultado final sera um nimero de dois algarismos. Sao exatamente
a unidade e a dezena deste resultado final os valores das duas cartas escolhidas pelo aluno e
reveladas pelo magico.

Por exemplo: Se o valor total foi 97, subtraindo 25, resulta em 72. Logo a primeira carta

escolhida pelo aluno foi o niimero 7, e a segunda carta escolhida foi o niimero 2.

4.11.3 Demonstracao da Matemdgica 11

Ao retirar as 16 cartas, conforme o passo 1, restarao apenas as cartas com numeracao de

1 até 9 para o aluno escolher, sendo os valores iguais a 1 representados pelos ases.

HTempordo (2011)
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Seja x o valor da primeira carta escolhida pelo aluno no passo 2, com z e Ne 1<z <9.

Realizando as operacoes descritas no passo 3, obtemos:
(22 +5)-5=10z+25 (4.11)

Agora, seja y € N, com 1 <y <9, o valor da segunda carta escolhida pelo aluno no passo

4. Somando y ao resultado encontrado na equagao (4.11), obtemos:
10z +25+y (4.12)

Por fim o aluno ao falar o valor total no passo 5, basta o magico subtrair exatamente 25

da equagao (4.12) e tem-se o seguinte:
10x+25+y—-25=10x+y

Como 1 <x<9el<y<9, concluimos que o valor final obtido serd formado na base 10

exatamente pelos algarismos x e vy, isto é:

10z +y = [zy]10

Assim finalizando o truque.

4.12 Matemagica 12: Ajuda do barulho
4.12.1 Descricao da Matemdgica 12

2Passo 1: O maégico pede para o aluno tracar o baralho, escolher uma carta qualquer e
mostrar ao ptblico.

Passo 2: Em seguida o mégico pega o baralho, pdoe um pequeno monte de cartas com
as faces viradas para baixo sobre a mesa e pede para que o aluno coloque a carta escolhida
acima deste monte. Logo apds coloca o restante das cartas da mao acima do monte e traga
mais uma vez o baralho.

Passo 3: Neste momento o mégico comega a distribuir carta por carta, com as faces
voltadas para cima, formando 4 montes.

Cada monte ¢é formado da seguinte maneira: O magico realiza uma contagem regressiva
iniciando pelo nimero 10, onde para cada nimero da contagem ele vai colocando uma carta

com a face voltada para cima formando cada um dos 4 montes até chegar no nimero 1. Se

12 Almeida (2019)
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o valor da face de alguma carta coincidir com o ntimero da contagem, o magico finaliza a
contagem nesta carta e inicia o monte seguinte. Caso contrario, se nao houver a coincidéncia
entre o numero da face da carta e o nimero da contagem, o magico coloca mais uma carta
da mao, virada para baixo, acima deste monte e inicia o préximo.

Passo 4: Ao final dos 4 montes restarao algumas cartas com o magico e ele fala que
as cartas dos montes que coincidiram irao ajudar a encontrar a carta escolhida pelo aluno,
sendo a soma dos valores dessas cartas coincidentes exatamente a quantidade de cartas a
serem descartadas uma a uma das que restaram na mao do magico, sendo a ultima carta da

contagem exatamente a carta escolhida pelo aluno.

4.12.2 Como funciona a Matemdgica 127

No passo 2 enquanto o aluno mostra a carta C escolhida ao ptblico, o méagico separa 8
cartas e as coloca separadas acima da mesa, viradas suas faces para baixo, formando um
pequeno monte. Logo apds, solicita que o aluno coloque a carta escolhida acima deste monte.
Em seguida, o mégico coloca o restante do baralho acima das 9 cartas juntando todo o
baralho e por fim traga o baralho sem modificar a posicao das 9 cartas que estao na base do
baralho.

Feito isso a carta escolhida ficara localizada na posicao 44 do baralho de cima para baixo,

conforme o quadro 4.71 a seguir.

Quadro 4.71 — Distribuicao das cartas.

Total de carta acima de C 43 cartas

Posicao da Carta C escolhida 44

Total de carta abaixo de C 8 cartas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note que a soma das cartas que coincidem o valor da face com o valor da contagem feita
no passo 3 é exatamente a quantidade de cartas que restaram na mao do méagico para serem

descartadas até encontrar a carta escolhida, ou seja, até chegar na posicao 44.

4.12.3 Demonstragao da Matemdgica 12

Sejam x,y,z,w € N os valores da contagem regressiva, iniciando em 10, que coincidem
respectivamente com os valores das faces das cartas nos montes 1, 2, 3 e 4 formados no passo
3.

Agora observemos no quadro 4.72 abaixo a relacao existente entre um ntimero natural a,

com 1 < a <10, a ser contado em ordem decrescente iniciando pelo nimero 10 e o total de
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cartas b viradas com a face voltada para cima até ocorrer a coincidéncia de a com o valor n

da face da carta, sendo b,n € N.

Quadro 4.72 — Relacao entre ntimero e total de cartas viradas.

Numero a 1098|7165 1413]2]1

Total de cartas bviradas | 1 |23 |4 |5 |6 7[8]9]|10
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Perceba que independentemente do momento onde ocorrer a coincidéncia descrita acima,
tem-se sempre que a soma entre o nimero a com o total de cartas b viradas é sempre igual
a 11, isto é:

a+b=11

Assim sempre serao descartadas 11 cartas de cada monte onde houver a coincidéncia entre
a e n, pois no passo 3 ja foram descartadas b cartas viradas para cima e no passo 4 serao
descartadas o total de cartas correspondentes ao valor de a referente ao nimero da face da
carta que ficou voltada para cima.

Portanto ao final dos 4 montes restarao algumas cartas com o mégico, destas serao des-
cartadas exatamente os valores de x, y, z e w naturais que coincidirem respectivamente com
os numeros das contagens nos montes 1, 2, 3 e 4, até se chegar ao valor 44.

Por outro lado, quando os valores da contagem regressiva iniciando em 10 nao coincidem
com o valor das faces das cartas em qualquer um dos montes 1, 2, 3 e 4 formados no passo
3, 0 magico coloca uma carta acima deste monte com a face voltada para baixo e o descarta.

Observe que em qualquer um dos montes que nao ocorrer a coincidéncia, o monte sera
composto por 11 cartas sendo dez cartas da contagem regressiva e uma carta colocada acima
dele.

Portanto, havendo a coincidéncia ou nao entre nimero e face da carta, sempre serao
descartadas 11 cartas de cada monte. E como ha 4 montes, logo serao descartadas 44 cartas
no total. Assim ao descartar a carta da posicao 44, o magico mostrara exatamente a carta

escolhida pelo aluno, finalizando o truque.
4.13 Matemagica 13: A carta magica
4.13.1 Descricao da Matemadgica 13

13Passo 1: O madgico convida e pede a um aluno que embaralhe o baralho com 52 cartas e

as coloque com as faces voltadas para baixo acima da mesa, formando um monte denominado

13 Rigonato (2020)
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de monte principal. Em seguida pede para ele retirar no méximo doze cartas de cima deste
monte e ficar com elas nas maos. Essa quantidade de cartas é desconhecida pelo magico.

Passo 2: Agora, das cartas restantes do monte principal, o aluno memoriza a carta
referente a posicao equivalente ao total de cartas que ele retirou do baralho no passo 1,
contadas de cima para baixo e a mostra ao ptublico. Chamaremos essa carta de “carta
magica”, também desconhecida pelo magico.

Passo 3: Em seguida o mégico solicita que o aluno fale um numero maior que 12 e
menor que 30, nimero este correspondente ao total de cartas que o mégico retira do monte
principal, uma a uma, formando um segundo monte acima da mesa com a face voltada para
baixo. Por fim o mégico pega o segundo monte e poe acima do monte principal.

Passo 4: A seguir, o mégico instrui que o aluno coloque as cartas que estavam com ele
sobre o monte principal e logo apds solicita que retire o total de cartas referentes ao niimero
dito no passo 3. Assim, ao retirar a ultima carta, o magico pega a préxima carta acima do

monte principal, mostra ao publico e esta sera exatamente a “carta magica”.

4.13.2 Como funciona a Matemadgica 13%

Considere n o nimero de cartas retiradas do baralho pelo aluno no passo 1, com n € N e
n < 12. Dai segue que o monte principal ficard com 52 —n cartas.

No passo 2, o aluno ver e decora a n-ésima carta (carta magica C) do monte principal,
isto é, a carta localizada na posicao n de cima para baixo.

No passo 3 o aluno retira uma quantidade m € N de cartas, com 12 < m < 30. Desse
modo, a “carta magica” C serd necessariamente retirada, pois m > n.

Note que ao retirar n cartas das m possiveis e ir colocando uma acima da outra formando
um outro pequeno monte acima da mesa, a carta C passara para posicao 1 deste monte.
Porém ainda faltara retirar m — n cartas para completar as m cartas retiradas. Assim, ao
completar a retirada das m cartas e as repor sobre o monte principal, a carta C ficarda na
(m —n+ 1)-ésima posigdo do monte, de cima para baixo, pois C estava na posigao 1 e foram
colocadas acima dela m —n cartas, aumentando este valor em sua posicao.

Dai, quando o aluno repuser as n cartas que estavam na mao dele, conforme o passo 4,
a “carta magica” C serd a (m + 1)-ésima carta do monte de cima para baixo. De fato, a
carta C estava anteriormente na posicao m —n + 1 e foram colocadas n cartas acima dela.

Algebricamente sua posicao é determinada pela expressao abaixo:
(m-n+1)+n=m+1

Portanto, quando o aluno retirar m cartas do monte principal, referente a quantidade de
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cartas do nimero m dito pelo aluno no passo 3, segue que a ”carta méagica” C passara a ser
localizada na posicao 1. Algebricamente é simples de perceber o fato da carta C se deslocar
para a posicao 1, observe:

(m+1)-m=1

Portanto, basta o magico pegar a proxima carta da posicao 1 e mostrar que esta é a carta

magica C, finalizando o truque.

4.14 Matemagica 14: Os 4 ases
4.14.1 Descricao da Matemdgica 1

4Passo 1: O magico retira o baralho da caixa e convida um aluno para que o corte em
4 montes numerados de 1 até 4.

Passo 2: O mégico aponta para o monte 1 e pede para que o aluno remova as trés
primeiras cartas do topo desse monte e as coloque para baixo. Em seguida solicita que
distribua as trés proximas cartas do topo respectivamente em cima dos montes 2, 3 e 4.

Passo 3: Na sequéncia, o magico pede para fazer o mesmo procedimento com os demais
montes, na seguinte ordem: monte 2, monte 3 e por fim monte 4.

Passo 4: O magico mostra as primeiras cartas de cada monte, e elas serao todos ases.

4.14.2 Como funciona a Matemdgica 147

No passo 1, o baralho precisa estar preparado dentro da caixa com os 4 ases no topo do
baralho. Ainda no passo 1, o magico enumera os montes feitos pelo aluno de 1 a 4, sendo o
monte 4, aquele onde estao localizados os quatro ases.

No passo 2 ao distribuir as trés cartas do monte 1, uma em cada monte, o monte 4 ficara
com a seguinte configuragao no topo:

e Uma carta aleatoria e logo apds os 4 ases.

Ao distribuir as trés cartas do monte 2, uma em cada monte, o monte 4 ficard com a
seguinte configuragao no topo:

e Duas cartas aleatorias e logo apos os 4 ases.

Ao distribuir as trés cartas do monte 3, uma em cada monte, o monte 4 ficara com a
seguinte configuragao no topo:

e Trés cartas aleatorias e logo apds os 4 ases.

Por fim ao realizar o procedimento no monte 4, as trés cartas que serao colocadas para

baixo, serao exatamente as cartas que estavam nos montes 1, 2 e 3 respectivamente. Restando

4 Temporao (2011)
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no seu topo os 4 ases, onde trés deles serao distribuidos respectivamente nos montes 1, 2 e
3, com o ultimo as ficando acima do monte 4. Assim obtém-se o resultado esperado pela

Matemagica.

4.15 Matemagica 15: Baralhamento especial
4.15.1 Descricao da Matemdgica 15

I5Passo 1: O magico divide o baralho em dois montes com 26 cartas cada, convida um
aluno, solicita que ele escolha um dos montes (vamos nomear este monte de monte 1) e realize
um corte, separando as cartas do corte em sua mao.

Passo 2: Agora o magico solicita que o aluno escolha uma carta do outro monte (monte
2), mostre-a para o publico, memorize a carta e coloque acima do monte 1, o qual foi realizado
o corte. Por fim o magico poe o monte 2 acima do monte 1 juntando as cartas em um tnico
monte.

Passo 3: O magico realiza um baralhamento especial com o monte formado no passo 2
da seguinte maneira: pega uma carta da base e uma carta do topo, com a carta do topo
acima da carta da base e vai repetindo este baralhamento especial formando um novo monte
acima da mesa até finalizar todas as cartas.

Passo 4: Por fim, o magico solicita que o aluno fale a quantidade de cartas que ele ficou
na mao ao cortar o monte 1 no passo 1. Dal retira essa quantidade de cartas do monte acima
da mesa, sendo a ultima carta exatamente a carta escolhida pelo aluno no passo 2, finalizando

o truque.

4.15.2 Como funciona a Matemadgica 15?%

Seja n o total de cartas que o aluno pegou ao cortar um dos montes no passo 1, com n € N
e n < 26. Logo neste monte (monte 1) restardao 26 — n cartas.

Ao colocar a carta escolhida do monte 2, representada por C, acima do monte 1 e logo
apoés colocar também o monte 2 acima do monte 1, a carta C na verdade ficara localizada na
posicao 26 do monte formado, pois restaram 25 cartas no monte 2 e foram todas colocadas
acima da carta C.

Seja m € N o total de cartas restantes no monte 1, com m < n. Note que a carta C da
posicao 26 ficard a uma distancia m da ultima carta do monte 1, uma vez que neste monte

restaram apenas m cartas. E como foram retiradas n cartas das 26 cartas do monte 1 e

15Brito (2022)
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restaram m cartas, entao m +n = 26, isto é:
n=26-m (4.13)

Ao realizar o baralhamento conforme descrito no passo 3, como sao retiradas duas cartas
por vez sendo uma do topo e outra da base do monte. Ao retirar m cartas do topo e m
cartas da base, segue que o monte 1 nao possuira mais cartas a serem retiradas pois possuia
exatamente m cartas. Por outro lado, no monte 2 ainda restarao 26 — m cartas, sendo C a
ultima carta a qual passou da posicao 26 para a posicao 26 — m.

Portanto ao continuar o baralhamento até sua conclusao, obtemos que a carta C conti-
nuard na posigao 26 —m, pois ao serem retiradas a primeira e a iltima carta (carta C), segue
que a carta do topo fica acima da carta da base e logo apds distribuir as demais 24 —m cartas
restantes, todas elas irao ficar acima de C.

Ora, no passo 4 o aluno deve retirar n cartas do monte acima da mesa, onde n é o total de
cartas que o aluno ficou na mao no passo 1. Por outro lado, Pela equagao (4.13), n =26 —m,
exatamente o valor da posicao da carta C apds o passo 3. Portanto, basta o magico realizar
a contagem equivalente as n cartas que estao na mao do aluno, conforme o passo 4 para

finalizar a magica encontrando a carta C.
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5 ANALISE DAS ATIVIDADES TRABALHADAS

Neste capitulo, iremos apresentar de forma sucinta os resultados obtidos pelos alunos no
decorrer das atividades de exploracoes matematicas envolvendo as Matemégicas propostas e
trabalhadas em sala de aula, assim como o desempenho da turma em relagao as situacoes
problemas aplicadas, observando o grau de aprendizagem e as dificuldades apresentadas nos
contetudos abordados e por fim vamos realizar uma anélise dos dados referente a aplicagao de
dois pré-testes precedidos de dois pds-teste evidenciando a evolugao dos alunos quanto a quan-
tidade de acertos e erros nas questoes dos pds-testes em relagao aos pré-testes, comprovando
que os mesmos adquiriram habilidades necessarias em desenvolver questoes matematicas e

obtiveram uma melhor compreensao dos conteidos trabalhados.
5.1 Analise das exploragoes matematicas

Foram desenvolvidas com a turma 15 atividades de exploragoes matematicas, uma para
cada Matemagica. Antes de cada exploracao matematica, o professor realizava a Matemagica
referente a abordagem da exploragao para a turma, o que sempre despertava o interesse e
entusiasmo dos alunos e logo apds explicava como era realizado os truques utilizados para se
obter o sucesso na Matemagica, afim de facilitar a compreensao dos alunos quanto a aplicacao

dos conteudos matematicos.

5.1.1 FExploracoes matemdticas 1 e 2

As exploragoes mateméticas 1 e 2 tiveram como objetivo principal caracterizar algebri-
camente a forma da divisao euclidiana por 4, dados a, ¢ e r inteiros, respectivamente o
dividendo, o quociente e o resto da divisao, isto é, a =4q+1r, com 0 <r < 4.

A exploracao matematica 1 foi composta por trés questoes. Os itens (a), (b), (c) e (d)
da primeira questao propos aos alunos analisarem um quadro dado no enunciado, o qual
disponibilizava as cartas em suas respectivas posicoes, para descreverem quais cartas ficaram
respectivamente nos quartos 0, 1, 2 e 3 conforme Matemagica 1 e quais os valores das posi¢oes
de cada uma delas. Tais itens foram resolvidos de forma satisfatoria, pois bastava retirar os
dados do quadro fornecido, conforme podemos observar pela figura 5.1 abaixo retratando as

respostas de 4 alunos diferentes, uma para cada item.
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Figura 5.1 — Solugoes da Exploragao 1 - Questao 1, itens (a), (b), (c¢) e (d).

1) Ao distribuir as cartas nos quatro quartos conforme a ordem que elas aparecem,
responda: ]
a) Quais cartas ficaram no quarto 07 E quais os valores de suas posi¢des? ./ =,

QoK baigsssioy, 8,70

b) Quais cartas ficaram no quarto 1? E quais os valores de suas posicdes?
f\)} &Mjf[b Q}AS\ :'\.Qu oY) (ol w -1 iQ_,TLﬂ/H‘: als IE,CLH?'J}‘Q,
.-\_J C wh H"Lﬂ-(/ - % b ’&"2

¢) Quais cartas ficaram no quarto 2? E quais os valores de suas posigoes?
SR N T Vo A |
D5 pc -G ?cutﬁw 3 3 3 =
d) Quais cartas ficaram no quarto 3? E quais os valores de suas posigdes?

Anen 3,% 11,75

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Nos itens (e), (f), (g) e (h) pedia-se para realizar a divisdo por 4 de cada um dos valores
das posicoes encontradas respectivamente nos quartos 0, 1, 2 e 3 descrevendo os valores
dos quocientes e restos encontrados. Mais uma vez estes itens foram resolvidos com clareza
pelos alunos por se tratarem de divisoes simples. Observe a figura 5.2 abaixo com a resolucao

realizada por 4 alunos diferentes, onde cada um resolveu um dos itens de maneira satisfatoria.

Figura 5.2 — Solugoes da Exploragao 1 - Questao 1, itens (e), (f), (g) e (h).

e) Divida o valor de eada uma das posigles no quarto 0 por 4 e descreva quais seus

quocientes q e restos rem cada uma das divisGes. ’
04 Y Lk L4 [ ) O DRAS w5, 70,4 2 Ln
2 TR /8 L Y 2 S e TN (. 1 AraiDs O Syt ' ) )
r] 0 (e} 4 (=) ~ L ‘.-' 3

f) Divida o valor de cada uma das posi¢des no quarto 1 por 4 e descreva quais seus

quocientes q e restos r em cada uma das dmsocs ; y i~ 4
: o dH L sl SLY EY L Jwie d
Dowoa. 4 5 AL AT T 2 ;

A T AT N o IR

) Divida o valor de cada uma das posigdes no quarto 2 por 4 ¢ descreva quais seus
quocientes ¢ e restos r em cada uma das divisdes.
A G Jo 14 .
Ln‘ o (c‘;]j (‘1\" (r:) >

h) Divida o valor de cada uma das posigdes no quarto 3 por 4 e descreva quals seus
quocientes q € restos r em cada umadas dms6e7. Q2= @~ Q= |2

")

ot R ,—_I.. - ,'-. r2 2 !
o .@.1 3) (23 .;=.;‘3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O item (i) solicitava para os alunos descreverem a semelhanga existente quanto aos restos
encontrados na divisao das posicoes das cartas por 4 em cada quarto. Neste item os alunos,
em sua maioria, perceberam o fato de em cada quarto os restos serem todos iguais e além

disso, alguns alunos conseguiram perceber que o nimero do quarto era idéntico ao resto



destas divisoes, conforme podemos observar nas respostas pela figura 5.3 abaixo.

Figura 5.3 — Solugoes da Exploracao 1 - Questao 1, item (i).

i) Qual semelhanga vocé percebe quanto aos restos ao realizar as divisdes ds_ls posicdes
por 4 em cada quarto?
o0 Guonly O Diren - Ao ﬂwﬂd O s f\.h :'w:ﬁa O
vo quordo 1l wmo vumidhome  olrunls 1
™o Qupda & Tan MO yumibhomCe 04 ks 2
o Batond A Tom  Mants PUmt)homce 0, roto 0

i) Qual semelhanga vocé percebe quanto aos restos ao realizar as divisdes das posigoes

por 4 em cada quarto? (0352 (/M 0% (100 ‘-ﬁ‘ﬂ}"ﬁj&) E@O\b

JQUALST 0% i Hudm. o DN

i) Qual semelhanga vocé percebe quantd aos restos ao realizar as divisdes das posigoes
por 4 em cada quarto?

Ul 2 P08 B _-?'-.O\/’r'-\.v'.'__?'.(}k - \-«n’t_s.._u JC_Q..CL.O

! IO
A Pﬁu-._ﬁ{ Mgy ekt o A3 L P

L&Y BaliTen

=~
=

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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O item (j) pedia para os alunos responderem, de forma geral, quais os possiveis restos

numa divisao por 4. Este item foi resolvido de forma satisfatéria por todos os alunos apds uma

discussao realizada entre os alunos tendo o professor como intermediador do conhecimento.

Observe as respostas de dois alunos na figura 5.4 abaixo.

Figura 5.4 — Solugoes da Exploragao 1 - Questao 1, item (j).

j) Do item i podemos determinar todos os restos na divisdo por 4? Se sim, quais sdo os

possiveis restos na divisdo euclidiana (Algoritmo da divisdo) por 4?

a0 ) ":} 1 ,,r S

] ==} C .

j) Do item i podemos determinar todos os restos na divisdo por 47 Se sim, quais sdo os

possiveis restos na divisdo euclidiana (Algoritmo da divisdo) por 4?7

[

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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No item (k) foi dado a defini¢ao do algoritmo da divisao (divisao euclidiana) e pedia para

os alunos descreverem a forma euclidiana numa divisao quando o divisor for 4. Na questao 2,

partindo do algoritmo da divisao encontrado no item (k) da questao 1, foi pedido aos alunos

para descreverem a forma euclidiana de um nimero inteiro a para cada um dos possiveis

restos 0, 1, 2 ou 3. Da mesma forma na questao 3, foi pedido para os alunos descreverem

a forma euclidiana das posigoes das cartas em cada quarto. Tais questoes foram debatidas
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entre grupos de alunos e resolvidas em sua maioria corretamente, conforme podemos perceber

nas respostas de dois alunos nas figuras 5.5 e 5.6 abaixo.
Figura 5.5 — Solugoes da Exploracao 1 - Questoes 1(k), 2 e 3. - 1

k) Algoritmo da divisdo: Sejam a e d inteiros, com d # 0. Existem Ginicos q e r, também
inteiros, tais que:
a=d-q+r,onde: 0 <r<|d|
Tais inteiros q e r sdo, respectivamente, 0 quociente e o resto da diviso de a por d.
Logo, como podemos particularizar o algoritmo da divisdo quando d = 47

k\\:ﬂq C{.l—;\ \“d‘[i‘\r {){‘)"- {NM[L"1
2) Do item k anterlor, podemos afirmar que os valores de “a” na divisdo por 4 podem

ser representados de quatro formas diferentes, quanto aos valores de seus restos,
segundo o algoritmo da divisdo,a =4-q+r,onde: 0 <r < 4.

Com isto, responda qual aferma de “a” na divisdo por 4, quander‘ r ~
3 0 O U, Qi = Ud" o reza=U-Rtel
A o ey A = o. ¥
by =10 = Y, mz\ L g d r=3 o=Y4- : 5

3) Observando as quatro formas encontradas na questfio 2 na divisio euclidiana por 4,
responda qual a forma das posi¢des das cartas que ﬁcaram no quarto:

a) 02 UQ 40 ) 22 v{u:. +9 4ol4—
3 . = ’:J B
- ~ | ™ - L
(I 4 v Gt he A L s
b 17U A+ d YT 2 j;..—: L;L

| B

J 1_ . s

R

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Figura 5.6 — Solugoes da Exploragao 1 - Questoes 1(k), 2 e 3. - 1T

k) Algoritmo da divisdo: Sejam a e d inteiros, com d # 0. Existem tinicos q e r, também
inteiros, tais que:
a=d-q+r,onde: 0 <r<|d|
Tais inteiros q e t sdo, respectivamente, o quociente € o resto da divisio de a por d.
Logo, como podemos particularizar o algoritmo da divis@o quando d = 4?
ozl eQrn osn =)

2) Do item k anterior, podemos afirmar que os valores de “a” na divisdo por 4 podem
ser representados de quatro formas diferentes, quanto aos valores de seus restos,
segundo o algoritmo da divisdo,a=4-q+r,onde: 0 < r < 4.

Com isto, responda qual a forma de “a” na divisdo por 4, quando:

a) 1=0 : & r=2
} ¢ :‘:: X ‘:\ Lf.q} AL
b) r=1 d r=3

D :
le.{_ +] *!‘?‘_{‘3

3) QObservando as quatro formas encontradas na questdo 2 na divisdo euclidiana por 4,
responda qual a forma das posi¢des das cartas que ficaram no quarto:

a) 07 c) 2? :
vk ¥ INEN
b 17 d 32
LK & 2kt 2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A exploragao matematica 1 foi bem-sucedida e pudemos perceber o envolvimento da
turma em relacao as atividades propostas, o que nos deu uma maior facilidade para aplicar
as demais exploracoes de nossa pesquisa.

A exploracao matematica 2 foi composta por duas questoes, as quais davam continuidade
ao estudo realizado na exploragao 1.

Os itens (a), (b) e (c) da questao 1 também propuseram aos alunos analisarem um qua-
dro dado no enunciado para descreverem os valores das posi¢oes dos quatro ases conforme
Matemagica 2 e logo apds determinarem os restos e a forma euclidiana de cada um destes
valores na divisdo por 4. Por fim nos itens (d) e (e) os alunos descreveram a semelhanga
existente entre a forma euclidiana das posicoes dos 4 ases. Observe as respostas de alguns

alunos nestes itens conforme podemos destacar na figura 5.7 abaixo.
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Figura 5.7 — Solugoes da Exploragao 2 - Questao 1.

a) Qual 0 nimero da posng:ao dos quatro ases?

1 A

j).f‘.‘ POy ;"3 LoD * %, 3,44 s 45-

b) Quais os restos da lelsﬁo do valor de cada uma das posi¢des dos quatro ases por
- % U
47 HLAL 3 1L 4alM. ASIY C RuNe Y B L
! - Py A 3 y s
I3\ ('\ 3 3 o, oY 5

¢) Qual a forma do valor.g da posigdo de cada um deles na divisdo euclidiana por 4?
D) MJ")«V’,{) mar dunk If"‘ﬂ\r“’ hon Y \EU-»
._NQ;LLQQ Or quﬂ O \r, e o K)f,:-

d) Ha alguma semelhanca na forma dos 4 ases? ST
S v O WP Kol Iadoly , Lo

¢) Sé sim. Por qual motwo ocorre a semelhanga? { Ly 32 ) LaAAL b O
; o . \ A Pyt AR T D a2 "f-"‘-" %20
- e ,u 1 ) '—"t‘-'l O t{ vrailD e lx'.. W B B : (. ri o 72
B ) L ¥ f - { eIy o
_ﬂ,__ W § o 1137 Yo s A & &Y Y T - 0 {J’_l (a0 Y -
3 e e . ¥ ; gl J . ¥
A ,_\_;_.-' 1) ‘
€) Se sim. Por qual motivo ocorre a semelhanga‘? R p i
- J Ve
o onGut 4 bj_aa Py o ;,.-A_m o Pok¢en
€ Se sim. Por qual motivo ocorre a semelh iga? - LOARAEAD By ~
) 9 NAOLN 080 ONAS J R Tie

Sl . Toden O gon

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Note que os itens (a), (b), (¢) e (d) foram resolvidos e compreendidos pelos alunos, uma
vez que a divisao euclidiana por 4 foi abordada na exploracao 1 facilitando o desenrolar das
resolugoes. No item (e) houve algumas divergéncias nas solugoes encontradas onde alguns
alunos argumentaram de forma correta que a forma euclidiana dos valores das posi¢oes na
divisao por 4 era sempre da forma 4k + 3 e outros alunos argumentaram que os ases estavam
localizados sempre na quarta posi¢ao, o que também pode ser interpretado correto se consi-
derarmos o monte onde todos os ases ficaram localizados na Matemagica 2, o qual é formado
por posicoes da forma 4k + 3.

A questao 2 pedia para os alunos completarem um quadro referente as posicoes das 12
cartas restantes na mao do magico apoés ele colocar a carta da posigao 4 para baixo do monte,
quadro este que foi completado com éxito por toda a turma. Em seguida, solicitava para os
alunos responderem na questao 2, a partir do quadro, a trés itens analogos aos da questao
1, os quais também foram resolvidos de forma coerente por quase todos os alunos, conforme

podemos observar em algumas solucoes na figura 5.8 as seguir.



91
Figura 5.8 — Solugoes da Exploragao 2 - Questao 2, itens (a), (b) e (c) .
Complete a tabela abaixo referéiite as posicdes das 12 caitas réstantés na mao do

magico apds a mudanga da carta da posigdo 4 para baixo do monte. E logo apos
responda o que se pede:

Posicio | 0 | 1 |2 |3 |4 |5]|6]|7|8|9|10[11]12]13]|14 |15
Cala [C[C[ClA|clcnlca]clc [Alc]c]le |l
a) Quais as novas posigoes dos trés ases que mudaram de posigdo?

{, _,':’:) ‘5 Ll

b) Quais os restos da divisdo do valor de cada uma das Posiqﬁes dos trés ases por 4
LU Aol 4y L

apdés a mudanga? (> o e |
SRR A

¢) Qual a forma euclidiana na divisdo por 4 de cada um dos trés ases ap6s a mudanga
de posigdo? . : A Fat @ f y g_’[

D D oAnID (O O LAt

w

K49,

¥

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Por fim no item (d) os alunos descreveram o motivo da forma euclidiana da posi¢ao
dos ases na divisao por 4 serem alteradas. Observando algumas solugoes, conforme figura
5.9 adiante, percebemos que os mesmos conseguiram entender o truque na Matemégica 2 e

interligarem ao conteudo proposto, pois quase todos os alunos argumentaram com precisao
o que foi pedido.

Figura 5.9 — Solugdes da Exploracao 2 - Questao 2, item (d).

d) Porque a forma euclidiana da posigdo dos ases na diviso por 4 foi alterada?

d) Porque a forma euclidiana da posi¢do dos ases na divisdo por 4 foi alterada?

; 1 Boun Loeruon e O -
. \ A |
: {¢ P Ul ©r e \

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Apds o termino das exploracoes matematicas 1 e 2, ficou claro o entusiasmo da turma para
realizar as proximas exploragoes, visto que em cada uma delas eles poderiam compreender

o truque matematico envolvido por traz da Mateméagica. Antes da exploracao matematica



92

1 foi realizado o pré-teste 1 englobando questoes sobre a divisao euclidiana por 4 e apds o
termino da exploracao 2 foi realizado o pds-teste 1, contendo as mesmas questoes do pré-teste
1, com o intuito de observar o desenvolvimento dos alunos apds as atividades propostas nas

exploragoes 1 e 2. Adiante na secao 5.3 é realizado as analises de ambos.

5.1.2 Exploracoes matemdticas 3 e 4

As exploragoes matematicas 3 e 4 deram énfase a diferenga entre um numeral natural
e a soma de seus algarismos, a qual sempre resulta em um miultiplo de 9. O intuito final
da exploracao 3 foi levar os alunos a compreenderem que tal diferenga sempre resulta em 9
quando o numero natural n possui dois algarismos sendo o valor da dezena do mesmo igual
a l.

As questoes da exploragao 3 propuseram aos alunos analisarem dois quadros propostos,
os quais disponibilizavam as cartas em suas respectivas posicoes iniciais.

Na questao 1 foi pedido para os alunos descreverem apenas os valores das posicoes onde o
méagico encontrou as 3 primeiras damas na Matemagica 3. Tratou-se de uma questao de nivel
bastante simples. Vejamos na figura 5.10 abaixo as resolugoes realizadas por dois alunos,
mostrando que ambos tiveram uma boa percepgao das novas posi¢oes das damas a cada

retirada.

Figura 5.10 — Solugoes da Exploragao 3 - Questao 1.

Posicho | 1 [2 |3 [ 4[5[6]7[8] 9 [ 10] 11 ]12]13

Carta .4 3 4 5 4 74 8 9 Q Q> 0} A Qa

1) Qual o valor da posicdio da primeira dama Q:? Ao retirar Qy, qual serd o valor da nova
_pOSI(;iO de Qg" Ao retu-ar Qi1 e Q, qual seréd o valor da nova posmﬁo de Q;‘?

'r‘\‘ 3, Oun ",’“ QO sulinos WL ) g J‘j'

»k,d»l)' J %—' Q At AN "”‘f:’- INArIYNO. TR -

j L% -.‘\ ‘.t_, .
L

1) Qual o valor da posi¢do da primeira dama Q,? Ao retirar Q1, qual serd o valor danova

posigio de Q2? Ao retirar Q1 € Q, qual seré o valor da nova posigdo de Q3? i ©
Q4 i D, oo alinowt Q1 oo Q2 ™A PR O\ omen 2

(oo nken QR o il O3 ot o o gass 3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Os itens (a), (b) e (c¢) da questao 2 solicitavam aos alunos a realizarem as subtragoes
de cada um dos nimeros de 11 até 19 pela soma dos seus algarismos, logo apds pedia para
descreverem a semelhanca encontrada nestas subtracoes e por fim relatarem o motivo das
trés primeiras damas sempre serem encontradas. Observe na figura 5.11 abaixo as respostas

de alguns alunos da turma.
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Figura 5.11 — Solugoes da Exploragao 3 - Questao 2.

a) Resolva todas as subtragdes de cada um dos niimeros de 11 até 19 pela soma dos
seus algarismos. 1! -2 -9 15-6:9

-l =]

a) Resolva todas as subtra¢des de cada um dos niimeros de 11 até 19 pela soma dos
seus algarismos.

449 A 15 Al TH-5d4% <187
jijl 13 -_-_?L__ﬁé -6 -4 -b -2 —e.
'qQ ‘g ~g g 2 a 9 - 8

b) Oque voce conclui de semelhante em gela(;ao as SUEE%OGS reahzadas no item a? (9
ﬁ Q

b) O que vocé conclui de semelhante em relacio as subtracdes realizadas no item a?

l| -
’T’:Ig o O ;n.:_.‘:-t,u%ﬁﬂ)b pos 9.
¢) Descreva o motivo das trés primeiras damas sempre serem encontradas na méglca

3, indelje dentemente do umero cscolhldo pelo aluno‘?g 1\'30 X ¢ M

mc—O..&:Wn. O .-.--\.7" m BL%&\Q@

¢) Descreva o motivo das trés primeiras damas sempre serem encontradas na mégxca
3, independentemente do ntimero escolhido pelo alune? A
-)L, ch!.ur_tn O PR D (Rbonasid .Qaﬁal,!uslo ds Ao ":23‘}"“
L o banno A Stun Blgjmmﬂm@ © wobare Tl e D -

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Os itens (a) e (b) foram resolvidos de forma satisfatéria por toda a turma. Em contra-
partida o item (c) teve um nivel de dificuldade um pouco maior e poucos alunos deram uma
resposta convincente. No entanto, notemos das duas resolucoes da figura acima referentes ao
item (c) que ambos os alunos obtiveram o resultado esperado na exploragao e foram convictos
em suas respostas.

Os itens (a), (b), (c) e (d) da questao 3, fugiam um pouco do foco do contetdo principal,
uma vez que abordava um quadro, o qual servia para determinar a posi¢ao da iltima dama
que estava localizada na posicao 10. Observemos as resolucoes destes itens realizadas por 5

alunos diferentes, conforme figura 5.12 abaixo.
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Figura 5.12 — Solugoes da Exploracao 3 - Questao 3.

3) Apos as trés primeiras damas serem encontradas e retiradas, as cartas iniciais ficam
dispostas da seguinte forma:

wn

6 7 8 9 10
4 3 Qs

Posiciio 1 2 3 4
carta 9 | 8 7 6
a) Qual o valor da posi¢do da altima dama Q4?
Posiz A0 10
b) Determine todas as somas entre o valor da posi¢ao de cada uma das dez primeiras

cartas e o valor numérico de suas faces.

Observagéo: Lembrem-se que o as (A) vale 1. _ ,
1+9210 948240 Ar$-30. Y4ys6-10 S+5=10 L+1:d0 t

3]
=

A

1™ i 4+ \ » -

;;(_A."_'l =40 L dD 4 2 anlo A0 --'.‘\La.*,',;';_‘_:.-_- A0 4 Lnaon ."_‘U‘_\,..u -

St Dnlpn 09 Nomnos }’J-V-v,@;i vm 10
d) Descreva o motivo da quarta dama ser encontrada, mdependentemente do numero
escc)lh]]dopeloaluno? janl Do dr o AL J\JO\ 800 L \ro\_

: -u‘w"i) - u,\U ). QA .7 £ I(Y\Q L\\ l:‘{\l _{'YT\Ot ) @
‘ .,_R -'-..O-‘*— J"'_‘ IT\-‘J L 4 \_; 't_[ \_ "U Y s Y o) -

|I_

iu\

d) Descreva o motivo da quarta dama ser encontrada, mdependentemente: do namero
escolhxdopeloaluno’? yrea ) - AT

N S i

. L) -
L2 v K s . Tl L) ar

i o h yal f A 7 T

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Os itens (a), (b) e (c) foram resolvidos por todos os alunos por se tratarem de questoes
realizadas com a andlise do quadro e abordando somas simples. O item (d) foi resolvido de
forma correta por boa parte da turma e outros resolveram de forma parcial por se tratar de
um item que exigia uma analise da questao, conforme observamos na figura acima. Contudo
a exploracao 3 foi bem-sucedida.

O intuito da exploracao 4 foi levar os alunos a compreenderem que a diferenca entre um
nimero natural n de dois algarismos e a soma de seus algarismos é sempre um multiplo de
nove. Para isto as questoes de 1 até 4 foram baseadas num quadro que continha as posi¢oes
das cartas de todo o baralho, onde os reis encontrados pelo magico, conforme Matemégica 4,
eram sempre localizados em posi¢oes com valores multiplos de 9.

As questoes 1, 2 e 3 solicitavam aos alunos para determinar os valores das posi¢oes de
cada rei, descreverem o valor do resto de cada posicao na divisao por 9 e por fim justificarem
o motivo destes valores serem muiltiplos de 9. Devido a semelhanca das questoes abordando
divisibilidade por 9 na exploracao anterior, tais questoes foram solucionadas pela maior parte

da turma. Observemos abaixo as solucoes de alguns alunos conforme figura 5.13.
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Figura 5.13 — Solugoes da Exploracao 4 - Questoes 1, 2 e 3.

32 304 302 204
8 |12 28 |?] 38 || s

seis _. nove | .. nove | ., | Treze
K> Ks Ki y
cartas cartas cartas cartas

Posicio (1|2 |3]|4(5(6|7|8 |9 [10]|11(12

(V]
4
1]
[+,
~J
==
o

carta 10 Ki | 2 |A ]| )

1) Qual o valor da posigéo do primeiro rei Ki? Ao retirar Ky, qual serd o valor da nova
posi¢do de K»? Ao retirar K e K2, qual sera o valor da nova posigdo de K3? Ao retirar
Ki, Kz e K3 qual seré 0 valor da nova poan:ao de K4?

EYL.;{)M QL,{\A.O 3 .\_\J_, O~

suifodo. Uiy Lo

2) O valor das respectivas posu;oes de K, Kz, K3 e Ky delxam quals restos quando
/ nnA DO = Ny
aividlios o 9? o\ j 1 < M oL ] - L 3 I:?-: Lo Vol O YO0 rn
JJ Xk - \ \ A )

e » \
f ™

S ) .

3) Da questdo 2, podemos afirmar que os valores das posi¢des de K1, Kz, K3 e K4 sio
miliiplos de 92 Por que? Ui § q0it  alon oo abivings ol
wih ©
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A questao 4 trazia a demonstracao do resultado trabalhado na exploracao 4 para a turma
utiliza-lo ao responder os itens (a) e (b), os quais solicitavam para os alunos determinarem
a diferenga entre um nimero natural n e a soma de seus algarismos quando n estiver em
determinado intervalo e descreverem qual dos reis foi encontrado na posicao de cada diferenca
obtida. Os enunciados destes itens apesar de tratarem do mesmo questionamento, foram
escritos de duas maneiras diferentes com o intuito de observar o grau de percepcao dos
alunos quanto aos diferentes contextos que uma questao matematica pode trazer.

Observe as resolugoes de alguns alunos segundo a figura 5.14 a seguir, o que mostra que
os alunos conseguiram identificar no item (b) que o intervalo dado na questao poderia ser
utilizado para determinar o valor da dezena x, conforme a questao.

O item (c) trouxe um quadro para os alunos o completarem utilizando os itens (a) e
(b). O quadro foi facilmente resolvido pelos alunos, conforme podemos observar em uma das

resolucoes conforme figura 5.14 abaixo.
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Figura 5.14 — Solugoes da Exploracao 4 - Questao 4.

10x + y— (x+y) = 9
Portanto a diferenga entre um numero natural de dois algarismos € a soma de seus

algarismos é sempre um multiplo de 9. '
Com base na demonstrago vista acima, responda o que se pede a seguir:

a) Qual a diferenga entre um nimero natural n e a soma de seus algarismos: '
i) Quando o valor da dezena x for igual a 1? Qual dos reis vistos na magica 4 €

encontrado na posi¢do do valor obtido?

GQel =9 DN Qﬁs\qu‘:}’;i”--"if'\ﬁ--iﬂﬁ ‘E{O}' Xi—
ii) Quando o valor da dezena x for igual a 2?2 Qual dos reis vistos na méagica 4 é
encontrado na posi¢éio do valor obtido? — 0, ok L AL ff R
R (7 1 A ) ::,;-;,s_ y c(_ L W

282 =18 Ka anlp. mo~ YO2/-557
b) Qual a diferenga entre um nimero natural n e a soma de seus algarismos quando:
i) 30<n<39? Qual dos reis vistos na magica 4 ¢ encontrado na posicéo do valor
obtido? < % b 5 .
i . r v 07) [ ") a 20 £ 3K U
fﬂfﬂw O ._"T‘ AL A/ Lo Yy i1/ IO gL i -

] = -
P Ve - -3
LN 8 L2 AN :'J\' 4‘(\ 'LQ'SJ‘LQJL{ I"}\" 2 ®

F)
-

Logqo Q3=+
ii) 40 <n<49? Qual dos reis vistos na magica 4 € encontrado na posigéo do valor
Obﬁdo?qgé m <49 x =
C‘{ \.\’

- Y

Y

v (ALLT L
v LA -

:fr.‘{_‘n —
o/

5 %"fi L H

¢) Complete a tabela, levando em consideragio os valores escolhidos pelos alunos
participantes da mégica 4 e observando as posi¢des dos reis K1, K2, K3 e Ka.

Valor ou n° escolhido entre 10e19 | 20e29 3039 40¢e49
Carta encontrada K 1 ! ¥ 2 K
Valor da dezena x referente ao n° escolhido pa g W) &
Valor de 9x ou posigfio da carta Q18[9 A= 199, 2=2% (.4 23(;

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A questao 5, fugindo um pouco do conteido abordado na exploracao 4, serviu apenas
para mostrar aos alunos como o magico conseguiu encontrar o valete de ouros, o qual ficou
localizado na posicao 16. O baralho a principio foi colocado e preparado em sua caixa pelo
magico de modo que neste passo da Matemagica as diferencgas entre o valor de cada uma das
posicoes de 17 a 26 e o valor das faces das cartas correspondentes, sempre resultam em 16.
Para isto foi dado um tltimo quadro para os alunos se basearem nas resolugoes dos itens (a),
(b), (¢) e (d).

Conforme podemos observar em algumas solucoes realizadas pelos alunos na figura 5.15
abaixo, ap6s a analise do quadro, os itens (a) e (c¢) foram realizados de forma satisfatéria por
toda a sala, o item (b) por se tratar de subtragoes simples também foi resolvido, apesar de
alguns equivocos. No item (d) podemos perceber pelas duas resolugoes na figura 5.15 que os

alunos conseguiram compreender a ideia final da Matemagica ao encontrar o valete de ouro
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na posicao 16.

Figura 5.15 — Solucoes da Exploracao 4 - Questao 5.

Posicio | 149 [ 10415 [ 16|17 [18]19[20[21 {22 |23 |24 |25)26| 27435 | 36448

- sei . nove freze
nove foe L] el sl @l sl B3| g e | 5 et
cartas cartas cartas Cartas

carta

a) Qualo va!or da posigdo do valete de ouros?
\.ﬁ

Harmseos

0

a) Qual 0 valor da posigéo do valete de ouros? (60, ©OD _j{p
b) Determine todas as diferengas entre o valor de cada posmﬁo del7até26eo0 va[or . o
numencodasfacesdascartasdapos:qéo 43-1-1b Ag-9-16 19-3216 Qo-Y:=lk
-5=1b Q0= UB-¥=16 J4-8=ll 95-2=Ab 9§ p-10~1b

¢) Qual a semelhan¢a em relaqﬁo as diferengas realizadas no item b?

Tovoler> oy ﬂé/g‘vumm JJW o106
¢) Qual a semelhanga em relagio as diferengas realizadas no item b?
TODAS As SURTRALQES QERAM ‘16
d) Descreva o motivo d& NALETE  ser encontrads, independentemente do nimero

escolhido pelo aluno? o . 3 <. Ao Al
'y O .\-:.;J;bf .(; DN )Q’?An—"- ‘~ Q06 »

LA { oldor?
2 4L MR T e P2

o i e PP
W Y& pepe RoR

;

a I-._‘_\ I'C\

d) Descreva o motivo df . VALETE' . SeT enco! ind ndentemente do namero J
esco]hido pelo alun QO l . Fo e =
9 QU 5" 2.
ole £ o

b » ’J mu; AN
?N @,Cﬁ 'lﬁjouhﬂ‘?
Lﬁ:d&ﬂ“‘ o \}thaa_oj@ o@w&m@m AN § QO

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Contudo, as exploracoes 3 e 4 foram eficazes, visto que houve um grande envolvimento
por parte dos alunos nas dinamicas das atividades propostas, o que facilitou o desempenho
individual e coletivo de cada um. Ao final da exploracao 4 o professor aplicou uma atividade
voltada para situagoes-problemas envolvendo o critério de divisibilidade por 9, a qual serd

analisada adiante na segao 5.2.

5.1.3 Ezxploracao matemadtica 5

A exploracao matematica 5, consistiu em verificar os possiveis restos na divisao euclidiana
por 3. A questao 1 trouxe um quadro que disponibilizava as posicoes das 21 cartas apds a
primeira distribuigao em trés montes, conforme a Matemagica 5. Ainda pedia para os alunos
completarem outro quadro referente a segunda distribuicao e a partir dele responderem os
itens (a), (b), (c) e (d).

Nos itens (a), (b) e (c¢) foi solicitado aos alunos para descreverem os valores de n dis-

tribuidos nos montes 1, 2 e 3 respectivamente, onde n representa a posicao da carta apds
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a primeira distribuicao e em seguida realizarem todas as divisoes de cada valor n por 3 de-
terminando o resto encontrado nestas divisées. O item (d) pedia para descrever a forma
euclidiana na divisao por 3 quando os restos desta divisao é igual a 0, 1 ou 2.

Conforme podemos ver a partir de algumas resolucoes conforme figura 5.16 abaixo, a
questao 1 foi compreendida e resolvida pelos alunos, visto que se tratava de uma questao
analoga a outras questoes ja resolvidas por eles nas exploragoes anteriores, com destaque
para o item (d) onde muitos alunos, apés uma discussao sauddvel sobre o conjunto dos

nimeros naturais, descreveram a variavel como pertencente ao conjunto N.

Figura 5.16 — Solugoes da Exploracao 5 - Questao 1.

Montes Monte 1 | Monte2 | Monte 3
1-x1 8-Cs 15 -5
2-x2 95-Cy 16 - x15
i-x 10-Cu | 17-x17
Posiglo - carta 4-x 11-Cu | 18-x3
5-Xs
6-x%s
7

12-Ciz | 19-%xu
3-Ciz | 20—xx
X7 4-Cu | 21—xa

1) Complete a tabela abaixo referente a segunda distribuigio das carlas e logo apos
responda o que se pede;

Montes Monte 1 | Monte2 | Monte 3 |
1-x 2-%1 3-%3
4-x4 S-x |la-¥p
X3~ |8-Cg [8-Cs
Posigao - carta |Joy - Cl o~ Cgy [ Q. Cy
3= Ay o4y 45 - X458
(o =Xt ZF - XTF HA-XTR
H9X=9 [20 X790 1 —x Ot

a) Quais os valores de n distribuidos no monte 1? Realize todas as divistes de cada
valor ndo monte 1 por 3 e responda qual o resto encontrado nestas divisdes?
11 A 43 10,45, 46 2 A6, ALA S Y5, Ao

9
4) '

(613 » A8L3., saon 4 -

7 1) &

b} Quais os valores de n distribvidos no monte 2? Realize todas as divisdes de cada
valor n do monte 2 por 3 ¢ responda qual o resto encontrado nestas divisdes?

EJ— §5.¢-14-M -1#+-20 }':;'.?'}_“ D\
- 12Ul ML el doln
e tys QN &S 4] %

) Quais os valores de n distribuidos no monte 3? Realize todas as divisdes de cada <
valorn dc monte 3 por 3 e responda qual o resto encontrado nestas divisdes? Cﬁ TG 5
oG5 80350, 8,12,15,18, 21 Todas

. s 21 rm,vrv’wvé
32 1L 9LL ZLL-r-ot,l 3 on £ 5

r
1

01 o2503
d) Qual a forma euclidiana dos valores das posigdes n que quando dividides por 3
deixam resto: LAt
O 4 i) 1?3.‘\ 1 iii) 2?353,1'—2
€V KEIN ¢ EIN
d) Qual a forma euclidiana dos valores das posigdes n que quando divididos por 3
deixam resto:
oo i 17 . iy 27
2 CEW 3¢ +3 C e, Ac+2 CEW
d) Qual a forma euclidiana dos valorcs das posi¢des n que quando divididos por 3
deixam resto: o
i 07 iy 17 iy 27 B ¥ molbunall .
36 2BHL 3R+

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.



99

A questao 2 foi considerada facil pelos alunos, pois solicitava para completarem quadros

trazidos nos itens (a), (b) e (c) referentes as posigoes das cartas quando o valor de n da carta

a ser desvendada pelo magico na Matemagica 5 fosse respectivamente da forma 3k, 3k+1 ou

3k+2, com k € N, conforme podemos observar em algumas resolucoes na figura 5.17 a seguir.

Figura 5.17 — Solugoes da Exploracao 5 - Questao 2.

2) Complete a tabela abaixo referente a terceira distribuigdo das cartas quando:
a) O valor de n da carta C, escolhida for da forma 3k, com k € N.

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3
XA X U L ¥
~J A ’;\ }'. ’2 '\.’ A ¥
X \ ‘.__: - ; f N |

Posigdes - cartas |~ & Azl .| RED
A% g 1 M9
b e Make | R AA
YAQA [ Yid A 3o

b) O valor de n da carta C, escolhida for da forma 3k + 1, comk € N.

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3
\j : \!a' - \f \‘:.
Y 44 {44 Y 1%
Y adO X 4 { !
Posicdes - cartas | 4 r {0
~ “ v { I"“)t ‘:'(.
-.' - \.‘:. ’! IL' I:J

¢) O valor de n da carta C, escolhida for da forma 3k + 2, com k € N.

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3
Al x4 A1
x 1D ¥ A A A
y 16 .S Rk
Posigdes - cartas | — 5 £ 4A ¢ iy
Y 41 ¥ 90 3
X L ¥ & x1a
¥ \g X A€ ond

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Em contrapartida, na questao 3 houve um pouco mais de dificuldade para ser resolvida,

pois pedia para os alunos explicarem o motivo da carta a ser desvendada ficar exatamente

na posicao de numero 11, apds a terceira distribuicao. Como trata-se de uma questao que

precisa ser realizado uma analise em torno do resultado final da Matemégica, os alunos
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discutiram entre si e com o apoio do professor conseguiram compreender o que foi solicitado.
Observemos as solucoes de dois alunos, comprovando a eficidcia da exploragao 5, conforme

figura 5.18 abaixo.

Figura 5.18 — Solugoes da Exploragao 5 - Questao 3.

3) Por que ao juntar os montes, ap0s a terceira distribuigdo, a carta escolhida pelo aluno

fica exatamente na posigdo de namero 117 :
’ ) ) X TL Ao . os o~ ;.';‘-__1‘ 1 On Yy ‘|' o)

3 0 s K A 'y N T |
,”\ A A L ._j S et

od o ,bbr-w\ﬁ*\ﬁ fJa it 0"‘0‘_‘ 'LQQ""‘\"TU‘I‘:‘ 2"‘5 Lavn M g oA

VoL hon .—L-r;\_}.n.:'o..;i 9 ho Ol 0, LoOo AUty

g 1 S k, ik 1B LA \
Mo e Cr ;__L't‘_"..'-" Uraauld - {’1 = Gty !fJ'} r_- |

O S .
;! {. L)\rl.r;_.\-'. Iejf_:. Al w LA \ A

3) Por que ao juntar os montes, apds a terceira distribuigdo, a carta escolhida pelo aluno
fica exatamente na posi¢do de namero 11?7, _ y

hodor.

g, O3 AU RO Yo
ALl \ hy A s il o A arrrn A -
1] " 2\ -..l{'_) M ._.\‘)‘ Q)
LA v LR aoo 9 A
' 1, i
I A

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Apoés o termino da exploracao matematica 5, foi aplicado na turma uma atividade com
situacgoes-problemas envolvendo a divisao euclidiana por 3 e o critério de divisibilidade por
3 com o intuito de analisar o desempenho da turma em relacao aos conteiidos abordados na

exploracao. A analise desta atividade serd realizada na secao 5.2.

5.1.4 FExploracoes matemdticas 6 e 7

As exploragoes matematicas 6 e 7 sugeriram aos alunos verificar a forma euclidiana de
um nuimero natural n na divisao por 2 levando-os a compreender o critério de divisibilidade
por 2.

A exploracao matematica 6 foi composta por 5 questoes. Na questao 1, toda a turma
obteve éxito na resolugao, pois foi pedido para os alunos, através de um quadro dado no
enunciado, determinarem as posicoes das trés cartas escolhidas para serem desvendadas pelo
magico ao final da Matemagica 6, representadas por C;, Cy e (5. Observe na figura 5.19

abaixo as resolucoes de dois alunos da turma.
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Figura 5.19 — Solugoes da Exploragao 6 - Questao 1.

Cartas Monte 4 C3_ Monte3 | C2 | Monte2 | C; | Monte 1
posi¢do laté9 | 10 | 11até25 | 26 | 27 até 41 | 42 | 43 até 52
Total de cartas 9 1 15 1 I35 1 10

1) Quais as posn;oes das cartas Ci, C2 € C3?
Cazoe Ca2db CisA0

1) Quais as posi¢des das carlas C1, Cre C3? e 10
) Q ?‘utp- L-q’gv \)l'w\fi: “x’:‘:’w Al C’B ?o\"*‘ 2 I

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na questao 2, foi pedido para os alunos completarem um quadro referente as novas
posicoes das cartas apos o deslocamento das quatro primeiras cartas que estavam no topo
do baralho para baixo do baralho. Logo apds, com o auxilio do quadro, foi pedido para
descreverem nos itens (a) e (b) os valores das posigoes das cartas C, Cy e Cs, relatando a
paridade de tais valores e descreverem o resto da divisao dos valores das posicoes de C, Cy
e C3 por 2, informando a forma euclidiana destes na divisao por 2. Vejamos na figura 5.20
abaixo as resolucoes realizadas por trés alunos da turma, evidenciando o bom rendimento

dos alunos na questao 2.

Figura 5.20 — Solugoes da Exploragao 6 - Questao 2.

Cartas Monte4 | C; | Monte3 | C; | Monte2 | Ci | Monte 1
posicio | Jate® | & [T até 3i[19 [23 até33 [2g |30 até 53
Total de cartas < 1 1% 1] 15 HED

a) Quais os valores das posigdes das cartas C1, C2 e C37 Os valores das posigdes das

car}as C1,Cre Cg sd0 nameros S pares ou impares?
“:?}-x *\L- Jf & ‘; PO hu.‘\fl b
C (_-_l \ Dl \ﬁ_"‘*\' o :— Q L,‘LJ_‘ e .\J.‘__\_ o V6 o \,; (,'_‘m.)\L'J'J
s
b) Qual o resto da divisdo entre os valores das posigdes de Cy, Cz e C3 por 2? Estes
valores sdo multiplos de 27 E qual a forma euclidiana de destes valoresna dmsao

por 2? O O ar AN C .; AL ‘: 1, €0 g ’-‘, ,“‘_J 3 {,- QLN o [ _".-‘.:'_'-." 5

& 3ol PR, £ Oy . -~ ~OY Py Ay S .
o0 _... AL NAOD k;,-'__\. N A O QN AL 9 . Do .\r,'._a (Wl N e LD W)=

e 2 = J : =)
AL ADT 120D A0 ) e.lll (1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

No item (a) da questao 3 foi proposto aos alunos escolherem alguns valores impares para
com estes realizar divisoes por 2 descrevendo o resto em cada uma delas e no item (b) pedia
para determinarem a forma euclidiana destes valores na divisao por 2. Vejamos abaixo na

figura 5.21 as solucoes de alguns alunos afim de comprovar o bom éxito obtido pela turma
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ao relatarem que os restos obtidos nas divisoes foram iguais a 1.

Figura 5.21 — Solucoes da Exploracao 6 - Questao 3.

3) Conforme visto no decorrer da magica, as cartas de posigdes impares sdo descartadas
pelo mégico. Com tudo, responda abaixo a respeito dos niimeros impares.

a) Realize algumas divisdes por 2 de alguns valores de posi¢des impares da magica.
Qual o resto da divisdo entre o valor das posi¢des impares na divisdo por 2?

1512 . TR wD(2- m”'.’l_ﬁ’wo =3
e P55 Hu . WA

() 1) (‘J.)
b) Qual a forma euclidiana do valor das posi¢des impares na divisdo por 2?
A £ S ol

Y 2 - -
s i of o I > ) A
¥ (o AW p Pl “ o e onAl _{J.'G".vfr'_'_‘."}l{? A i | o C + 2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na questao 4 foi proposto aos alunos completarem um quadro o qual disponibilizava
as cartas com as faces voltadas para baixo apds a primeira distribuicao de acordo com a
Matemagica 6. A questao foi considerada simples, conforme podemos ver na figura 5.22

abaixo numa das resolucoes desenvolvidas por um aluno da turma.

Figura 5.22 — Solugoes da Exploragao 6 - Questao 4.

4) Apé6s a primeira distribuigdo, as cartas escolhidas que estavam nas posigdes pares 6,
22 e 38 sdo divididas por 2 e passam para as posigdes 3, 11 e 19 quando contadas de
baixo para cima, devido a retirada das 26 cartas das posigdes impares, isto €, metade
das cartas. Observe abaixo a tabela referente a esta situagio.

Cartas Monte4 | C3 | Monte3 | C; | Monte2 | C; | Monte 1
posi¢ao - 3 11 7 19 7 carta
Total de cartas | (.arla_s 1 7 cartas 1 cartas ul cartas

Porém, observando que as cartas sdo colocadas uma acima da outra, precisamos contar as
novas posig¢des com as cartas voltadas para baixo. Complete a tabela abaixo com as novas
posigdes corretas ao serem contadas de cima para baixo.

Cartas | Monte]l | C; | Monte2 | C; | Monte3 | C3 | Monte 4
posigdo { até¢ | & | Qatéf5] 1 [12at6 23] 24| 25até2(,
Total de cartas | £ 4 L % 1 F 1 2

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na questao 5, foi pedido para os alunos determinarem nos itens (a), (b) e (¢) a forma eu-
clidiana na divisao por 2 do valor das posicoes cartas descartadas no decorrer da Matemagica

6 em cada distribuicao, assim como a forma euclidiana do valor das cartas nao descartadas
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com o intuito dos alunos compreenderem o motivo pelo qual ao final da magica as cartas Cf,
Cy e (3 ficaram nas maos do magico.

Segue na figura 5.23 abaixo as solugoes desenvolvidas por trés alunos diferentes da sala,
uma para cada item. Nota-se destas resolugoes que os alunos, a cada exploracao realizada,
aumentavam gradativamente o nivel de raciocinio légico e de suas capacidades em desenvol-

verem as questoes envolvendo divisibilidade e divisao euclidiana.

Figura 5.23 — Solugoes da Exploracao 6 - Questao 5.

a) Qual a forma euclidiana do valor das cartas descartadas em cada distribui¢do na
divisdo por 2?

\ 1. ;’\ ——— oy, " * ‘, < <08 LA~ DT
e 2o Osalonls oo PN e - A0 ¢

b) E qual a forma euclidiana do valer das cartas que vdo coptinuando nas maog do
maglco 1} ivisdo por 2? C0 W /1/\ (ame o (YN

PAES RN P AR J gloc Yora QK

c) Tente explicar o motivo pelo qual ao final da magica apés todas as distribuigdes

realizadas pelo magwo restam exatamente em suas mdos as cartas C1, C2e Cs? ~
= ~ ) \ :\ (8 ‘__,«"
PoAS k« & on Lonans CHCr 203 sl dom e i
o [ T \ . S o ¢ 1~ ~ A povbloan
Porons lomo Aor cvifoncotna Al fadtn o POVDR
L | |’-JCL"{'""." 3\ ,LL O ,{ \Cany? At o "-'Hu__ Y Yoo

e 5 f

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A exploracao matematica 7 continha trés questoes e foi baseada na segunda versao do
truque, pelo fato do professor (mégico) ter realizado esta versao da Matemdgica 7 em sala
de aula.

Na questao 1 foi disponibilizado um quadro que retratava a distribuicao das 21 cartas
utilizadas na Matemadgica 7 em dois montes apos a inversao das cartas de cada monte. Dai
foi pedido, na questao 1, para os alunos determinarem nos itens (a) e (b) o resto e a forma
euclidiana do valor da posicao de cada uma das cartas de cada monte na divisao por 2 e nos
itens (c) e (d) foi solicitado para descreverem a paridade das cartas C,_; e C,y; quando o
coringa, denominado por (., onde = € N representa a posicao inicial das cartas, for localizado
em uma posi¢ao par e quando o coringa for localizado em uma posicao impar. Por fim pedia
para os alunos argumentarem explicando o porqueé, apds a primeira distribuicao, as cartas
que ficavam acima e abaixo do coringa, isto é C,_; e C,, ficaram juntas no mesmo monte,
uma acima da outra.

Os itens (a) e (b) foram resolvidos de maneira simples pelos alunos, conforme podemos

ver nas resolucoes da figura 5.24 adiante.



Figura 5.24 — Solugbes da Exploragao 7 - Questao 1, itens (a) e (b).

MONTE 1 Carta Cy C|Cs |[Cs | Cr| Co |Cu|Cun|Cis|Cir|Cis| Cry
Posigio x 1 3 5 7 9 11 |13 (15|17 |19 21
MONTE 2 Carta Cx Cy | Cs | Cs | Cs . Cio | Ciz | Cia | Ci6 | Ciz | Cao
Posigio x 21 4 6 8 10|12 |14 | 16 | 18 | 20
Tabela 1

a) Qual o resto e a forma euclidiana do valor da posigdo de cada uma das cartas do

primeiro monte na divisido por 27 @0 O O_Q_(})\,Of) m &;N}
Q) f\sLnTO _LC‘D kT PQAJD

b) Qual o resto e a forma euclidiana do valor da posi¢do de cada uma das cartas do

segundo monte na divisdo por 2? \ ) A ne W2 e nJArd 200

Sal'Nak J_,; s

’ __i_'_‘( T ' P "t}‘ ¥ r.) L(}f U
" ~

pn 2 thdxes ks O Jegn ywe gpivmia augdipliono £ XK

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Porém os itens (c) e (d) trataram de uma andlise mais aprofundada da Matemégica 7 o

que proporcionou um debate entre os alunos mediado pelo professor com o intuito de formar

um raciocinio adequado para solucionar tais itens. Podemos observar um aspecto positivo

quanto ao entendimento destes itens com base nas solugoes realizadas por alguns alunos,

conforme figura 5.25 abaixo.
Figura 5.25 — Solugoes da Exploragao 7 - Questao 1, itens (c) e (d).

¢) Seja Cx o coringa, onde x representa a posigdo da carta na tabela 1. Se o coringa
for colocado em uma posi¢do par, as cartas Cxq e Cx+1 serdio localizadas em

posigdes pares ou lmpares‘? E se 0 coringa for colocado em uma posigdo lmpar'? =
i P“‘h e ) pU..J G LA KX ‘A 2K I & i[ lan €l

S O eonrnd

YA QL oAl D N =
' . L Ty o %1/ r{_\t P ,‘ O S Ts FH oA
T I N L R S e A0 IVITPN o P

Eaalsa o0 s '[_-J_..\

d) E correto afirmar que ap6s a primeira distribuigio as cartas Cx.; e Cx-1 ficaram
Jjuntas no mesmo monte, com Cy. acima de Cx+1? Justifique a sua reSposta
0. slors 7 ’(‘JY"\ LA '\-—_r 0 L .._’J’ : “ﬂ lon nwcoo
Anan O B2 Ik oo - S5 D b { .AD ,{
1 )

le PO Ovvulin e o O

d) E correto afirmar que apos a primeira distribui¢fio as cartas Cx.1 € Cx+1 ficaram
Juntas no mesmo monte, com Cy.| acima de C,‘+1‘? Justifi que a sua resposta._
1 OB da e o

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na questao 2, semelhante a questao 1, foi dado um quadro que descrevia a posicao das

cartas apds a primeira distribuicao e pedia no item (a) para os alunos completarem um novo
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quadro referente a segunda distribuicao das cartas em dois novos montes, sendo um destinado
as cartas da forma 2¢g + 1 e o outro destinado as cartas da forma 2¢, com ¢ € N.

Logo apds pedia para os alunos determinarem no item (b) se as cartas C,_; e Cy,1 ficaram
localizadas no mesmo monte ou nao, justificando a resposta. Por fim no item (c¢) foi pedido
para os alunos, com base nos estudos realizados até entao, determinarem os possiveis restos
numa divisao euclidiana por 2.

O item (a) foi resolvido facilmente pois os alunos ja estavam familiarizados em questoes
para completar quadros. Vejamos a resolucao de um destes quadros por meio da figura 5.26

abaixo.

Figura 5.26 — Solugoes da Exploragao 7 - Questao 2, item (a).

Carta Cx |Ca2|Cs|Cs|Cs|Cip|Cra|Cis|Cis|Cis| Cao | Ci | C3 |C5|Cq| Cy | Chy [ Cia | Cis [Cir| Cin | Coy

N_ova 1({2|3(4| 56| 7|89 |10 |11 |12)13|14(15|16|17|18|19(20]21
posiglio y

Tabela 2

a) Complete a tabela 3 abaixo distribuindo as cartas da tabela 2, na ordem
estabelecida das posigdes y=2q+ 1 nomonte 1 ey=2gnomonte 2, ondeq € M.

Forma de y 2q+1
MONTE ! I"cara Cx [z [ [Clo]Cualcag e [C5 € ~a1
Forma de y 2q
MO (e Jou [Ce lenacaccadcs [Cr [Cuzlcasicas
Tabela 3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

No item (b) houve novamente uma discussao entre os alunos com a mediagao do professor
afim de solucionar a analise sugerida neste item e apesar da dificuldade inicial, os alunos
conseguiram enxergar e compreender de maneira satisfatéria o que foi pedido, conforme

podemos perceber pela figura 5.27 abaixo através de algumas solugoes bastante convincentes.

Figura 5.27 — Solugoes da Exploragao 7 - Questao 2, item (b).

b) As cartas Cxa e Cm f' icam localizadas no mesmo monte na tabela 37 Justifi ique

"GV-* 2 C X-4 .2 (._ -4 244D s .l, ,
Ve , Ay m ll - .L-‘ ) o, :
.‘f\J',-'p')p u‘_}r; nfl,'} Ao O rf)nl} 8 Anp

|

b) As cartas Cx.i € Cx ficam localizadas no mesmo monte na | tabela 37 Justifique
sua resposta. /\,’[Q, PQQQ\JG ANTERIQRMEATE Tinv/HA UMA . ARTA
VA Pos ,{4\_; WA N & QUTRA ~A pu.:;(.’\a i PAR, AsS /Al ELAS

; i«AO oA RA Momﬂ, DITeRenTES.

b) As cartas Cxq e C,H ficam locahzadas no esmo mpnte %a tabela 37 Justifique
sua regposta oo Pon fat Yuomds 1 .EJ\ rovAnAG,  Pobg
Cx Vo %‘tw» oA, a_or?u.m Mnircw O VECE ka6
JJ_J\,\J_‘\ P\_}J-.u.\ 0 O / ' ..J_C'\\ O Qwﬁ‘\,"—’d&k

s Poruts &~ O r‘uﬁm:\ Voi Pona. © serddit . oo o2 wia

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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O item (c) da questdo 2 questionou os alunos sobre os possiveis restos da divisdo de
um numero natural por 2, o qual foi prontamente resolvido por quase todos da turma visto
que nas exploragoes anteriores assim como nesta trabalhou-se com a definicao da divisao

euclidiana, conforme podemos observar nas duas resolucoes na figura 5.28 a seguir.

Figura 5.28 — Solugoes da Exploracao 7 - Questao 2, item (b).

¢) Do estudo realizado até aqui sobre a divisdo euchdlana por 2 determme quals sdo

_ o8 posswe15 mstoma divisdo por 2? Pale e¥oveq)
Jaral sl

=t © S 0n ; ABUe

S s

¢) Do estudo realizado até aqui sobre a divisao euclidiana por 2, determine quais séo
os possiveis restos na divisdo por 2? ()>. 3ol Yoo o Aol

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A questao 3 foi desenvolvida com o intuito de levar os alunos a compreenderem em qual
posicao final ficaram localizadas as duas cartas C,_; e C,;1 por meio de um quadro dado no
enunciado, o qual trazia a posicao final das 21 cartas ao colocar o monte 2 acima do monte 1.
Tal questao foi dividida em cinco itens e nao abordava o contetido principal sobre a divisao
euclidiana por 2.

Nos itens (a) e (b) foi pedido a turma para determinarem a distancia entre as posigdes
das cartas C,_; e C, e a distancia entre as posigoes das cartas C,,; e C,, para o caso quando
o coringa for a carta Cg e Cy7 respectivamente. O item (c) teve o intuito de levar os alunos
a compreenderem que tais distancias sempre eram iguais a 5 solicitando uma justificativa
para tal fato. No item (d) os alunos deveriam descrever as posicoes das cartas C,_1 e C,
quando retirado o coringa e colocado as cartas que estavam embaixo dele para cima do monte
e por fim o item (e) solicitou para os alunos justificarem porque as cartas C,_; e C, ficaram
localizadas na posi¢ao 5 em cada monte dentro do bolso do mégico.

Como os itens na questao 3 necessitavam de uma andlise mais aprofundada referente aos
passos finais da Matemaéagica 7 trabalhada, o professor realizou novamente o truque e explicou
mais uma vez o passo a passo de como funciona a Matemagica, afim de motivar os alunos
a realizarem com éxito o que foi pedido. Logo apds dividiu a turma em quatro grupos para
discutirem e resolverem a questao.

Vejamos na figura 5.29 abaixo as resolugdes dos itens (a), (b) e (c¢) do ponto de vista
de alguns alunos da turma, constatando que os alunos conseguiram verificar que a distancia
entre as cartas C,_; e C, e a distancia entre as posicoes de C,,1 e C, sempre resultam em 5

de acordo com o quadro da questao.
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Figura 5.29 — Solugoes da Exploragao 7 - Questao 3, itens (a), (b) e (c).

Formas
de xey

CartaCy | Cs|Cs| Ci2 | Ci6| C20 | C3 | C7|Cir | Cis | Cio| C2 | Cs | Cro | Cua

Nova | 1ol 3|4 |s|6l7]|8|9]10]|1]rz]1z]|is
posiciio z
Tabela 4

x=2Zkey=2q x=2k+ley=2q | x'=2key=2q+l x=2k+ley=2q+]
E ? Cis
19

Observe que independentemente da posiq,ﬁo z onde esteja o coringa sabendo que ele ndo
pode ser as cartas C; e Cai, isto €, 0 coringa ndo pode estar nas posi¢des z=16ez=21.
Ao retira-lo, restardio 20 cartas e deve-se colocar as cartas que estavam abaixo dele para
cima do monte. Sendo Cx o coringa, pela tabela 4 responda:

a) Qual a distdncia entre,as posi¢des z das cartas Cx1 € Cy, considerando que o,
¥

_coringa é a carta Cy? * BIBAEMMB0E O = l[___,f - N condie
J:Q ‘\_&Q (;,( %Jﬁ,&? mc}*~ OL?- i Z =4 Jin O ‘1 -
f,i:)\\ Ao \,_,.‘,.._. M‘)D Q,"Mli L') .& 5«.

b) Qual a distincia entre as posigdes z das cartas C,m ¢ Cy, considerando que o
coringa € a carta C17? &A= g P0sT220 20-145:2 5 L ARTAS
Ln4dc ﬂrs..»vo:, $15
A 0ISTAMLIA € 5 GARTAS

c) Qualquer que seja o valor de x de 1 até 21, as distancias entre as posigoes z entre
as cartas Cy.1 e Cx ou entre Cy+1 e Cy serdo sempre iguais a 57 Justifique sua
resposta. (Considere no decorrer da contagem que ao chegar na carta da posigéo
z =21, deve-se continuar a contagem retornando para carta da posi¢do z= 1).

S A - T I
, FOan O DaniDMu0L . soedals X s K- ‘:_l ;Cp,;:){ 0. 5 a o AnVONeGOD sl

U rmodortn S8 % a Yt orsmbarng o 5a
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

=)

Agora vejamos a figura 5.30 a seguir com as resolugoes dos itens (d) e (e), os quais exigiram
dos alunos que descrevessem como as cartas C,_; e C, sao desvendadas pelo méagico. Podemos
perceber da figura 5.30 abaixo que os alunos responderam de forma coerente o que foi pedido,

assim como em toda a exploragao 7.
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Figura 5.30 — Solugoes da Exploragao 7 - Questao 3, itens (d) e (e).

d) Ao colocar as cartas que estavam embaixo do coringa para cima do monl:e as
l_..-- -  t ~ A L
cartas Cx.1 e Cyn ﬁcarﬁo Iocalmdas em quals posu;oes z? (r*-\ "o UGAh Lo T J

>
. c L -
st.f:,m 8s 5o do'tommgon A, qus eolslar o Prgnks, P
Lo A A PanANAC 3 ."._-\\f o A ACa & {‘.-},‘\‘Il_.-\ -'“y‘\u?) A Ao _
%1 fp] ; ' . g o A
O}\ij:-‘-.(',l\ e CK"E\:’!TL‘ DA PR :“('3"'}' 5S4 C)(‘-., o OA
P 2

€) No passo 5 a0 dividir o baralho em dois montes, nio alterara as posigdes das cartas
Cx-1e Gy, conforme visto na explicago da magica. Além disso, o0 mégico coloca
a parte de cima do monte no bolso direito, com as faces das cartas viradas para o
seu corpo ¢ coloca a parte de baixo do monte no seu bolso esquerdo, com as costas
viradas para o seu corpo. Portanto no passo 6 ao puxar do bolso a quinta carta de
cada monte, ele estard puxando exatamente as cartas que estavam acima do
coringa na posi¢do (x + 1) e abaixo do coringa na posigo (x — 1), finalizando o

p truque. Justifi que purque lsto acontece? ,

Sy o

I L)
"'). M "

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Portanto podemos concluir que durante a realizacao das atividades desenvolvidas nas
exploragoes matematicas 6 e 7 os alunos ficaram cada vez mais engajados conseguindo relaci-
onar e assimilar o conteiido matematico sobre a divisao euclidiana por 2 nas Matemagicas 6
e 7 envolvidas e também apresentando justificativas adequadas em questoes onde foi sugerido
analises da Matemagica.

Ao final da exploracao matematica 7, foi aplicado na turma uma atividade com situagoes-
problemas envolvendo a divisao euclidiana por 2 e o critério de divisibilidade por 2 a qual

serd abordada no secao 5.2 deste trabalho.

5.1.5 FExploracoes matemdticas 8 e 9

As exploragoes matemaéticas 8 e 9 tiveram o intuito de levar os alunos a compreenderem
respectivamente as Matemagicas 8 e 9 através de demonstracgoes utilizando algebra e quadros.
Antes de iniciar a exploracao 8 foi aplicado o pré-teste 2, o qual serda analisado no secao 5.3
deste trabalho.

A exploragao 8 foi composta por quatro questoes. Na questao 1 os alunos deveriam
completar um quadro no item (a) que relacionava os valores das novas posigdes y € N da
carta C a ser desvendada pelo magico e o total de cartas z colocadas para baixo do baralho.

No item (b) pedia aos alunos para, por meio do quadro, realizar todas as nove somas entre
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os valores das posigoes y com os valores de z correspondentes e ao final no item (c) pedia
para descreverem a semelhanca encontrada nestas somas.

Vejamos na figura 5.31 abaixo as resolugoes destes trés itens realizadas por 4 alunos
diferentes, evidenciando de forma satisfatoria a compreensao dos alunos em relagao ao que

foi sugerido.

Figura 5.31 — Solucoes da Exploracao 8 - Questao 1.

a) Complete a tabela abaixo com os valores das posigdes y da carta C, sendo C a
carta escolhida pelo aluno e x € N, com 1 <x <9, o total de cartas colocadas para
baixo do monte de 10 cartas.

Posi¢do da carta C Posigdo 1
Total de cartas X colocadas para 112131alsl6!7!3
baixo

Posigdo y da carta C 10 9 2l 'q- G 5 q 21

b) Da tabela acima realize a soma de cada valor das posi¢des y com o valor de x

correspondente ao total de cartas colocadas para baixo do baralho. G e Sed

\+ Vo=A A ‘;,)-—J-"':ﬁ =1 i. D4 ¥ = .1_:! ’{I + J!r T3 :_ o iy a2 gL
= St F Ay Y - 14
J..! S s g:/{‘;'——l-— Aiwee s

¢) Qual a semelhanga entre todas as somas x +y do item b?
: TR 0 o A

) Ao Y,
A Aor S o oo Asnduoira a0 X @
13N -t

¢) Qual a semelhanga entre todas as somas x + y do item b?
N Y &
Lot ,.}:E'-Clﬁ--“-, L AAAAOS b Aol a Li.
e o/

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na questao 2 foi dada um quadro que relaciona as novas posigoes z das cartas apos
distribui-las uma acima da outra na mesa, com z € N e z # 10, solicitando no item (a) para os
alunos determinarem o motivo da carta C nao poder ficar localizada na posicao z igual a 10.
No item (b), sabendo que z = z, conforme o professor mostrou e provou o resultado durante
a explicacao da Matemagica 8, pediu-se aos alunos para determinarem o nimero x escrito
em um papel no inicio da Matemagica quando a carta C ficar localizada na posicaoz = 3.

Observemos na figura 5.32 a seguir as solugoes destes itens feitas por alguns alunos da sala.
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Figura 5.32 — Solugoes da Exploragao 8 - Questao 2.

2) Ao distribuir as ‘cartas uma acima da outra na mesa, a posi¢io anterior y das cartas
somadas com a nova posicio z, com z € N e z # 10, serd novamente sempre igual a
11, isto &, y + z= 11, conforme podemos ver na tabela abaixo.

Posigdo y da carta C 2131456171 8[9]10
Posi¢do z da carta C 918 |7]|6|5]4]3|2]1
Com base nisto responda:
a) Porque a nova posigdo z da carta C ndo pude ser i g.ual alo? | I',! } {
'\(\r QUL O i IS, P 1,(;&’),1'{)(\ i 5 agLe. 1
s Iogp o §ORAY Mo oo 10 Connfony by £ Z=10

b) Na demonslmgéo realizada pelo professor, provou-se que a posigo z da carta C
& exatamente igual ao nimero x escolhido pelo aluno, isto &, x = z. Assim se a
carta C escolhida pelo aluno ficar na posigio z = 3, qual o valor x escolhido e
escrito pelo aluno em um papal no inicio da magica?

ROMD 222 B z¥x oo X=3
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Pela figura 5.32 acima podemos concluir que os alunos absorveram o conhecimento algébrico
visto na questao 2.

A questao 3 abordou duas equacoOes possiveis para a nova posicao w € N da carta C
em relacao aos valores de x, apds cortar o baralho ao meio, a qual pediu aos alunos para
utilizarem a equacao correta e assim determinar os valores de w para alguns valores de x
dados nos itens (a) e (b) da questao. Por fim, no item (c), os alunos completaram um quadro
que relacionava as posicoes z com as novas posi¢oes w, utilizando as equacoes algébricas
vistas nos itens (a) e (b). Contudo podemos observar por meio de algumas resolugoes dos

alunos, conforme figura 5.33 abaixo, que a questao 3 foi compreendida pela turma.

Figura 5.33 — Solugoes da Exploracao 8 - Questao 3.

3) No passo 5 ao cortar o baralho exatamente no meio, a posigio da carta C escolhida
serd modificada para a posi¢do:
e w=x+35, comw €& N, se o valor x escolhido for menor do que ou igual a 5, isto €, se
x=1,2,3,40us.
e w=x-3, se 0 valor x escolhido for maior que 5, isto é,se x=6, 7, 8 ou 9.
a) Utilizando as equa(;ées acima, determine o valor da posigdo w quando x = 2.
Az xD =+
b) Utilizando as equacﬁes acima, determine o valor da posi¢io w quando x =7.
\.f{ = -'1.' J, — /‘ - '_J
+=5

o fpora 0K

11 gl

¢) Agora complete a tabela abaixo, com as novas posigdes w € N, apds o corte

realizado.
Posigao z da carta C 112|345 |6|7]|8]|9 m
Posi¢do w da carta C bl+|% Q ol 1|22y 5

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Logo apds mostrar aos alunos, por meio de slides, que a carta C sempre fica localizada na
posi¢ao de nimero 4, conforme passo 6 da Matemagica 8. A questao 4 teve o intuito de fazer
com que os alunos, através de um quadro que os mesmos deveriam completar considerando
as demais cartas representadas por X, compreendessem como a carta C é sempre desvendada
pelo magico ao ir descartando as cartas até que reste apenas C no ultimo descarte. A questao
foi bem simples e resolvida pela maioria dos alunos da turma conforme podemos destacar

pela figura 5.34 abaixo numa das resolugoes realizada por um dos alunos.

Figura 5.34 — Solugoes da Exploragao 8 - Questao 4.

e das T i T
Posipbesdas | ;| 2 |3 |B|s || 7|8 ]| 9|w
cartas |
Passo6 | X | X | X [B[X [ X [ X [ X | X|X
DESTARTE1 | 3 | € [& [#< | X
DESTARTE2 | | € |
DESTARTE3 | C | ] 1]

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A exploracao 9 foi composta por trés questoes. Na questao 1 os alunos deveriam completar
no item (a) um quadro com os valores das novas posicoes y € N das cartas C, com as faces
voltadas para baixo, dados as posicoes z € N das cartas com as faces voltadas para cima,
com 1 <z < 10. No item (b), os alunos realizaram todas as dez somas possiveis entre os
valores das posicoes y e o valor das posi¢oes x correspondentes a cada carta e descreveram
a semelhanca encontrada nestas somas. Vejamos a figura 5.35 abaixo contendo as respostas
de alguns alunos da sala, referentes a questao 1 e comprovando o bom rendimento da turma,
apesar da facilidade dos mesmos em resolverem as questoes por serem analogas a questao 1

da exploracao anterior.

Figura 5.35 — Solucoes da Exploracao 9 - Questao 1.

a) Complete a tabela 1, sendo Cy as cartas que estdo na posigdo x € N com as faces
voltadas para cima, com 1 <x <10 e sejay € N o valor que representa a posicio
das cartas Cx com as faces voltadas para baixo, com 1 <y < 10.

Carta Cx Ci|Ca|GCs|Ca|Cs|Cs|Cr|Cs|Co|Cro

Posigdo x comas facesparacima | 1 [ 2 |3 |4 [ 5|6 |7 |89 ]10

posi¢dio y com as faces para baixo i/o 9 8 I |5 q 3 3] 4{

Tabela 1

b) Da tabela 1 acima realize a soma de cada valor das posigdes y com o valor das

posigdes x correspondentes a cada carta. Qual a semelhanca entre as somas x +y?
20T QDI  ghdarr  AYATIN T [4L17

% Gy Y47~ 3, 248=77 9+3=11  q120=77 44
A eo @ dadas o Somod YR Lgan M

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Na questao 2, a partir de um novo quadro, dado no enunciado, que relacionava as novas
posicoes z € N das cartas com a posigao anterior y, os alunos deveriam resolver os itens (a)
e (b) determinando as novas posigoes z das cartas para determinados valores de y de acordo
com as duas equacoes dadas no enunciado, as quais também relacionavam as posigoes y e z
das cartas. Os itens (a) e (b) exigiram dos alunos um conhecimento algébrico na medida que
pedia o valor numérico da varidvel z dados os valores de y. Contudo, a maioria dos alunos
conseguiu enxergar e comentaram em sala que o quadro do enunciado poderia ser utilizado
no lugar das equacgoes dadas, mesmo tendo resolvido o que foi pedido por meio das equagoes,

conforme podemos observar nas resolucoes pela figura 5.36 abaixo.

Figura 5.36 — Solugoes da Exploracao 9 - Questao 2, itens (a) e (b).

Carta Cy Cio|Co|Cs|Cr|Cs|Cs5|Ca|Cs|Cal Cy

Posi¢do y 1 1213|4567 |8|9]10

Nova Posi¢io z 4 | 56|78 9[10[1]2]3
- Tabela 2

a) Se a carta Cy escolhida estiver em alguma posi¢do y de 1 até 7, isto €, 1 <y <7.
Entdo a nova posi¢do z de Cx, conforme tabela 2 acima, sera a posi¢do z=1y + 3.
i) Quala posiqﬁf ,ge z quando y =57
Ly

NN

-2 4 * [V
=2%% 7.9 Pokuied P
ii) Qual a posi¢do de z quando y = 37
Y43
3+73

11 4,

™=
-+ 3

o
}
(=

4 'ﬂ‘..- IJ

z:b6 Tolipw0 ©
b) Se a carta Cy escolhida estiver em alguma posicdo y de 8 até 10, isto €, 8 <y < 10.

Entiio a nova posigdo z de Cy, conforme tabela 2 acima, serd a posi¢doz=y — 7.

i) Qual ?osigﬁo de z quando y = 87

22 Y -.

Al j YO MLL,T%O 1
ii) Qual a posi¢do de z quando y = 10?
7 Rodl Sl ! o
ifost 7.3 Porme®3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O item (c) pedia para a turma completar o quadro que relacionava as posigoes x e z.
No item (d), a partir deste quadro, pedia para os alunos realizarem todas as somas entre as
posigoes x e a respectiva posicao z de cada carta para no item (e) descrever os valores destas
somas quando 1 <z < 3 e os valores quando4 < x < 10.

Os itens (c) e (d) foram compreendidos de forma satisfatéria. Por outro lado, no item

(e) houve dificuldade em observar o intervalo referente as posi¢oes x das cartas para que os
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alunos pudessem relacionar os resultados das somas x + z correspondentes. Abaixo segue

algumas solugoes destes itens, conforme figura 5.37.
Figura 5.37 — Soluges da Exploracao 9 - Questao 2, itens (c), (d) e (e).

¢) Complete a tabela 3 abaixo, que relaciona as novas posi¢des z das cartas Cx e as
posigdes X iniciais correspondentes.

Carta Cy C |G| Ci|[Cro|Co|Cs|Cr|Cs|Cs|Ca
_ Posi¢do z 112 (3[4 |516|7|8[9]10
Posi¢do x com as faces para cima 3 4] *'] 7 '8 7 ‘b _ifn? o | A
Tabela 3
d) Da tabela 3 acima realize todas as somas da posi¢do x com a nova posi¢io z de
cada carta. c+9-TH

(+37H g+ R=1U
(‘QJ— Q7=H r1c+'?:‘fﬂ
3 4+32H R4 b-TA
H+10:1L‘ 94‘3:7;{ -

) Quais os valores das somas x + z, quando 1 <x <3? E quais os valores das somas
Xx+z,quando 4 <x<10? QFuomA0 4 < K< 5 X+2=4

7 Qs A0 Lo K = {[ b +Z= “{ :

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Logo apos os alunos compreenderem, por meio de explicacao e demonstracao em slides,
que a carta C,, ficou localizada na posi¢ao w = 4, com w € N ao final do passo 4 da Matemagica
9. A questao 3 teve o intuito de mostrar aos alunos, através de um quadro que os mesmos
deveriam completar, como a carta C, é sempre desvendada pelo magico ao ir descartando
as cartas até que restasse apenas (), no tltimo descarte. Por fim, utilizando o quadro ja
preenchido, foi sugerido que explicassem nos itens (a) e (b), o motivo da carta C, ficar
sempre na posicao 2 apds os descartes.

Como este quadro foi idéntico ao quadro preenchido na questao 4 da exploracao Ma-
tematica 8, nao houve dificuldades para se resolver os itens da questao, conforme podemos
evidenciar nas resolugdes dos alunos, conforme figura 5.38 a seguir, apesar de alguns erros

ortograficos cometidos.
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Figura 5.38 — Solugoes da Exploragao 9 - Questao 3.

Posicdo w L{2]3]8]s]|s]7T¢e[9e]10
Passo 4 X I X[ X |/@| x| X]XxX1xIX[x
DESTARTET |~ | x| % | v.| X

DESTARTE2 | ¥ | &
DESTARTES | C»

a) Por que apés o primeire descarte a carta Cx ficara na posigio 27
orgua fai $uondido yon 2,
a) Porque apds o primeiro descarte a carta Cy ficara na posicio 27 e
Pontpus. rud. poriLdo 4pi dncdaicla -pdc\ rocdlode .
a) Por que apds o prlmmm descarte a carta Cy ficara na posiclo 27
corlors dok £ % ?m'xu-: W

Fon
Fodaws dum r.o::E"'"" om- krdo N‘\Jé
cx foi diyidids Pon d o olon dav ?amq@}‘i Yrd=2
b) Por que “Pﬁs o segundo descarte a carta Cx ficara novamente na posigZo 2?

s Gy # L

o Coloe  me dies s Rontoa f g RAPML e gy,

R
=

{“U‘ D, paanpe fﬂffff-ﬁ-"ﬂx Fowtsen v vD e o {PW‘-"} : JI, G ¥ T

b) Por que apds o segundo descarte a carta Cy ficara novamente na posigio 27
f.:-.r.,m.tt a toaloue Cy, .{m =t PMH?-J-"’ . oo o fed. rcego 3 APOAS ey

*{uﬁ,_n_uo P reT . S posc Dodo, = oo eolocan . e :{1’:' *f“]'h“'**"'* he
(5]
habh ;
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

No decorrer das exploracoes matematicas 8 e 9, ficou claro que a maioria dos alunos da
sala sentiram dificuldades ao trabalharem com equacoes ou expressoes algébricas. Porém foi
perceptivel o grande envolvimento da turma no decorrer das atividades trabalhadas afim de
entender e desvendar os truques por traz das Matemagicas correspondentes, o que proporci-

onou uma melhor compreensao dos contetudos algébricos abordados até aquele momento.

5.1.6 FExploracao matemadtica 10

A exploracao matematica 10, composta por 4 questoes, teve como objetivo utilizar a di-
visao euclidiana por 2 para compreender por meios de quadros as demonstracoes no decorrer
da Matemagica 10. Visto que ja trabalhamos bastante com o contetiido sobre divisao euclidi-
ana, inclusive a divisao euclidiana por 2 nas exploracoes 6 e 7, foi nitido o bom desempenho
da turma nas atividades propostas da exploracao matematica 10, o que mostrou o quanto foi
importante a aplicacao das atividades lidicas por meio das Matemagicas unidas a exploragoes

matematicas bem elaboradas e aplicadas com o intermédio e auxilio do professor.
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Conforme podemos ver nas resolucoes das figuras adiante, os alunos conseguiram soluci-
onar as atividades propostas na exploracao 10 explicitando de forma clara e coerente suas
respostas.

A questao 1, contendo trés itens, trouxe um quadro contendo as cartas C,, onde x repre-
senta a posigao das 16 cartas na Matemégica, com x € N, 1 <z < 16. O item (a) pedia para os
alunos completarem dois quadros, o primeiro referente as posicoes das cartas que ficaram na
mao do magico e o segundo referente as posigoes das cartas que ficaram acima da mesa. No
item (b) pedia para os alunos descreverem a posigao e o quadro que ficou a carta Cg a ser
encontrada pelo mégico apds a distribuigao. O item (c) pedia para os alunos determinarem
a forma euclidiana dos valores das posicoes x das cartas na divisao por 2 que ficaram nos

quadros 1 e 2. Observe algumas resolugoes na figura 5.39 abaixo

Figura 5.39 — Solugoes da Exploragao 10 - Questao 1.

cartas | C; | Cz | C5|Cy|Cs | Cs|Cq|Ce| Co| Cro[Cit | Cra | Cia | Cua | Cis | Cis

PosicBox | 1 1o 3 fa|s|6|7|[s8|o]t0|un|n2|13]14|15|08
das cartas

a) Complete as tabelas abaixo conforme o passo 2 da magica ao realizar a primeira
distribui¢do com as 16 cartas, ficando 8§ cartas acima da mesa nas posi¢desy € N
e as outras 8 cartas na mio do magico nas posicdes x* € N.

Continuam na mio
Posigio x’ | 1 |2 |3 |4|5]|6 ]| 7|8
Cartas Ci| €5 Cs| Ca| cal| Cin] Cisf €15
Tabela 1

Cartas na mesa
Posicdo y 9 10111213 ]14[15]|16
Cartas Cle | ciay| Caz] Cie]l Q3| Ce| Cy| Ca
Tabela 2
b) A carta escolhida pelo aluno (Cls) ficou na tabela 1 ou na tabela 2? Qual a posigdo

ydeCie? Ficouw rno Tadolo . Ponied Y9

¢) Qual a forma dos valores das posigoes de X das cartas na dmsio euclidiana por 2
que ficaram na tabela 1? E na tabela 29{ 28 o Q EI M LJ X i
VLo 1T, X, au”r‘ . dam Lf) LA Qo Ut
¥y 4 - N Ibdrela 2, & ool ) do Y ABnoum ~pow,
-"'-'-\:3;‘3 - u“_b‘frrl_u\ QUL Juf,[\nu W oK.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na questao 2 os alunos deveriam completar dois outras quadros referentes a segunda
distribui¢ao das cartas e determinarem nos itens (a) e (b) de forma anéloga a questao 1, os
valores das posicoes z’ € N das cartas e a forma euclidiana destes valores na divisao por 2
que ficaram respectivamente nos quadros 3 e 4 do enunciado. Vejamos algumas solugoes na

figura 5.40 abaixo.
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Figura 5.40 — Solugoes da Exploracao 10 - Questao 2.

Continuam na mio
Posiclo x | 1 |23 |4 |5]|6[7] 8
Cartas Ci| Ca| C5[ Cy| ca] Cuif CH3| €45
Tabela 1

2) Levando em consideragio as novas posigdes x'€ N das 8 cartas que ficaram nas mdos
do magico, conforme a questdo anterior. Continuando a distribuigdo, complete as
tabelas abaixo de maneira analoga a primeira distribuigdo.

Na mesa
Posi¢do y 5 6 |7(8| 9 10|11 |12]13]14|15]|16
cartas CAsle1icF e Ci6|Cy|Ciz|Cwo|Cs|Cs|Cyl|Cy
Tabela 3

Continuam na mio
Posicdo x’’e N 123 4

Cartas Cqlea € o4
Tabela 4

a) 3%5 ée ,ﬁ das cartas queof'graén :a tabela 3‘:?_-]§l ‘n%ta:%l‘: —‘g‘ -

No-XDbako. u Qe OIS U o &

b} Qual a forma dos valores das posigdes x’€ N das cartas na divisdo euclidiana por , -
J?, que ficaram na tabela 32 E na tabela 47 Taliden 3- MNAMUSA ok duike AL
I TO"'.‘ anc El? *f ﬁff-*l'luf:\ Y- crpvmion Palla oo, Al © 1‘{"—‘«"- A ;17{ "

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na questao 3 foi dado um quadro com a posi¢ao das 16 cartas nas novas posicoes y € N,
apos a distribuicao encontrando a carta ajudante ', sendo y =1 o valor da posigao de C} e
o valor y =9 a posicao da carta Cg. A partir deste quadro os alunos deveriam completar,
no item (a) da questao, um novo quadro referente a distribuicao das cartas em dois montes,
conforme passo 3 da Matemagica 10. Logo apds, com o auxilio do quadro, determinarem
no item (b) a forma euclidiana dos valores das posigoes y das cartas na divisao euclidiana
por 2 que ficaram nos montes 1 e 2 e no item (c) determinarem as novas posigdes z € N das
cartas C] e (4 e suas formas euclidianas. Vejamos a seguir a figura 5.41 abaixo contendo as

resolucoes dos itens (a), (b) e (c) realizadas por alguns alunos.
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Figura 5.41 — Solugoes da Exploragao 10 - Questao 3, itens (a), (b) e (c)

cartas Cy

X
Posicdo vy 1

[}
[ >-d

X|X|X|X|X]| BB
4 516 7 8 9

' Xl X I Xis
[ 1011 |12 ] 13

-

X | X
14 | 15 | 16
a) Complete a tabela abaixo conforme o passo 3 da magica sendo as 16 cartas

divididas em dois montes (monte 1 e monte 2) com 8 cartas cada, e gerando as
novas posigdes z € N das cartas

Primeira distribui¢do (Dois montes com 8 cartas cada}
Monte 1

Monte 2 [ : K| A | X LS
Posigdo z das cartas 112131415 |6LT|3
b) Qual a forma euclidiana dos valores das posi¢des de y € N na divisio euclldlana
por 2 que fi icaram no mo?te 1?7 E no monte 2'?

4 LA -

¢) Quais as posu,ocs z das cartas C) e Cys? E qua] a forma euclidiana de ambas

NS |

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024

De maneira andloga foi o enunciado dos itens (d), (e) e (f) referentes a nova distribuicao

das 8 cartas que restaram na mao do magico. A resolucao dos mesmos pode ser vista logo
abaixo, conforme figura 5.42

Figura 5.42 — Solugoes da Exploragao 10 - Questao 3, itens (d), (e) e (f)

d) Utilize o mesmo raciocinio para completar a tabela abaixo referente a segunda
distribuigdo, lembrando que as 8§ cartas que restaram na mio do magico foram as
cartas do monte 1, conforme tabela da questdo anterior.

segunda distribui¢do (Dois montes com 4 cartas cada)
Monte 3 XXX | A
Monte 4 X 1C4d £ [&

Nova posicdo w E N 1123 |4

e) Qual a forma euclidiana dos valores das posigdes de z € N na divisdo euclidiana
por 2 que ficaram no monte 3? E no monte 4?

Mo mom 3 {eame Zm+ i L O mcmtt Y foroma 2 m
f) Quais as posicSes w das cartas C; e Ci¢? E qual a forma enclidiana de ambas?

heerag 5'1

? [

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024

O item (g) referente a terceira e ultima distribuigdo em dois novos montes pediu para a
turma explicar o motivo das cartas C e (4 ficarem juntas ao final da distribuicao. Conforme

podemos ver na figura 5.43 abaixo, os alunos de fato compreenderam de forma satisfatoria o
item (g) assim como toda atividade da exploragao 10
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Figura 5.43 — Solugoes da Exploragao 10 - Questao 3, item (g).

g) Por fim, ao realizar a terceira e altima distribuigao em dois novos montes a carta
ajudante ficara no mesmo monte que a carta escolhida pelo aluno. Assim
descartando o outro monte finalizamos a mégica. Explique porque as cartas Cj e
Cig ficam juntas ao final da terceira distribuigiio.

v\::h\f'\' f\ AC e e i '::-’.5’:{; Patan *I?;'J- \ Rae ANGR (Ao o ar omi

¢ ponloan e

g) Por fim, ao realizar a terceira e ultima distribui¢do em dois novos montes a carta
ajudante ficara no mesmo monte que a carta escolhida pelo aluno. Assim
descartando o outro monte finalizamos a magica. Explique porque as cartas Cy e
Ci6 ficam juntas ao final da terceira distribuigdo.

Port Gun ci = eciy = 2 noo dx Posaip®r w/
f lan, L q4m0£/? WW o Voo frow o
J‘),L%M@{‘p mwm,& 2 4.& 60/14’? g,uuv:z;/'\ '

2) Paor fim, ao realizar a terceira e (ltima distribuigao em dois novos montes a carta
ajudante ficara no mesmo monte que a carta escolhida pelo aluno. Assim
descartando o outro monte finalizamos a mégica. Expli ue porque as, cartas Cie —

%&ﬁ m j‘%taf ﬁ ﬂga d‘:i tercel:aa dxfmbm;aﬁ &E)j\ ?m‘a po -
OJ@— ol
Jﬂ)w I '@M é\_‘ﬁ‘,inza. oo (W‘O"‘f‘i’_)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

5.1.7 FExploracoes matemdticas 11, 12, 13, 14 e 15

As Exploragbes Matematicas de 11 até 15 tiveram como objetivo aplicar os resultados
das demonstragoes matemaéticas, realizadas com o intermédio de tabelas(quadros) e dlgebra,
afim de obter éxito no resultado final das Matemagicas correspondentes.

Na exploracao 11 foi proposto apenas uma questao que utilizou o resultado final da
demonstracao no decorrer da Matemagica 11 para os alunos aplicarem nos quatro itens da
questao, os quais foram debatidos em conjunto por toda turma, o que facilitou nas resolucgoes
conforme podemos destacar nas figuras adiante.

Nos itens (a) e (b) foram dados respectivamente, numa simulacao, os valores obtidos pelo
magico e pelo aluno participante do truque ao final da Matemagica 11 com o intuito da
turma determinar os valores das cartas escolhidas por este aluno, conforme podemos ver nas

resolucoes dos alunos na figura 5.44 abaixo.
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Figura 5.44 — Solugoes da Exploragao 11 - Questao 1, itens (a) e (b).
xy=10x+y

Onde x ey sdo respectivamente a dezena e a unidade do resultado final obtido.
Com isto, responda:

a) Sabendo que o resultado final obtido pelo mégiqo ao final da méagica foi 48. Quais
os valores das cartas escolhidas pelo aluno? \/s) 0w L 8

&

a) Sabendo que o resultado final obtido pelo magico ao final da magica foi 48. Quais

O e s Sy das pelo a1 ALUAMG SQF K23 MO LASS DEV

H3.
b) Se o resultado obtido pelo aluno ¢ dito ao magico for 72. Qual o valor obtido pelo
professor? E quais as cartas escolhidas pelo aluno?

)
a8

. }1}“ conloss ‘u’:;{.]..r.) ‘f{ S Tt
13

{
b) Se o resultado obtido pelo aluno e dito ao mégico for 72. Qual o valor obtido pelo

professor? E quais as cartas escolhidas pelo aluno? 7.
12 an conl encalfidon ks o fumc
27— dor Yo

H

4

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O item (c) pediu para a turma realizar todos os procedimentos vistos no passo a passo da
Matemagica 11, utilizando os niimeros 5 e 3 respectivamente os valores das faces da primeira
e segunda cartas escolhidas pelo aluno participante na Matemégica. Logo apds no item (d),
partindo dos dados encontrados nas resolugoes do item (c), pedia para a turma descrever o
resultado obtido pelo aluno participante e dito ao magico, o valor obtido pelo magico, e as
cartas escolhidas por este aluno. Observe as solugoes realizadas pelos alunos na figura 5.45

abaixo.
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Figura 5.45 — Solugbes da Exploragao 11 - Questao 1, itens (c) e (d).

¢) Realize os procedimentos da magica, sendo 5 e 3 respectivamente a primeira e
segunda cartas escolhidas pelo aluno.

i Q=10
Haelz
:40+5=15
(= -4 '
e 4 — @ — 2 @),
¥15 0 y4543:=349 5%

¢) Realize os procedimentos da mégica, sendo 5 e 3 respectivamente a primeira e

segunda c“iar;ta-s :s;olhldas pelo aluno. o~ § JUhrra b .r:.w-ﬁ, 204 S0

J ¥ oed
. - Aoy A T
10YSH 219 t 40 o T";‘O‘Jt'{f("—"“ﬁ"‘ “'f"'l"l -
25 =
19 - _
_:".:1 15 ;}-‘,b-_.‘{‘.?p B

15
d) Do item c, responda:

i) Qual 0 rcsultado obndo pe]o aluno e dito ao magico?
J-I'._-.'r A Y [ oo L

L If A J' A~
if) Qual o valor obtido pelo professor?

O L\)OﬂiBﬂ olshdo rdo dme@eo fox 53

iii) Quals as cartas cscolhldas pelo aluno?

Ab corlon  oliudor hod B3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A exploracao 12 foi composta por trés questoes. A questao 1 propos aos alunos comple-
tarem um quadro referente a posicao da carta C e ao total de cartas que ficaram acima e
abaixo de C no monte formado no inicio da Matema&gica 12, considerando C a carta a ser
desvendada pelo magico, escolhida por um aluno participante da Matemégica. A questao foi

simples e foi resolvida com facilidade, conforme observado na resolugao da figura 5.46 abaixo.

Figura 5.46 — Solugoes da Exploragao 12 - Questao 1.

1) Na magica 12, conforme explicagdo realizada pelo professor, o aluno escolhe uma
carta C qualquer entre as 52 cartas do baralho e a coloca acima do monte com 8 cartas
feito pelo magico acima da mesa. Complete a tabela 1 abaixo lembrando que as
demais cartas ficam acima do monte com as 9 cartas.

Total de cartas acima de C K
Posigdo da Carta C escolhida H
Total de carta abaixo de C o O
Tabela 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

No item (a) da questao 2 foi pedido a turma para completar um quadro que relacionava o

total de cartas b € N viradas com a face voltada para cima com o valor n € N da face da carta,
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representado pelo nimero a € N. No item (b) foi pedido para a turma realizar todas as somas
entre os valores de a e b correspondentes do quadro e descrever a semelhanca existente nestas
somas. Podemos perceber pelas resolucoes na figura 5.47 abaixo que os alunos responderam

com éxito aos itens (a) e (b).

Figura 5.47 — Solugbes da Exploragao 12 - Questao 2 - itens (a) e (b).

a) Se o valor da face de alguma carta coincidir com o nimero da contagem, o magico
para a contagem nesta carta e inicia o proximo monte. Complete a tabela 2 abaixo
entre a relagdo existente de um nimero natural a, com 1 <a < 10, a ser contado
em ordem decrescente iniciando pelo niimero 10 e o total de cartas b € N viradas
com a face voltada para cima até ocorrer a coincidéncia de a com ¢ valor n € N
da face da carta.

Nimero a 109 | 8|7 |6|5|4|3]2]1
total de cartas b viradas | -, | < | 5|4 | =6 [ ] &[4 [40
g Tabela 2

b) Realize todas as somas entre os valores de a e b correspondentes da tabela 2. Qual
a semelham;a existente entre a soma a + Ia“»l

'\
2 : :

b) Realize todas as somas entre os valores de a e b correspondentes da tabela 2. Qual
a semelhanga existente entre a soma a + b?

i y L 4 P e L L4 F221

3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O item (c) da questao 2, pedia para o aluno descreverem quantas cartas eram utilizadas
em um monte formado, onde nao havia a coincidéncia entre a e n, justificando tal resposta
e no item (d), foi pedido para os alunos descreverem o total de cartas descartadas nos 4
montes, independentemente se houver ou nao a coincidéncia entre a e n e justificar o motivo
da carta C ser encontrada. Houve interacao entre toda a turma e o professor com o objetivo
de solucionar os itens (c) e (d). Apesar das dificuldades dos alunos em analisar tais itens,
notamos pelas respostas de alguns alunos, conforme destacamos na figura 5.48 abaixo, que
houve uma boa absorcao e entendimento das questoes por parte da turma, mostrando a

eficacia da nossa proposta metodoldgica ao longo da pesquisa.
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Figura 5.48 — Solugoes da Exploracao 12 - Questao 2 - itens (c) e (d).

¢) Se nao houver a coincidéncia entre o niimero n da face da carta e o niimero a da
contagem, 0 magico coloca mais uma carta da mdo, virada para baixo, acima do
monte e inicia 0 monte seguinte. Quantas cartas sfio descartadas nos montes onde
nilo ocorre a coincidéncia entre a e n? Justifique.

A

(O a LB Ja Qom0 10 wondo s
BB ARCIA A O ALY 2071 w0 O
-
.{. A Of i .-hi:'--’!‘ O g _iw 2oan _:L:_I s 0 JMMEOmAE - (In-
T5n deracardm 41

d) Do item b concluimos que serdo descartadas sempre 11 cartas de cada monte onde
houver a coincidéncia entre a e n, pois no passo 3 ji foram descartadas b cartas
viradas para cima e no passo 4 serdo descartadas o total de cartas correspondentes
ao valor de a referente ao mimero da face da carta que ficou voltada para cima.
Do item ¢ também concluimos que s3o descartadas também 11 cartas de cada
monte onde nfio ocorre a coincidéncia entre a e n. Com isso responda:

i) Quantas cartas serdio descartadas nos 4 montes, independentemente se houver
a coincidéncia entre a e n ou ndo?

T o Y Wﬂ@q) oA i Ao ii;
OMsion {1 oY condovo .

i) Quantas cartas serfio descartadas nos 4 montes, mdependcntcmcme se houver
a cumc:déncla entre a e n oundo?

21 Q3600g 80 W GUT0s oGy .

Coda\m@mJ-dMomxmg
DO Y reen TSN 70@\1343‘

ii) Justifique o motivo da carta C escolhida pelo a]uno ser encontrada observando
a posigio que esta ficou localizada pela tabela 1 da questdo 1.

GoomD o GO © (oXY Caoﬂlcflmjﬂ OO, ‘f»‘)%ﬂ) )
ya. & qorom dssindos dd Logo o et
E % AnEng G0 N ann .&Tf‘ﬁiﬂkf T

ii) Justifique o motivo da carta C escolhida pelo aluno ser encontrada observando
a posi¢do que esta ficou localizada pela tabela 1 da questio 1.

R L{L{
L SonR o candavr canealhudon g o TR’
Jmﬁ”’foﬁ{-" "W Caztoh )0 ¢ "YW o emearfrodo

MO 0 ¢ B Quunl Qi 47,

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na questao 3, composta por 4 itens, foi sugerido uma simulacao para que os alunos apli-
cassem os passos da Matemagica 12 quando os nimeros 5 e 7 das faces das cartas coincidem
com o valor da contagem, respectivamente nos montes 1 e 4. Nesta questao houve um bom
desempenho da turma apds o debate realizado nos itens (c) e (d) da questao anterior como

pode ser observado nas resolucoes da figura 5.49 abaixo.
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Figura 5.49 — Solugoes da Exploragao 12 - Questao 3.

3) Aplique os passos da magica quando os niimeros 5 e 7 das faces das cartas coincidem
com o valor da contagem, respectivamente nos montes 1 ¢ 4 e responda:

a) Quantas cartas foram descartadas ao realizar a contagem regressiva até haver a
coincidéncia com o numero 5 no monte 1?7

\ ) n ! \ m o —F 9 - r - —/_l,’x-— ~
oo oo, Ao Q oD L3 Alos
b} Quantas cartas foram descartadas ao realizar a contagem regressiva até haver a
coincidéncia com o nimero 7 no monte 2?
%fm

¢) Quantas cartas foram descartadas ao todo nos montes 2 e 3, os quais ndo houve a
coincidéncia entre a e b?

s AT Qs GO coim. din e J‘G&Jﬁ‘t’arr)‘aﬁ-@ At
Gonon &y ¢od W80 WD dhtrn A3 catfoh

¢) Quantas cartas foram descartadas ao todo nos montes 2 e 3, os quais ndo houve a
coincidéncia enfreaen ?

Pl':,\"'i"f-':-) :”r- &1 0 :‘:-".'-)Jv'“" T“ by VLS O L T AN ) | 2 TN
T |

.
ARt wm Ag 0

d) Quantas cartas ficarfo na mio do magico para serem descartadas até chegar na
carta C escolhida pelo aluno?

580 ol 42 1 80 renorill ,aoren TR A 12 eo_,t"af;

d) Quantas cartas ficardo na mio do magico para serem descartadas até chegar na
carta C escolhida pelo aluno?

,. | Toyn O domoot ab
Vi Astart 72 g sh Hon fua e 0

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A exploracao matematica 13 foi composta por 3 questoes. Na questao 1, apds a explicagao
da Matemégica, foi pedido aos alunos para determinarem nos itens (a) e (b) o total de cartas
que ficaram no monte restante, dado que foi retirado uma certa quantidade n de cartas,
n € N. Na resolucao destes itens, os alunos demonstraram um crescimento notério em relacao

ao manuseio das equagoes, como destacamos na figura 5.50 a seguir.
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2)

Figura 5.50 — Solugoes da Exploragao 13 - Questao 1.

Na mdgica 13, conforme explicagio realizada pelo professor através de slides,
considerando n o niimero de cartas retiradas do monte principal do baralho pelo aluno

no passo |, onde n € N e n < 12. Segue que o monte restante fica com 52 — n cartas.
a) Quantas cartas ficam no monte restante se o aluno retirar 9 cartas? 53~ 9=y :_)>

o Y3 Guids
b) Quantas cartas ficam no monte restante quando n = 57
_1552 Faicous 47 conlon
- S—

oq ¢
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

monte principal, com m € N.

Figura 5.51 — Solugoes da Exploracao 13 - Questao 2.

No passo 2 da mikica, o aluno ver e decora a carta localizada na posigéio n de cima
para baixo das cartas que restaram no monte principal, chamada de carta mdgica C.
Dai no passo 3 ele retira uma quantidade m de cartas, uma a uma, formando um outro
pequeno monte acima da mesa com as faces das cartas voltadas para baixo, com m
€ Ne 12 <m < 30 Desse modo, a ““carta magica” C serd necessariamente retirada,
pois m > n. Portanto ao completar a retirada das m cartas e as repor sobre 0 monte
principal, a carta migica C passard para a posigao (m —n + 1) do monte de cima pra
baixo, conforme visto na demonstragiio. Sendo a carta C localizada na posigio 8,
responda:
a) Quantas cartas n o aluno retirou do monte no passo 1? Qual o total de cartas
restante do monte principal?

Y contLon) ulinon foy 2 henti ped

b) Qual serd a nova posigao da carta C ao retirar 15 ) cartas das que restaram no monte
principal? (0 = M = 4 %@D da CornTa & &
= iS -8 +4
c) Quando m = 21. Qual seri a nova posigiio da carta C?
=T mom+ 1
N -
Y sq-ged
=74
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

o M conlen Mol oo
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Na questao 2, apds o magico realizar o passo 2 da Matemagica e supondo que a carta C
ficou localizada na posicao 8, pedia-se para a turma utilizar o resultado algébrico referente
a posi¢ao da carta neste passo para determinar, no item (a) o total de cartas retiradas do
monte no passo 1 e o total de cartas restante do monte principal e nos itens (b) e (c) descrever

a nova posicao da carta C ao retirar uma certa quantidade m de cartas das que restaram no

Da mesma forma da questao anterior, os alunos demonstraram uma maior facilidade em

trabalhar com as férmulas algébricas, conforme evidenciamos nas resolugoes pela figura 5.51
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Na questao 3 foi proposto a turma realizar uma simulagao dos passos da Matemaégica
13 para n = 6 e m = 14, completando o quadro dado. Durante a questao, o professor foi
explicando novamente o passo a passo da Matemagica, facilitando o desenvolvimento da

questao. Observemos abaixo pela figura 5.52 uma das resolucoes feita por algum aluno.

Figura 5.52 — Solugoes da Exploracao 13 - Questao 3.

Total de cartas n retiradas. lh OnxNar
Total de cartas restantes do monte principal. | oy & _ __ 2 _| _Hl,
Posig¢do da carta C, ars ol

Total de cartas m retiradas
Nova posi¢do de C apds retirada de m cartas

e devolvidas invertidas suas posigdes. =TT L7 3 3= 27 =)
Nova Posi¢do de C ao repor n cartas ol 235 anftle 15
Nova posiciio de C ao retirar m cartas G = A=y

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A exploracao 14 foi bem simples e tratou apenas em descrever, em uma tUnica questao,
os passos da Matemdgica 14 até obter-se o resultado esperado. Nos itens (a), (b), (¢) e (d)
os alunos descreveram como os ases ficavam localizados nos 4 montes, até que ao final da
Matemagica cada um deles estivesse no topo de cada monte.

A exploracgao exigia dos alunos, analisar os procedimentos da Matemagica 14 e argumen-
tarem o que foi pedido em cada item, os quais foram resolvidos rapidamente. Vejamos abaixo

na figura 5.53 algumas resolugoes.



126

Figura 5.53 — Solugoes da Exploragao 14 - Questao 1.

1) Na mdgica 14, conforme explicagdo realizada pelo professor, o baralho vem
preparado dentro da caixa com os 4 ases no topo do baralho. Vamos enumerar os
montes feitos pelo aluno de 1 até 4, sendo o monte 4, aquele onde estdo localizados
0s quatro ases.

a) Aodistribuir as cartas do monte 1, conforme o passo 2, como ficard a configuragio
das 5 primeiras cartas no topo do monte 47
1 oo St 0 on proMkempn Nes O AWD
b) Ao distribuir as cartas do monte 2, conforme o passo 3, como ficard a configuragio
das 6 primeiras cartas no topo do monte 4? P T ’
ona L io) yunps gt ol v 2 oh i‘u‘;o){.q, o)

U tondon MWD anp AV

¢) Ao distribuir as cartas do monte 3, conforme 0 passo 3, como ficard a configuragio
das 7 primeiras cartas no topo do monte 47

-~ L § 1 J ¢ y ‘. FY L
2 Tat Ay, A 1A ) (AL - AP b

o A 2 -E \‘.\ '-,I

d) Ao distribuir as cartas do monte 4, conforme o passo 3, como ficard a configuracao
dos 4 ases no topo de cada um dos montes? Justifique.

QD arene JOL

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A exploracao matematica 15, composta por duas questoes, solicitava na primeira questao
que os alunos descrevessem nos itens (a), (b), (c¢) e (d), conforme Matemagica 15, o total
de cartas restantes no monte 1 e descrevessem quantas cartas o aluno ficou na mao apds o
corte realizado nas cartas. Para isto a questao trazia as formulas algébricas necessarias para
serem utilizadas afim de obter o resultado. Podemos destacar algumas solugoes realizadas,
conforme figura 5.54 abaixo, mostrando que os alunos utilizaram as equagoes adequadas em
suas resolugoes e compreenderam os enunciados respondendo com clareza o que foi pedido

em cada um dos itens.
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Figura 5.54 — Solugoes da Exploragao 15 - Questao 1.

1) Seja n o total de cartas que o aluno pegou ao cortar um dos montes no passo 1, com n
€ N e n <26. Logo o total de cartas que restardo no monte 1 é (26 — n) cartas. Seja o
total de cartas m € N que restaram no monte 4, com m < n, entdo m + n = 26, isto é:
n =26 —m. Responda:

a) Quantas cartas restara no monte 1 se o aluno ficar com 16 cartas?
. g

L9 ) e SRN

-

e + " = )
=" (5= A —

M = ollo—1lo M — =

b) Quantas cartas restard no monte 1 se n = 8 cartas.

M-8 ani+rm= Q|

A D
O+ 22
T h - o (y A

r - C F5.9 a
o - ;(Tj _ ?, Cr - f\(_ f.’r l\ r*,f

¢) Quantas cartas o aluno ficou na méo se restarem 19 cartas no monte 1 ap6s o
corte? "o
- Aa

I R
O < ¢oJLoD>
d) Quantas cartas o aluno ficou na mao se m= 237

Qb -AZ=3
OA.Q.)\W\D Clloin AnOL 0D Coumn ?>€§>J\jhh

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na segunda questao os alunos completaram um quadro simulando os passos da Ma-
temagica 15 quando o total de cartas restantes no monte 1 for igual a 14. A turma em sua
maioria resolveu a questao sem dificuldades. Pela figura 5.55 abaixo, referente a uma das
resolucgoes, percebe-se que a equagao foi utilizada de forma adequada completando a quadro
de forma satisfatoria, evidenciando o quanto as exploracoes matematicas foram importantes

no crescimento cognitivo dos alunos quanto aos conteidos algébricos abordados.
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Figura 5.55 — Solugoes da Exploragao 15 - Questao 2.

2) Ao colocar a carta C escolhida acima do monte 1 e logo apos colocar o monte 2 acima
do monte 1, a carta C ficard na posi¢do 26 do monte formado. Logo apds, ao realizar
o baralhamento conforme descrito nos passos 3 e 4, pela demonstragao realizada pelo
professor, obtemos que a carta C ficara na posi¢do 26 —m, e como n = 26 — m, entdo
basta o magico realizar a contagem referente as n cartas na mao do aluno e finalizar a
magica encontrando a carta C. Complete a tabela abaixo utilizando os procedimentos
da méagica quando n = 14.

Total de cartas que ficam na

- U
- = |
‘ mao do aluno. ™
Total de cartas restantes no T
LAY A ]
monte 1.
3 . ) f.
I'otal de cartas no monte 2. 2 L5

Posicéo da carta C ao colocar o | L
monte 2 sobre o monte 1 G
Posigdo da carta C apds A t’f
realizar o baralhamento

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Apos a exploracao 15 foi aplicado o pds-teste 2, contendo as mesmas questoes do pré-teste
2, o qual sera analisado no secao 5.3 deste trabalho.

Ao final das Matemagicas apresentadas em sala de aula unidas as atividades de ex-
ploracoes matematicas correspondentes, ficou evidente e perceptivel o desenvolvimento e
aprendizagem dos alunos em relagao aos conteudos mateméticos abordados no decorrer de
nossa pesquisa. Além da utilizacao dos truques como ferramenta lidica, o comprometimento
e dedicacao do professor em aprender as Matemégicas desde manusear o baralho com técnicas
de baralhamento até aperfeicoar o corte das cartas foram fatores imprescindiveis para as ati-
vidades atingirem os objetivos propostos. Assim pudemos concluir que a maioria dos alunos
ficaram motivados e conseguiram relacionar os conteudos matematicos com a Matemagica
em questao. Também houve um bom empenho e participacao de cada aluno ao realizar as
atividades propostas, o que resultou numa significativa melhora dos contetidos ministrados

na disciplina de Matemaética.

5.2 Analise das atividades contendo situacoes - problemas

Foram aplicadas na turma 3 atividades contendo situagoes-problemas no intuito de ve-
rificar o rendimento dos alunos e o nivel de aprendizagem dos contetidos trabalhados apds

algumas atividades de exploracoes matematicas.
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5.2.1 Situacoes-problemas I

As atividades de exploragoes matematicas 3 e 4 abordaram o seguinte resultado: A di-
ferenca entre um numero natural de dois algarismos e a soma de seus algarismos é sempre
um multiplo de 9. Dai podemos generalizar tal resultado para um nimero natural qualquer,
conforme demonstragao a seguir.

5.2.1.1 Critério de divisibilidade por 9

Resultado 1: Seja ¢ um numero natural, escrito na base dez. A diferenca entre a e a
soma de seus algarismos é sempre igual a um multiplo de 9.

Demonstracgao: Seja a € N, tal que:

a=apdp-1...0a2a01040

Onde a,, a, 1, ..., a; e ag sao os algarismos de a. Logo:

a=a,10"+a, 110"+ +a310% + a;10 + ag

E seja S a soma dos algarismos de a, isto é:
S=a,+a, 1+ +a+ag

Dai, segue que:

S|
|
nn
Il

an10™ + @, 110" + -+ a110 + ag — (ay + @py + -+ a1 +ag)

an (10" = 1) + @y (10" = 1) + -+ a2(10% = 1) + a1 (10 - 1) (5.1)

|
S
|
N
Il

Por outro lado, pode-se provar pelo principio de indugao matematica que:
10™ -1 =9a,Vm e N;com o € N. (5.2)

Vejamos a demonstracao deste resultado a seguir.

e i) Tomando m =1, obtemos:

10m-1=10'-1=10-1=9

Assim a propriedade é valida para m = 1.
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e ii)  Agora suponhamos que a propriedade seja vélida para um ndmero natural m = k,
isto é, da hipdtese de inducao tem-se:
10¥ -~ 1 =9b,com b e N. (5.3)

Vamos provar que a propriedade é valida para n =k + 1. Assim:

1051 -1 = 10F-10-1
107 (9+1)-1
9-10% +10% -1 (5.4)

Utilizando a hipdtese de indugao, isto ¢, substituindo a equacao 5.3 na equacao 5.4 obte-

mos:

101 -1 = 9-10*+9b

= 10"'-1 = 9¢ comceN.

Portanto a propriedade também é valida para m = k+1 e assim concluimos pelo principio
de inducao matemética que 10™ — 1 é multiplo de 9, Vm e N;.
Continuando a demonstracao do resultado 1, utilizando a propriedade 5.2 acima na

equacao 5.1, obtemos:

a-S = a9k, +a,_19k,—1 + -+ a29ks + 9a;
= a-S = 9(6Lnkn+(ln_1k}n_1 +~-+a2k2+a1)
= a-5 = Yq

Onde k,, k,_1, ..., ko, g € N.
Portanto, concluimos que a diferenca entre um ntimero natural e a soma de seus algarismos
é sempre um multiplo de 9.

Do resultado 1 acima decorre o critério de divisibilidade por 9. Vejamos adiante.

Critério de divisibilidade por 9: Um ntimero natural N é divisivel por 9 se, e somente
se, a soma dos seus algarismos for um nimero divisivel por 9.

Demonstracgao: Seja N € N, segue da demonstracao anterior que:
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N—Slzgk'

Onde 57 é a soma dos algarismos de N. Dai, obtemos:

N=9k+S5;, com keN. (5.5)

(=) Assim da equagao 5.5, seja N um nimero divisivel por 9. Entao:

N 9k + S,
= 9k = 9k+5;
= S| = 9k -9k
= S1 = 9(ki-k), com kjeN.

Portanto a soma S dos algarismos de N é um multiplo de 9, isto é, S é divisivel por 9.

(<) Por outro lado seja S; um nimero divisivel por 9, entdo da equagao 5.5, segue que:

9]{34-51
9k + ks
9(k + ko), com kyeN.

= =2 =
1]

=
=

Portanto N é um multiplo de 9, isto é, N é divisivel por 9, concluindo a demonstracao.

Resultado 2: De um modo mais geral, podemos afirmar que um nimero natural deixa
o mesmo resto que a soma de seus algarismos quando divididos por 9.
Demonstragao: De fato, pelo que vimos na demonstragao anterior, pela equacao 5.5,

um nuimero natural N pode ser escrito da seguinte forma:

N:9k+Sl, COI’Hk,SlEN.

Assim, pelo algoritmo da divisao, temos que o nimero N deixa resto S; ao ser dividido
por 9, onde S; é a soma dos algarismos de N, quando S < 9.

Por outro lado, se 57 > 9, segue da divisao euclidiana por 9, que:

S1=9k3+7r, com0<r<9erkseN. (5.6)
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Assim, substituindo a equagao 5.6 na equagao 5.5, obtemos:

N = 9]€+Sl
= N = 9k+9ks+r
= N = 9kg+r, com0<r<9erkyeN.

Portanto, concluimos que N deixa o mesmo resto que a soma de seus algarismos quando

divididos por 9.

5.2.1.2 Andlise das questoes - situagoes-problemas I

Com base nas demonstragoes vistas acima, a primeira atividade, aplicada apds as ex-
ploragdes matemadticas 3 e 4, foi composta por 4 situagoes-problemas (questdes) envolvendo
o conteudo sobre o critério de divisibilidade por 9 e os resultados obtidos a partir dele.

Nas questoes 1 e 2 os alunos deveriam utilizar o critério de divisibilidade por 9 para
soluciona-las. Como podemos observar na figura 5.56 abaixo, as questoes foram desenvolvi-
das realizando o célculo e justificando as solugoes de forma clara e objetiva. As resolugoes
apresentadas pela turma mostraram que os alunos absorveram o contetuido sobre divisibili-
dade por 9, uma vez que boa parte dos alunos conseguiram obter sucesso nas questoes 1 e
2.
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Figura 5.56 — Solugoes das Situagoes-problemas I - Questoes 1 e 2.

1) (www.exercicios.indaguei.com) O professor de Matemética perguntou a Karina se o
ntmero 1241703 ¢ divisivel por 9. Sem efetuar a divisdo, ela respondeu que sim. A
resposta de Karina estd certa ou errada? Justifique sua resposta?

™ {1 { 4 i £
S J+24H+39+40%3 =32

Ag 4 u‘“u,m] o, &

(lon Gt \
i

1) (www.exercicios.indaguei.com) O professor de Matematica perguntou a Karina se o

namero 1241703 ¢é divisivel por 9. Sem efetuar a divisdo, ela respondeu que sim. A
resposta de Karina esta certa ou errada? Justifique sua resposta"

£ - -
J’“ M ’ 4Nt 0, ALY o)
AR, '5. ‘v LT O MENO ;}\_;_-._-.-- ) :)\ AVENASUuNE & ‘
=, . 1 / | O ' ) ; - \
\‘ N G ("l'.fi' WO O ALK ) N, ANAUINND h ;, NS J
‘\_:‘:_:‘I n . ;l\. i 2 '-f_ C}__‘{H_C_‘; .

2) (EsPCEx). No nimero 34n27, qual éo algansrno que substitui n para que ele SE:Ja _
dwlswel por 97 eorend O SOMNAO  dor OO P R 2

'\
AL
r9

2) (EsPCEx) No namero 34n2'7 qual é o algarismo que substitui n para que ele seja

- \e

d1v151velpor 9? " 4+ 1 NI T YAl Cornd r 7 OO0 & LR

ety

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Por outro lado, as questoes 3 e 4 foram resolvidas com base no resultado 2, visto na
demonstracao anterior acima. Observemos nas resolucoes, conforme figura 5.57 abaixo, que

na questao 3, os alunos justificaram de forma correta o valor do resto solicitado.
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Figura 5.57 — Solugoes das Situagoes-problemas I - Questao 3.
3) Dado um nimero n € N tal que:
n=9-654+5

Qual o valor do resto de S quando dividido por 9, sendo S a soma dos algarismos de n?

‘%@u Jo O %.LLQ.

o »sdo GO cg}r\)_;ﬁ&a-ﬂb &)SW%MWH&,S

3) Dado um nimero n € N tal que:
n=9:654+5

Qual o valor do resto de S quando dividido por 9, sendo S a soma dos algarismos de n?

Comp A= @5 Lf+5 QKO vwHlo § o diyha

Ron'y . g 5 Shidey VE Zut 0wl da uwﬁ
f 5 Ar o 8 10 oo rwsko dem
»-L!’\ J d\\ \"\‘l Jm Cﬂ_
(11\! \?..[10 &'_ h“ql "l L\ '} - : E—; -]
r\__{ J\J\}j\” W J_u._,, W - X -

\ !Hi\l’ 'TU\—‘\-’} C—tf.:’, i -~ 1\ -

] L

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Em geral, a turma obteve um aproveitamento 6timo nas resolucoes da primeira atividade
contendo situacoes-problemas, uma vez que identificamos solugoes bem organizadas com
argumentos satisfatorios de acordo com o conteido trabalhado, conforme podemos ver pela
figura 5.58 abaixo na resolucao da questao 4, a qual foi resolvida corretamente por vérios
alunos da turma e mais uma vez as justificativas apresentadas demonstraram o quanto os

alunos compreenderam o contetdo.
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Figura 5.58 — Solugoes das Situagoes-problemas I - Questao 4.

4) Qual dos niimeros abaixo deixa resto igual a 6, ao ser dividido por 9? Justifique a sua

resposta.
a) 731 b)) 321 ¢) 453 d) 274 ¢) 634
o o soomen ded elgonivao  ds 324 F
‘ { , -
fduad e (.
4) Qual dos numeros abaixo deixa resto igual a 6, ao ser dividido por 97 Justifique a sua
resposta.
a) 731 b) 321 c) 453 d) 274 e) 634 .
"\-*‘-. -l 8 7 ™ f y "’ ';;I = r"f
O\ :"“‘) ®, Y'Y '..\‘\ j’r'w \> \J\J il & ! 5 _E{ J‘(\‘}.A \’ji'} -_‘3. (-
~ ™ 1
T 5 J"‘ .--'E" _=:!I ' I ,r*{
v e A NSO ;f A alld, s ~ 1
_ﬁ - a1 0 I Uf ) _3! G‘t N Vil (gl A . ’\_‘.‘“-.,_, LA
7 LA e '—-'*“ ) . ,)' . \l( =
W ALD 3 F) ?_ 8 AT od oo O
e bdd : [ & i T
- ) ‘«..‘ k7Y ;_r.\i ’ * { A W ) ‘ J*‘. *“J

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Ao final das situagoes-problemas I, houve um avanco significativo no desempenho indivi-
dual dos alunos, evidenciando mais uma vez o carater qualitativo da proposta metodoldgica

de nossa pesquisa.

5.2.2 Situacoes-problemas I1

A segunda atividade, contendo 4 situagoes-problemas (Questoes), foi aplicada apds a
exploracao matematica 5 e foram utilizados nesta atividade o conteido sobre a divisao eu-
clidiana por 3 abordado no decorrer da exploracao matematica 5, assim como o critério de
divisibilidade por 3, o qual foi apresentado e explicado previamente pelo professor. Vejamos

a demonstracao abaixo.

5.2.2.1 Chritério de divisibilidade por 3

Critério de Divisibilidade por 3: Um nimero natural N é divisivel por 3 se, e somente
se, a soma S dos seus algarismos for um nimero divisivel por 3.

Demonstragao: Tem-se do critério de divisibilidade por 9, visto na sec¢ao 5.2.1.1 que um
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nimero natural N é divisivel por 9 se, e somente se, a soma S dos seus algarismos for um

numero divisivel por 9, isto é:
N =9k < S=9q, ondek,geN.

Dai segue que:
N=3-3k<S5=3-3¢

Portanto:

N =3ky < S =3¢, ondek;,q €N.

Assim concluimos que N é divisivel por 3 se, e somente se, a soma S dos seus algarismos

for um numero divisivel por 3, provando o resultado.

5.2.2.2  Andadlise das questoes - situacoes-problemas I1

A questao 1 solicitou aos alunos para descreverem os valores do resto e quociente dados
o divisor e o dividendo e logo apés determinarem a forma euclidiana do dividendo. Visto
que era preciso apenas realizar divisao entre dividendo e divisor, a turma nao encontrou
dificuldade ao resolver a situacao-problema 1, conforme podemos observar na figura 5.59

abaixo referente a resolugao de um aluno da turma.

Figura 5.59 — Solugoes das Situagoes-Problemas I - Questao 1.

1) Numa divisdo o divisor € 3 e o dividendo € 359. Quais os valores do resto r e quociente
q desta divisdo? Qual a forma euclidiana do niimero 359 na diviséo por 37

35913

25 omnxg nsa (35977934
Gily E%’v:ﬁ%).}ad L =11 D Tl |

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A situacao-problema 2 foi uma questao de multipla escolha e pedia para os alunos deter-
minarem a soma dos possiveis valores da dezena de um niimero de trés algarismos divisivel por
3. O professor sugeriu denominar por d a dezena do niimero em questao e conforme solugoes
vistas na figura 5.60 abaixo, ficou claro a partir das justificativas, que os alunos descreveram

com clareza as possibilidades para os valores de d utilizando os critérios de divisibilidade por

3.
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Figura 5.60 — Solugoes das Situagoes-problemas II - Questao 2.

2} (PM SE -IBFC). Um ntimero é composto por 3 algarismos sendo que o algarismo da
centena € o 7 ¢ o da unidade € o 4. A soma dos possiveis algarismos da dezena desse
niimero de modo que ele seja divisivel por 3 é:

a) 15 b) 18 Q12 d)9

2) (PM SE —IBFC). Um niimero € composto por 3 algarismos sendo que o algarismo da
centena é o 7 ¢ o da unidade € o 4. A soma dos possiveis algarismos da dezena desse
numero de modo que ele seja divisivel por 3 ¢:

’) g PV A _,\Lu pRallos B A 0
a) 15 b) 18 )12 B9 (ord o & st AN b 4150
1 duz 145 T 20,1, 2Bl 12T
4‘1#‘;.‘_1'5_'. :?‘;I:'{.'..
J::; e I I Y L
vd =g =xd=4

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Na situagao-problema 3 foi dado um resultado afirmando que a diferenga entre o cubo de
um nimero natural n e o nimero n é divisivel por 3, isto é, n® —n = 3k, com n, k € N.

No item (a) pedia para os alunos determinarem o valor de k, dado o valor de n e no item
(b) pedia para determinarem a forma euclidiana do valor encontrado no item (a). A questao
foi resolvida de maneira satisfatéria, de forma que quase toda a turma resolveu o item (a)
por meio de uma equacao na variavel k. Vejamos as solugoes de dois alunos pela figura 5.61

abaixo.
Figura 5.61 — Solugoes das Situagoes-problemas II - Questao 3.
3) A diferenga entre o cubo de um numero natural n ¢ o nimero n ¢ divisivel por 3, isto é:

n® —n=3k,comn,keN

a) Qual o valor de k quando n=5?

b) Determine a forma euclidiana do valor encontrado paran = 5.
1d0=3.40

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A situagao-problema 4 trouxe um ntimero que deixa resto 1 na divisao por 9 e pedia para os
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alunos descreverem o resto deste mesmo nimero na divisao por 3. Vejamos algumas solugoes,

conforme figura 5.62 abaixo, mostrando caminhos diferentes no processo de resolucao.
Figura 5.62 — Solucoes das Situagoes-problemas II - Questao 4.

4) O nimero 9487 deixa resto 1 na divis@o por 9. Qual o resto de 9487 na divisdo por 3?

(Dica: 9487=9-1054+1¢9=3-3)

AUPT =9 . 1o5U+1

Dar » Rt9 e Op Dniako

4) O nimero 9487 deixa resto 1 na divisdo por 9. Qual o resto de 9487 na divisdo por 37

(Dica: 9487=9-1054+1e¢9=3-3)
" ’ "l-T
o&h Pon § o /Al0 L O ¢

,- -+ o p G ._,_ e -
il P %0 NG ?}_.32-‘{:\_ ICASD 1\) 5> O

Ao .";.
4) O numero 9487 deixa resto 1 na divisdo por 9. Qual o resto de 9487 na divisao por 37

(Dica: 9487=9-1054+1e9=3-3)

QUL+ 12
28
pa
T o -

£y :_—) ‘J*}E‘-‘,‘fﬁj S |

4) O niimero 9487 deixa resto 1 na divisfio por 9. Qual o resto de 9487 na divisdo por 37
(Dica: 9487=9-1054+1e9=3-3) ’
o4g#=2-1o5H+T Lot -0 ReAI0 € 1
0487 = 2-3-TosU+] J‘ﬂ
OYgL= 2 {421 -
foru Eo CLPiRR:

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Da situagao-problema 4 pudemos perceber o grande aumento no nivel de compreensao
da turma em relagao ao contetido abordado, tendo em vista a quantidade de respostas satis-
fatorias e os argumentos diversificados para concluir a questao.

Contudo, podemos concluir que a segunda atividade contendo situagoes-problemas pro-
porcionou aos alunos um bom dominio sobre o critério de divisibilidade e a divisao euclidiana

por 3.
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5.2.3 Situacoes-problemas II1

A terceira atividade, contendo também 4 situagoes-problemas (Questoes), foi aplicada
apos as exploragoes matemaéticas 6 e 7. Foram abordados nesta atividade o critério de divisi-
bilidade por 2 e os resultados obtidos no decorrer das exploracoes sobre a divisao euclidiana
por 2. Antes de iniciar a atividade o professor apresentou e explicou o critério de divisibilidade

por 2 para toda a turma. Vejamos a demonstracao deste critério a seguir.

5.2.83.1 Critério de divisibilidade por 2

Critério de divisibilidade por 2: Um ntimero natural N é divisivel por 2 quando N
for par, isto é, quando o algarismo das unidades do nimero N for 0, 2, 4, 6 ou 8.

Demonstragao: Seja a um numero natural na base 10, tal que:

a = Qpap-1...0201040

onde a,, a,_1, ..., a1 € ag sao os algarismos de a.
Logo:
a = ap,10" +a,_110" 1 + -+ a510% + a110 + aq
= a = 10-(a,10" ' +a,110" 2 + -+ a310 + ay) + ag
= a = 10-k+ag, com keN.

Ora, 10 é divisivel por 2, entao a sera divisivel por 2 se, e somente se, aq for divisivel por
2 e como ag ¢ o algarismo das unidades do niimero a, e aq ¢ divisivel por 2 se, e somente se,
ap = 0, 2, 4, 6 ou 8, entao a ¢ divisivel por 2 se, e somente se, o algarismo das unidades do

nimero a for 0, 2, 4, 6 ou 8, isto é, quando a for par, provando assim o resultado.

5.2.8.2 Andlise das questoes - situagoes-problemas 111

As questoes 1 e 2 solicitaram respectivamente aos alunos para determinarem se um dado
nimero é divisivel por 2 e descreverem os possiveis valores das unidades de um numero
divisivel por 2. Os alunos nao encontraram dificuldades nas resolugoes de ambas, conforme

observamos nas respostas pela figura 5.63 abaixo.
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Figura 5.63 — Solugoes das Situagoes-problemas 11T - Questoes 1 e 2.

1) O professor de Matemdtica perguntou a Livia se o nimero 7491573 € divisivel por 2.
Sem efetuar a divisdo, ela respondeu que sim. A resposta de Livia esta certa ou errada?

2) No numero 3427n, quais os algarismos que substituem n para que ele seja divisivel
por 2?
o e mr don 0,2, 4,6 o B Borgun YR Ten prtehOr PR

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

As questoes 3 e 4 abordaram quando a soma de dois nimeros ¢ divisivel por 2, a depender
das paridades destes nimeros. Observemos algumas resolugoes da questao 3, conforme figura
5.64 a seguir, onde conseguimos evidenciar que os alunos resolveram a questao 3 somando
os dois restos ou somando os dois nimeros dados e logo apds dividindo a soma obtida por
2 ou observando que a soma era um valor par, sempre justificando de forma positiva e

determinando o resto esperado.
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Figura 5.64 — Solugoes das Situagoes-problemas I1II - Questao 3

3) Dados os nameros m, n € N, tal que:

m=2-361+1
e
n=2-345+1
Seja S =m + n, qual o resto da divisdo de S por 27
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3) Dados os nimeros m, n € N, tal que:
m=2-361+1
e
n=2-345+1
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3) Dados os niimeros m, n € N, tal que:
m=2-361+1
e

n=2-345+1
Seja S =m + n, qual o resto da divisdo de S por 22 _
LOMO OS NESTO DEAl e S A0 D

d+34z2 , 5
. ZEWO
£ 2 DAR PARA DiviDiR POR A Assist O RESTO €0

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

A questao 4 também foi resolvida satisfatoriamente de forma semelhante, porém houve o
envolvimento de toda a turma debatendo juntamente com o professor sobre a forma euclidiana

dos numeros pares e impares, o que facilitou o entendimento da questao, conforme podemos
ver nas resolugoes na figura 5.65 abaixo.
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Figura 5.65 — Solugoes das Situagoes-problemas I1I - Questao 4.

4) Seja S a soma de um nimero natural impar com um niimero natural par. Qual o resto
da divisdo de S por 27
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4) Seja S a soma de um nimero natural impar com um nimero natural par. Qual o resto
da divisdo de S por 27
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

. ¢
Ok, ¢ L

Ao final da terceira atividade contendo situagoes-problemas concluimos que os alunos
obtiveram um rendimento alto de aprendizado em relagao ao critério de divisibilidade por 2.
Devido ao sucesso obtido, decidimos abordar o contetiido e aplica-lo novamente na exploragao

matematica 10, conforme visto anteriormente na secao 5.1 desta pesquisa.
5.3 Analise dos pré-testes e pos-testes

Foram realizados no decorrer desta pesquisa dois pré-testes (pré-testes 1 e 2) e dois pds-
testes (pds-testes 1 e 2) compostos por enunciados contendo questoes abertas ou fechadas e
problemas matematicos diversos.

O pré-teste 1, contendo uma questao com 6 itens referentes ao contetido divisao euclidiana
por 4, foi aplicado antes das exploracoes matematicas 1 e 2 e logo em seguida foi realizado o
pos-teste 1 idéntico ao pré-teste 1. O pré-teste 2, aplicado antes da exploracao matemaética
8, conteve duas questoes com trés itens cada, referentes a utilizacao de resultados de de-
monstragoes matematicas simples e o pos-teste 2, idéntico ao pré-teste 2, foi aplicado apds a
exploracao matemaética 15.

Apenas 15 alunos realizaram o pré-teste 1, devido a auséncia de um aluno da turma
na data da aplicacao. Assim para obtemos uma melhor apuracao dos resultados obtidos
realizamos o pos-teste 1 com os mesmos 15 alunos. A mesma quantidade de alunos participou
do pré-teste 2 e pds-teste 2.

Visto que os alunos realizaram o pré-teste 1 apenas com os conhecimentos prévios que
supostamente foram expostos em aulas expositivas sobre a divisao euclidiana por 4, percebe-

mos que houve um grande ntimero de questoes com solugoes erradas, assim como o pré-teste
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2, devido a pouca habilidade que os mesmos possuem para aplicar resultados de demons-
tragoes matematicas. SO obtemos uma questao deixada em branco, em todas as atividades
referentes aos pré-testes e pos-testes, uma vez que o professor incentivou e motivou os alunos
a responderem todas as questoes da maneira que eles achavam que estava correto, inclusive

as que nao sabiam.

5.3.1 Pré-teste 1 e Pos-teste 1

Descreveremos adiante como foram as questoes do pré-teste 1.

A questao trouxe no enunciado a definicdo do algoritmo da divisdo (divisao euclidiana)
e pedia no item (a) para os alunos descreverem os valores do resto r e do quociente ¢ numa
divisao, dados o divisor 4 e o dividendo 359. Para tal, bastava realizar a divisao entre
dividendo e divisor. No item (b) foram dados os valores do divisor, quociente e resto afim de
que os alunos, utilizando o algoritmo da divisao, determinassem o valor do dividendo. Por se
tratarem de itens simples de serem resolvidos, o item (a) apresentou uma boa quantidade de
acertos parciais, no entanto foi o tnico item deixado em branco dentre todas as atividades,
uma vez que um dos alunos acabou esquecendo de resolve-lo e o item (b) apresentou a maior
quantidade de acertos totais.

No item (c) foram dados dois valores que ao serem divididos por 4 deixam restos 1 e 2
respectivamente e solicitava aos alunos para determinarem o valor do resto da divisao da
soma destes dois valores dados por 4. Para resolver tal item, bastava os alunos somarem os
dois restos dados na questao, porem muitos alunos somaram os valores dados e logo apds
dividiram o resultado por 4, assim encontrando o valor do resto.

Nos itens (d) e (e) foram dados dividendos na divisao por 4, para os alunos determinarem
qual o menor nimero natural que precisamos respectivamente subtrair e adicionar para obter
uma divisao exata por 4. Nestes itens era necessario que os alunos realizassem as divisoes
por 4 dos dividendos respectivos a cada item obtendo respectivamente os dois restos nas duas
divisoes. Dai a partir dos restos obtidos, no item (d) bastava observar o valor do resto o qual
seria exatamente o valor que deveria ser subtraido para a divisao se tornar exata e no item
(e) bastava observar quanto faltava somar ao resto para obter o valor 4, que é divisivel por 4.
O item (d) foi responsavel pelo maior nimero de acertos parciais uma vez que consideramos
as solucoes dos alunos que realizaram o item por tentativa e erro de valores préoximos ao
dividendo e foram dividindo estes valores por 4 até encontrar uma divisao exata, porém
poucos conseguiram justificar este procedimento com coeréncia.

No item (f), responsavel pela maior quantidade de erros, foram dados os valores n inteiro
referente ao dividendo, 12 referente ao divisor e 7 referente ao resto da divisao de n por 12 e

pedia para os alunos determinarem o valor do resto na divisao de n por 4. Para resolver o
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item (f) bastava os alunos observarem a dica dada no enunciado afirmando que 12 é multiplo
de 4 (12 = 4 - 3) e a utilizarem juntamente com o algoritmo da divisdo, sendo necessario
apenas determinar o resto da divisao de 7 (resto da divisao de n por 12) por 4.

O quadro 5.1 abaixo apresenta o desempenho dos alunos em relacao ao total de erros,

acertos parciais, acertos totais e questoes deixadas em branco nas questoes do pré-teste 1.

Quadro 5.1 — Desempenho das questoes do pré-teste 1.

Questao 1 - item | Acertos Totais | Acertos parciais | Erros | Brancos
(a) 4 7 3 1
(b) 5 7 3 0
(c) 2 4 9 0
(d) 4 9 2 0
(e) 4 4 6 0
(f) 2 1 11 0

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O gréfico abaixo ira facilitar a anélise dos dados do quadro 5.1 acima.

Figura 5.66 — Avaliacao das questoes do pré-teste 1
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O baixo indice de acertos totais do pré-teste se deu pelo fato dos alunos terem como base
apenas conhecimentos prévios do contetiido e por nao terem uma base necessaria para resolver

problemas com a divisao euclidiana (algoritmo da divisdo).
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O poés-teste 1 foi realizado com as mesmas questoes do pré-teste 1 com o intuito de
verificar e evidenciar se os alunos obtiveram uma melhor compreensao e desenvolvimento
dos conteudos trabalhados apds a realizacao das Matemagicas seguidas de exploragoes ma-
tematicas.

Vejamos o quadro 5.2 abaixo contendo o desempenho dos alunos em relacao ao total de
erros, acertos parciais e acertos totais nas questoes do pré-teste 1. Conforme destacamos
anteriormente, devido ao incentivo do professor para os alunos realizarem todos os itens da

questao, nao houve itens deixados em branco.

Quadro 5.2 — Desempenho das questoes do pds-teste 1.

Questao 1 - item | Acertos Totais | Acertos parciais | Erros
(a) 12 2 1
(b) 9 5 1
(c) 6 8 1
(d) 8 7 0
(e) 10 4 1
(f) 6 4 5

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

O gréfico abaixo ira facilitar a andlise dos dados do quadro 5.2 acima.

Figura 5.67 — Avaliagao das questoes do pds-teste 1
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Comparando o pré-teste 1 com o pos-teste 1, percebeu-se que houve um aumento consi-
deravel no total de acertos totais. Quanto aos acertos parciais, apenas nos itens (c) e (f) a
quantidade de acertos parciais do pods-teste 1 foi maior em relagao ao pré-teste 1. Este fato
ocorreu devido ao grande niimero de alunos que passaram a obter acertos totais em todos os
itens, acarretando na reducao dos acertos parciais. Em consequéncia, a quantidade de erros
também reduziu em todos os itens, com destaque para o item (f) que mesmo contendo ainda

um numero elevado de erros, houve uma reducao considerada alta em nossas estatisticas.

5.3.2 Pré-teste 2 e Pos-teste 2

Vamos agora fazer a andlise do pré-teste 2 e pds teste 2.

A questao 1 trouxe uma demonstracao com o resultado onde a soma de dois nimeros
naturais fmpares é sempre um nimero par para os alunos utilizarem tal resultado nos trés
itens da questao.

No item (a) pedia para os alunos verificarem o resultado da demonstragao acima para dois
nimeros naturais impares dados. Neste item bastava os alunos somarem os dois nimeros e
assim obterem um valor par.

No item (b) foi dado a soma entre um nimero impar e uma varidvel cujo resultado foi
um numero par, para que os alunos determinassem o valor da variavel. De maneira analoga,
o item (c) foi dado a soma entre um valor impar e outra varidvel cujo resultado foi um
nimero impar, para que os alunos determinassem o valor da variavel. Nos itens (b) e (c) era
necessario apenas resolver equacoes para determinar o valor destas varidveis.

A questao 2 foi dado um niimero natural n e uma demonstracao afirmando que 3n + 2
é impar se, e somente se, n é impar, com o intuito dos alunos utilizarem este resultado nos
trés itens da questao.

No item (a) os alunos deveriam verificar quais valores de n, dados no enunciado, tornavam
3n + 2 fmpar. O mesmo foi pedido no item (b), porém a questao exigia que os alunos justifi-
cassem suas respostas sem realizarem os célculos. No item (a) bastava substituir os valores
de n fornecidos na expressao 3n + 2 e resolver os calculos numéricos e no item (b) os alunos
deveriam recorrer ao resultado obtido na demonstragao para justificarem com coeréncia o
que foi pedido.

O item (c) pedia para os alunos determinarem o valor da varidvel n em cada uma das
duas equacgoes, dadas no enunciado, e logo apds justificarem o motivo de um dos resultados
ser par e o outro resultado ser impar. Para tal, bastava resolver as equacgoes e observar os
resultados.

Os quadros 5.3 e 5.4 adiante mostram o desempenho da turma em relacao ao total de erros,

acertos parciais e acertos totais nas questoes do pré-teste 2 e pds-teste 2 respectivamente.



Quadro 5.3 — Desempenho das questoes do pré-teste 2.

Questao 1 - item | Acertos Totais | Acertos parciais | Erros
1) (a) 1 11 3
1) (b) 1 14 0
1) (c) 1 13 1
2) a) 1 0 14
2) b) 1 12 2
2) ¢) 0 1 14

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Nitidamente, percebe-se a melhoria dos resultados do pos-teste em relagao as questoes do

pré-teste, conforme podemos destacar no quadro 5.4 abaixo.

Quadro 5.4 — Desempenho das questoes do pos-teste 2.

Questao 1 - item | Acertos Totais | Acertos parciais | Erros
1) (a) 10 5 0
1) (b) 6 9 0
1) (c) 5 9 1
2) a) 11 4 0
2) b) 8 7 0
2) ¢) 9 5 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Apesar das questoes propostas nos pré-teste 2 e pds-teste 2 serem de um nivel razoa-
velmente simples, podemos destacar com base nos quadros 5.3 e 5.4 acima que houve um
grande aumento quanto ao total de questoes corretas de forma total ou parcial, obtendo um
resultado excelente tendo em vista que apenas dois itens foram realizados de forma errada
na aplicacao do pés-teste 2.

Para facilitar a andalise dos dados dos quadros 5.3 e 5.4, observemos os graficos abaixo,

conforme as figuras 5.68 e 5.69 respectivamente.



148

Figura 5.68 — Avaliagao das questoes do pré-teste 2.

14

14 13
12 11
10
2
4 3

1 I 1 1 1

| HE EEN - "-

1) (&) 1) (b} 1) (<) 2)(a) 2) (b

(=31

(%] I

[=]

W AcertosTotais W Acertos parciais EErmos
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Dos dados extraidos no pés-teste 2, pudemos confirmar mais uma vez o bom aspecto
quantitativo de nossa pesquisa uma vez que houve um aumento consideravel nas solucgoes
corretas em relagao as questoes do pré-teste 2, conforme podemos evidenciar no gréafico da

figura 5.69 abaixo.

Figura 5.69 — Avaliagao das questoes do pos-teste 2.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Com base nos quadros e graficos acima, evidenciamos novamente o acerto na escolha de
trabalharmos com uma metodologia inovadora que favoreceu o ensino aprendizagem dos alu-
nos, obtendo através do ensino por meio de Matemagicas unidas as exploragoes matematicas
e aos métodos avaliativos como os pré-testes seguidos dos pos-testes e as situagoes problemas,

uma melhora significativa dos alunos quanto a absorcao dos contetidos trabalhados.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nos estudos realizados no decorrer deste trabalho, foi utilizado o lidico através de apre-
sentacoes de Matemagicas em sala de aula, proporcionando aos alunos um ambiente inte-
ressante, divertido e desafiador, capaz de incentiva-los a aprender os conteudos abordados e
melhorar o processo de ensino-aprendizagem da matematica.

A organizacao da metodologia utilizada em nossas aulas por meio de uma estratégia de
ensino que utilizou problemas matematicos abertos ou fechados em tarefas de exploragoes
matematicas que serviram para abordar e investigar os conceitos e contetidos matematicos por
traz de cada Matemagica, tornou possivel ensinar a Matematica de uma forma mais atraente,
instigando a curiosidade dos alunos em descobrir o truque utilizado para obter sucesso nas
Matemagicas e desenvolvendo habilidades nos mesmos como criatividade, concentracao e
organizacao das ideias.

Esta metodologia de ensino aliada com a aplicagao de situacoes-problemas bem elabo-
radas e também a aplicacao de dois pré-testes seguidos de dois pds-testes foram essenciais
para o aumento do desenvolvimento da aprendizagem dos alunos, proporcionando um pro-
gresso excelente em relacao ao estudo da divisao euclidiana e do uso e aplicagao de resultados
de demonstragoes matematicas simples em diversas questoes e problemas matematicos, con-
forme pudemos constatar ao comparar os resultados obtidos nos pré-testes com os resultados
do pos-teste. De fato, de acordo com os resultados obtidos nas questoes dos pés-testes em
relacao as questoes dos pré-testes, pudemos observar que o uso das Matemagicas no ensino
dos conteudos abordados envolvendo algebra e aritmética nas atividades de exploragoes ma-
tematicas, despertou nos alunos uma maior motivagao e interesse ao aprender a Matematica.
Tratou-se de uma forma prazerosa em aprender, o que facilitou o processo de aprendiza-
gem dos alunos, substituindo as aulas tradicionais e tornando-os mais ativos e participativos,
deixando de lado a posicao de meros espectadores.

Também foram fatores essenciais para a boa desenvoltura de nossa pesquisa o excelente
desempenho, satisfagao, frequéncia e interesse da turma ao realizar as atividades propostas,
assim como o desempenho do professor ao propor e realizar as Matemégicas trabalhadas
na turma, estando sempre atento e preparado ao relacionar os conteudos abordados em
cada respectiva exploracao matematica, sendo o mediador do conhecimento matematico e
tornando a atividade lidica com Matemégicas uma forma de estimulo para a construcao de
uma aprendizagem positiva e significativa para os alunos.

No decorrer das aulas utilizando o lidico percebemos que houve um maior interesse dos

alunos quando comparamos com aulas expositivas e tradicionais, o que tornou mais facil para
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o professor ser o mediador e orientador do processo de ensino-aprendizagem. Além disso o
total de aulas, cerca de 1 bimestre completo, destinadas para a realizacao das atividades
propostas foram favoraveis ao bom desenvolvimento de nossa pesquisa possibilitando aos
alunos desenvolverem as capacidades necesséarias e favorecendo a eficacia da metodologia
trabalhada.

O método como as atividades de exploracoes matematicas levaram os alunos a construirem
o conhecimento matematico, sendo uma ferramentas indiscutivelmente promissora no ensino
dos conteidos de algebra e aritmética foi de grande valia e permitiu que eles pudessem discutir
e desenvolver muitas destas atividades em conjunto, debatendo ideias a respeito das possiveis
solugoes uns com os outros, construindo o conhecimento matematico presente nas férmulas
ou equagoes utilizadas nas Matemagicas e relacionando-as com os conteidos matematicos
propostos. Assim pudemos observar por meio das indagacoes realizadas pelos alunos e pelo
empenho de cada um nas atividades, que os mesmos aprovaram a utilizacao das Matemagicas
e truques com o baralho, sendo um elemento motivador no ensino de dlgebra e aritmética.

Contudo, pudemos notar o quanto as atividades de exploragbes matematicas trouxeram
beneficios que influenciam o modo de pensar dos alunos ao solucionar as questoes contidas nas
atividades matematicas. Dai podemos concluir que o objetivo principal de nossa pesquisa ao
apresentar Matemagicas interessantes, afim de despertar nos alunos um interesse maior pela
disciplina, através da resolucao de tarefas de exploragdes matematicas foi alcancado, visto
que houve uma compreensao de forma satisfatoria dos contetiddos abordados proporcionando
uma notavel melhora no ensino-aprendizagem.

Vale destacar também que as Matemagicas realizadas com o baralho possuem um exce-
lente potencial para serem utilizadas como uma espécie de material complementar nas aulas
de matematica. Sendo assim, nossa pesquisa pode servir como um estudo motivador para
outros matematicos e educadores de outras areas, os quais podem ser instigados e desafiados

a utilizar atividades lidicas por meio de Matemagicas em sua pratica docente.
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APENDICE A: EXPLORACAO MATEMATICA 1

Exploragao 1: Possiveis restos da divisao euclidiana (Algoritmo da divisao) por 4.

Objetivo: Caracterizar algebricamente a forma da divisao euclidiana por 4, dados a, q e
r inteiros, respectivamente o dividendo, o quociente e o resto da divisao.

Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-
dimentos realizados na Matemagica 1 para responder o que se pede.

Na Matemagica 1, as cartas foram distribuidas em 4 montes, os quais representam os
quartos, formando a seguinte sequéncia em cada quarto: a cada 4 cartas tem-se a primeira
carta um rei (K), a segunda carta uma dama (Q), logo apés um valete (J) e por fim um &s
(A). Sendo assim, numerando os quatro quartos com os valores 0, 1, 2 e 3 nesta ordem. Apds
juntar todas as cartas, colocando um monte acima do outro, formando um tinico monte e
logo apds cortar tal monte algumas vezes, obtemos uma das quatro sequencias descritas pelo
professor na explicacao da Matemaégica.

Vamos numerar as posig¢oes de cada uma das cartas, supondo que elas ficaram distribuidas,

com o baralho voltado para baixo, conforme a seguinte sequéncia da tabela(quadro) a seguir:

Quadro 1 — Questao 1 - Exploracao 1

Posicao | O | 1 |2 (3 |4 |5 |67 |8 |9 10|11 |12|13 14|15

Carta |K|Q|J|A|K|Q|J|A|K|Q|J|A|K|Q|JT]|A
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

1. Ao distribuir as cartas nos quatro quartos conforme a ordem que elas aparecem, res-

ponda:

(a) Quais cartas ficaram no quarto 07 E quais os valores de suas posigoes?

(b) Quais cartas ficaram no quarto 17 E quais os valores de suas posigoes?

(c) Quais cartas ficaram no quarto 27 E quais os valores de suas posigoes?

(d) Quais cartas ficaram no quarto 37 E quais os valores de suas posigoes?

(e) Divida o valor de cada uma das posi¢oes no quarto 0 por 4 e descreva quais seus

quocientes ¢ e restos r em cada uma das divisoes.
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(f) Divida o valor de cada uma das posigoes no quarto 1 por 4 e descreva quais seus

quocientes ¢ e restos r em cada uma das divisoes.

(g) Divida o valor de cada uma das posigoes no quarto 2 por 4 e descreva quais seus

quocientes g e restos r em cada uma das divisoes.

(h) Divida o valor de cada uma das posi¢oes no quarto 3 por 4 e descreva quais seus

quocientes ¢ e restos r em cada uma das divisoes.

(i) Qual semelhanga vocé percebe quanto aos restos ao realizar as divisoes das posigoes

por 4 em cada quarto?

(j) Do item i podemos determinar todos os restos na divisao por 47 Se sim, quais sao

os possiveis restos na divisao euclidiana (Algoritmo da divisao) por 47

(k) Algoritmo da divisao: Sejam a e d inteiros, com d # 0. Existem tnicos ¢ e r,

também inteiros, tais que:
a=d-q+r,onde: 0<r<|d

Tais inteiros ¢ e r sao, respectivamente, o quociente e o resto da divisao de a por

d. Logo, como podemos particularizar o algoritmo da divisao quando d =47

[P

2. Do item k anterior, podemos afirmar que os valores de “a” na divisao por 4 podem ser
representados de quatro formas diferentes, quanto aos valores de seus restos, segundo
o algoritmo da divisao, a =d-q+r, onde 0 < r < |d|.

[}

Com isto, responda qual a forma de “a” na divisao por 4, quando:

(a) r
(b) r

0 (c)r=2
1 (d)r=3

3. Observando as quatro formas encontradas na questao 2 na divisao euclidiana por 4,

responda qual a forma das posicoes das cartas que ficaram no quarto:
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APENDICE B: EXPLORACAO MATEMATICA 2

Exploracao 2: Divisao euclidiana por 4.

Objetivo: Caracterizar algebricamente a forma da divisao euclidiana por 4, dados a, g e
r inteiros, respectivamente o dividendo, o quociente e o resto da divisao.

Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-

dimentos realizados na Matemagica 2 para responder o que se pede.

1. Na Matemadgica 2 (&s misterioso), representando as cartas aleatdrias por C e os ases
pela letra A e numerando os montes da esquerda para direita pelos nimeros 0, 1, 2 e 3

respectivamente. Obtemos a seguinte tabela(quadro) conforme a posigao das cartas:

Quadro 2 — Questao 1 - Exploracao 2

Posicao | O | 1 | 2 |3 |4 5|6 |7 |89 |10]11 (12|13 |14 |15

Carta |C|C|C|A|C|C|C|A|C|C|C|A|C|C|C]|A
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Com base na tabela(quadro) construida acima, responda:

(a) Quais os valores das posi¢oes dos quatro ases?

(b) Quais os restos da divisao do valor de cada uma das posi¢oes dos quatro ases por
47

(¢) Qual a forma do valor da posigao de cada &s na divisao euclidiana por 47

(d) Ha alguma semelhanca na forma dos 4 ases? Se sim. Por qual motivo ocorre a

semelhanca?
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2. Conforme visto na explicacao realizada pelo professor, no decorrer da distribuicao do
monte formado inicialmente com as cartas voltadas para baixo na mao do maégico,
formando outros 4 montes numerados de 0 a 3, sabemos que o truque para obter
sucesso na Matemagica se dar colocando a carta que estd na posicao 4 para baixo do
monte que estd nas maos do mégico. Complete a tabela(quadro) abaixo referente as
posicoes das 12 cartas restantes na mao do magico apds a mudanca da carta da posigao

4 para baixo do monte. E logo apds responda o que se pede.

Quadro 3 — Questao 2 - Exploracao 2

Posicao | O | 1 | 2 |3 |4 |56 |7 89|10 1112|1314 |15

Carta |[C|C|C|A
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Quais as novas posigdes dos trés ases que mudaram de posigao?

(b) Quais os restos da divisao do valor de cada uma das posi¢oes dos trés ases por 4

apos a mudancga?

(¢) Qual a forma euclidiana na divisao por 4 de cada um dos trés ases apds a mudanga

de posigao?

(d) Porque a forma euclidiana da posi¢ao dos ases na divisao por 4 foi alterada?
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APENDICE C: EXPLORACAO MATEMATICA 3

Exploracao 3: Diferenca entre um nimero e a soma de seus algarismos.

Objetivo: Determinar a diferenca entre um nimero natural n de dois algarismos e a
soma de seus algarismos quando o valor da dezena do mesmo ¢ igual a 1.

Leia atentamente o enunciado da atividade proposta e lembre-se dos procedi-
mentos realizados na Matemagica 3 para responder o que se pede.

Na Matemagica 3, conforme explicacao do truque realizado pelo professor, o baralho é
preparado dentro de sua caixa, antes de iniciar a Matemagica, colocando no topo do baralho
as cartas de cima para baixo, sendo @1, @2, Q3 e Q4 as damas e (A) um 4s qualquer do

baralho, na seguinte ordem conforme a tabela(quadro) a seguir:

Quadro 4 — Questao 1 - Exploracao 3

Posicao |1 |2 |3 |4 |5|6|7|8] 9 |10 | 11 | 12| 13

Carta 213415167819 Ql QQ Qg A Q4
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

1. Qual o valor da posicao da primeira dama ()17 Ao retirar ()1, qual sera o valor da nova

posicao de Q2?7 Ao retirar ()1 e (02, qual serd o valor da nova posicao de Q3?7

2. Conforme visto durante a explicagdo da Matemagica 3, os trés primeiros alunos esco-
lhem um numero de 11 até 19, correspondente a quantidade de cartas que o magico
ird retirar do baralho, formando um novo monte e colocando as cartas uma acima da
outra até finalizar a contagem. Logo apds o professor retorna ao baralho a quantidade

de cartas correspondente a soma dos algarismos do nimero escolhido.

Com base nisto:

(a) Resolva todas as subtragoes de cada um dos nimeros de 11 até 19 pela soma dos

seus algarismos.
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(b) O que vocé conclui de semelhante em relagao as subtragoes realizadas no item a?

(c¢) Descreva o motivo das trés primeiras damas sempre serem encontradas na Ma-

temagica 3, independentemente do niimero escolhido pelo aluno?

3. Apéds as trés primeiras damas serem encontradas e retiradas, as cartas iniciais ficam

dispostas da seguinte forma:

Quadro 5 — Questao 3 - Exploracao 3

Posicao |1 |2 |3 4|56 | 7|89 |10

Carta |9 (876|543 [2|A]|Q,
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Qual o valor da posicao da tltima dama Q47

(b) Determine todas as somas entre o valor da posi¢ao de cada uma das nove primeiras

cartas e o valor numérico de suas faces.

Observacao: Lembrem-se que o as (A) vale 1.

(c) Qual a semelhanca em relagao as somas realizadas no item b?

(d) Descreva o motivo da quarta dama ser encontrada, independentemente do niimero

escolhido pelo aluno?
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APENDICE D: EXPLORACAO MATEMATICA 4

Exploracao 4: Um miiltiplo de 9.

Objetivo: Compreender que a diferenca entre um nimero natural n de dois algarismos
e a soma de seus algarismos é sempre um multiplo de nove.

Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-
dimentos realizados na Matemagica 4 para responder o que se pede.

Na Matemagica 4, conforme explicacao do truque realizado pelo professor, o baralho é
preparado dentro de sua caixa, antes de iniciar a Matemagica, colocando as cartas de cima
para baixo, sendo K7, Ky, K3 e K, os reis e (J) um valete qualquer do baralho, na seguinte

ordem conforme a tabela(quadro) a seguir.

Quadro 6 — Questao 1 - Exploracao 4

Posicao | 1 |23 45|67 8| 9 |10]11 12| 13418 |19 | 20a28 | 29 | 30a38 | 39 | 40 a52

Carta [ 341|567 |8|9|10| K| 2 | A | J |6cartas | Ky | 9cartas | K3 | 9 cartas | K, | 13 cartas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

1. Qual o valor da posicao do primeiro rei K;?7 Ao retirar K7, qual serd o valor da nova
posicao de K57 Ao retirar Ky e K5, qual serd o valor da nova posicao de K37 Ao retirar

Ky, K5 e K3, qual serd o valor da nova posi¢ao de K,?

2. O valor das respectivas posicoes de K;, K5, K3 e K, deixam quais restos quando
divididos por 9?7

3. Da questao 2, podemos afirmar que os valores das posicoes de K;, Ky, K3 e K, sao

multiplos de 97 Por que?

4. Seja ry um numero natural escrito na base dez, onde = é a dezena e y ¢ a unidade, com

z,ye Nu{0}, onde 0<x<9e0<y<9, tal que:

zy =10z +y (1)
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Subtraindo de 1, a soma dos algarismos do niimero xy, obtemos:
10z +y-(x+y) =9

Portanto a diferenca entre um nimero natural de dois algarismos e a soma de seus

algarismos ¢ sempre um multiplo de 9.

Com base na demonstragao vista acima, responda o que se pede a seguir.

(a) Qual a diferenga entre um nimero natural n e a soma de seus algarismos:

i. Quando o valor da dezena x for igual a 17 Qual dos reis vistos na Matemagica

4 é encontrado na posicao do valor obtido?

ii. Quando o valor da dezena x for igual a 27 Qual dos reis vistos na Matemagica

4 ¢é encontrado na posicao do valor obtido?

(b) Qual a diferenca entre um nimero natural n e a soma de seus algarismos quando:

i. 30 <n <397 Qual dos reis vistos na Matemagica 4 é encontrado na posigao
do valor obtido?

ii. 40 <n <497 Qual dos reis vistos na Matemdagica 4 é encontrado na posi¢ao
do valor obtido?

(c) Complete a tabela(quadro), levando em consideragao os valores escolhidos pelos
alunos participantes da Matemagica 4 e observando as posi¢oes dos reis Ky, Ko,
Kg € K4.

Quadro 7 — Questao 4(c) - Exploracao 4

Valor ou n? escolhido entre 10e19 1 20e29 | 30e 39 | 40 e 49

Carta encontrada

Valor da dezena x referente ao n? escolhido

Valor de 9x ou posicao da carta

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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5. Apos a retirada dos 4 reis, restaram apenas 48 cartas com a seguinte distribuicao:

Quadro 8 — Questao 5 - Exploracao 4

Posicao

1a9

10 a 15

16

17 118 119 | 20 | 21 | 22 | 23

24

25

26

27 a 35

36 a 48

Carta

9 cartas

6 cartas

J

A2 134|567

8

10

9 cartas

13 cartas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Qual o valor da posi¢ao do valete de ouros?

(b) Determine todas as diferencas entre o valor de cada posi¢ao de 17 até 26 e o valor

numeérico das faces das cartas da posicao.

(¢) Qual a semelhanga em relacao as diferengas realizadas no item b?

(d) Descreva o motivo do valete ser encontrado, independentemente do niimero esco-

lhido pelo aluno?
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APENDICE E: EXPLORACAO MATEMATICA 5

Exploracao 5: Divisdo euclidiana (Algoritmo da divisao) por 3.

Objetivo: Verificar os possiveis restos na divisao euclidiana por 3.

Leia atentamente o enunciado da atividade proposta e lembre-se dos procedi-
mentos realizados na Matemagica 5 para responder o que se pede.

Na Matemagica 5, conforme explicacao do truque realizado pelo professor, apds a primeira
distribuicao e divisao das 21 cartas da Matemdagica em 3 montes numerados de 1 até 3 com
sete cartas cada, o monte localizado no meio dos outros dois é o monte onde fica localizada
a carta escolhida pelo aluno. Vamos numerar as cartas da Matemégica de acordo com as
posicoes de cada uma apds a primeira distribuicdo. Assim as cartas do monte 2 colocado no
meio dos outros dois montes serao numeradas de 8 até 14, as cartas do monte 1 numeradas de
1 até 7 e as cartas do monte 3 numeradas de 15 até 21. Vamos representar a carta escolhida
pelo aluno por C), e as cartas nao escolhidas por z,, onde n representa a posicao da carta

apos a primeira distribui¢ao conforme a tabela(quadro) abaixo:

Quadro 9 — Questao 1 - Exploracao 5 - 1? distribuicao

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3
1-2 8-Cs | 15- x5
2 - Ty 9-(Cy 16 - 216
3- a3 10-Cio | 17 - 217

Posigoes n - carta | 4 - z, 11-Chp | 18 - 213
5 - Ty 12 - 012 19 - T19
6 - Tg 13 - 013 20 - 20

7 - Ty 14 - 014 21 - T21
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

1. Complete a tabela(quadro) abaixo referente a segunda distribuigao das cartas e logo

apos responda o que se pede:
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Quadro 10 — Questao 1 - Exploracao 5 - 2 distribuicao

Montes Monte 1 | Monte 2 | Monte 3

1—1’1 2—02 3—ZL‘3

4—1’4

Posicoes n - carta

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Quais os valores de n distribuidos no monte 1? Realize todas as divisdes de cada

valor n do monte 1 por 3 e responda qual o resto encontrado nestas divisoes?

(b) Quais os valores de n distribuidos no monte 27 Realize todas as divisoes de cada

valor n do monte 2 por 3 e responda qual o resto encontrado nestas divisoes?

(¢) Quais os valores de n distribuidos no monte 3?7 Realize todas as divisdes de cada

valor n do monte 3 por 3 e responda qual o resto encontrado nestas divisoes?

(d) Qual a forma euclidiana dos valores das posi¢oes n que quando divididos por 3

deixam resto:

i. 07 ii. 17 iii. 27
2. Complete a tabela(quadro) abaixo referente a terceira distribuigao das cartas quando:

(a) O valor de n da carta C), escolhida for da forma 3k, com k € N.
(b) O valor de n da carta C,, escolhida for da forma 3k + 1, com k € N,

(¢) O valor de n da carta C,, escolhida for da forma 3k +2, com k € N,

Observagao: As tabelas(quadros)! encontram-se na préxima pagina.

3. Por que ao juntar os montes, apos a terceira distribuicao, a carta escolhida pelo aluno

fica exatamente na posicao de nimero 117

!Quadros 11, 12 e 13 - Fonte: Elaborados pelo autor, 2024.



Quadro 11 — Questao 2(a) - Exploracao 5

Montes

Monte 1

Monte 2

Monte 3

Posicoes n - carta

Quadro 12 — Questao 2(b) - Exploracao 5

Montes

Monte 1

Monte 2

Monte 3

Posicoes n - carta

Quadro 13 — Questao 2(c) - Exploragao 5

Montes

Monte 1

Monte 2

Monte 3

Posicoes n - carta

165
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APENDICE F: EXPLORACAO MATEMATICA 6

Exploragao 6: Divisao Euclidiana (Algoritmo da divisao) por 2.

Objetivo: Verificar a forma euclidiana de um nimero natural n na divisao por 2.

Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-
dimentos realizados na Matemagica 6 para responder o que se pede.

Na Matemaégica 6, conforme explicacao do truque realizado pelo professor, apds os trés
alunos devolverem todas as trés cartas aos montes e o magico juntar todas as cartas do
baralho conforme descrito nos passos 2, 3, 4 e 5, a posicdo das trés cartas (Cy, Cy e C3)
escolhidas ficam dispostas da seguinte maneira de cima para baixo, independentemente dos

cortes no baralho realizados pelos alunos, conforme tabela(quadro) a seguir:

Quadro 14 — Questao 1 - Exploragao 6

Cartas Monte 4 | C3 | Monte 3 | Cy | Monte 2 | C; | Monte 1
Posicao laté9 | 10 | 11 até 25 | 26 | 27 até 41 | 42 | 43 até 52
Total de cartas 9 1 15 1 15 1 10

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

1. Quais as posicoes das cartas C7, Cy e (37

2. No passo 6, o magico coloca as 4 primeiras cartas que estao no topo do baralho para
baixo. Feito isto, as posicoes das trés cartas C7, Cy e C3 sao alteradas, assim como toda
a distribuicao do baralho. Complete a tabela(quadro) abaixo apés a mudanca realizada

e responda o que se pede.

Quadro 15 — Questao 2 - Exploracao 6

Cartas Monte 4 | C5 | Monte 3 | Cy | Monte 2 | C; | Monte 1
Posicao até até até até
Total de cartas 1 1 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Quais os valores das posigoes das cartas Cy, Cy e C37 Os valores das posigoes das

cartas (7, Cy e ('3 s20 numeros pares ou impares?
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(b) Qual o resto da divisao entre os valores das posi¢oes de C, Cy e C5 por 27 Estes
valores sao miltiplos de 27 E qual a forma euclidiana destes valores na divisao

por 27

3. Conforme visto no decorrer da Matemagica, as cartas de posi¢oes impares sao descar-

tadas pelo méagico. Com tudo, responda abaixo a respeito dos niimeros impares.

(a) Realize algumas divisdes por 2 de alguns valores de posi¢oes impares da Ma-
temagica. Qual o resto da divisao de cada valor das posicoes impares na divisao

por 27

(b) Qual a forma euclidiana dos valores das posi¢oes impares na divisao por 27

4. Apoés a primeira distribuicdo, as cartas escolhidas que estavam nas posi¢oes pares 6,
22 e 38 sao divididas por 2 e passam para as posicoes 3, 11 e 19 quando contadas de
baixo para cima, devido a retirada das 26 cartas das posicoes impares, isto é, metade

das cartas. Observe abaixo a tabela(quadro) referente a esta situagao.

Quadro 16 — Questao 4 - Exploragao 6 - Faces das cartas para cima

Cartas Monte 4 | C5 | Monte 3 | Cy | Monte 2 | C; | Monte 1
Posigao 3 11 19

2 cartas 7 cartas 7 cartas 7 cartas
Total de cartas 1 1 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Porém, observando que as cartas sao colocadas uma acima da outra, precisamos contar
as novas posigoes com as cartas voltadas para baixo. Complete a tabela(quadro) abaixo

com as novas posicoes corretas ao serem contadas de cima para baixo.

Quadro 17 — Questao 4 - Exploracao 6 - Faces das cartas para baixo

Cartas Monte 1 | C; | Monte 2 | Cy | Monte 3 | C5 | Monte 4

Posicao até até até até

Total de cartas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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5. Durante a Matemagica, conforme visto na explicacao dos slides, a cada distribuicao
realizada sao descartadas metade das cartas até que restem na mao do magico apenas

as cartas (C1, Cy e C5) escolhidas pelos alunos.

(a) Qual a forma euclidiana do valor das cartas descartadas em cada distribuigao na

divisao por 27

(b) E qual a forma euclidiana do valor das cartas que vao continuando nas maos do

magico na divisao por 27

(c) Tente explicar o motivo pelo qual ao final da Matemaégica, apds todas as distri-
buigoes realizadas pelo mégico, restam exatamente em suas maos as cartas C, Cy

e 03?
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APENDICE G: EXPLORACAO MATEMATICA 7

Exploracao 7: Divisibilidade por 2.
Objetivo: Compreender o critério de divisibilidade por 2.
Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-

dimentos realizados na Matemagica 7 para responder o que se pede.

1. Na Matemagica 7, conforme explicacao do truque realizado pelo professor, o méagico

pega as cartas viradas para baixo e as distribui em dois montes conforme tabela(quadro)

18 abaixo:
Quadro 18 — Questao 1 - Exploragao 7
Cart Ci1Cs|C5 | Cr | Co | C C C C C C!
MONTE 1 arta 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
Nova posicaoy | 1 | 2 | 3 | 4 5 6 7 8 9 10 | 11
Cart Cy | Cy | Cg | Cg | O C C C C C
MONTE 2 arta 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Nova posicaoy | 12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Qual o resto e a forma euclidiana do valor da posi¢ao de cada uma das cartas do

primeiro monte na divisao por 27

(b) Qual o resto e a forma euclidiana do valor da posi¢ao de cada uma das cartas do

segundo monte na divisao por 27

(c) Seja C, o coringa, onde z representa a posigao da carta na tabela(quadro) 18. Se
o coringa for colocado em uma posicao par, as cartas C,_; e C,,1 serao localizadas

em posicoes pares ou impares? E se o coringa for colocado em uma posicao impar?

(d) E correto afirmar que apés a primeira distribuigao as cartas C,_; e Cyyq ficaram

juntas no mesmo monte, com C,_; acima de C,,1? Justifique a sua resposta.
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2. Ao juntar os montes 1 e 2, colocando o monte 2 acima do monte 1, as cartas ficam

distribuidas conforme a tabela(quadro) 19 abaixo:

Quadro 19 — Questao 2 - Exploracao 7

Carta

Cs

Cy

Co

08 Cl() CV12 014 Cl()' CIS CQ()

Ch

Cs | C5 | Cr

Cy

Nova posigao y | 1

415 6 7 8 9 | 10

11

12 113 | 14

15

16

17

18

19

20

21

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Complete a tabela(quadro) 20 abaixo distribuindo as cartas da tabela(quadro) 19,

na ordem estabelecida das posicoes y = 2¢ + 1 no monte 1 e y = 2¢ no monte 2,

onde ¢ € N.

Quadro 20 — Questao 2 - Exploragao 7(a)

Forma de y 2qg+1
MONTE 1
Carta Cy | Cs | Cip | Ciy | Cig | Cr | Cs5 | Cg | Cis | Cir | Cy
Forma de y 2q
MONTE 2
Carta Cyi | Cs | Cia | Cig | Oy | C5 | C7 | Cry | Chs | Chg

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(b) As cartas C,_; e Cy; ficam localizadas no mesmo monte na tabela(quadro) 207

Justifique sua resposta.

(¢) Do estudo realizado até aqui sobre a divisao euclidiana por 2, determine quais sao

0s possiveis restos na divisao por 27

3. Ap6s a segunda distribuicao, ao colocar o monte 2 acima do monte 1 novamente, obte-

remos a seguinte distribuicao das cartas, considerando as novas posicoes z, conforme a

tabela(quadro) 21 abaixo:

Quadro 21 — Questao 3 - Exploragao 7

zey r=2key=2q r=2k+1ley=2q r=2key=2q+1 r=2k+ley=2q+1
Carta Cy|Cg | Cra | Cig | Coo | C3 | Cr | Cri | Ci5 | Crg | Oy | Cs | Cro | Cug | Cig | C1 | C5 | Cy | Ciz | Cir | Coy
posicao z | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 14 15 | 16 | 17 | 18 | 19 20 21

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Observe que independentemente da posicao z onde esteja o coringa, sabendo que ele

nao pode ser as cartas C; e Cyy, isto é, o coringa nao pode estar nas posicoes z = 16 e

z =21. Ao retira-lo, restarao 20 cartas e deve-se colocar as cartas que estavam abaixo

dele para cima do monte. Sendo C, o coringa, pela tabela(quadro) 21 responda:

(a)

Qual a distancia entre as posicoes z das cartas C,_; e C,, considerando que o

coringa é a carta Cg?

Qual a distancia entre as posicoes z das cartas C,,; e C,, considerando que o

coringa é a carta (7?7

Qualquer que seja o valor de x de 1 até 21, as distancias entre as posigoes z entre
as cartas C,_1 e C, ou entre C,,; e C, serao sempre iguais a 57 Justifique sua
resposta. (Considere no decorrer da contagem que ao chegar na carta da posigao

z =21, deve-se continuar a contagem retornando para carta da posigao z = 1).

Ao colocar as cartas que estavam embaixo do coringa para cima do monte as cartas

C,-1 e Cyyq ficarao localizadas em quais posicoes 27

No passo 5 ao dividir o baralho em dois montes, nao alterard as posicoes das cartas
C,_1 e Cyiq, conforme visto na explicacao da Matemagica. Além disso, o mégico
coloca a parte de cima do monte no bolso direito, com as faces das cartas viradas
para o seu corpo e coloca a parte de baixo do monte no seu bolso esquerdo, com as
costas viradas para o seu corpo. Portanto no passo 6 ao puxar do bolso a quinta
carta de cada monte, ele estard puxando exatamente as cartas que estavam acima
do coringa na posi¢ao (z + 1) e abaixo do coringa na posi¢ao (x — 1), finalizando

o truque. Justifique porque isto acontece?
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APENDICE H: EXPLORACAO MATEMATICA 8

Exploragao 8: Demonstragoes utilizando algebra e tabelas(quadros).
Objetivo: Compreender as demonstracoes algébricas no decorrer da Matemagica 8.
Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-

dimentos realizados na Matemagica 8 para responder o que se pede.

1. Na Matemagica 8, conforme explicacao realizada pelo professor, a carta escolhida pelo
aluno fica na posicao 1, acima das outras nove cartas, com todas as cartas viradas
para baixo. Logo apds o aluno escreve em um papel um nimero de 1 até 9 e passa a
quantidade de cartas referente a este niimero para baixo do baralho. Com isto responda

o que se pede abaixo.

(a) Complete a tabela(quadro) abaixo com os valores das posigoes y da carta C, sendo
C a carta escolhida pelo aluno e x € N, com 1 < x <9, o total de cartas colocadas

para baixo do monte de 10 cartas.

Quadro 22 — Questao 1 - Exploragao 8

Posicao da carta C Posicao 1

Total de cartas x colocadas para baixo | 1 |2 |3 |4 |5|6|7[8]9

Posigao y da carta C

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(b) Da tabela(quadro) acima realize a soma de cada valor das posi¢oes y com o valor

de x correspondente ao total de cartas colocadas para baixo do baralho.

(¢) Qual a semelhanga entre todas as somas x +y do item b?

2. Ao distribuir as cartas uma acima da outra na mesa, a posicao anterior y das cartas
somadas com a nova posigao z, com z € N e z # 10, serd novamente sempre igual a 11,

isto é, y + z = 11, conforme podemos ver na tabela(quadro) abaixo.

Quadro 23 — Questao 2 - Exploragao 8

Posicaco y dacarta C | 1 [ 2|3 |4 |56 |7|8]9]|10

Posicao zdacartaC |10 |9 |8 | 7|6 |54 |32 | 1
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Com base nisto responda:

(a) Porque a nova posigao z da carta C nao pode ser igual a 107

(b) Na demonstragao realizada pelo professor, provou-se que a posigao z da carta C é
exatamente igual ao nimero x escolhido pelo aluno, isto é, x = z. Assim se a carta
C escolhida pelo aluno ficar na posicao z = 3, qual o valor x escolhido e escrito

pelo aluno em um papel no inicio da Matemagica?

3. No passo 5 ao cortar o baralho exatamente no meio, a posicao da carta C escolhida

serd modificada para a posigao:

e w=x+5H, com w e N, se o valor x escolhido for menor do que ou igual a 5, isto €, se
r=1,2, 3,4 0ub.

e w=ux -5, se o valor z escolhido for maior que 5, isto é, se x = 6, 7, 8 ou 9.

(a) Utilizando as equagoes acima, determine o valor da posi¢ao w quando x = 2.

(b) Utilizando as equagoes acima, determine o valor da posi¢do w quando = = 7.

(c) Agora complete a tabela(quadro) abaixo, com as novas posi¢oes w € N, apés o

corte realizado.

Quadro 24 — Questao 3 - Exploragao 8

Posicao zdacartaC |12 34|56 |7 |8|9]10

Posicao w da carta C 5

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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4. Conforme visto na demonstracao 2 realizada pelo professor, no passo 6 da Matemagica
a carta C sempre ficara na posicao 4 ao colocar a quantidade de cartas correspondentes
a soma do numero escrito no papel pelo aluno mais uma carta para baixo do baralho.
Por fim, o magico realiza o passo 7 da Mateméagica, descartando 9 cartas e ficando
apenas com a carta C em sua mao. Sendo C a carta escolhida pelo aluno, a qual ficou
na posicao 4 apos o passo 6, realize os procedimentos de descarte corretos, conforme o
passo 7 da Matemédgica na tabela(quadro) abaixo até ficar apenas com a carta C apds

os descartes 1, 2 e 3. Considere X uma carta qualquer do baralho.

Quadro 25 — Questao 4 - Exploragao 8

Posicoes dascartas | 1 | 2 |3 |4 |5 |67 |8]9]10
Passo 6 XX X|C| XXX |X|X]|X
Descarte 1
Destarte 2
Destarte 3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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APENDICE I: EXPLORACAO MATEMATICA 9

Exploragao 9: Demonstragoes utilizando algebra e tabelas(quadros).
Objetivo: Compreender as demonstracoes algébricas no decorrer da Matemagica 9.
Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-

dimentos realizados na Matemagica 9 para responder o que se pede.

1. Na Matemagica 9, conforme explicacao realizada pelo professor, o aluno escolhe uma
carta do monte composto por dez cartas e a devolve ao monte em uma das posicoes de
1 até 10, considerando as faces das cartas voltadas para cima. Por fim, o aluno entrega

as cartas, agora com as faces voltadas para baixo. Com isto responda:

(a) Complete a tabela(quadro) 26, sendo C, as cartas que estao na posigao = € N com
as faces voltadas para cima, com 1 < x <10 e seja y € N o valor que representa a

posicao das cartas C), com as faces voltadas para baixo, com 1 <y < 10.

Quadro 26 — Questao 1 - Exploracao 9

Carta C$ C 1 02 Cg C4 C5 C@ 07 Cg Cg C 10

Posicao x com as faces para cima | 1 2131|1415 6 | 7|8 1] 9|10

posicao y com as faces parabaixo | 10 | 9 | 8 | 7 | 6 | 5 | 4 | 3 | 2 1

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(b) Da tabela(quadro) 26 acima realize a soma de cada valor das posi¢oes x com o
valor das posicoes y correspondentes a cada carta. Qual a semelhanca entre as

somas & +y?

2. No passo 3, o magico corta o monte com as dez cartas voltadas para baixo, colocando
trés cartas de baixo do monte para o topo. Dai a configuracao das novas posicoes z € N,

com 1< 2z <10, das cartas ficam distribuidas conforme a tabela(quadro) 27 abaixo:

Quadro 27 — Questao 2 - Exploracao 9

Carta Cx Cl(] Cg Cg C7 C6 C5 C4 C 3 C 2 C 1
Posigao y 1 213 (4567|819 ]10

Nova posicao z | 4 5 | 6 | 7|1 8191101 2 |3
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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(a) Se a carta C, escolhida estiver em alguma posi¢ao y de 1 até 7, isto é, 1 <y < 7.

Entao a nova posigao z de C,, conforme tabela(quadro) 27 acima, serd a posigao

z=1y+3.

i. Qual a posicao de z quando y =57

ii. Qual a posigao de z quando y = 37

(b) Se a carta C, escolhida estiver em alguma posicao y de 8 até 10, isto é, 8 <y < 10.

Entao a nova posi¢ao z de C,, conforme tabela(quadro) 27 acima, serd a posigao

z=y-"T.

i. Qual a posicao de z quando y = 87

ii. Qual a posigao de z quando y =107

(c) Complete a tabela(quadro) 28 abaixo, que relaciona as novas posigoes z das cartas

C, e as posigoes z iniciais correspondentes.

Quadro 28 — Questao 3 - Exploragao 9

Carta C,,

Cs

Cy

Ch

Cho

Cy

Cs

Cr

Cs

Cs

Cy

Posigao z

1

2

3

4

5

6

10

Posicao x com as faces para cima

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(d) Da tabela(quadro) 28 acima realize todas as somas da posigdo x com a nova posicao

z de cada carta.

(e) Quais os valores das somas x + z, quando 1 <z < 37 E quais os valores das somas

x+ z, quando 4 < x <107
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3. No passo 4 o aluno retira a quantidade = de cartas de baixo do baralho e as coloca para
o topo. Dai, na demonstracao realizada pelo professor através de slides, concluimos
que independentemente da carta C, e a posigao x escolhidas pelo aluno, a nova posigao
de C, ao final do passo 4 sempre serd w = 4. Complete a tabela(quadro) abaixo,
analogamente ao passo 7 da Matemagica 8, que ao distribuir as cartas conforme o
passo b desta Matemagica, apos os 3 descartes a carta que ficarda na mao do méagico

serd a carta C, escolhida pelo aluno. Considere X uma carta qualquer do baralho.

Quadro 29 — Questao 4 - Exploragao 9

Posicajow | 1 |2 3| 4 |5 |67 |8]9]10
Passo4 |[X [ X | X |(C, [ X | X | X | X |X | X

Descarte 1

Destarte 2

Destarte 3

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Por que apds o primeiro descarte a carta C,, ficard na posigao 27

(b) Por que apés o segundo descarte a carta C,, ficard novamente na posi¢ao 27
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APENDICE J: EXPLORACAO MATEMATICA 10

Exploragao 10: Demonstragoes utilizando tabelas(quadros) e divisao euclidiana por 2.

Objetivo: Compreender as demonstragoes no decorrer da Matemégica 10, utilizando a
divisao euclidiana por 2.

Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-

dimentos realizados na Matemagica 10 para responder o que se pede.

1. Na Matemagica 10, conforme explicagao realizada pelo professor, apés o aluno tragar
as 16 cartas, o magico pede para ele escolher uma carta e coloca-la na base do baralho
(posigao 16). Sejam C, as 16 cartas, onde = é o valor da posigdo das cartas apds
finalizar o passo 1, com x € N | 1 <2z < 16. Dal as cartas ficam dispostas conforme a

tabela(quadro) abaixo, sendo Ci4 a carta escolhida pelo aluno.

Quadro 30 — Questao 1 - Exploracao 10

Cartas C, Ci | Co | C3 | Cy | Cs | Cs | Cr | Cs | Cy | Cro | Cii | Cia | Ciz | Cra | Cis | Cis
Posicifo r dascartas | 1 | 2 | 3 | 4 | 5| 6 | 7| 8|9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Complete as tabelas(quadros) abaixo conforme o passo 2 da Matemagica ao reali-
zar a primeira distribuicao com as 16 cartas, ficando 8 cartas acima da mesa nas

posicoes y € N e as outras 8 cartas na mao do mégico nas posicoes x’ € N.

Quadro 31 — Questao 1(a) - Exploragao 10 - Cartas na mao

Continuam na mao

Posicago ' | 1 |23 4|5 |6 |78

Cartas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Quadro 32 — Questao 1(a) - Exploracao 10 - Cartas na mesa

Cartas na mesa

Posicaoy | 9| 10 | 11 | 12 | 13| 14 | 15 | 16

Cartas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(b) A carta escolhida pelo aluno (C'g) ficou na tabela(quadro) 31 ou na tabela(quadro)
327 Qual a posicao y de (47
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(¢) Qual a forma dos valores das posigoes de = das cartas na divisao euclidiana por 2

que ficaram na tabela(quadro) 317 E na tabela(quadro) 327

2. Levando em consideracao as novas posicoes ' € N das 8 cartas que ficaram nas maos

do magico, conforme a questao anterior.

Continuando a distribuicao, complete as

tabelas(quadros) abaixo de maneira analoga a primeira distribuigao.

Quadro 33 — Questao 2 - Exploragao 10 - Cartas na mesa

Na mesa
Posicaoy | 5|6 | 7|8 | 9 10 | 11 | 12 [ 13 | 14 | 15 | 16
Cartas Clﬁ 014 012 Cl(] Cg Cﬁ C4 CQ

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Quadro 34 — Questao 2 - Exploragao 10 - Cartas na mao

Continuam na mao

P

osicao ' | 1

2

3

Cartas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

(a) Quais os valores z’ € N das cartas que ficaram na tabela(quadro) 337 E na ta-
bela(quadro) 347

(b) Qual a forma dos valores das posigoes 2’ € N das cartas na divisao euclidiana por

2 que ficaram na tabela(quadro) 337 E na tabela(quadro) 347

3. Ao finalizar a distribuicdo das cartas realizada no passo 2, obteremos que a carta

ajudante é a carta Cy. Portanto as cartas ficarao distribuidas conforme a tabela(quadro)

abaixo. Considere (4 a carta escolhida pelo aluno e X as demais cartas.

Quadro 35 — Questao 3 - Exploracao 10

Cartas na mesa

Cartas

Cy | Cy

Cis

Cs

Cis

Cl 1 C7

Cs

Cie

Ca

C(12

Cho

Cs

Cs

Cy

Cy

Posicao y

5

6 7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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(a) Complete a tabela(quadro) abaixo conforme o passo 3 da Matemadgica sendo as 16

(b)

cartas divididas em dois montes (monte 1 e monte 2) com 8 cartas cada, e gerando

as novas posicoes z € N das cartas.

Quadro 36 — Questao 3(a) - Exploragao 10

Primeira distribuicao

Monte 1

Monte 2

Posicoes z dascartas | 1 |2 [ 34|56 |78
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Qual a forma euclidiana dos valores das posicoes de y € N na divisao euclidiana

por 2 que ficaram no monte 17 E no monte 27
Quais as posicoes z das cartas Cy e 147 E qual a forma euclidiana de ambas?

Utilize 0 mesmo raciocinio para completar a tabela(quadro) abaixo referente a
segunda distribuicao, lembrando que as 8 cartas que restaram na mao do méagico

foram as cartas do monte 1, conforme tabela(quadro) da questao anterior.

Quadro 37 — Questao 3(d) - Exploracao 10

Segunda distribuicao

Monte 3

Monte 4

Nova posicaow | 1 | 2| 3 | 4

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

Qual a forma euclidiana dos valores das posicoes de z € N na divisao euclidiana

por 2 que ficaram no monte 37 E no monte 47

Quais as posicoes w das cartas C e Ci4?7 E qual a forma euclidiana de ambas?

Por fim, ao realizar a terceira e 1ltima distribuicao em dois novos montes a carta
ajudante ficara no mesmo monte que a carta escolhida pelo aluno. Assim descar-
tando o outro monte finalizamos a Matemégica. Explique porque as cartas C} e

(16 ficam juntas ao final da terceira distribuicao.
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APENDICE K: EXPLORACAO MATEMATICA 11

Exploracao 11: Demonstragao utilizando algebra.
Objetivo: Aplicar o resultado da demonstracao afim de obter éxito no resultado final.
Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-

dimentos realizados na Matemagica 11 para responder o que se pede.

1. Na Matemadgica 11, conforme explicagao realizada pelo professor, o magico convida
e pede para um aluno escolher uma carta qualquer, entre as 36 cartas utilizadas na
Matemagica, multiplique o valor da face da carta por 2. Logo apds, some 5 ao resultado
e depois multiplique por 5, obtendo um novo resultado. Por fim o magico solicita que o
aluno escolha outra carta e some o valor de sua face com o resultado anterior e fale ao
magico o resultado final. Na demonstracao realizada pelo professor, por meio de slides,
vimos que subtraindo 25 ao resultado final, o magico obtém um novo resultado de dois
digitos = e y, os quais sao exatamente os valores das duas cartas escolhidas pelo aluno.
Isto é, © e y sao respectivamente os valores da primeira e segunda cartas escolhidas

pelo aluno, com z,y e N, com 1 <2 <9, 1<y <9, temos que:

xy =10z +y

Onde z e y sao respectivamente a dezena e a unidade do resultado final obtido.

Com isto, responda:

(a) Sabendo que o resultado final obtido pelo mégico ao final da Matemégica foi 48.

Quais os valores das cartas escolhidas pelo aluno?

(b) Se o resultado obtido pelo aluno e dito ao mégico for 72. Qual o valor obtido pelo

magico? E quais as cartas escolhidas pelo aluno?

(¢) Realize os procedimentos da Matemégica, sendo 5 e 3 respectivamente a primeira

e segunda cartas escolhidas pelo aluno.
(d) Do item c, responda:

i. Qual o resultado obtido pelo aluno e dito ao magico?
ii. Qual o valor obtido pelo magico?

iii. Quais as cartas escolhidas pelo aluno?
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APENDICE L: EXPLORACAO MATEMATICA 12

Exploragao 12: Demonstragao utilizando élgebra e tabelas(quadros).

Objetivo: Aplicar o resultado da demonstragao e utilizar tabelas(quadros) afim de obter
éxito no resultado final.

Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-

dimentos realizados na Matemagica 12 para responder o que se pede.

1. Na Matemaégica 12, conforme explicacao realizada pelo professor, o aluno escolhe uma
carta C qualquer entre as 52 cartas do baralho e a coloca acima do monte com 8 cartas
feito pelo magico acima da mesa. Complete a tabela(quadro) 38 abaixo lembrando que

as demais cartas ficam acima do monte com as 9 cartas.

Quadro 38 — Questao 1 - Exploragao 12

Total de carta acima de C

Posicao da Carta C escolhida

Total de carta abaixo de C
Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.

2. tem No passo 3 o0 magico comega a distribuir carta por carta, uma a uma, com as faces
voltadas para cima, formando 4 montes. Cada monte é formado da seguinte maneira: O
magico realiza uma contagem regressiva iniciando pelo nimero 10 e para cada nimero
da contagem ele vai colocando uma carta com a face voltada para cima formando o

monte até chegar no nimero 1.

(a) Se o valor da face de alguma carta coincidir com o ntiimero da contagem, o mégico
para a contagem nesta carta e inicia o préximo monte. Complete a tabela(quadro)
39 abaixo entre a relacao existente de um nimero natural a, com 1 < a < 10, a ser
contado em ordem decrescente iniciando pelo nimero 10 e o total de cartas b e N
viradas com a face voltada para cima até ocorrer a coincidéncia de a com o valor

n € N da face da carta.

Quadro 39 — Questao 2 - Exploragao 12

Numero a 1019871651413 12]|1

Total de cartas b viradas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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Realize todas as somas entre os valores de a e b correspondentes da tabela((quadro)

39. Qual a semelhanca existente entre a soma a + b?

Se nao houver a coincidéncia entre o nimero n da face da carta e o nimero a da
contagem, o magico coloca mais uma carta da mao, virada para baixo, acima do
monte e inicia 0 monte seguinte. Quantas cartas sao descartadas nos montes onde

nao ocorre a coincidéncia entre a e n? Justifique.

Do item b concluimos que serao descartadas sempre 11 cartas de cada monte onde
houver a coincidéncia entre a e n, pois no passo 3 ja foram descartadas b cartas
viradas para cima e no passo 4 serao descartadas o total de cartas correspondentes
ao valor de a referente ao nimero da face da carta que ficou voltada para cima.
Do item ¢ também concluimos que sao descartadas 11 cartas de cada monte onde

nao ocorre a coincidéncia entre a e n. Com isso responda:

i. Quantas cartas serao descartadas nos 4 montes, independentemente se houver

a coincidéncia entre a e n ou nao?

ii. Justifique o motivo da carta C escolhida pelo aluno ser encontrada observando

a posicao que ela ficou localizada pela tabela(quadro) 38 da questao 1.

3. Aplique os passos da Matemégica quando os nimeros 5 e 7 das faces das cartas coin-

cidem com o valor da contagem, respectivamente nos montes 1 e 4 e responda:

(a)

(b)

Quantas cartas foram descartadas ao realizar a contagem regressiva até haver a

coincidéncia com o nimero 5 no monte 17

Quantas cartas foram descartadas ao realizar a contagem regressiva até haver a

coincidéncia com o numero 7 no monte 47

Quantas cartas foram descartadas ao todo nos montes 2 e 3, os quais nao houve a

coincidéncia entre a e n?

Quantas cartas ficarao na mao do magico para serem descartadas até chegar na

carta C escolhida pelo aluno?
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APENDICE M: EXPLORACAO MATEMATICA 13

Exploracao 13: Demonstragao utilizando algebra.
Objetivo: Aplicar o resultado da demonstracao afim de obter éxito na exploracao.
Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-

dimentos realizados na Matemagica 13 para responder o que se pede.

1. Na Matemagica 13, conforme explicacao realizada pelo professor através de slides, con-
siderando n o ntmero de cartas retiradas do monte principal do baralho pelo aluno no

passo 1, onde n € N e n < 12. Segue que o monte restante fica com 52 —n cartas.

(a) Quantas cartas ficam no monte restante se o aluno retirar 9 cartas?

(b) Quantas cartas ficam no monte restante quando n = 57

2. No passo 2 da Matemagica, o aluno ver e decora a carta localizada na posicao n de
cima para baixo das cartas que restaram no monte principal, chamada de carta magica
C. Dai no passo 3 ele retira uma quantidade m de cartas, uma a uma, formando um
outro pequeno monte acima da mesa com as faces das cartas voltadas para baixo, com
meN e 12 <m < 30. Desse modo, a “carta magica” C serd necessariamente retirada,
pois m > n. Portanto ao completar a retirada das m cartas e as repor sobre o monte
principal, a carta méagica C passard para a posicao (m —n + 1) do monte de cima
pra baixo, conforme visto na demonstracao. Sendo a carta C localizada na posicao 8,

responda:

(a) Quantas cartas n o aluno retirou do monte no passo 17 Qual o total de cartas

restante do monte principal?

(b) Qual serd a nova posigdo da carta C ao retirar 15 cartas das que restaram no

monte principal?

(¢) Quando m =21. Qual serd a nova posi¢ao da carta C?
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3. No passo 4 quando o aluno repuser as n cartas que estavam na mao dele ao monte
principal, a “carta mégica” C passard para posi¢ao (m + 1) do monte de cima para
baixo. Portanto, ao retirar m cartas, referente a quantidade de cartas dita pelo aluno
no passo 3, segue que a primeira carta do monte sera a ”carta magica’C. Realize os
procedimentos da Matemagica quando n =6 e m = 14 até encontrar a carta magica C,

completando a tabela(quadro) abaixo.

Quadro 40 — Questao 3 - Exploragao 13

Total de cartas n retiradas.

Total de cartas restantes do Monte Principal.

Posicao da carta C.

Total de cartas m retiradas

Nova posicao de C apods retirada de m cartas

e devolvidas invertidas suas posicoes.

Nova Posigao de C ao repor n cartas

Nova posicao de C ao retirar m cartas

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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APENDICE N: EXPLORACAO MATEMATICA 14

Exploracao 14: Demonstragao utilizando algebra.
Objetivo: Aplicar o resultado da demonstracao afim de obter éxito na exploracao.
Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-

dimentos realizados na Matemagica 14 para responder o que se pede.

1. Na Matemagica 14, conforme explicacao realizada pelo professor, o baralho vem pre-
parado dentro da caixa com os 4 ases no topo do baralho. Vamos enumerar os montes
feitos pelo aluno de 1 até 4, sendo o monte 4, aquele onde estao localizados os quatro

ases.

(a) Ao distribuir as cartas do monte 1, conforme o passo 2, como ficard a configuragao

das 5 primeiras cartas no topo do monte 47

(b) Ao distribuir as cartas do monte 2, conforme o passo 3, como ficara a configuragao

das 6 primeiras cartas no topo do monte 47

(c) Ao distribuir as cartas do monte 3, conforme o passo 3, como ficard a configuracao

das 7 primeiras cartas no topo do monte 47

(d) Ao distribuir as cartas do monte 4, conforme o passo 4, como ficara a configuragao

dos 4 ases no topo de cada um dos montes? Justifique.
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APENDICE O: EXPLORACAO MATEMATICA 15

Exploracao 15: Demonstragao utilizando algebra.

Objetivo: Aplicar o resultado da demonstracao afim de obter éxito na exploracao.

Leia atentamente o enunciado da atividade proposta, e lembre-se dos proce-
dimentos realizados na Matemagica 15 para responder o que se pede.

Na Matemaégica 15, conforme explicacao realizada pelo professor, o baralho é dividido em
dois montes com 26 cartas cada, o monte 1 e o monte 2. No monte 1 o aluno realiza um corte
com uma quantidade de cartas que ficara na mao e no monte 2 ele escolhe e memoriza uma

carta C.

1. Seja n o total de cartas que o aluno pegou ao cortar um dos montes no passo 1, com
neNen<26. Logo o total de cartas que restardo no monte 1 é (26 — n) cartas. Seja
o total de cartas m € N que restaram no monte 2, com m < n, entao m + n = 26, isto é:

n =26 —m. Responda:

(a) Quantas cartas restard no monte 1 se o aluno ficar com 16 cartas?

(b) Quantas cartas restard no monte 1 se n = 8 cartas.

(c) Quantas cartas o aluno ficou na mao se restarem 19 cartas no monte 1 apds o

corte?

(d) Quantas cartas o aluno ficou na mao se m = 23?7
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2. Ao colocar a carta C escolhida acima do monte 1 e logo apds colocar o monte 2 acima
do monte 1, a carta C ficara na posicao 26 do monte formado. Logo apds, ao realizar
o baralhamento conforme descrito nos passos 3 e 4, pela demonstragao realizada pelo
professor, obtemos que a carta C ficard na posicao 26 —m, e como n = 26 — m, entao
basta o magico realizar a contagem referente as n cartas na mao do aluno e finalizar
a Matemégica encontrando a carta C. Complete a tabela(quadro) abaixo utilizando os

procedimentos da Matemagica quando n = 14.

Quadro 41 — Questao 2 - Exploragao 15

Total de cartas que ficam na

mao do aluno.

Total de cartas restantes

no monte 1.

Total de cartas no monte 2.

Posicao da carta C ao colocar o

monte 2 sobre o monte 1.

Posicao da carta C apds

realizar o baralhamento.

Fonte: Elaborado pelo autor, 2024.
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APENDICE P: PRE-TESTE 1/POS-TESTE 1

Pré-Teste 1/Pés-teste 1
ECL E. E. F. M. Dom Adauto

Professor: Francinaldo Domingos Pereira Disciplina: Matemaética

Aluno:

Questoes:

1. Segundo o algoritmo divisao, sejam a e d inteiros, com d # 0, onde a ¢é o dividendo e d

o divisor na divisao de a por d. Existem tnicos ¢ e r, também inteiros, tais que:

a=d-q+r, onde: 0<r<]|d|

Tais inteiros ¢ e r sao, respectivamente, o quociente e o resto da divisao de a por d.

Vamos considerar nas questoes abaixo que a, d, ¢, 7 €e Nu {0} com d # 0, portanto:

a=d-q+r, onde: 0<r<d

Com isto, responda:

(a) Numa divisao o divisor é 4 e o dividendo é 359. Quais os valores do resto r e

quociente ¢ desta divisao?

(b) Determine o dividendo da divisao onde 4, 12 e 2 sao respectivamente o divisor, o

quociente e o resto da divisao.

(c) Nas divisoes de 169 e 362 por 4 obtemos, respectivamente, restos 1 e 2. Qual é o
resto da divisao de 169 + 362 por 47

(d) Qual o menor nimero natural que devemos subtrair de 607 para obter um nimero
divisivel por 47

(e) Qual o menor nimero natural que devemos adicionar a 597 para obter um nimero
divisivel por 47

(f) O resto da divisao de um inteiro n por 12 é igual a 7. Determine o resto da divisao
de n por 4.(Dica: Observe que 12 =4-3)
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APENDICE Q: PRE-TESTE 2/POS-TESTE 2

Pré-Teste 2/Pés-teste 2
ECL E. E. F. M. Dom Adauto

Professor: Francinaldo Domingos Pereira Disciplina: Matemaética

Aluno:

Questoes:

1. A soma de dois numeros naturais impares é um numero par.

Demonstracao: Sejam m e n naturais impares. Assim, existem k e ¢ naturais tais

que m=2k+1len=2q+1.
Dai, temos:

m+n=02k+1)+(2¢+1)=2k+2q+2=2(k+q+1)
Logo, m +n é par.

(a) Verifique a demonstracao acima para o caso particular da soma entre os nimeros
naturais 129 e 783.

(b) Qual o valor de n, quando m = 29, sabendo que a soma entre m e n resulta em
427

(¢) Qual o valor de m, quando n = 33, sabendo que a soma entre m e n resulta em
987

2. Seja m um numero natural. 3n + 2 é impar se, e somente se, n é impar.
Demonstracgao:

(=) Primeiro assumimos que n é par (a negagdo que n é impar), ou seja, n = 2k, com

k e N. Agora basta verificar que 3n + 2 também ¢é par. De fato:

3n+2=3(2k)+2=6k+2=2(3k+1)
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Portanto 3n + 2 é impar quando n for impar.

(<) Por outro lado se n é impar, entdo n =2k + 1, k € N. Dal obtemos que:

3n+2=312k+1)+2=06k+3+2=06k+5=2(3k+2)+1=2¢+1,qeN.

= 3n + 2 é impar

Portanto n é impar sempre que 3n + 2 for impar.

Assim concluimos que 3n + 2 é impar se, e somente se, n é impar.

(a) Verifique para quais valores de n, 3n + 2 é {mpar.

.n=7 . n==~6

(b) Verifique e justifique sem resolver para quais valores de n, 3n + 2 é impar.

1. n =358 ii. n = 763

(c) Determine o valor de n nas equagoes abaixo e depois justifique o motivo de um

dos resultados ser Par e o outro resultado ser impar.

i. 3n 4+ 2 =785 ii. 3n + 2 = 482
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APENDICE R: SITUACOES-PROBLEMAS I

ECIL E. E. F. M. Dom Adauto

Professor: Francinaldo Domingos Pereira Disciplina: Matematica

Aluno:

Situagoes-Problemas sobre o critério de divisibilidade por 9.

Utilizando o critério de divisibilidade por 9 e os resultados obtidos nos slides

apresentados pelo professor, responda:

1. (www.exercicios.indaguei.com) O professor de Matemdtica perguntou a Karina se o
numero 1241703 é divisivel por 9. Sem efetuar a divisao, ela respondeu que sim. A

resposta de Karina esta certa ou errada? Justifique sua resposta?

2. (EsPCEx). No nimero 34n27, qual é o algarismo que substitui n para que ele seja

divisivel por 97

3. Dado um ntmero n € N tal que:

n=9-654+5

Qual o valor do resto de S quando dividido por 9, sendo S a soma dos algarismos de

n?

4. Qual dos numeros abaixo deixa resto igual a 6, ao ser dividido por 97 Justifique a sua

resposta.

(a) 731 (b) 321 (c) 453 (d) 274 (e) 634
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APENDICE S: SITUACOES-PROBLEMAS 11

ECIL E. E. F. M. Dom Adauto

Professor: Francinaldo Domingos Pereira Disciplina: Matematica

Aluno:

Situacgoes-problemas sobre o critério de divisibilidade por 3.

Utilizando o critério de divisibilidade por 3 e os resultados obtidos nos slides

apresentados pelo professor, responda:

1. Numa divisao o divisor é 3 e o dividendo é 359. Quais os valores do resto r e quociente

q desta divisao? Qual a forma euclidiana do niimero 359 na divisao por 3?7

2. (PM SE — IBFC). Um nidmero é composto por 3 algarismos sendo que o algarismo da
centena é o 7 e o da unidade é o 4. A soma dos possiveis algarismos da dezena desse

nimero de modo que ele seja divisivel por 3 é:
(a) 15 (b) 18 (c) 12 (d) 9

3. A diferenca entre o cubo de um nuimero natural n e o niimero n é divisivel por 3, isto

é:

n®-n=3k, comn,keN

(a) Qual o valor de k& quando n =57

(b) Determine a forma euclidiana do valor encontrado para n = 5.

4. O numero 9487 deixa resto 1 na divisao por 9. Qual o resto de 9487 na divisao por 3?7

(Dica: 9487=9-1054+1e9=3-3)



194

APENDICE T: SITUACOES-PROBLEMAS III

ECIL E. E. F. M. Dom Adauto

Professor: Francinaldo Domingos Pereira Disciplina: Matematica

Aluno:

Situacgoes-problemas sobre o critério de divisibilidade por 2.

e Critério de divisibilidade por 2: Um numero Natural N é divisivel por 2 quando
N for par, isto é, quando o algarismo das unidades do niimero N for 0, 2, 4, 6 ou 8.
Utilizando o critério de divisibilidade por 2 e os resultados obtidos no decorrer

das exploragoes matematicas 6 e 7 sobre o algoritmo da divisao por 2, responda:

1. O professor de Mateméatica perguntou a Livia se o nimero 7491573 é divisivel por 2.
Sem efetuar a divisao, ela respondeu que sim. A resposta de Livia esta certa ou errada?

Justifique sua resposta?

2. No numero 3427n, quais os algarismos que substituem n para que ele seja divisivel por
27

3. Dados os ntimeros m,n € N, tal que:

m=2-361+1
e
n=2-345+1

Seja S =m +n, qual o resto da divisao de S por 27

4. Seja S a soma de um ntmero natural impar com um nimero natural par. Qual o resto

da divisao de S por 27
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