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RESUMO

Este trabalho é constituido de uma sequéncia didatica voltada para alunos
da 12 série do Ensino Médio, cujo propdsito é consolidar o aprendizado do Maximo
Divisor Comum (MDC) e do Minimo Multiplo Comum (MMC), topicos abordados
previamente no Ensino Fundamental que sdo essenciais para a introducao de
novos conteudos. Esta sequéncia, baseada na resolucéo de problemas, projeta a
revisdo do MDC e MMC e, ainda, a ampliacdo do conhecimento de topicos
relacionados a esses assuntos, que hem sempre sdo abordados no ensino basico,
como o Algoritmo de Euclides e o Teorema Chinés dos Restos. Para atingir esses
objetivos, é analisada a abordagem desses conteudos em dois livros didaticos de
Matematica utilizados no Ensino Fundamental e aplicada uma avaliacdo
diagnostica a duas turmas da 12 série do Ensino Médio da EEEM Arnulpho Mattos,
no municipio de Vitoria (ES), visando determinar os conhecimentos prévios dos
alunos a respeito dos temas em estudo. Com base nisso, foram planejadas aulas
de revisdo de conteudos e aplicada uma avaliacdo final para determinar os
conhecimentos adquiridos pelos alunos apds a revisdo. Por fim, os dados
coletados em ambas as avaliagbes foram analisados para verificar o progresso

dos alunos e a eficacia da sequéncia didatica.

Palavras-chave: algoritmo de Euclides; Maximo Divisor Comum (MDC); Minimo

Multiplo Comum (MMC); sequéncia didatica; Teorema Chinés dos Restos.



ABSTRACT

This work consists of a didactic sequence aimed at first-year high school
students, with the purpose of consolidating the learning of the Greatest Common
Divisor (GCD) and the Least Common Multiple (LCM), topics previously covered in
elementary school that are essential for the introduction of new content. This
sequence, based on problem-solving, aims to review GCD and LCM and also to
expand knowledge on topics related to these subjects that are not always addressed
in basic education, such as Euclid's Algorithm and the Chinese Remainder Theorem.
To achieve these objectives, the approach to these contents in two Mathematics
textbooks used in elementary school is analyzed, and a diagnostic assessment is
applied to two first-year high school classes at EEEM Arnulpho Mattos, in the city of
Vitéria (ES), aiming to determine the students' prior knowledge of the topics under
study. Based on this, review classes were planned and a final assessment was applied
to determine the knowledge acquired by the students after the review. Finally, the data
collected from both assessments were analyzed to verify the students' progress and

the effectiveness of the didactic sequence.

Keywords: Euclid algorithm; Greatest Common Divisor (GCD); Least Common
Multiple (LMC); following teaching; Chinese Remainder Theorem.
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INTRODUGAO

A Matematica sempre foi uma ferramenta util para o ser humano enfrentar
necessidades e obstaculos em diferentes situagdes do cotidiano, como pode revelar

a Histéria da Matematica.

A Histéria da Matematica pode oferecer uma importante contribuicao ao
processo de ensino e aprendizagem dessa area do conhecimento. Ao revelar
a Matematica como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades e
preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, ao
estabelecer comparacgdes entre os conceitos e processos matematicos do
passado e do presente. (Brasil,1998).

Nesse sentido, a escola é um pilar fundamental para a construgdo do
conhecimento matematico, na medida em que possibilita um ensino com base em
andlises, discussées, apropriacdo de conceitos e formulacdo de ideias (PARANA,
2008), da mesma forma como proposto pela Secretaria de Estado da Educacao do

Espirito Santo (Sedu - ES) no Curriculo de Matematica para a Educagao Basica:

A escola, de tempo parcial ou integral, deve estar comprometida com o
desenvolvimento do sujeito em suas diferentes dimensbes, promovendo
situagdes de aprendizagem que articulem conhecimentos, habilidades e
atitudes que possibilitem o desenvolvimento dos estudantes, o exercicio de
sua autonomia e, ao mesmo tempo, o estabelecimento do compromisso com
a construcéo e melhoria do mundo em que vivem. (ESPIRITO SANTO, 2018b,
p. 19).

Enquanto contribuicdo para o desenvolvimento da sociedade, observamos a
Matematica sendo aplicada em outras ciéncias, como Fisica, Quimica, Biologia e,

principalmente, na area da tecnologia.

E impossivel imaginar o desenvolvimento de uma sociedade do tipo que
conhecemos, sem que a tecnologia tenha um papel destacado, e com a
matematica tendo um papel dominante na sua formagéo. Dessa forma a
matematica tem implicagbes importantes para o desenvolvimento e
organizagdo da sociedade, embora essas implicagbes sejam dificeis de
identificar. (SKOVSMOSE, 2001).

Desse modo, visando contribuir com o ensino-aprendizagem dessa importante
ciéncia no ensino basico, propomos uma sequéncia didatica com os tdpicos mais
relevantes da aritmética, elaborada com base na vivéncia docente, na aquisi¢cao de
conhecimentos e na analise de resultados de avaliagdes externas (Saeb e Pisa) do
ensino de Matematica no Brasil.

Chamamos de sequéncia didatica o conjunto de atividades, estratégias e
intervencdes planejadas que objetivam o entendimento sobre certo conteddo
ou tema de ciéncias. (KOBASHIGAWA, ATHAYDE, MATOS, CAMELO, &
FALCONI, 2008).

Segundo Lima, em relagédo a sequéncia didatica:
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[...] acredita-se que, por meio desta estratégia, haja avango na apropriagao
do ensino, que as concepgdes dos escolares possam ser conhecidas,
permitindo as intervengdes dos docentes assim que necessarias. (LIMA,
2018).

JUSTIFICATIVA

De acordo com os ultimos resultados das avaliagdes externas do Pisa, de 2018
e 2022, e do Saeb de 2021, que sao aplicadas em ambito nacional, o ensino e
aprendizagem da Matematica no Brasil ainda sofre defasagem em conteudos tidos
como base, como veremos no capitulo 1 deste trabalho.

Essa defasagem ja havia sido observada por esta pesquisadora no decorrer
dos oito (8) anos de atuagdo como professora de Matematica da Secretaria da
Educacao do Espirito Santo. Nesse periodo, foi percebida a grande dificuldade da
maioria dos estudantes de compreender novos conceitos de Matematica ao chegarem
ao Ensino Médio. Em razao disso, no inicio de cada ano letivo, ha a necessidade de
realizar a revisdo de conteudos do Ensino Fundamental, como as quatro operagdes
com numeros inteiros e racionais, equagdo de primeiro grau, razado e
proporcionalidade de grandezas, entre outros.

Assim, procurando formas de diminuir a defasagem no aprendizado da
Matematica do Ensino Basico e corrigir lacunas no ensino-aprendizagem de conceitos
basicos do Ensino Fundamental, propomos uma sequéncia didatica baseada na

resolucao de problemas.

A solucéo de problemas baseia-se na apresentacao de situagdes abertas e
sugestivas que exijam dos alunos uma atitude ativa ou um esforgo para
buscar suas proprias respostas, seu proprio conhecimento. O ensino
baseado na solugao de problemas pressupde promover nos alunos o dominio
de procedimentos, assim como a utilizagdo dos conhecimentos disponiveis,
para dar resposta a situagdes variaveis e diferentes. (POZO & ECHEVARRIA,
1998).

A sequéncia didatica abordara os temas Maximo Divisor Comum (MDC) e
Minimo Multiplo Comum (MMC), conceitos da aritmética dos numeros inteiros que séo
trabalhados, primeiramente, no Ensino Fundamental (6° e 7° anos), fase na qual os
alunos executam os conceitos das operagdes matematicas atrelados ao raciocinio
l6gico, com o intuito de resolver situacdes-problema do cotidiano da sociedade. O
objetivo desta proposta € consolidar o aprendizado dos alunos relacionado a teoria
envolvendo o MDC e MMC, e ainda auxiliar na compreensao de outros conteudos
curriculares como fragdes, equacdes, geometria, progressdes e outros que se utilizam

desses conceitos.
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A escolha do tema da sequéncia didatica surge apds esta pesquisadora
ingressar no PROFMAT, programa no qual sdo estudados e aprofundados diferentes
tépicos da Matematica da Educacido Basica, inclusive uma introdugao a teoria dos
numeros inteiros, abordada na disciplina de Aritmética, onde ocorre o aprimoramento
em indugao matematica, divisao e representagao dos inteiros, Algoritmo de Euclides,
aplicagcbes do MDC, numeros primos etc. De forma geral, a aquisicdo desses
conhecimentos propiciou o desenvolvimento de competéncias docentes que
permitiram oferecer revisdo de conteudos e sanar duvidas dos alunos em topicos
abordados no Ensino Fundamental. Essas ag¢des visam facilitar a compreensao de
novos conteudos, mais avangados, que serao apresentados aos estudantes ao longo
do Ensino Médio.

As atividades da sequéncia didatica focam no calculo do MDC por meio da
divisao euclidiana; evidenciam a relagao existente entre o MDC e o MMC de dois ou
mais numeros inteiros; e trabalham apropriadamente a contextualizagdo desses
conceitos, em razdo desta pesquisadora ja ter observado que, quando sao abordados
problemas contextualizados envolvendo MDC ou MMC, a maioria dos alunos tem
dificuldades, tanto para determinar o que utilizar para resolver o problema, quanto
para calcular o MDC ou MMC apds descobrir o que usar. “O que eu tenho que fazer?”,
“O que eu vou usar?”, “E dificill”, sdo algumas das perguntas ou comentarios que
surgem com frequéncia.

A respeito do objeto de estudo da sequéncia didatica, em uma pesquisa nas
dissertagcdes do PROFMAT encontramos cinco (5) trabalhos com foco no tema MDC
e MMC, a saber: 1. O estudo do MDC e MMC por meio de atividades com material
concreto, jogos e a “plataforma”, de Arduino do Luiz Carlos Lemos Junior da FURG
(2019); 2. Resolugéao de problemas: uma estratégia metodoldgica para o ensino do
MMC e do MDC, de Vitério Batista Lima da Silva da UFBA (2019); 3. Uma extensao
do MDC e MMC dos numeros inteiros aos comensuraveis, de Steve Wanderson
Calheiros de Araujo da UNIFAP (2016); 4. MMC e MDC: abordagem e resolugéo de
problemas, de Marcio Anténio Mota Pinto da UEMA (2015); e 5. Uma proposta de
sequéncia didatica para o ensino de MDC e MMC na educacao basica, de Eufélix
Monteiro Mauricio da UFES (2014).

No intuito de amenizar as dificuldades dos estudantes no aprendizado do
conteudo, esses estudos exploraram diversas metodologias. Entre as diferentes

estratégias utilizadas, tem-se: o uso de material concreto, tecnologias e praticas
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pedagodgicas fora da sala de aula, como no primeiro trabalho; resolu¢ao de exercicios
voltados para o Ensino Fundamental para auxiliar professores ao iniciar os conteudos
de MMC e MDC, como no segundo caso; ja no terceiro e no quarto trabalho,
apresenta-se uma abordagem tedrica mais ampla sobre o assunto. No terceiro, &
generalizado o MDC e MMC para os comensuraveis, como extensao desses conceitos
nos inteiros; e no quarto, € abordado as nog¢des de conjuntos para servir como
linguagem fundamental para o estudo desses topicos. Ambos os trabalhos trazem
propostas de exercicios resolvidos sobre o tema.

Por fim, destacando a quinta dissertacdo, de Eufélix Monteiro, que mais se
assemelha com este trabalho, encontramos uma sequéncia didatica com calculo do
MDC por meio da divisdo euclidiana, divisibilidade, MMC e niumeros primos por meio
de listas de exercicios elaboradas como recurso pedagdgico para professores da
Educacgao Basica. Nesse trabalho, encontramos uma proposta didatica aplicada aos
estudantes de Ensino Médio e conteudos voltados para os professores.

E importante ressaltar que a maioria dos trabalhos tem como foco a formagao
continuada de professores, ajudando e auxiliando o docente em seu trabalho em sala

de aula.
OBJETIVO

Conforme mencionado previamente, o objetivo deste trabalho consiste em
desenvolver uma sequéncia didatica direcionada a alunos da 12 série do Ensino
Médio, a fim de consolidar o aprendizado de conteudos relativos ao MDC e MMC,
abordados no Ensino Fundamental, possibilitando seu uso nos conteudos curriculares
das proximas séries do Ensino Médio.

Temos como objetivos especificos trabalhar os conteudos relacionados com o
MDC e MMC, ja estudados no Ensino Fundamental, de maneira mais detalhada e
aprofundada do que encontramos nos livros didaticos do Ensino Fundamental,
ampliando os tépicos e apresentando outros conteudos, como numeros primos,
Algoritmo de Euclides e Teorema Chinés dos Restos. Além disso, pretende-se analisar
a eficacia da proposta elaborada e seu impacto no desenvolvimento das habilidades

dos estudantes.
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METODOLOGIA

A metodologia da pesquisa foi desenvolvida a partir de uma abordagem
experimental, por meio da proposicao de uma sequéncia didatica e da respectiva
aplicagao a alunos da 1?2 série do Ensino Médio.

A sequéncia didatica foi concebida para executa-la em trés fases. A primeira
compreende o estudo da abordagem do MDC e MMC tanto no Curriculo Estadual de
Matematica do Espirito Santo, quanto em livros didaticos (2) de Matematica utilizados
no Ensino Fundamental, como também a aplicagdo de uma avaliacdo diagndstica
(Lista 1), a fim de obter informagdes dos conhecimentos ja adquiridos pelos alunos
sobre os temas que s&o objeto de estudo. Esses dados possibilitam o planejamento
das aulas de revisdo de conteudos, amoldado a defasagem dos estudantes e
enfatizando os tépicos de maior dificuldade para os alunos. Para a segunda fase,
serdo oferecidas cinco aulas de revisédo de conteudos, de 50 minutos cada. Para
finalizar, a ultima fase compreende a aplicagao de uma avaliagao final (Lista 2), cujos
resultados serdo analisados e comparados aos resultados da avaliag&o inicial, no
intuito de avaliar o progresso dos alunos e a eficacia da sequéncia didatica.

Cada avaliagao (Lista 1 e 2) contém 10 questdes, entre discursivas e objetivas.
Essas questdes foram extraidas de livros didaticos do Ensino Fundamental, do livro
de Aritmética do PROFMAT, de exames de vestibulares e concursos publicos, e do
material do Programa de Iniciagao Cientifica (PIC) da OBMEP, todas relacionadas ao
tema de estudo. A coleta de dados foi realizada por meio da devolugao por parte dos
alunos da resolucéo individual das Listas de exercicios.

Para a condugédo das atividades, foram utilizados os seguintes recursos
pedagdgicos: um quadro branco e um Datashow para a projecao dos conteudos
durante as aulas de revisao.

O referencial teérico recomendado para fundamentar essa abordagem pode

ser encontrado no capitulo 2 desta dissertagao.

ORGANIZAGAO DA PESQUISA

Na primeira fase da pesquisa, apresentada no capitulo 1, é evidenciada a
defasagem no aprendizado de Matematica no Ensino Médio por meio de dados das

avaliagbes externas — Programa Internacional de Avaliagédo de Estudantes (Pisa, 2018
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e 2022) e do Sistema de Avaliacao da Educagao Basica (Saeb, 2021). Em seguida, é
analisada a abordagem dos conteudos Maximo Divisor Comum e o Minimo Multiplo
Comum no Curriculo Estadual de Matematica do Espirito Santo e nos livros didaticos
Matematica, ideias e desafios, de Iracema e Dulce (2012), para o 6° ano; e Matematica
Bianchini, de Edwaldo Bianchini (2018), para o 7° ano, ambos dedicados ao Ensino
Fundamental.

No Capitulo 2, é apresentado o marco teérico relacionado ao MDC e MMC
voltado para professores. Esse conteudo possibilita aos docentes planejarem as aulas
de revisdo de toépicos apos a realizagdo da primeira avaliagao diagnoéstica (Lista 1).
Nessa secao, sado definidos: numeros primos, Maximo Divisor Comum e o Minimo
Multiplo Comum, assim como sao apresentados o Algoritmo de Euclides e o Teorema
Chinés dos Restos, entre outros.

No Capitulo 3, sdo analisadas as questdes, com as respectivas solugdes, das
duas listas de exercicios (avaliagao diagndstica e avaliacdo final da sequéncia
didatica), envolvendo temas relacionados ao Maximo Divisor Comum e Minimo
Multiplo Comum. Em seguida, séo relatadas as atividades desenvolvidas em cada
fase da sequéncia didatica, aplicadas a 65 alunos da primeira série do Ensino Médio
da Escola Estadual de Ensino Médio Arnulpho Mattos, localizada no municipio de
Vitdria, no Espirito Santo.

No Capitulo 4, sdo mostrados os resultados da avaliagéo diagnostica (Lista 1).
Esses dados ajudaram no planejamento das aulas de revisdo de conteudo, que
ocorreram apos essa avaliacao inicial. Nesta se¢do, também sao apresentados os
resultados da segunda avaliagao (Lista 2), aplicada apds a revisao dos conteudos. Os
resultados de ambas as avaliagbes foram comparados, a fim de verificar os avancgos

obtidos pelos alunos. Para finalizar, apresenta-se as consideragdes finais da pesquisa.
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CAPITULO 1

Neste capitulo, sera abordada a defasagem no ensino aprendizagem da
Matematica com base nos dados das avaliagbes do Programa Internacional de
Avaliacdo de Estudantes (Pisa), de 2018 e 2022, e do Sistema de Avaliagdo da
Educacao Basica (Saeb), de 2021. Além disso, faz-se uma analise da abordagem dos
conteudos de MMC e de MDC no curriculo de Matematica da rede estadual do Espirito
Santo (2018b) e uma analise dos conteudos de Maximo Divisor Comum e Minimo

Multiplo Comum em dois livros didaticos utilizados no Ensino Fundamental.

1.1 DEFASAGEM NO ENSINO APRENDIZAGEM DA MATEMATICA

O Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira
(Inep), por meio do Pisa, em pesquisa realizada em 2018 de forma amostral com
estudantes de 15 anos de idade, obteve que 68,1% dos estudantes brasileiros estao
nos piores niveis de desenvolvimento (nivel 1 e abaixo de 1). Destes, 41% dos alunos
sao incapazes de resolver questdes envolvendo procedimentos do cotidiano nos
contextos familiares, e apenas 0,1% dos 10.961 alunos participantes apresentou nivel
maximo de proficiéncia na area. No Quadro 1, esta a descricdo e o percentual de
estudantes por nivel de proficiéncia em Matematica do Pisa 2018 (A média do Brasil
foi de 384).

Quadro 1 — Resultados por nivel de proficiéncia - Pisa 2018

PERCEMTUAL
ESCORE DE
MIMIMO | ESTUDAMTES
NO NIVEL

CARACTERISTICAS DAS TAREFAS

NIVEL

Mo MNivel 6 os estudantes s30 capazes de conceituar,
generalizar e utilizar informagGes com base em  suas
inwestigagtes e na modelagem de problemas complexos, e sdo
capazes de usar seu conheciments em contextos relativamente ndo
padronizados. Conseguemestabelecer ligacdes entre diferentes fontes
deinformagdoerepresentagtes, etransitar entre elas com flexibilidade.
OCDE: 2,4% Evidenciam um pensamento @ um raciocinio matemiticos avancados.
669 \ Sdo capazes de associar sua percepcac  sua compreensao junto com
Brasil: 0,1% . - - - -
umdominio de operactes arelagfes matematicas simbdlicas e formais
para desenvolver novas abordagens e estratégias que lhes permitarm
lidar com situacBes novas. Conseguem refletir sobre suas
acoes e formular e comunicar com precisd@o suas agies e reflexdes
relacionadas as constatagdes, interpretagtes e argumentagdes que
elaboram; sdo ainda capazes de explicar por gue razdo estas sdo
adequadas & situacdo original.
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Mo Mivel 5, os estudantes sdo capazes de desenwvolver modelos
para situacdes complexas e trabalhar com eles. identificanda
restrigies e especficandoe  hipdteses. Conseguem  selecionar,
comparar e avaliar estratégias adequadas de resolucio de problemas
para lidar com problemas complexos relacionados a esses modelos.

&0F grcagﬁ_: 5::: Canseguaerm trabalhar estrategicaments, utiizande um vasto & bam
T desenvalvido conjunta de habilidades de pensamento e de raciocinia,

representactes conectadas de maneira adequada, caracterizactes
simbdlicas e formais, e percepcdo relativa a essas situacdes.
Camecam a refletir scbre suas agdes e 80 capazes de formular e de
SOmMUnECar suas interpretactes e raciocinios.

Mo Nivel 4, os estudantes sdo capazes de trabalhar de maneira eficaz
com modelos explicitos emn situagdes concretas complexas, que podem
envalver restriges ou exigir formulagdoe de hipdteses. S3o capazes
OCDE: 18.5% de selecionar e de integrar diferentes representagdes, inclusive
545 Brasil- 3 -'t% representacdes simbdlicas, relacionando-as diretamente a aspectos
S de situactes da vida real. Conseguemn utilizar seu conjunto limitado de
habilidades e raciocinar com alguma perspicacia em contextos diretos.
Sdo capazes de construir @ de comunicar explicagies e argumentos

com base em suas interpretacies, argumentos e agies.

Mo Mivel 3, os estudantes s3o capazes de executar procedimentos
descritos com  clareza, inclusive aqueles que exigem decisfes
sequenciais. Suas  interpretagies s3c  seguras o suficiente
para servirem de base & construgdo de um modelo simples
ou a selecdo e aplicacdo de estratdgias simples de resolugdo de
OCDE: 24,4%: - ) - .
482 ) problemas. 530 capazes de interpretar e de utilizar representagfes
Brasil: 9.3% \ \ = .
baseadas em diferentes fontes de informacdo e de raciodnar
diretamente com base nelas. Demonstram alguma capacidade para
lidar com porcentagens, fragdes e numeras decimais, e para trabalhar
com relagdes de proporcionalidade. Suas solugtes indicam que eles
se envolvern em interpretacies e raciocinios bésicos.

Mo Mivel 2, os estudantes sdo capazes de interpretar e reconhecer
situactes em contextos que ndo exigem mais do que inferéncias
diretas. Conseguem extrair informacgdes relevantes de uma dnica
OCDE: 22,2% s P

420 Brasit 18,29 fonte e utilizar um dnico modo de representagdo. Conseguem
rasl empregar algoritmos, fdrmulas, procedimentos ou convenches
bdsicos para resolver problemas que envolvern nidmeros inteiros. S3o

capazes de fazer interpretacoes literais de resultados.

MNe Mivel 1, os estudantes s3o capazes de responder a gquestdes
que envolvern contextos familiares, nas quais todas as informacdes
OCDE: 14.8% relevantes EEtIEG pr\.EIEEntEIE eas queﬁstﬁes estio claramentea d.E"HI'I'IdE 5.
358 Brasik 27 1% Conseguem identificar informacgdes e executar procedimentos
B rotineiros, de acordo com instrucdes diretas, em situactes explicitas.
Conseguem realizar acdes que s3o, quase sempre, dbvias e que

decorremn diretamente dos estimulos dados.

Abaixo OCDE: 9,1% A OCDE nao especifica as habilidades desenvaolvidas.
de 1 Brasik 41,0%

Fonte: Inep (2019)

Em 2022, o Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes, de forma
amostral, contemplou apenas 10.798 estudantes em 599 escolas, representando em
torno de 2.263.000 estudantes com idade de 15 anos. Os resultados médios de 2022

estdo apresentados no Grafico 1.
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Grafico 1 — Tendéncias no desempenho em Matematica (Pisa 2022)
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Fonte: Inep (2023a, p. 6)

A média de proficiéncia em Matematica no Brasil em 2022 foi de 379,
praticamente os mesmos resultados de 2018 nesse mesmo componente curricular.
No pais, 73% dos estudantes brasileiros ndo alcangaram o nivel 2 de proficiéncia em
Matematica, considerado pela Organizagdo para a Cooperagao e Desenvolvimento
Econémico (OCDE) o nivel basico para que os jovens possam exercer plenamente
sua cidadania. Assim, de acordo com o nivel, esses estudantes podem interpretar e
reconhecer, sem precisar de instrugdes diretas, como uma situacao simples pode ser
representada matematicamente.

Apenas aproximadamente 1% dos estudantes do Brasil tiveram alto
desempenho em Matematica, o que significa que atingiram o Nivel 5 ou 6 na Lista,

como podemos observar no Grafico 2.
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Grafico 2 — Distribuigdo dos estudantes na escala de proficiéncia nos paises/economias selecionados
em Matematica
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Outra avaliacdo externa que subsidia a analise da qualidade do ensino da
matematica € o Saeb, que permite ao Inep realizar um diagnéstico da Educagao
Basica brasileira e avaliar a qualidade das institui¢des de ensino por meio da avaliagao
externa aplicada a cada dois anos na rede publica e em uma amostra da rede privada.
Assim, para compor o indice de Desenvolvimento da Educagao Basica (Ideb), juntam-
se as médias de desempenho dos estudantes, apuradas no Saeb, com as taxas de
aprovacgao, reprovacgao e evasao escolar apuradas no Censo Escolar.

No Gréafico 3, é possivel observar a média da proficiéncia em matematica no 9°
ano do Ensino Fundamental da prova do Saeb 2021. Dos 26 estados mais o Distrito
Federal, apenas nove encontram-se acima da média do Saeb no Brasil, atingindo o
nivel 3 da proficiéncia matematica (de acordo com o Anexo, o nivel 3 refere-se a um
desempenho maior ou igual a 250 e menor do que 275). O Espirito Santo foi um
desses estados que atingiu uma média (260) acima da média Brasil (256,26), junto do
Cear4, Distrito Federal, Goias, Minas Gerais, Parana, Rio Grande do Sul, Santa

Catarina e Sao Paulo.


http://portal.inep.gov.br/censo-escolar
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Grafico 3 — Proficiéncia em Matematica (Saeb 2021)
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De acordo com os dados de proficiéncia média no Saeb, a maioria dos estados
brasileiros tém, na média, alunos até o nivel 3, no qual o aluno consegue determinar
a soma, a diferenga, o produto ou o quociente de numeros inteiros; identificar reta
numeérica; reconhecer numeros racionais, representados na forma decimal e escrita;
reconhecer a fracdo em figuras e fracao irredutivel; interpretar e associar dados em
graficos; reconhecer a planificagdo de um sélido simples e resolver problemas
envolvendo grandezas diretamente proporcionais.

Nos graficos a seguir, observamos a evolugcéo das proficiéncias médias em
Matematica no 5° e 9° ano do Ensino Fundamental e no Ensino Médio, no periodo de
2011 a 2021, nas avaliagdes do Saeb no Brasil. A média foi melhorando ao longo dos
anos (2011 - 2019), apesar desses resultados ainda estar longe dos niveis desejados,
porém em 2021 houve redugdes entre 7 e 11 pontos na média do Saeb, fruto do
impacto da COVID 19 na escola brasileira que afastou os alunos da sala de aula de
forma intermitente nos anos 2020 e 2021. O estado do Espirito Santo também teve
uma queda de 11,1 pontos na proficiéncia média no Saeb, em Matematica, no 9° ano
do Ensino Fundamental, passando de 271,1 em 2019 para 260 em 2021. Observamos
ainda que em 2021, somente a proporc¢ao de 0,8% de estudantes do 9° ano do Ensino
Fundamental se localizou no ultimo nivel desejado (nivel 9), que é quando o
desempenho nas avaliagdes € maior ou igual a 400, conforme Escala de Proficiéncia
de Matematica do 9° ano do Ensino Fundamental (ANEXO A).



Grafico 4 — Evolugao das proficiéncias médias em Matematica no Saeb entre 2011 e 2021
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Com base na anadlise anterior a respeito da proficiéncia em Matematica na
prova do Saeb nos anos finais do Ensino Fundamental, constatamos a defasagem de
assuntos estruturais da Matematica nos estudantes ao chegarem ao Ensino Médio.

Em razdo disso, muitas vezes o professor, ao iniciar o estudo da Matematica
no Ensino Médio, deve destinar parte de suas aulas para fazer a revisdo de conteudos
do Ensino Fundamental. Essa lacuna de aprendizagem pode ser consequéncia de
varios fatores, como por exemplo, falta de assimilagdo ou compreensao parcial por

parte dos alunos dos temas abordados, conforme Brito e Oliveira:

Temos como hipoétese que a falta de habitos de leitura, em que se destaca a
de Lingua materna, e de contextualizagdo adequada dos problemas
matematicos, tanto pelos professores quanto pelos alunos leva os envolvidos
no processo escolar a uma dificuldade de empatia para com os conteudos
dessa disciplina. Isso acarretaria baixo rendimento, desestimulo, reprovagéo,
desisténcia e evasao escolar, tanto na escola basica quanto nas licenciaturas.
(BRITO & OLIVEIRA, 2008).

Dessa forma, é necessario que o professor crie alternativas e mecanismos para
suprir essas dificuldades antes de avangar com os conteudos. Outro fator que dificulta
o ensino da Matematica € o “algebrismo”, relativo a definicdo dada por J. Santos,

Franca e Lucia Santos para algebristas:

Definiremos como algebrista; aquele que tem por interesse somente a parte
algébrica pura, nao tem proveito em buscar por hora a aplicacdo de suas
demonstragdes. Essa abstragdo para o aluno que nao tem uma base em
Matematica é prejudicial e traz mais confusdo que a construgdo do seu
conhecimento. (SANTOS, FRANCA, & SANTOS, 2007, p. 28).

O Saeb avalia a qualidade da educacdo oferecida aos estudantes pelas
instituicobes de ensino e oferece beneficios para a elaboragdo, o monitoramento e o
aprimoramento das politicas educacionais com base nas evidéncias.

Nesse sentido, quanto ao estado de Espirito Santo, ao analisar de forma mais
detalhada os resultados do Saeb 2021 para as turmas do 9° ano do Ensino
Fundamental de 2021, encontramos os seguintes numeros, indicados no Quadro 1,
nos trés niveis: Municipal (Vitoria), Estadual (Espirito Santo) e Nacional (Brasil).
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Quadro 2 — Saeb 2021 - 9° ano do Ensino Fundamental

% Nivel 0 | Nivel 1 | Nivel 2 | Nivel 3 | Mivel 4 | Nivel 5 | Nivel 6 | Mivel T | Mivel & | Nivel §

Total municipio | 3954 | 1393 | 1704 | 1736 | 1502 | 987 | 366 | 121 | 037 | 000

Total estado | 1477 | 1215 | 1645 | 19,07 | 1855 | 1211 | 499 | 141 | 044 | 0,00

Total Brasil 147 | 131 | 166 | 182 | 175 | 11,8 5.3 2,0 1,4 0,00

Fonte: Inep (2021)

A proficiéncia com calculos e o manuseio das operagdes com numeros inteiros
se da a partir do nivel 3 (Saeb), ou seja, quando o desempenho € maior ou igual a
250 e menor que 275. A partir dos resultados do Saeb 2021, pode se constatar que
52,51% dos alunos da rede municipal de Vitéria (9° ano do Ensino Fundamental) ndo
dominam o assunto, portanto apresentam uma defasagem de conhecimento.

O ensino-aprendizagem da disciplina sempre foi muito questionado, pelo

menos no Brasil.

Desde o Brasil Colénia, a matematica era ensinada com base na
memorizagao e na repeticdo exaustiva de exercicios (....) Aqui no pais, cabia
as escolas militares ensinar matematica com fins praticos, que envolviam o
uso de armas de guerra e a construgéo de fortificagbes (...) Apos essa data
[1832, ano da Independéncia do Brasil], o saber matematico passou a fazer
parte da formagéo geral das elites instruidas, basicamente funcionarios de
governo e profissionais liberais (...) A partir da década de 1930, identifica-se
um primeiro movimento que buscou modernizar o ensino da matematica,
liderado pelo engenheiro sergipano Euclides Roxo (1890-1950), professor de
matematica e diretor do Colégio Pedro I, no Rio de Janeiro. Até entdo, nao
havia propriamente a disciplina de matematica nas escolas, mas, sim, cursos
separados de algebra, aritmética e geometria (...) Roxo também travou
discussbes com alguns de seus pares ao defender a diferenciagdo entre a
matematica, como campo disciplinar, e o ensino de matematica. Essa
distingdo, que ajudou a pavimentar o ensino da matematica como area de
pesquisa no Brasil, € considerada o marco inicial para a historiografia da
educacéo matematica. (...) Uma pergunta foi se estabelecendo: quem é que
tem autoridade para dizer o que deve ser ensinado nas escolas? Os
matematicos ou quem lida com o ensino de matematica? (PIERRO, 2022).

A esse respeito, apds uma leve melhoria nos ultimos anos (2011-2019), houve
uma queda (2021) na proficiéncia média dos alunos em Matematica, conforme
resultados das avaliagdes Pisa e Saeb, assim, € necessario que mudangas para o
ensino como um todo ocorram, a fim de aplicar e alinhar os conteudos teéricos as
necessidades e as situagdes enfrentadas pela sociedade no cotidiano. Segundo

Valente:

Além de possuir a informacao, é necessario desenvolver competéncias, que
sdo impossiveis de ser simplesmente memorizadas. Essas competéncias
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devem ser construidas por cada aprendiz, na interagdo com objetos e com
pessoas que coabitam o seu cotidiano. (VALENTE, 2011, p. 13).

O ensino aprendizagem da matematica precisa ser mais dindmico, aceitavel,

compreensivel e agradavel aos alunos. Nesse sentido, afirma D'ambrdsio:

Sabe-se que a tipica aula de Matematica, a nivel de primeiro, segundo ou
terceiro graus, ainda é uma aula expositiva, em que o professor passa para o
quadro negro aquilo que ele julgar importante. Os alunos acreditam que a
aprendizagem se da através de um acumulo de férmulas e algoritmos, nada
podendo gerar e criar, tornando o papel da disciplina passivo e
desinteressante. (D'AMBROSIO, 1989, p. 15).

No processo de ensino e aprendizagem, o estudante precisa ser motivado para
ter entusiasmo em aprender os conteudos. O educador tem o papel de intermediar e

gerir conhecimentos. Sobre a motivacao escolar, Tapia e Fita dizem que:

A motivagao escolar € algo complexo, processual e contextual, mas alguma
coisa pode fazer para que os alunos recuperem ou mantenham seu interesse
em aprender. A sociedade, aos 6rgaos publicos e a outras instituigdes cabe
encontrar solugdes. Aos professores e equipe docentes cabe a reflexao.
(TAPIA & FITA, 2015, p. 9).

Os livros didaticos tém explorado cada vez menos o conceito e 0s processos
praticos para os calculos de MDC e MMC, o que é preocupante uma vez que esses
conteudos tém muitas aplicagcbdes praticas, inclusive no cotidiano dos alunos, ao
mesmo tempo que sao base de outros conteudos matematicos posteriores. Apds a
analise dos graficos e das tabelas de proficiéncia mostrados até o momento,
observamos que os conteudos estruturantes da Matematica, incluindo o estudo do
MDC e MMC, nao podem ficar de fora do processo de aprendizagem dos alunos.

Em virtude da falta de aprofundamento dos livros didaticos, este trabalho tem
como objetivo criar uma proposta didatica para auxiliar docentes em suas aulas de
ensino de MMC e MDC. Com isso, montamos um material que podera servir de apoio
aos professores que quiserem realizar uma proposta pedagégica com base nesses

conceitos.

1.2 ABORDAGEM DE MMC E MDC NO CURRICULO DE MATEMATICA DO
ESPIRITO SANTO

A Matematica enquanto campo do saber tem suas caracteristicas bem
peculiares no sentido do desenvolvimento intelectual, humano e cientifico,
que vao desde as atividades cotidianas a questdes bem mais complexas de
cunho tecnoldgico. Ela cria sistemas abstratos, que organizam e inter-
relacionam fendmenos do espaco, do movimento, das formas e dos nimeros,
associados ou nao a fenébmenos do mundo fisico. Estes sistemas contém
ideias e objetos que sao fundamentais para a compreensao de fenémenos,
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para a construcdo de representacdes significativas e para argumentacdes
consistentes nos mais variados contextos. (BRASIL, 2017).

Ao longo da construgcao do conhecimento matematico, o estudante precisa ser
estimulado e motivado a buscar a aprendizagem dos conteudos, aplicando-os em sua
vivéncia.

O curriculo da rede estadual do estado do Espirito Santo foi atualizado em 2018
com o intuito de proporcionar uma educacao mais ampla e universal, tendo o0 ambiente
escolar como um local propicio para o desenvolvimento da cidadania e da redugao da
desigualdade de condigbes. Conforme documento orientador da Secretaria de
Educacao, “O Espirito Santo esfor¢a-se para superar contrastes sociais, vislumbrado
na escola territério propicio ao desenvolvimento da cidadania e a promog¢ao da
dignidade humana”. (ESPIRITO SANTO, 2018b, p. 11).

Apos a analise do curriculo da rede estadual do estado do Espirito Santo, é
possivel concluir que a sistematizagdo de aprendizagem €& bem atual, pois associa
objetos do conhecimento a habilidades e competéncias que devem ser trabalhadas
durante as etapas de aprendizagem e, por fim, liga todo o conhecimento adquirido aos

temas integradores. Pode-se evidenciar essa abordagem no trecho a seguir.

[...] o Espirito Santo promove um curriculo estruturado com identidade
prépria, mas legalmente embasado, a fim de oportunizar educacédo de
qualidade a todos, por meio do desenvolvimento de habilidades e
competéncias que promovam carater ético, autbnomo, critico-reflexivo e
emancipado, condi¢des imprescindiveis a atuagdo em contextos educativos,
no mundo do trabalho e na vida em sociedade. (ESPIRITO SANTO, 2018a,

p. 11).

De acordo com a estrutura da grade curricular de Matematica da Sedu,
observou-se que os conteudos de MMC e MDC sao estudados no 6° e 7° ano do
Ensino Fundamental. Observamos, no Quadro 3, conteudos, objetivos, habilidades e
competéncias referentes a cada ano escolar dos conteudos no curriculo da rede

estadual do Espirito Santo.

Quadro 3 — Sistematizagado das aprendizagens essenciais

6° ano
Possibilidade
. A de
Ca'f"?° Objet_o do Habilidades Compet’e_nC|as envolvimento
tematico conhecimento especificas
Temas
integradores
Fluxograma para | Fluxograma (CE02) Desenvolver o (TN2)
Numeros | determinar a para determinar | raciocinio légico, o Trabalho,
paridade de um a paridade de espirito de investigacdo | Ciéncia e
ndmero natural um numero € a capacidade de Tecnologia
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Multiplos e
divisores de um
numero natural
Ndmeros primos
e compostos
Minimo Multiplo
Comum Maximo
Divisor Comum

natural Multiplos
e divisores de
um ndamero
natural NUmeros
primos e
compostos
Minimo Multiplo
Comum Maximo
Divisor Comum

produzir argumentos
convincentes,
recorrendo aos
conhecimentos
matematicos para
compreender e atuar no
mundo

(CEO06) Enfrentar
situagdes -problemas
em multiplos contextos,
incluindo situagdes
imaginadas, nao
diretamente
relacionadas com o
aspecto pratico-utilitario,
expressar suas
respostas e sintetizar
conclusoes, utilizando
diferentes registros e
linguagens (graficos,
tabelas, esquemas,
além de texto escrito na
lingua materna e outras
linguagens para
descrever algoritmos,
como fluxogramas, e
dados).

(CEO08) Interagir com
seus pares de forma
cooperativa,
trabalhando
coletivamente no
planejamento e
desenvolvimento de
pesquisas para
responder a
questionamentos e na
busca de solugbes para
problemas, de modo a
identificar aspectos
consensuais ou ndo na
discussdo de uma
determinada questéo,
respeitando o modo de
pensar dos colegas e
aprendendo com eles.

7° ano
Possibilidade
de
Car’n;.)o Objet.o do Habilidades Compet’é.ncias envolvimento
tematico conhecimento especificas Temas
integradores
Numeros | Mdltiplos e (EFO7MAO01) (CE02) Desenvolver o (TI12) Trabalho,
divisores de um Resolver e raciocinio logico, o Ciéncia e
ndmero natural elaborar espirito de investigacao e | Tecnologia.
Minimo Multiplo problemas com | a capacidade de produzir
Comum nameros argumentos

naturais,

convincentes, recorrendo
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Maximo Divisor envolvendo as aos conhecimentos
Comum nogdes de divisor | matematicos para
e de multiplo, compreender e atuar no

podendo incluir | mundo.
maximo divisor
comum ou
minimo multiplo
comum, por meio
de estratégias
diversas, sem a
aplicagao de
algoritmos.

(CEO05) Utilizar processos
e ferramentas
matematicas, inclusive
tecnologias digitais
disponiveis, para
modelar e resolver
problemas cotidianos,
sociais e de outras areas
de conhecimento,
validando estratégias e
resultados.

Fonte: (ESPIRITO SANTO, 2018b)

Ao analisar a coluna de habilidades pretendidas, percebe-se a preocupagao do
curriculo em orientar os professores a ndo apenas explicar as ferramentas aos alunos
para resolucdo de problemas envolvendo o uso de MMC e MDC, como também
oportunizar aos estudantes a criacao de suas proprias questdes sobre os temas que
estdo sendo abordados. Esse tipo de iniciativa € raro na aprendizagem da
Matematica, pois na educacgao tradicional o aluno € condicionado apenas a resolver
as questdes e ndo a monta-las.

Outro ponto que merece destaque é o fato de o documento mencionar “por
meio de estratégias diversas”, dando a ideia de que a Matematica € uma ferramenta
por meio da qual a sociedade pode sonhar, moldar e construir caminhos para
situacdes novas, mostrando, assim, que a disciplina € fundamental na evolugao e no
avango da humanidade.

Na coluna das competéncias, destaca-se a importancia de associar o estudo
de MMC e MDC com as tecnologias atuais, bem como a necessidade de apresentar
os resultados desses estudos em diversas formas: tabelas, graficos, esquemas etc.
Outro ponto de destaque € o fato de incentivar professores a fomentar momentos nas
aulas em que os alunos possam trabalhar de forma cooperativa, para criar caminhos
que levem a resolucao de problemas propostos, contribuindo para uma educacéao
libertadora e inovadora.

O curriculo promove que o professor seja sujeito do processo educativo,
intelectual, pesquisador, reflexivo e mediador, tendo o desafio de construir novas
alternativas pedagdgicas para a sua pratica docente (ESPIRITO SANTO, 2018a).

Entdo, o educador tem de ser um mediador e ndo apenas uma pessoa que transmita
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conhecimento, pois cada vez mais é comprovado que a educagao € um mecanismo
dindmico, na qual o aluno é o protagonista e o professor € um semeador do
conhecimento e impulsionador de ideias. A educacido deve ser tratada como peca
fundamental para a transformacéo da sociedade, e o papel da escola deve ser o de
formar cidadaos capazes de intervir e mudar situagdes ao seu redor, buscando um

mundo mais justo e menos desigual.

1.3 ABORDAGEM DE MMC E MDC EM LIVROS DIDATICOS

Com base no estudo do curriculo do Espirito Santo, escolhemos analisar a
sequéncia do ensino dos conteudos de MDC e MMC abordada nos livros de Iracema
e Dulce (2012) para o 6° ano, e no livro de Bianchini (2018) para o 7° ano, ambas as
obras dedicadas ao Ensino Fundamental.

Comecando pelo livro de Iracema e Dulce (2012), a sequéncia adotada pelo
livro A, no capitulo 3 com o titulo de “Numeros primos e a decomposicdo de numeros”,

€ proposta da seguinte forma.

O autor deixa uma explicacéo para o professor orientando que “ndo ha
necessidade de dar énfase a este conteudo de MDC, pois sdo poucas

suas aplicagdes no cotidiano dos alunos”.

[ Definicado do MDC. ]

Exemplo envolvendo dois numeros com seus divisores comuns e

apresentacao do maximo divisor comum entre eles.

[ Exemplo simples do conteudo anterior. }

Ja a sequéncia adotada pelo mesmo livro, porém no capitulo 4, com o titulo de

“Multiplos comuns e o Minimo divisor comum”, é proposta da seguinte forma.



de 12 em 12 dias. E pergunta que dia eles treinariam juntos.

k48,72, .... Portanto, eles se encontrardo depois de 24 dias.

/Comegou com um exemplo de dois meninos, o Mauro e o Daniel, que\

treinavam futebol em um clube. Mauro treinava de 8 em 8 dias e Daniel

Na resolugao, escreveu os multiplos de 8 e de 12, que correspondiam

aos dias de treino dos meninos. E os multiplos de 8 e 12 que sao: 0, 24,

/

Explica o procedimento de como calcular os multiplos comuns de dois ou

mais numeros.

Definicao do MMC.

Exercicios simples para calcular o MMC entre dois numeros.

Exercicios simples para calcular o MMC entre dois numeros.

Sequéncia de exercicios simples e complementares com MMC.

Exercicios simples para calcular o MMC entre dois numeros.

Explica o processo de decomposi¢ao simultdnea em fatores primos, pelo

~

Na “Secao +” trabalha questao contextualizada com a utilizagao do MMC.

~

J

Explica o crivo de Erastéstenes, um método para encontrar os numeros

primos criado por um matematico nascido na Grécia (267 a.C.-194 a.C.). )

~

Encerra com uma sequéncia de exercicios sobre o conteudo anterior.

[
[
[
[
[
[
|
[

N

J
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O texto do livro de Iracema e Dulce (2012), utilizado no 6° ano do Ensino
Fundamental, abordou o assunto de maneira bem resumida, direta e tradicional. As
definicdes foram bem claras, porém com pouquissimas ilustragdes.

O conteudo de MDC foi abordado em apenas uma pagina ao final do capitulo 3,
utilizando o dispositivo direto para o calculo, e depois foram propostos trés exercicios
simples, sem contextualizagao. As autoras deixam uma nota dizendo que o assunto
nao é tao utilizado no cotidiano dos estudantes e o professor ndo precisa dar énfase
ao tema.

No capitulo 4, as autoras comegam contextualizando o conteudo de MMC antes
da definicdo. As questdes propostas sdo em maioria simples e “mecanicas”, como
mostra a Figura 1. As perguntas sao feitas de maneira direta, ou seja, sem nenhuma
necessidade da interpretacdo pelo estudante. Ha pouquissimos exercicios com

contextualizagbes associando o tema ao cotidiano dos estudantes.

Figura 1 — Reprodugéo do livro didatico do 6° ano

Fazer e aprender

Faga todas as atividades desta segao em seu caderno.

68. Calcule, pelo processo da decomposigao simulta- 69. Desta vez é voc’é quem escrr;:ﬁe a forma de calcy-
Nea em fatores primos, 0 mfnimo mdltiplo comum |ar o minimo mdltiplo comum:

destes ndmeros: a) mmc.(10,35) 0 &) mmc.(4.6.10) i
a) 12e15 R b) mmec.(24,16) as  fI m.m.c.(8.18,36) -,
12, 15 ‘2 _ e@Estel ¢) mmc.(9,15) s g) mme. (21,28, 42) s
6,15]2.2" | comecamos.. d) mmc. (32,800 160 h) mmc. (20,108,135}
b) 30e48 oW

C)51475:112 Veja resposta e Tina| do livro.

Faga todas as atividades desta segdo em seu caderno.

70. 0 namero 60 é mdltiplo de 10, 12 e 15. Calcule o a) Sem calcular esses nameros, identifique o
minimo miltiplo comum entre: m.m.c. (a, b) na forma fatorada completa,
al 10e60. a0 b) Qual é o valor dom.m.c. (a, b)? aso =4
b) 12e60. ¢ 73. As letras p, q e X representam @FEITTIS,
c) 15e60. ¢ trés ndmeros naturais diferentes. | Dl 3a0an
* 0 que ocorre com o mm.c. (a, b) quando b ¢ Afatoraggo completa desses nd- | 4=9:7
mdltiplo de 87 m.m.c.(a, )~ b meros esta no quadro. Qual é o { Xx=3-5 /]
71. 0 namero 126 é o minimo mUltiplo comum de 18 e valor do mm.c. (p, g, X)? 1575 FEN g
42. Identifique outros quatro mdltiplos comuns des- | 74. Dona Antonia possui um enfeite pisca-pisca para
Ses NOMET0S. 252, 378, 504 e 630. (Existem outras respostas.) 4rvores de Natal que tem lampadas amarelas,
72. Neste quadro, as letras a e b representam dois vermelhas e azuis. As |ampadas amarelas se
nimeros naturais que estao decompostos em um acendem de 4 em 4 minutos; as vermelhas, de
produto de fatores primos. 3 em 3 minutos; e as azuis, de 6 em 6 minutos. Se
a3 as 20 horas e 15 minutos todas as lampadas se
b=2.3.5 acenderem, a que horas elas voltario a se acen-
= der ao mesmo tempo? 20 horas e 27 minutos.

Fonte: Iracema e Dulce (2012)

Com a utilizagdo do livro de Iracema e Dulce (2012), o professor precisara

contextualizar os conteudos dando sentido a eles, melhorando a compreensao e o
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entendimento dos alunos. A Sedu considera importante a “contextualizacdo” dos

conteudos matematicos para formar cidadaos criticos. No documento, € citado:

[...] consideramos importante no ensino de Ciéncias Naturais os seguintes
principios metodolégicos: Contextualizagdo: procurar sempre a interagédo
entre os conhecimentos escolares com a vida pessoal do aluno, com 0 mundo
ou a sociedade em geral e com o proprio processo de produgido de
conhecimentos. Com esse fim, orientamos que as atividades/tarefas
pedagdgicas sejam organizadas a partir de projetos, temas geradores, mapas
conceituais, problematicas, eixos tematicos, etc. (ESPIRITO SANTO, 2018a,
p. 94).

O entendimento da Matematica por meio da contextualizagdo pode ser uma
estratégia de ensino utilizada pelo professor, vista também nas Orientagdes

Curriculares Nacionais.

A contextualizacdo ndo pode ser feita de maneira ingénua, visto que ela sera
fundamental para as aprendizagens a serem realizadas — o professor precisa
antecipar os conteudos que sado objetos de aprendizagem. Em outras
palavras, a contextualizagdo aparece ndo como uma forma de “ilustrar’ o
enunciado de um problema, mas como uma maneira de dar sentido ao
conhecimento matematico na escola. (BRASIL, 2006, p. 83).

O segundo livro analisado foi o do autor Bianchini (2018), volume 2, utilizado
no 7° ano do Ensino Fundamental.
A sequéncia adotada pelo livro no capitulo 2, com o titulo “Numeros racionais”,

€ proposta da seguinte forma.

/A secao 5 comega com o exemplo de uma tabela que mostra o numero de Iivros\
encomendados em trés livrarias, em que um carregador precisava colocar o maior
numero possivel de livros em cada pacote, sabendo que cada um deveria ter a mesma

quantidade de livros. Encontrou-se os divisores comuns em cada opg¢ao e foi pegou o

kmaior numero como pedido na questao. /

O capitulo inicialmente faz a abordagem sobre os nimeros racionais e a apresentacao da
reta numérica, comparando 0s numeros racionais escritos na forma de fragdo e de

decimal.

Os conteudos de multiplos, divisores de um numero, os critérios de divisibilidade e
nuameros primos, com exemplos e exercicios contextualizados em cada conteudo, séo
abordados no livro do 6° ano de Bianchini (2018) e na parte de “saber mais” o autor

contextualiza o MDC e MMC, que seréao trabalhados no livro do 7° ano.
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[ Retornando ao capitulo 2 do livro do 7° ano.

[ Sequéncia de exercicios simples e contextualizados sobre divisores e MDC.

e N
Explicagdo do calculo do MDC pela decomposicao em fatores primos utilizando o
dispositivo pratico.

J
Definigdo de MMC.
Sequéncia de exercicios propostos envolvendo MDC.

[ Sequéncia de exercicios propostos com questdes diretas e outras contextualizadas.
Explica o procedimento do calculo do MMC pela decomposicao em fatores primos,
utilizando o dispositivo pratico em dois casos: decomposi¢cdo de cada numero separado
e depois decomposigcao simultanea.

/

Sequéncia de exercicios propostos sobre o tema anterior.

Os exercicios complementares do final do capitulo trazem alguns exercicios que
envolvem situagdes do cotidiano, como cinema.

Na parte do “diversificando”, sugere o jogo corrida dos numeros primos e ensina a joga-
lo.

N/ N

O livro desenvolve o assunto de maneira detalhada, com a preocupacao de
relacionar o conteudo com as situagdes do cotidiano, ou seja, utiliza sempre a
contextualizagao dos conteudos matematicos, como mostra a Figura 2. As defini¢gdes
foram bem claras, com passo a passo e ilustragdes. O autor incentiva os professores
a promoverem discussdes e propor dialogos sobre os temas com os alunos, visando

valorizar “os conhecimentos e experiéncias que os estudantes adquiriram fora da
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escola, além de trazer, para a sala de aula, problemas cotidianos [...]” (SILVA &
GARNICA, 2013, p. 72).

Figura 2 — Reprodugéo do livro didatico do 7° ano

Considere a seguinte situagdo.

Um feirante sempre leva para a feira a mesma quanti-
dade de ovos de galinha para vender. Ele sabe que colo-
cando os ovos em embalagens para 12 ou para 18 ovos,
nao sobra nem falta ovo. Vamos calcular qual é o menor
numero de ovos que satisfaz essas condigdes.

AEOEUE M0

Inicialmente, determinamos os mdltiplos de cada um
desses nimeros:

= miltiplosde 12: 0,12, 24, 36,48, 60,72, 84, 96, 108,
120,132, ..

= multiplos de 18: 0, 18, 36, 54, 72, 90, 108, 126, ...

Os nimeros que sdo multiplos de 12 e também de 18 sao chamados de muiltiplos comuns
del12e18. Saoeles: 0, 36, 72, ...

Dos multiplos comuns, diferentes de zero, o menor nimero é 0.36. Assim, o menor nimero
de ovos é 36.

O menor multiplo comum de dois ou mais ndmeros, diferente de zero, é chamado de
minimo multiplo comum e representado pelas iniciais mmc.

Na situagdo apresentada, vimos que o minimo multiplo comum de 12 e 18 é 36, que se
indica por:

mmc(12,18) = 36

Fonte: Bianchini (2018)

Ao longo do capitulo, as questbes propostas sdao bem elaboradas e
contextualizadas, e o aluno precisa exercitar a interpretacdo antes de realizar os
calculos. Com isso, é possivel melhorar a compreensao e o entendimento dos alunos

e contribuir para a formagao de cidadados cada vez mais criticos.

O Curriculo do Espirito Santo reitera seu compromisso em valorizar a
aprendizagem e suas diferentes formas de desenvolvimento, de respeitar o
estudante em sua singularidade, integralidade e diversidade, de ampliar a
leitura de mundo a partir do conhecimento cientifico trabalhado de modo
significativo, de promover a contextualizacdo e a problematizacdo dos
saberes, de fortalecer a relagédo professor-aluno num processo de mediagao
e didlogo, e de direcionar os esfor¢cos para a melhoria da qualidade em
educagao como um direito fundamental. (ESPIRITO SANTO, 2018b, p. 20).

A abordagem do conteudo do MMC e MDC aparece nos livros como uma
complementagdo dos assuntos de divisores e multiplos de um numero natural.
Encontramos um capitulo/unidade com esse tema, no qual identificamos a
decomposicdo de um numero, os multiplos e os divisores desse numero, a
caracterizagcao de numeros primos e a fatoracdo. Somente depois sao incluidas as

nogdes de MDC e MMC de dois ou mais numeros.
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Passaremos agora a analisar os conteudos de MDC e MMC de forma mais
detalhada e aprofundada em comparagao aos livros didaticos analisados, com a
finalidade de auxiliar professores em suas propostas pedagogicas. Depois, sera
apresentada uma proposta didatica sobre o conteudo.

Para entender e aplicar o MMC e o MDC em problemas, € necessario a
compreensao previa dos conceitos de numeros inteiros e numeros primos, de acordo

com as descri¢gdes dos niveis do Saeb.
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CAPITULO 2

Neste capitulo serdo apresentados definicdes e resultados importantes para o
conhecimento de professores do componente curricular de Matematica, antes de
desenvolver a proposta didatica com os estudantes que envolvem Maximo Divisor
Comum e o Minimo Multiplo Comum. Em particular, serdo tratados os conceitos
relacionados com o Algoritmo de Euclides, Numeros primos e Teorema Chinés dos

Restos por meio de definigdes, exemplos e demonstragdes do livro de Hefez (2016).

2.1 MAXIMO DIVISOR COMUM (MDC)

Sejam a, b e d numeros inteiros, dizemos que d divide a quando existe um
nuamero inteiro c, tal que a =dc. Quando d divide a, escreve-se d | a e se diz que a é
um multiplo de d ou que d é um divisor de a ou que a é divisivel por d.

O numero d sera dito um divisor comumdeaeb,sed|aed|b.

O maximo divisor comum de a e b, sera denotado por (a,b) e a definicao
respectiva a seguir € praticamente a definicdo dada por Euclides nos Elementos
(2009).

Definigdo 2.1.1. Dizemos que um numero inteiro d=20 &€ o MDC de a e b se
possuir as seguintes propriedades:

i. dédivisorcomumdeaeb,e

ii. dédivisivel por todo divisor comum de a e b.

A condigao (ii) acima pode ser enunciada também na forma:

i". Se cé umdivisorcomum de a e b, entdo c|d.

O maximo divisor comum de dois numeros, se existir, € unico. De fato, se d e
d’ sdo dois MDC de ae b, entdo d|d’ e d’ | d. Sendo d e d’ inteiros ndo negativos,
implica que d=d’.

Agora, se d >0 é o MDC de a e b, inteiros ndo nulos, entdo d € o maior dentre
todos os divisores comuns de a e b. De fato, se ¢ € um divisor comum qualquer de a
e b, entdo |c| divide d, dai, ¢ < |c| < d, 0 que mostra que d é o maior divisor comum
deaeb.

Lema 2.1.2. Sejam a, b, n € Z. Se existe (a, b —na), entdo (a, b) existe e
(a,b) =(a,b—-na).
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Euclides utilizou esse lema para provar a existéncia do MDC de dois numeros
inteiros.

Demonstracao. Seja d = (a, b — na). Pela definicdo, d|a e d| (b — na), logo
segue que, d divide b = (b — na) + na. Portanto, d € um divisor comum de a e b (a).
Suponha que c seja um divisor comum qualquer de a e b. Logo, ¢ é um divisor comum

de aeb - nae, portanto, c | d. (). De (a) e (B), concluimos que d = (a, b). [

A prova da existéncia do MDC de dois numeros inteiros é apresentada na
Secgao 2.3, uma vez que esta demonstracao fornece um algoritmo para o calculo do
MDC, chamado de algoritmo de Euclides. Dessa forma, podemos admitir a existéncia
do MDC de dois numeros inteiros a e b, ndo simultaneamente iguais a zero. Para o
caso em que a=b=0, temos o seguinte resultado: “(a, b) =0 se, e somente se,
a=b=0". (HEFEZ, 2016). (Observe que (0, 0) =0, porque todo numero inteiro divide
zero). Logo, como mencionado previamente, o maior divisor comum de a e b é, de
fato, o MDC de a e b, quando (a, b)>0. No entanto, quando a=b =0 nao existe o

maior divisor comum desses numeros.

Exemplo 1. Determine o MDC de 18 e 45.
Primeiro vamos determinar o conjunto dos divisores positivos de 18 e 45,
respectivamente.
D (18)={1,2,3,6,9, 18}
D (45)={1, 3,5, 9, 15, 45}
Entdo, ao observarmos os divisores, percebemos que 9 € o maior inteiro

positivo que divide os numeros 18 e 45, ou seja, (18, 45) = 9.

2.2 MINIMO MULTIPLO COMUM (MMC)

Definigdo 2.2.1. Diremos que um numero inteiro m 20 € um minimo multiplo
comum dos numeros inteiros a e b, se possuir as seguintes propriedades:

i. mé multiplocomumdeaeb,e

ii. secéum multiplocomumde aeb, entétom|c.

O minimo multiplo comum de a e b sera denotado por [a, b].
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Se existir o MMC de a e b, este sera unico. De fato, se m e m’ sdo dois minimos
multiplos comum de a e b, entdo m | m’ e m’|m. Sendo m e m’ n&o negativos, segue
quem=m.

Agora, se m é o MMC de a e b e ¢ € um multiplo comum de a e b, entdo pela
definicdo, m|c. Portanto, se ¢ é positivo, temos que m < ¢, mostrando que m é o
menor dos multiplos comuns positivos de a e b.

Uma vez que estamos admitindo a existéncia de (a, b), é possivel mostrar a

_ _labl
(a,b) ’

existéncia de [a,b] a partir da equacgao, |[a, b] quando (a, b)>0. (HEFEZ,

2016). Quando (a, b) =0, entdo a=b=0 e, neste caso, [a, b] =[0, 0] =0, uma vez
que o unico multiplo de zero é zero. Assim, sempre existe o MMC de numeros inteiros
aeb.
Exemplo 2. Determine o MMC de 18 e 45.
Vamos decompor em fatores primos os numeros dados.
18=2.3.3
45=3.3.5
Entdo, vemos que o menor multiplo comum de 18 e 45 é o produto dos fatores
em comum 32, com os fatores ndo comuns 2 e 5, que resulta 32.2.5=90, ou seja,
[18, 45] = 90. Também, a partir do conjunto dos multiplos positivos de 18 e 45,
respectivamente.
M (18) = {18, 36, 54, 72, 90, 108,...}
M (45) = {45, 90, 135, 180, 225, 270,...}
Obtemos o menor multiplo positivo de ambos os numeros: 90.

Uma outra forma de calcular o MDC de 18 e 45 é utilizando a relagao

_ labl
(a,b)’

Do exemplo 1, (18, 45) =9, logo [18, 45] = |18. 45|

[a, b] = 90.

2.3 ALGORITMO DE EUCLIDES

A seguir, sera apresentada a prova construtiva da existéncia do MDC de dois
numeros naturais, dada por Euclides nos Elementos, a qual pouco se aperfeigcoou em
mais de dois milénios (HEFEZ, 2016).

Aqui ndo sera provado que o maior divisor comumdeae b é o MDC de ae b,
ou seja, esta prova da existéncia do MDC de a e b nao é feita mostrando que o maior

divisor comum de a e b € multiplo de qualquer divisor comum de a e b.



41

Sejam a, b € N, supomos, sem perda de generalidade, que b < a.

Seb=10ub=a, ouainda b |a, sabemos entdo que, (a, b) =b.

Suponhamos entdo que, 1<b<a e que bta. Pelo Teorema da divisao
Euclidiana (HEFEZ, 2016, p. 46), existem inteiros q, e r, tal que, a =b.q, +r;, com
0 <r; <b. Disso, temos dois possiveis resultados:

i) r; | b, que pelo Lema 2.1.2 implica em, r; = (b,r;) = (b, a—q,.b)=(b,a) e
encerra-se o algoritmo com r; sendoo MDC de a e b.

ii) ri4 b, logo é possivel efetuarmos a divisdo euclidiana de b por r;, obtendo os
inteiros q, e r,, tal que, b=r;.q, +r,, com 0<r, < r;. De onde podemos ter
novamente dois resultados diferentes:

') r, | ry, €, novamente pelo Lema 2.1.2, r, = (ry, r;)= (ry, b — q,.ry )= (ry, b)=
(a-q,.b, b) = (a, b), encerrando-se o algoritmo.

ii"yr, + ry, logo efetuamos a divisao euclidiana de r, por r,, dai existem inteiros
q, e r3, talque, r; =r,.q, +r3, com0 <rz < ry.

Continuando com este processo, obtemos uma sequéncia de niumeros inteiros
(rj), tal que rjsq1 [, € 0=rjq <r;<b, para cada j numero natural. Além disso, (a, b) =
(rj, rj+1), para cada j natural. Se ocorresse r; > 0, para todo j natural, entdo o conjunto
{r;;j € N} ndo possuiria menor elemento, o que contradiz o Principio da Boa Ordem
(HEFEZ, 2016, p. 10). Logo, existe um numero natural i tal que r,>0 e ri.1 = 0.
Portanto, (a, b) = (rj, rixq) = (r;, 0) = ;.

O algoritmo pode ser realizado de uma maneira pratica se, apds efetuarmos a

divisao a = b.q, +r;, completarmos o diagrama a seguir.

q,
a b
r

Em seguida efetuamos a divisdo b =r,.q, +r, e anotamos no diagrama os

resultados:
q, g,
a b r
ry Iz

Esse procedimento se repete até encontrarmos (a, b).
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9 4, 41 q; Qi1
a b r ) oy | r;=(ab)
r r, rs r 0

Exemplo 3. Calcule o MDC (845, 490) utilizando o algoritmo de Euclides.

1 1 2 1 1 1 2 3
845 490 355 135 85 50 35 15 5
355 135 85 50 35 15 5 0

Observe que os restos das divisdes sucessivas podem ser escritos da seguinte

maneira,

=29(845 — 1.490)— 21.490 = 29.845 — 50.490

5=35-215
15=50-1.35
35=85-1.50
50=135-1.85
85=355-2.135
135 =490 - 1.355
355 =845 -1.490
Ao substituir o valor dos restos, segue que,
5=35-215=35-2(50-1.35)=3.35-2.50 = 3(85 - 1.50) — 2.50
=3.85-5.50=3.85-5(135-1.85)=8.85-5.135 = 8(355 - 2.135) - 5.135
=8.355-21.135 = 8.355 — 21(490 — 1.355) = 29.355 -21.490

Logo, MDC (845, 490) = 5 = (29) 845 + (-50) 490.
Observe que através do uso do Algoritmo de Euclides, de tras para frente,
conseguimos escrever o MDC(845, 490) = 29.845 + (-50).490, como soma de

multiplos dos dois numeros em questdo. Esse processo nos conduz a Relagao de

Bézout.

Teorema 2.4.1 (Relagdao de Bézout). Considere a e b inteiros, nao

simultaneamente iguais a zero. Existem dois numeros inteiros m e n, de modo que

(a, b)=m.a+n.b.
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2.4 NUMEROS PRIMOS

Sobre a origem da palavra primos, Coutinho (2008, p. 19), em seu livro
Criptografia, afirma que “os gregos classificavam os numeros em primeiros ou
indecomponiveis e secundarios ou compostos. Os romanos apenas traduziram
literalmente a palavra grega para primeiro, que em latim é primus”.

Uma das definigbes mais usuais para numeros primos e compostos € a
apresentada a seguir: “Um numero natural diferente de 0 e de 1, e cujos unicos
divisores positivos séo 1 e ele mesmo, é chamado de numero primo. Um numero
natural, diferente de 0 e de 1, que nao é primo, € chamado de numero composto
(HEFEZ, 2016, p. 31). Por definicdo, o numero 1 ndo é primo € nem composto.”

O Teorema Fundamental da Aritmética garante que todo numero natural maior
do que 1, ou é primo ou se escreve de modo uUnico, a menos da ordem dos fatores,

como um produto de numeros primos.

Definicao 2.4.1. Um numero natural diferente de 0 e de 1 que n&o € primo, é
chamado de numero composto.

Portanto, se um numero natural n > 1 é composto, existira um divisor natural n,
de n, tal que, 1 <n4<n. Logo, existira um numero natural n, tal que, n = n4. n,, com

1<ni<nel1<n;<n.

Exemplo 4. Os numeros 7, 13 e 29 sao primos, mas 85 e 115 nao sao, pois
também sao divisiveis por 5, logo sao considerados numeros compostos.

Exemplo 5. Os divisores de um nimero composto sdo 1, o préprio numero e
um ou mais numeros naturais. Observando os divisores dos numeros compostos do
exemplo anterior, temos que:

a) Os divisores naturais de 85 séo 1, 5, 17 e 85;

b) Os divisores naturais de 115 sdo 1, 5, 23 e 115.

Da definicdo prévia podemos deduzir que: dados dois numeros primos pe q e
um numero inteiro a qualquer, decorrem os seguintes fatos:

e Sep|q,entdop=q.
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De fato, sendo q primo e p | g, entdo p = 1 ou p = q. Sendo p primo, tem-se que,
p > 1, o que acarreta p = q.
e Septa,entdo(p,a)=1,istoé,oMDCdepeacé.
De fato, se d = (p, a), entdo temos que d | p e d | a. Sendo p primo resulta que,

d=poud=1.Masd #p, pois p t a, consequentemente, d = 1.

Lema de Gauss 2.4.2. Sejam a, b e ¢ numeros inteiros tais que a|bc e
(a,b)=1. Entéo, a|c.

Demonstragao. Por hipdtese, a | bc, logo existe um numero inteiro k tal que
bc =ak. Como (a, b) =1, pela Relagao de Bézout, existem numeros inteiros r e s tais
que 1=ra+sb. Entdo c=c1=c(ra+sb)=c(ra)+s(bc)=(cr)a+s(ak)=a

(cr + sk), ou seja, c = at, sendo t igual ao numero inteiro cr + sk. Assim, a | c. [

Proposicdo 2.4.3. (Lema de Euclides) Sejam a, b, p € Z, com p primo. Se
p|ab,entdop|aoup]|b.
Demonstragcao. Por hipdétese, p € primo. Suponhamos que ptb, logo

(p, b) =1. Mas, p | ab, entdo p | a, pelo Lema de Gauss. n

A préxima proposicao tem aplicagao pratica. Para determinar se um numero n

€ primo, basta testarmos sua divisibilidade apenas pelos numeros primos menores do

que ou iguais a v/n.

Proposicao 2.4.4. Seja n = 2 um numero inteiro. Se n € composto, entdo existe
um primoptalquep|n e p <+n.

Demonstracgao. Por hipétese n é composto, logo existem a, b inteiros positivos
tal que, n=a.bcom 1<a<n e 1<b<n. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que a < b. A partir dessa condicdo temos:a<b=a?<ab=a’<n=ac<+n.

Como a = 2, entédo, pelo Teorema fundamental da Aritmética, existe um primo p

tal que p | a. Como a | n, ent&o p | n, além disso, p < a <+/n. m

Exemplo 6. Determine se 227 € um numero primo ou um numero composto.

Com a utilizaggo de wuma calculadora, o professor encontra

V227 =15,06665191733.



45

Se p é primo e p < V227, entdo p pode assumir os valores: 2, 3, 5, 7, 11 ou 13.
Como 227 nao é divisivel por 2, 3, 5, 7, 11 ou 13, entdo, pela proposi¢ao, 2.4.3, o

numero 227 nao pode ser composto, logo, é primo.

2.5 TEOREMA CHINES DOS RESTOS

Entre as historias que abordam o surgimento do Teorema Chinés dos Restos,
a mais comum atribui sua origem a necessidade pratica dos generais chineses de
contar os integrantes das suas tropas, para saber quantos soldados haviam sido
perdidos nas batalhas. Os generais ordenavam que as tropas formassem varias
colunas, antes e depois das batalhas, com um determinado tamanho, e depois
contavam quantas sobravam. Faziam isso para varios tamanhos diferentes.

A primeira aparicdo do Teorema Chinés dos Restos foi em um manuscrito, no
século lll, conhecido como Sun Zi Suanjing ou “Manual de aritmética do mestre Sun”,
com o seguinte problema do resto: “Qual € o numero que deixa restos 2, 3 e 2 quando
dividido, respectivamente, por 3, 5 e 7?”. A resposta dada pelo matematico chinés
Sun-Tun para esse problema foi 23.

Para a resolugdo do problema acima, precisamos procurar as solugdes pelo
sistema de congruéncia. Para isso vamos precisar de algumas definigdes antes de

enunciar e provar o Teorema Chinés dos Restos.

Definicao de congruéncia 2.5.1. Seja m um numero inteiro maior do que 1.
Diremos que dois numeros inteiros a e b sdo congruentes médulo m, se a e b
possuirem o mesmo resto quando divididos por m. Denotamos por: a = b mod m.

Observe que se a =b mod m, entdo pela definicdo 2.5.1, existem q,,q, e,
inteiros com 0 <r<m, tal que,a=m.q, +r e b=m.q, +r, dai, a—b=m(q, —q,),
isto €, m| (a — b). Reciprocamente, supor que m | (a — b), logo pela diviséo euclidiana
de a e b por m, existem q,,q,, r; e r, inteiros com 0 <ry,r, <m, talque,a=m.q, +r;
e b=m.q, +r,, de onde obtemos que, a —b=m(q, —q,) +(r; — r;). Como m divide
a-b e m(q, —q,) entéo divide (r; — r;). Mas 0 <|r; —r,| <m,logor; —r, =0, isto
e, r, =r,. Do exposto, € apresentada a seguir uma definicdo de congruéncia

equivalente.
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Definicdo 2.5.2. Se a e b sdo inteiros, dizemos que a é congruente a b modulo
m(m>1),sem]|(a-b). Se m} (a-b) dizemos que a € incongruente a b médulo m

e denotamos, a Z b mod m.

Exemplo 7. Da definigdo 2.5.2, por exemplo, 17 = 3 mod 2, pois 2| (17 — 3).

Proposicdo 2.5.3. Sejama,b,c,d,m € Z,comm > 1.

Sea=bmodm e ¢c=dmodm, entdo a+c =b+d mod m e ac = bd mod m.

Demonstragao. Suponhamos que a=b mod m e ¢ =d mod m. Logo temos
que, m|b-a e m|d-c, segue-se que, m|(b — a) + (d — ¢) e, portanto, m|(b + d) — (a + c).

Note também que bd — ac = d(b — a)+ a(d — c¢), concluindoque m|bd —ac. =

Corolario 2.5.4. Paratodon € N; a,b € Z, se a = b mod m, entdo tem-se que
a" =b"mod m.

A prova do Corolario 2.5.4 é imediata, por indugcdo emn € N.

Lema 2.5.5. Seka=kbmod m e (m, k) =1, entdo a = b (mod m).
Demonstragcao. Comom | k(a—-b) e (m, k) =1, entdo, pelo Lema de Gauss,

segue que, m|a—b. ]

Teorema 2.5.6. (Pequeno Teorema de Fermat). Se p € um numero primo e
a € Z, entdo aP = a mod p. Além disso, se p t a, entdo a*' = 1 mod p.

Demonstragdo. Primeiramente, aP —a=a(a”' - 1).Logo existem duas
possibilidades, p|aoupta.

Sep|a,entdop|aP —a,logo aP = a mod p.

Se pta, entdo (a, p)=1, pois p é primo. Considere o conjunto de inteiros B =
{a, 23, 3a, ..., (p — 1a}. Pelo Lema de Gauss, nenhum deles é divisivel por p e, pelo
Lema 2.5.5, quaisquer dois deles sao incongruentes médulo p, assim, o conjunto dos
restos dos elementos de B coincide com o conjunto dos restos nao nulos na divisao
por p, a saber, {1, 2, 3, ..., p— 1}. Portanto,

a-2a-3a...(p—-1MNa=1-2-3-...(p—1)modm,
a”'(p—1D!'=(p-1)! mod m.
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Pelo Lema 2.5.5, podemos cancelar o termo (p— 1)! em ambos os lados pois

((p—"N!, p)=1, concluindo assim a demonstragéo do teorema. m

Exemplo 8. Vamos achar o resto da divisdo de 237%® por 13.

Observe que 237 =3 mod 13. Sendo 13 um numero primo, segue pelo

Pequeno Teorema de Fermat, que 2372 =1 mod 13. Logo:
2
237%* = (237"%)" = 1 mod 13 (1)
Eque: 237%=3%=81=3mod 13  (2)

De (1) e (2), temos que 237% = 3 mod 13. Portanto, o resto da divis&o é 3.

Teorema 2.5.7. Teorema Chinés dos Restos. Se (m;m;)= 1, para todo m;, m,
com i #j, entdo o sistema X =c¢c;mod m;, i =1, ..., r (1), possui Unica solugao médulo
M =mym, ... m.. As solugbes séo x = Myy,cq + ... + My ¢, +tM, onde t € Z, M, =% e

y, € solugdode MiY =1 mod m;,i=1, ..., r.

Demonstragao. Primeiramente vamos provar que x € uma solugao simultédnea
do sistema X =c¢;mod m;, para i=1,...,r (1). De fato, como m;|M;, se i#j, e M;
y; =1 mod m;, segue-se que:

X =Mjy,cq +...+ My ¢, = Myy.c; = ¢; mod m;

Agora provaremos que x € solugao unica. Seja x' outra solugao do sistema (1),
entdo, x=x'modm;, Vvi,i=1,...,.. Como (m;, m) =1, para i#j, segue-se que
[my4,...,m]= my...m, = M e consequentemente temos que, x = x' mod M, por causa da
preposicao que afirma que, a=bmodm; Vi=1,...,r, se, e somente se, a=
b mod [my4, ..., m.].(HEFEZ, 2016, p. 171). ]

Exemplo 9. Ache todos os numeros inteiros que deixam restos 2, 3 e 4 quando
divididos por 3, 4 e 5, respectivamente.
A partir dos dados do problema, temos o seguinte sistema de congruéncia:
X=2mod 3
x=3 mod 4

X=4mod>5
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Além disso (3,4) = (3,5) =(4,5) =1. Logo pelo Teorema Chinés dos Restos
temos que, M=3.45=60e M=4.5=20, M,=3.5=15, M3=3.4=12.

Substituindo nas congruéncias:

M;Y; =1 mod 3

M,Y, =1 mod 4

M3Y3 =1 mod 5
temos que:

20Y; =1 mod 3

15Y, = 1 mod 4

12Y3 =1 mod 5

Entéo, y,=2,y,=3 e y, =3, sdo solugdes do sistema. Pelo teorema 2.5.7, a

unica solugdo modulo M = 60 é dada por:
X= Myy,2 + Myy,3 + Mgy, 4 = 359 = 59 mod 60.
Portanto, 59 € uma solugédo unica moédulo 60 e qualquer outra solugao € da
forma x = 59 + 60 t, para qualquert € Z.
Para este exemplo, também podemos encontrar uma solugéo do sistema de
congruéncias ao somar uma unidade ao sistema inicial:
Xx+1=2+4+1 =0mod 3
x+1=3+4+1 =0mod 4
X+1=4+1 =0mod 5
Como 3,4 e 5 sao primos entre si, dois a dois, e dividem x +1, isso acarreta que
60 = [3,4,5] divide x +1, isto é, x +1= 601, para qualquer t € Z. Sendo x = 59 0 menor

inteiro positivo satisfazendo o sistema, quando t=1.

Exemplo 10. Ache o menor numero natural que deixa restos 1, 3 e 5 quando
dividido por 5, 7 e 9, respectivamente.

Solugao. Precisamos encontrar o menor natural que:

dividido por 5 deixa resto 1;

dividido por 7 deixa resto 3;

dividido por 9 deixa resto 5.

O enunciado acima é interpretado no sistema:

x=1mod5

X=3mod7
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Xx=5mod9
Utilizando o Teorema Chinés dos Restos: como (5,7) = (5,9)= (7,9)= 1, temos
que M=579=315 M;=7.9=63, M, =5.9=45 e M;3;=5.7 = 35.

Substituindo nas congruéncias:

M,;Y; =1 mod 5

M,Y, =1 mod 7

M3Y3 =1 mod 9
Temos que:

63Y, =1mod 5

45Y, =1 mod 7

35Y;=1mod 9

E resolvendo obtemos, y, =2,y,=5ey,=8. Logo, a unica solugdo modulo
M = 315 é dada por:
X= My, 1+ Myy,3 + Mgy,5 =2201 = 311 mod 315.
Portanto, o menor natural € o 311.
De forma analoga ao exemplo anterior, podemos encontrar uma solu¢ao do
sistema de congruéncias ao somar 4 unidades ao sistema inicial, obtendo:
x+4=14+4 =0mod 5
x+4=3+4 =0mod 7
x+4=5+4 =0mod 9
Como 5,7 e 9 sao primos entre si, dois a dois, e dividem x +4, isso acarreta que
315 = [5,7,9] divide x +4, isto é, x +4= 3151, para qualquer t € Z. Sendo x = 311 o

menor inteiro positivo satisfazendo o sistema, quando t=1.
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CAPITULO 3

Neste capitulo apresentamos a proposta de exercicios abordando os
conteudos de Maximo Divisor Comum, Minimo Multiplo Comum, Algoritmo de Euclides
e Teorema Chinés do Resto elaborada para o desenvolvimento de atividades em sala
de aula. Consideramos a Lista 1 como avaliagao diagnéstica da sequéncia didatica
cujo objetivo foi avaliar conhecimentos prévios de 65 estudantes da 12 série do Ensino
Médio sobre os assuntos em questado. Esta lista € aplicada em uma aula. Ja a Lista 2
tem como objetivo mostrar os conhecimentos adquiridos apds a explicagdo em sala
de aula dos conteudos abordados na Lista 1, também foi prevista a aplicagédo da Lista
2 em uma aula, para os mesmos 65 alunos.

Visando uma melhor avaliagdo diagndstica e final da sequéncia proposta, as
questdes das Listas foram analisadas previamente de forma individual neste capitulo,
pois cada uma representa uma situagao diferente de abordagem dos conteudos. No
proximo capitulo, serdo apresentados os resultados obtidos na aplicagdo das

atividades.

3.1 RESOLUCAO DALISTA 1

A aplicagdo da primeira lista de exercicios foi planejada e executada com o
intuito de averiguar os conhecimentos prévios dos alunos sobre os conteudos de
maximo divisor comum, minimo multiplo comum e suas aplicagées. Com os resultados

obtidos, o professor tera base para montar suas aulas de explicagcao dos conteudos.

1. Determine o MDC e MMC, dos pares de numeros abaixo, usando a
decomposicao desses numeros em fatores primos.

Resolugao.

a) 18 e 92.

18, 92
9, 46
9,23
3,23
1,23 |23

1,1 |2%3%.23=828

WWNDN

Resposta: MMC(18,92) =828 e MDC(18,92) = 2.
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b) 20, 90, 150.

20, 90,150
10, 45, 75

5,45,75
5,15,2
5 5,2
1, 1
1, 1

QOO WWNIN

b )

il ’

223252 =900

Resposta: MMC (20, 90, 150) = 900 e MDC (20, 90, 150) = 10.
c) 7325 e 8485.

7325,8485 |5
1465, 1697 |5
293, 1697 | 293
1,1697 | 1697
1, 1
52,293 . 1697 = 12 430 525

Resposta: MMC (7325, 8485) = 12430 525 e MDC (7325, 8485) = 5.

O objetivo dessa questao é reconhecer o conceito de maximo divisor comum e
minimo multiplo comum de numeros naturais, além de utilizar a decomposicdo em
fatores primos pelo dispositivo pratico, tradicionalmente utilizado, no Ensino

Fundamental.

2. (IBGE-2009) Um comerciante pretende acomodar 600 latas de 6leo de soja
e 420 latas de 6leo de milho em caixotes que deverao ter a mesma quantidade de
latas, mas sem misturar os dois tipos de 6leo em qualquer um dos caixotes. O menor
numero de caixotes que ele podera usar é:
a)’7.
b) 10
c) 17.
d) 30
e) 60.
Resolugao.
Temos 600 latas de 6leo de soja e 420 latas de 6leo de milho. Considerando

que os caixotes deverao ter a mesma quantidade de latas, mas sem misturar os dois
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tipos de 6leo em qualquer um dos caixotes, entdo devemos determinar o maior divisor
comum de 600 e 420 para utilizarmos o menor numero de caixotes. Calculando o
MDC (420,600) temos:

420,600 | 2
210,300 |2

105, 150 | 2

105, 75 |3

35, 25 |5

7. 5|5

7. 117

1. 11 2235=60=MDC(420, 600)

Entdo, o numero de latas por caixa sera 60:

600 / 60 = 10 caixas para acomodar as latas de oleo de soja.

420 / 60 = 7 caixas para as latas de 6leo de milho.

Resposta: 10 + 7 = 17 caixas ao total para acomodar, tanto as latas de éleo de
soja, como as de 6leo de milho.

O objetivo dessa questao é a contextualizagdao do conceito de maximo divisor
comum. O aluno precisa interpretar, diferenciar o MMC do MDC e depois calcular o

MDC de dois numeros.

3. (FGV-2016) O resto da divisdo do numero 6°°'° por 10 ¢ igual a:
a) 4.
b) 5.
c) 6.
d) 8.
e) 9.
Resolucgao.

Observe que pelo Teorema 2.53 obtemos:

62 =36=6 (mod 10) = 62.6=6.6 =62 =6 (mod 10) = 6° =6 (mod 10)
2
Também pelo Corolario 2.54 : 6* = (6%) = 6% =6 (mod 10)

4
Por fim: 6°=6 6=6.6 =6°=6 (mod 10). Portanto concluimos que, 6" =6
(mod 10), para1 < n <5. Logo:

5
62°= (6°) =6° =6 (mod 10)
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6'°— (62" = 6* = 6 (mod 10)
64— (61" = 6* = 6 (mod 10)
6*°=6"".6°=6.6° =6 =6 (mod 10)
62°15_ (6%)° = 6% = 6 (mod 10)
Isto &, 6°°'° = 6 (mod 10).

Resposta: o resto da divisao de 6201

por 10 é igual a 6.
O objetivo dessa questéo € encontrar o resto de uma diviséo, utilizando para

isso as propriedades de congruéncia.

4. (Cesgranrio-2021) Um casal esta muito apaixonado, mas devido a distancia
de suas casas e ao regime de trabalho dos dois, eles ndo conseguem se encontrar
com a frequéncia de que gostariam. A moga s6 tem folga aos sabados, e o rapaz
trabalha trés dias seguidos, folgando no quarto dia. Se hoje é terca-feira e é dia de
folga do rapaz, quantas folgas dele cairdo no sabado nos proximos 365 dias?

Resolucgao.

Vamos considerar que Dy é a terga-feira na qual o rapaz folga, e os dias de D,
até Dsg5 S80 0s proximos 365 dias. Sendo assim,

D, - Terga-feira na qual o rapaz folga.

D4, Dy, D3 - Quarta, quinta e sexta sao os dias que o rapaz trabalha.

D, - Sabado com folga do rapaz.

O rapaz folga a cada 4 dias, e os sabados ocorrem a cada 7 dias, entdo o MMC
de 4 e 7 representa o intervalo de tempo para que a folga do rapaz coincida com um
sabado.

MMC (4,7) = 28, ou seja, a cada 28 dias o rapaz folga exatamente num sabado.

D, - Sabado de folga do rapaz

D, + 28 = D5, - Sabado de folga do rapaz.

Dgo - Novamente sabado de folga do rapaz.

E continuaremos assim até encontrarmos o ultimo sabado que seja menor que
D3es.

Entdo temos uma Progresséao Aritmética (PA) com a; =4 e razdo r = 28.

(PA) = (4, 32, 60, ...) onde o ultimo elemento deve ser menor ou igual a 365.
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Encontrando o enésimo termo dessa progressao aritmética cujo valor € menor
ou igual a 365.
ap,=a;+(n-1).r
a,=4+(n-1).28
Queremos a,< 365
4+ (n-1) .28 <365
28n - 28 < 361
28n < 389
n<389/28

Como n € Z, da divisdo %513,89, deduzimos o maior valor de n =13,

satisfazendo a desigualdade. Ou seja, o 13° sabado sera o ultimo.

Resposta: Temos um total de 13 sabados nos quais o rapaz também tira sua
folga.

O objetivo dessa questéo é a contextualizagdo do conceito de minimo multiplo
comum. O aluno precisa interpretar, diferenciar o MMC do MDC, observar que a

sequéncia forma uma progressao aritmética e depois realizar calculos.

5. (OBMEP) Quantos numeros entre 1 e 2012 sao multiplos de 6 ou multiplos
de 157
Resolugao.
Entre 1 e 2012 existem muitos numeros multiplos de 6.
Eles formam uma progressao aritmética cujo primeiro termo € 6 e ultimo termo
€ 2010. Logo basta saber quantos termos tem esta PA cuja razéo é 12.
ap,=a;+(n-1).r
2010=6+(n-1).6
2010=6+6n-6
2010=6n
n=335
Da mesma forma, entre 1 e 2012 existem muitos multiplos de 15. Eles formam
uma progressao aritmética cujo primeiro termo € 15 e o ultimo € 2010. Entao,
a,=a;+(n-1).r
2010=15+(n-1).15
2010 =15+15n-15
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2010=15n
n=134
Temos entdo 335 + 134 numeros que sdo multiplos de 6 ou de 15. Porém,
existem alguns deles que sdo multiplos de 6 e de 15 ao mesmo tempo, que foram
contados duas vezes.

Dado que [6,15] = 30, vamos ver quantos sdao esses multiplos comuns para
retirar do total. Eles formam uma PA cujo primeiro termo € 30 e o ultimo é 2010, logo:
a,=aq; +(n-1).r
2010=30+(n-1).30
2010=30+30n-30
2010=30n
n=67

Resposta: 335 + 134 — 67 = 402 numeros entre 1 e 2012 sdo multiplos de 6 ou
multiplos de 15.

O objetivo dessa questdo é aplicar o conceito de multiplo de um nuamero,
observar que a sequéncia forma uma progressao aritmética e que existem numeros
que sdo multiplos de 6 e de 15 a0 mesmo tempo e estavam sendo contados duas

vezes.

6. (OBMEP) Num cesto havia entre 50 e 60 ovos que, contados de 3 em 3,
sobravam 2 e contados de 5 em 5 sobravam 4. Qual era o numero de ovos?

Resolugao.

Seja N a quantidade de ovos.

Se N dividido por 3 deixa resto 2, entdo N + 1 é multiplo de 3. Da mesma forma,
temos que N + 1 é multiplo de 5. O primeiro multiplo comum entre 3 e 5 é 15. Entao,
todos os multiplos de 15 serdo multiplos comuns de 3 e 5 e, para o intervalo de 50 a
60, o unico multiplo de 15 é 60, que € o N + 1.

Resposta: O numero de ovos no cesto era 59.

O objetivo dessa questao € montar e estruturar os critérios de divisibilidade dos

numeros em questdes do cotidiano.

7. (OBMEP) O MMC entre A e 78 € 156. Quantos sédo os possiveis valores de
A?



56

Resolugao.
O minimo multiplo comum de A e 78 € 156, isto é [A,78] = 156. Fatorando os

numeros 78 e 156, temos que:

156 | 2 78 |2

78 | 2 39 |3

39| 3 13 |13

13 | 13 1

1 2.3.13
22.3.13

Como o termo « 2° » ndo aparece como fator de 78, entdo deve ser fator de A,

dai temos as seguintes respostas:

A=2°=4
A=32°=12
A=13.2%=52

Resposta: Os valores possiveis de Aséo 4, 12 e 52.
O objetivo dessa questao é aplicar o conceito de minimo multiplo comum na

resolugcao de problemas.

8. (PROFMAT) Resolva a e equagéo:
90 X+28Y =22
Resolugao.
A equagao tem solugao inteira se (90,28) | 22. Dividindo ambos os membros da
equacao por 2 = (90,28) obtemos a equacao equivalente 45X + 14Y = 11.
Encontrando primeiramente uma solugao particular Xy, da equagao
45X + 14Y = 11 pelo Algoritmo de Euclides, temos:
45=143+3
14=43+2
3=21+1
Substituindo as equacgdes acima umas nas outras, obtemos:
1=455-14.16
Portanto,
11 =45.55 + 14.(-176)
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Resposta: Logo, x,=55 e y,=-176 € solugao particular da equagao e,
consequentemente, as solugdes sao da forma:
x=55+14t, y=-176-45t; te Z
O objetivo dessa questao é encontrar todas as solugdes da equagéao utilizando

o Algoritmo de Euclides.

9. (PROFMAT) Ache o menor numero natural que deixa restos 1, 3 e 5 quando
dividido por 5, 7 e 9, respectivamente.

Resolugao.

Seja N um numero que dividido por 5, 7 e 9, deixa resto 1, 3 e 5,

respectivamente. Temos entio:

N =5k + 1
N=7m+3
N=9n+5

Onde k, m e n sdo numeros naturais. Observe que se somarmos 4 a cada

equacgao, chegamos a um numero que € multiplo de 5, 7 e 9, melhorando o sistema,

N+4=5k+5
N+4=7"m+7
N+4=9n+9

Temos entdo que N + 4 € multiplo de 5, 7 € 9, e 0 menor desses multiplos em
comum é o MMC (5, 7, 9) = 315, isto ¢, N + 4 = MMC (5, 7, 9), logo:

N =MMC (5,7,9)-4=315-4=311.

Resposta: N = 311 € o menor numero natural procurado.

O objetivo dessa questao € aplicar o conceito de divisibilidade e minimo multiplo

comum na resolucao de problemas.

10. (PROFMAT) Dispomos de uma quantia de x reais menor do que 3000. Se
distribuirmos essa quantia entre 11 pessoas, sobra R$ 1,00; se a distribuirmos entre
12 pessoas, sobram R$ 2,00 e se a distribuirmos entre 13 pessoas, sobram R$ 3,00.
De quantos reais dispomos?

Resolugao.
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Pode ser util utilizar o seguinte fato: ¢ € solugdo da congruéncia ay = b mod m
se, e somente se ¢ é solugdo da congruéncia ry = b mod m (*), onde r é o resto da
divisdo de a por m.

O numero x de reais € uma solugao do seguinte sistema de congruéncias:

X =1 mod 11
X=2mod 12
X =3 mod 13

Com as notacdes do Teorema Chinés dos Restos, temos:
N=11.12.13=1716

N,= 12.13 = 156
N,=11.13 = 143
Nj =11.12 = 132

Precisamos determinar uma solugao do sistema:
N,Y; =1 mod 11
NoY, =1 mod 12
N3Y3 =1 mod 13

Utilizando o resultado (*), entdo podemos resolver o sistema:

2Y; =1 mod 11
11Y, =1 mod 12
2Y;=1mod 13

Que possui a solugéo (y,, Y,, ¥,;) = (6,11,7) (achada por inspegdo). Assim, as

solugdes do sistema de congruéncias sdo da forma:
X = Nqy ¢4+ N y,Co+N3 y;C3
= 156.6.1 +143.11.2+132.7.3
= 6854 mod 1716

A menor solugao é dada pelo resto da divisao de 6854 por 1716, que € 1706. A
proxima solugéo € 1706 + 1716 = 3422, que ultrapassa 3000.

Resposta: A solugao procurada é 1706.

Outra resolugao. Usando-se numeros negativos pode-se perceber, por
inspecao, que —-10 é solucdo do sistema de congruéncias. Entdo basta somar
N = 1716 para se obter a primeira solugao positiva (igual a 1706) e a seguinte, que

ultrapassa 3000.



59

O objetivo dessa questdo é aplicar o conceito de congruéncia e aplicar o

Teorema Chinés dos Restos na resolugao de problemas do cotidiano.

3.1 RESOLUGCAO DALISTA?2

A Lista 2 tem como foco os mesmos objetivos propostos nas questdes da Lista
1, entre eles reconhecer o conceito de maximo divisor comum, minimo multiplo
comum de numeros naturais, critérios de divisibilidade, decomposicdo em fatores
primos pelo dispositivo pratico, progressao aritmeética, aplicar o Pequeno Teorema de
Fermat, o Algoritmo de Euclides, o Teorema Chinés dos Restos e a contextualizagao

dos conteudos abordados.

1. Determine o MDC e MMC, dos pares de numeros a seguir, usando a
decomposicado desses numeros em fatores primos.
Resolucgao.
a) 56 e 68

56, 68
28, 34
14, 17
7, 17
1, 17
1, 1

= ~NDNDDNDN

23717 =952

Resposta: MDC (56,68) =4 e MMC (56,68) = 952.

b) 35, 115, 190

35,115,190 | 2
35,115, 95 |5
7, 23, 19 |7
1, 23, 19 | 19
1, 23, 1 |23
1, 1, 1
2.5.7.19.23 =30 590

Resposta: MDC (35,115,190)=5 e MMC (35,115,190) = 30 590.
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c) 648 e 1218.

648, 1218 2
324, 609 2
162, 609 2
81, 609 | 3
27, 203 | 3
9, 203 | 3
3, 203 | 3
1, 203 | 7
1, 29 | 29
1, 1
23.347.29=131544

Resposta: MDC (648, 1218) = 6 e MMC (648, 1218) = 131 544.

2. (IFAL-2018) Para equipar uma reparticao publica, 216 computadores e 168
impressoras serao distribuidos por varias salas. A distribuigcdo sera feita de tal modo
que 0 maior numero de salas, sejam contempladas e que todas recebam a mesma
quantidade de computadores e a mesma quantidade de impressoras, sem sobra de
nenhum desses equipamentos. O numero de impressoras que cada sala recebera é:

a) 5.

b) 6.

c)7.

d) 8.

e)9.

Resolugao.

Seja n o numero de salas que receberam a mesma quantidade de
computadores e a mesma quantidade de impressoras, entdo n|216 e n|168. Para
equipar o maior numero de salas, devemos determinar o maior valor de n, isto é, o
maximo divisor comum de 216 e 168. Decompondo esses numeros em fatores primos:

216=2.2.2.3.3.3
168=2.2.2.3.7

Os fatores comuns de 168 e 216 s&o 2° e 3, cujo produto resulta 24 = (216,168).

. 216 168 .
Agora cada sala recebera e 9 computadores e EY 7 impressoras.
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Quanto maior o valor desse numero (n), menor sera o numero de computadores
e impressoras e mais salas poderéo ser atendidas.

Resposta: O numero de impressoras que cada sala recebera sera 7.

3. (OBMEP) Determine o resto da divisdo de 2%’ por 7.
Resolugao.
Sendo 7 um numero primo e (2,7) = 1, entdo podemos usar o Pequeno Teorema

de Fermat para deduzirmos que, 2°= 1 (mod 7). Agora, pela divisdo euclidiana 257 =
6.42+5, logo:

+ 42
2%%7 = 2542*% = (2%). 2°2 1% . 2° (mod 7) = 2°(mod 7) =32 (mod 7) = 4 (mod 7)

Resposta: O resto da divisdo de 2257 por 7 € igual a 4.

4. (OBMEP) Ana, Berta e Catarina sdo médicas que dao plantdo em um hospital
de 6 em 6 dias, 8 em 8 dias e 10 em 10 dias, respectivamente. Se hoje elas deram
plantao juntas, daqui a quantos dias elas darao plantao juntas novamente?

Resolugao.

Elas dardo plantdo novamente juntas apds n dias, onde n é multiplo comum de
6, 8 e 10. Em particular, o proximo plantdo sera apos ng dias, a partir de hoje, sendo
No 0 menor desses multiplos em comum.

Calculando o MMC de 6,8 e 10.

6, 8,10 | 2
3,4, 5|2
3,2 5|2
3,1, 5|3
1,1, 5|5
1,1, 1| 2335=120

Resposta: Em 120 dias elas darao plantdo juntas novamente.

5. (OBMEP) Quantos numeros inteiros, multiplos de 3, existem entre 1 e 20057

Resolugao.

Considerando o conjunto cujos elementos sao multiplos de 3 maiores do que
um, temos, M (3) ={3,6, 9, 12, 15, ...}. Esses elementos formam uma PA, onde o

primeiro, o enésimo e a razdo da PA, sao respectivamente:
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a = 3
a,= 2004
r=3

Portanto, substituindo em a,= a;+ (n- 1)r, temos:
2004=3+(n-1)3 =>n =668

Resposta: Sdo 668 numeros inteiros.

6. Numa caixa de ferramentas havia entre 70 e 80 parafusos que, contados de
3 em 3, sobraram 2; e contados de 4 em 4 sobrou 1. Qual era o numero de parafusos?

70<x<80

Resolucgao.

Seja N a quantidade de parafusos.

Se N dividido por 3 deixa resto 2, entdo N + 1 € multiplo de 3. Se N dividido por
4, deixa resto 1, entdo N - 1 € multiplo de 4.

Analisando os multiplos de 4 no intervalo de 70 e 80, estes sao: 72, 76 e 80.
Desconsideramos o multiplo 80 = N —1, pois N = 81 nao esta no intervalo requerido,
logo as possibilidades para N sdo 73 e 77.

Como N + 1 é multiplo de 3 e entre 70 e 80 temos os multiplos de 3 sendo: 72,
75 e 78, logo, as possibilidades para N sédo 71, 74 e 77.

Portanto, N é igual a 77, pois 78 é multiplo de 3 e 76 € multiplo de 4.

Resposta: A quantidade de 77 parafusos havia na caixa.

7. O MMC entre A e 48 é 144. Quantos sao os possiveis valores de A?
Resolugao.

O minimo multiplo comum [A, 48] = 144. Fatorando 0 48 e 0 144, temos:
48=2"3
144 =2* 32
Como o termo « 32 » ¢ fator de 144, mas n3o do nimero 48, entdo ele sera
fator de A, dai temos as seguintes possibilidades:
A=3%=9
A=2.3°=18
A=2%3%=36
A=2°32=72
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A=2% 3%2=144

Resposta: Os valores possiveis de Aséo 9, 18, 36, 72 e 144.

8. (PROFMAT) Resolva a equacéao:
24 X+14Y =18
Resolugao.
A equacéao tem solugao inteira, se (24,14) |18. Dividindo ambos os membros da
equacao por 2 = (24,14), obtemos a equacéao equivalente 12X + 7Y =9.
Encontrando uma solugéo particular xg,y, da equagao 12X+7Y =9, pelo
Algoritmo de Euclides, temos:
12=7.145
7=5.1+2
5=2.2+1
Substituindo as equagdes acima umas nas outras, obtemos:
1=123-75
Portanto, multiplicando por 9:
9=12.27 +7.(-45)
Logo, xo = 27 e y, = - 45 € solugao particular da equacgéo.
Resposta: A solucéo geral da equacao é dada por:
Xx=27+7t, y=-45-12t;teZ

9. (PROFMAT) Determine o menor numero que dividido por 8, 18 e 20 deixa
restos 1, 11 e 13, respectivamente.

Resolugao.

Seja N um numero que dividido por 8, 18 e 20 deixa resto 1, 11 e 13,

respectivamente. Temos entio:

N =8k +1
N=18m + 11
N=20n+13

Onde, k, m e n sdo numeros naturais, quocientes das divisdes respectivas.
Observe que ao somar 7 em cada equagao, obtemos que N+7 € multiplo de 8, 18 e
20, respectivamente, assim melhorando o sistema,

N+7 = 8k + 8 = 8(k+1)
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N+7 =18m + 18 = 18(m+1)
N +7 =20n + 20 = 20(n+1)
Logo, o menor valor de N+7 sera o menor dos multiplos de 8, 18 e 20, isto €, o
MMC (8, 18, 20) = 360.
MMC (8,18,20) -7 =360-7 =353
Resposta: Temos N = 353 como o menor numero satisfazendo as condi¢des

do problema.

10. (PROFMAT) Um grupo de 30 pessoas formado por homens, mulheres e
criangas, ganhou numa lotérica um prémio de R$ 30.000,00, que é dividido entre elas
da seguinte forma: cada homem recebe R$ 2.000,00, cada mulher recebe R$ 500,00,
e cada crianca recebe R$ 100,00. Qual é a quantidade de homens, mulheres e
criangas no grupo?

Resolugao.

Sejam X o numero de homens, Y o numero de mulheres e Z o numero de
criancas, entao temos:

X+Y+Z=30 (1)

Do enunciado: 2000X +500Y + 100Z = 30000, que pode ser simplificado a
equacao:

20X +5Y+Z=300 (2)

De (2) — (1), temos:

19X +4Y =270 (3)

Entao, pela divisdo euclidiana entre 19 e 4 e a representacdao do MDC (19,4)
=1, obtemos: 19(-1) + 4(5) = 1, que ao multiplicar por 270: 19(-270) + 4(1350) = 270,
e pela divisado euclidiana de 1350 por 19, no intuito de determinar uma solugao positiva
da equacao:

19(-270) + 4(19.71+1) = 270

19(71.4 - 270) + 4(1) = 270

19(14) + 4(1) = 270

Logo uma solugéo particular da equagéo (3) € xo=14 e y,=1, dai a solugéo
geral da equacao ¢é da forma:

X =14 + 4t
y=1-19t
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z=30-x-y=15+ 15t
ComteZ.

Como x, y e z sdo numeros naturais, entdo, 1 < x, y, z < 30, logo:

30

15y<30=1<1-19t<30=0<-19t<30=0219t2-30=02t2-=

Portanto, a unica possibilidade de o problema estar satisfeito ocorre quando
t=0,logox=14,y=1ez=15. (Quando t = -1 temos, z = 0).

Resposta: Temos 14 homens, 1 mulher e 15 criangas.
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CAPITULO 4

Neste capitulo veremos os resultados obtidos na execucéo da proposta didatica
compreendendo, primeiramente, a aplicagdo da Lista 1 (avaliagado diagndstica), cujas
questdes abordam conteudos de MDC, o MMC, congruéncias e o Teorema Chinés
dos Restos. A partir dos resultados dessa primeira avaliagao, foram planejadas aulas
visando reforgar temas em que os alunos tém maior dificuldade de aprendizagem e
ainda apresentar novos tépicos relacionados ao Teorema da Divisdo Euclidiana que
nao estao previstos no curriculo do Ensino Basico. Além de consolidar o aprendizado
desses conteudos, a revisdo tem o propodsito de facilitar a compreensao de outros
conteudos curriculares que se utilizam desses conceitos e que sao introduzidos ou
ainda trabalhados no Ensino Médio como fragdes, equagdes, geometria, progressdes
e outros.

Com as aulas explicativas busca-se consolidar habilidades relativas a objetos
de conhecimento, cuja abordagem é prevista no 6° e 7° ano do Ensino Fundamental,
conforme a BNCC (2017).

Tabela 1 — Habilidades relacionadas aos temas em estudo

OBJETOS DE

ANO CONHECIMENTO HABILIDADES

Multiplos e divisores de um | (EFO6MAO5) Classificar niUmeros naturais em primos e

(0]

6° Ano ndmero natural compostos, estabelecer relagBes entre numeros, expressas
, . pelos termos “é mudltiplo de”, “é divisor de”, “é fator de”, e

Numeros primos e . . o e
COMDosios estabelecer, por meio de investigagBes, critérios de

P divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.
(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as
ideias de miltiplo e de divisor.

70 Ano Multiplos e divisores de um | (EFO7MAO01) Resolver e elaborar problemas com numeros

ndmero natural naturais, envolvendo as nogfes de divisor e de miiltiplo,
podendo incluir méximo divisor comum ou minimo mudltiplo
comum, por meio de estratégias diversas, sem a aplicagdo de
algoritmos.

Fonte: (BRASIL, Base Nacional Comum Curricular (BNCC), 2017)

Ap0ss execugao das aulas de apoio, € prevista a aplicagao da Lista 2 (avaliagao
final), cujas questdes abordam os mesmos assuntos da Lista 1.

Esse conjunto de atividades foi executado no periodo de 01/09/2022 a
14/12/2022, em duas turmas da 12 série do Ensino Médio do turno vespertino da
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escola EEEM Arnulpho Mattos, localizada no municipio de Vitéria (ES). As Listas
foram resolvidas individualmente por cada aluno, durante duas aulas de 50 minutos,
para cada avaliagdo. A explicacdo dos conteudos, apds a primeira avaliagado, ocupou
5 aulas de 50 minutos cada. No total, 65 alunos fizeram a Lista 1 e a Lista 2. A partir
dos resultados da Lista 1, é revelado o conhecimento prévio dos alunos, e, depois da
explicagcdo dos conteudos, através dos resultados da Lista 2, sdo analisados os

conhecimentos adquiridos pelos estudantes.

41 ANALISE DOS RESULTADOS
4.1.1 Primeira atividade - Lista 1
Questao 1: A maioria dos alunos acertaram a questao (45 acertos de 65, ou

69% do total), que utiliza o dispositivo direto para o calculo de MDC e MMC, como

mostram as resolu¢des na Figura 3.

Figura 3 — Questéo 1 da Lista 1

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)
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Questao 2: Um total de 32 alunos (49%) acertou a questdo. Primeiramente,
calcularam o MDC dos numeros, depois dividiram a quantidade de latas de cada 6leo
pelo MDC para encontrar o menor numero de caixotes. Seguem duas resolug¢des na

Figura 4.

Figura 4 — Questéo 2 da Lista 1: acertos

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Um total de 10 alunos calcularam o MDC de 420 e 600, encontrando o nimero
de latas por caixa, que era de 60, e acabaram marcando a alternativa errada (letra e)
por falta de atengao a pergunta da questao, que pedia “0 menor numero de caixotes”.

Seguem dois exemplos de resolugdes na Figura 5.
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Figura 5 — Questéo 2 da Lista 1: erros

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 3: Com baixo indice de erro, 49 acertos (75%), os alunos utilizaram o
raciocinio “o resto da divisdo de um numero por dez é o algarismo da unidade desse
numero”. Além disso, a partir do célculo das primeiras poténcias do 6 (62= 36;
6°=216; 6% = 1296; ... ), deduziram que o algarismo das unidades (resto da diviséo do
numero dado por 10) era sempre 6 e conjeturaram a generalizagao desse resultado.

Algumas resolugdes estdo apresentadas na Figura 6.
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Figura 6 — Questéo 3 da Lista 1

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 4: Observamos o raciocinio dos alunos, que encontraram os dias de
encontros do casal durante um més e chegaram a conclusdo de que eles se
encontravam uma vez a cada quatro semanas. Logo, no vigésimo oitavo dia seria o
encontro deles. Destacamos nas Figuras 7 e 8 algumas resolugdes encontradas.

Figura 7 — Questéo 4 da Lista 1

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)



71

Figura 8 — Questéo 4 da Lista 1

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 5: Essa questdo teve baixo indice de acertos, apenas 10 (15%), e
com muitas questdes em branco (60%). Muitos alunos calcularam os multiplos de 6 e
os multiplos de 15, mas nao tiraram os multiplos da interse¢do, como mostram as

resolugdes da Figura 8.
Figura 9 — Questéo 5 da Lista 1

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)
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Questao 6: Um numero consideravel de alunos acertou a questao (25 alunos,
ou 38%). Alguns deixaram em branco (31, ou 48%). Ao serem questionados do motivo,
apontaram a dificuldade de interpretagéo. Na Figura 10, estdo algumas das solug¢des

encontradas.

Figura 10 — Questéo 6 da Lista 1

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 7: Apenas trés alunos acertaram a questdo. Algumas resolugdes

podem ser analisadas na Figura 11.
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Figura 11 — Questé&o 7 da Lista: acertos

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

A quantidade de alunos que erraram (30, ou 46%) e deixaram em branco (32,
ou 49%) essa questao, foi préxima. Segue uma resolugao, na Figura 12, na qual o
aluno encontrou dois possiveis valores de A, faltando ou esquecendo a possibilidade
do numero A ser igual a 52.

Figura 12 — Questéo 7 da Lista 1: erros

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)
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Questao 8: Essa questao teve apenas um acerto, o conteudo de Equacdes
diofantinas ndo estd sendo trabalhado no Ensino Fundamental. Ndo encontramos
esse conteudo no curriculo estadual da Sedu nem nos livros didaticos, o que explica
a dificuldade dos alunos, ja que n&o aprenderam o conteudo.

Na Figura 13 € mostrada a unica solugao encontrada, porém, vale destacar que
resolucao é de um aluno que faz parte do Programa de Iniciagcado Cientifica Jr. (PIC).
Esse programa propicia premiados da Olimpiada Brasileira de Matematica das
Escolas Publicas (OBMEP) a entrarem em contato com interessantes questdes no

ramo da Matematica.

Figura 13 — Questao 8 da Lista 1

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 9: Observamos que os 12 (18%) alunos que acertaram essa questao
tiveram raciocinios parecidos. Aparentemente esses alunos perceberam que ao
somar 4 ao numero procurado, ele se tornava multiplo de 5,7 e 9, ainda, como o
problema pedia o menor numero natural, entdo calcularam o MMC desses numeros e
no final subtrairam 4 unidades para determinar a resposta do problema. Algumas

resolu¢cdes podem ser observadas na Figura 14.
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Figura 14 — Questéo 9 da Lista 1

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 10: Essa questdo teve apenas um acerto. Alguns alunos, ao serem
questionados a respeito do porqué de terem deixado a questdao em branco (58 em
branco ou 89%), alegaram n&o ter respondido por falta de tempo e/ou dificuldade de
interpretacédo. Na Figura 15 esta a solugao encontrada.

Figura 15 — Questéo 10 da Lista 1

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)
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4.1.2 Segunda atividade - Lista 2

Questao 1: A maioria dos alunos acertou a questao (55, ou 85%), que utiliza o
dispositivo direto para o calculo de MDC e MMC. Os poucos erros foram na divisao

dos numeros ao longo dos calculos. Na Figura 16 encontramos algumas resolugdes.

Figura 16 — Questao 1 da Lista 2

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questado 2: Um numero consideravel de alunos acertou a questao (48, ou
74%), utilizando a mesma ldgica de resolu¢do. Calcularam o MDC dos numeros e
depois dividiram a quantidade de impressoras por 24 (MDC) para encontrar 0 numero
de impressoras que cada sala receberia. Na Figura 17 estdo duas resolugdes
encontradas.
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Figura 17 — Questao 2 da Lista 2

uma

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 3: Com a explicagao do conteudo programado nas aulas de reforgo,
apos a avaliagao diagnéstica, a maioria dos alunos fez uso de congruéncias e o
pequeno Teorema de Fermat para a resolugdo dessa questdo, como o esperado.
Houve 48 acertos (74%). Na Figura 18, segue um exemplo desse tipo de resolucao.

Figura 18 — Questao 3 da Lista 2

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Por outro lado, um total de 10 alunos utilizaram uma outra l6gica de resolugéo,
ao encontrar um padrao de restos da divisdo de poténcias de 2 por 7, como mostra a

Figura 19.
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Figura 19 — Questao 3 da Lista 2

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 4: Observamos que a maioria dos alunos acertaram a questao (52,
ou 80%), utilizando o célculo de MMC entre 6,8 e 10. Podemos observar na Figura 20
algumas das resolugbes encontradas.

Figura 20 — Questao 4 da Lista 2

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 5: Entre os 55 acertos (85%), encontramos uma resolugao em que o
aluno percebeu que havia uma progresséao aritmética e aplicou a formula. Em outra
resolucao, o aluno dividiu 2005 por 3. Seguem algumas das resolu¢des encontradas

na Figura 21.
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Figura 21 — Questéo 5 da Lista 2

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 6: Um numero consideravel de alunos acertou a questao (38 acertos,
ou 58%) resolvendo por tentativas. Havia entre 70 e 80 parafusos, logo poderiam ter
71,72,73,74,75,76,77,78 ou 79 parafusos na caixa, os alunos sairam dividindo e
procurando o numero que satisfazia as condigcdes do problema. Numa nova questéo,
pode-se aumentar o comprimento do intervalo em que se encontra 0 numero de
objetos, para que o aluno utilize o conhecimento adquirido nas aulas sobre multiplos.

Seguem, na Figura 22, algumas resolugdes encontradas.
Figura 22 — Questao 6 da Lista 2

V&R

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)
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Questao 7: Essa foi a questdao com menor indice de acertos, apenas 11 (17%).
No entanto, quando comparamos os resultados com os da questdo 7 da Lista 1, que
teve muitas respostas em branco (32), nessa pelo menos mais alunos fizeram a
fatoracdo dos numeros, mas nado conseguiram concluir quais eram 0s possiveis
valores de A. Para a segunda lista sé houve 8 respostas em branco. Na figura 22

encontramos algumas resolugdes.

Figura 23 — Questao 7 da Lista 2

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 8: Mais uma questdo com baixo indice de acertos, apenas 12 (18%).
Nessa questdo, que aborda equagdes diofantinas, alguns alunos aplicaram o
Algoritmo de Euclides, mas n&o conseguiram concluir. O conteudo precisa ser
trabalhado mais vezes ao longo das aulas para aumentar a pratica. Comparando os
resultados da questdo 8 da Lista 1 e 2, do mesmo assunto, observamos que na
primeira houve 44 respostas em branco, enquanto na segunda somente 13. Na Figura

24 encontramos uma resolugao.
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Figura 24 — Questao 8 da Lista 2

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 9: Observamos que os alunos tiveram raciocinios parecidos e nao
tiveram dificuldades para resolver essa questdo. Um total de 52 alunos (80%)

acertaram a questao. A Figura 25 apresenta uma resolugéao.

Figura 25 — Questao 9 da Lista 2

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

Questao 10: Observamos que a maioria dos alunos tiveram raciocinios
parecidos, sem dificuldades de resolugéo — 46 alunos acertaram (71%). A Figura 26

mostra uma das resolugdes encontradas.
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Figura 26 — Questéo 10 da Lista 2

Fonte: Elaborado pela Autora com base nas respostas dos estudantes (2023)

4.2 GRAFICOS DOS RESULTADOS DAS ATIVIDADES PRATICAS

Foram elaborados graficos com o desempenho em cada uma das atividades
para que seja possivel observar os dados de cada questéo individualmente de acordo
com a quantidade de acertos, erros e questdes em branco.

Grafico 5 — Dados da Lista 1

Primeira atividade - Lista 1

4.2.1 Desempenho da atividade 1
58
45 49 a4 49
39
40 324, 29 , 31 482
3 22 S
20 15 16 12
10 0 2 ! 3 1 12
N 9 % ™ & o A % &) O

0 »O »0 PR »0 »0 Q0 »0 »0

o

~Acertos ' Erros mEm branco

Fonte: Elaborada pela autora (2023)
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Pelo grafico observamos que o maior indice de acertos foi nas questées 1 e 3
que correspondem ao calculo de MDC e MMC na forma tradicional, € o uso do MDC
em um problema contextualizado. As questdes 2 e 7 apresentaram o maior indice de
erro, provavelmente em raz&o da falta de atencao dos alunos quanto a pergunta da
questado. Por exemplo: a questdo 2 pedia o menor numero de caixotes que poderia
ser usado, os alunos calcularam o MDC (420, 600) = 60, que era o total de latas por
caixa e marcaram essa alternativa com resposta. Embora essas duas questdes
apresentassem o maior indice de erro, isso pode ser interpretado positivamente, pois
houve tentativa de resolucéo, diferente de resolugdes em branco.

As questdes 8, 9 e 10 foram as que os alunos mais deixaram em branco. Alguns
disseram que o tempo ndo foi suficiente, e outros alegaram dificuldade de
interpretacéo.

Antes de aplicar a Lista 2, todas as questdes foram corrigidas durante as aulas
de explicacdo dos conteudos para sanar todas as dificuldades e duvidas dos

estudantes, proporcionando, assim, um melhor processo de ensino e aprendizado.

4.2.2 Desempenho da atividade 2

Grafico 6 — Dados da Lista 2

Segunda atividade - Lista 2

60 55 52 25 52
50 48 46 46
40 38 40
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30 |22
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Acertos Erros Em branco

Fonte: Elaborada pela autora (2023)

Pelo grafico observamos que os maiores indices de acertos foram nas questdes
1,45 e 9. As questdes 7 e 8 apresentaram o maior indice de erro. Os alunos
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comegaram corretamente, mas nao concluiram as questdes. Ao serem questionados,
os estudantes apontaram que n&o praticaram mais as atividades do conteudo, ou
tiveram preguica de fazer ou nao fizeram por falta de tempo.

Nao tivemos tantas questdes em branco como na primeira lista, pois muitos
alunos ao menos tentaram realizar a atividade. De maneira geral, a Lista 2 obteve um
numero maior de acertos, portanto € visivel notar que a explicagéo e a orientagao
sobre o conteudo contribuiram para o dominio maior a respeito do tema. Uma
sugestdo seria a Lista 2 ser aplicada em duas aulas de 50 minutos (5 questdes em
cada aula), além da execucao de mais aulas de explicacdo e exemplos relacionadas
com a proposta didatica, para que os alunos comecem a se familiarizar com a escrita
e saibam justificar os calculos.

As questdes (3, 6, 7 e 8), que apresentaram maior indice de erros e relatos de
dificuldades por parte dos estudantes durante os debates em sala de aula, foram
corrigidas e esclarecidas em aula posterior, visando consolidar a aprendizagem.

Por meio desta proposta didatica procura-se promover uma aprendizagem
significativa, conforme Ausbel (MOREIRA, 2012), na qual o aluno do Ensino Médio
possa relacionar o novo conhecimento com o conhecimento prévio do Ensino
Fundamental, interpretando e integrando informacgdes; enfatizando a compreensao de
conceitos fundamentais, que atuam como ancoras para o entendimento de
informagdes adicionais; e ressaltando a importancia de conectar o novo conhecimento
com o conhecimento relevante, ja existente na mente do aprendiz, tornando o
processo de aprendizado mais organizado.

Por fim, para uma aprendizagem duradoura é requerida pratica, repeticao,
revisdo, elaboragédo etc. A aprendizagem n&o € um acontecimento, mas sim um
processo que se desenvolve ao longo do tempo (STAHL, et al., 2010). Uma vez que
a aprendizagem resulta da forma como vivemos e acumulamos eventos ao longo do
tempo e dos padrdes que encontramos em tais eventos. (MAIESE, 2017)
(KUKUSHKIN & CAREW, 2017).
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CONSIDERAGOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi desenvolver uma sequéncia didatica
direcionada a alunos da 12 série do Ensino Médio, a fim de consolidar o
aprendizado de conteudos relativos a MDC e MMC abordados no Ensino
Fundamental. De maneira mais detalhada e aprofundada do que a apresentagao
dos livros didaticos, o intuito foi ampliar os topicos para além do Maximo Divisor
Comum e o Minimo Multiplo Comum, estendendo o conteudo para numeros
primos, o Algoritmo de Euclides e o Teorema Chinés dos Restos.

Por meio de uma abordagem experimental, a sequéncia didatica foi
concebida em trés fases. A primeira compreendeu o estudo da abordagem do
MDC e MMC no Curriculo Estadual de Matematica do Espirito Santo e em dois
livros didaticos de Matematica utilizados no Ensino Fundamental, bem como a
aplicacao de uma avaliagao diagnéstica (Lista 1), visando obter informagdes dos
conhecimentos ja adquiridos pelos alunos sobre os temas que s&o objeto de
estudo. Com os dados apresentados, foi criado o planejamento das aulas de
revisdo de conteudos, focando na defasagem dos estudantes, com énfase nos
tépicos de maior dificuldade para os alunos. Para a segunda fase, foram
oferecidas cinco aulas de revisdo de conteudos, de 50 minutos cada. Para
finalizar, foi aplicada uma avaliagéo final (Lista 2), cujos resultados foram
analisados e comparados aos resultados da avaliagao inicial, a fim de avaliar o
progresso dos alunos e a eficacia da sequéncia.

Ao final da sequéncia didatica, observamos a eficacia da proposta
elaborada e seu impacto no desenvolvimento das habilidades dos estudantes,
pois a dificuldade apresentada pelos alunos na primeira atividade, quando eles
s6 tinham os conhecimentos adquiridos ao longo do Ensino Fundamental, foi
revertida. Em um segundo momento, apds a explicacdo detalhada dos
conteudos, tivemos uma resolucao das questdes propostas com mais confiancga
e tranquilidade.

Esperamos que este trabalho possa contribuir, ainda que minimamente,
para melhorar a qualidade da educacéao basica, tornando o processo de ensino
de Matematica mais sélido.

Considerando que o objetivo deste trabalho era a produ¢céo de um material

que pudesse auxiliar professores da educagao basica e alunos do Ensino Médio,
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conclui-se que tal objetivo foi alcangado no grupo de alunos pesquisados, com
base na analise do resultado encontrado na resolucéo das atividades da Lista 2.
Constata-se, portanto, que a estratégia desenvolvida neste estudo apresenta
uma base importante para o publico-alvo, passivel de melhorias, mas com

resultados positivos.
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ANEXO A - ESCALA DE PROFICIENCIA DE MATEMATICA DO 9° ANO DO
ENSINO FUNDAMENTAL

Os estudantes provavelmente sdo capazes de:

Nivel 1 NUMEROS E OPERACOES; ALGEBRA E FUNGOES

Desempenho maior Reconhecer o maior ou o menor nimero em uma colegdo de nimeros racionais,
ou igual a 200 e representados na forma decimal.
menor que 225

TRATAMENTO DE INFORMAGOES

Interpretar dados apresentados em tabela e grafico de colunas.

Além das habilidades anteriormente citadas, os estudantes provavelmente sdo capazes
de:

NUMEROS E OPERACOES; ALGEBRA E FUNCOES

Reconhecer a fragdo que corresponde a relagdo parte-todo entre uma figura e

i suas partes hachuradas.
Nivel 2
Desempenho maior Associar um numero racional que representa uma quantia monetdria, escrito

ou igual a 225 e  Porextenso, asuarepresentacdo decimal.

menor que 250 Determinar uma fragdo irredutivel, equivalente a uma fragdo dada, a partir da
simplificagdo por trés.
TRATAMENTO DE INFORMACOES
Interpretar dados apresentados em um grafico de linha simples.

Associar dados apresentados em grafico de colunas a uma tabela.

Além das habilidades anteriormente citadas, os estudantes provavelmente sdo capazes
de:

ESPACO E FORMA

Reconhecer o angulo de giro que representa a mudanca de diregdo na
movimentagdo de pessoas/objetos.

Reconhecer a planificacdo de um sdlido simples, dado através de um desenho
em perspectiva.

Nivel 3 Localizar um objeto em representacdo grafica do tipo planta baixa, utilizando dois critérios:
) estar mais longe de um referencial e mais perto de outro.
Desempenho maior
ou igual a 250 e  N(MEROS E OPERACOES; ALGEBRA E FUNCOES
menor que 275
Determinar uma fracdo irredutivel, equivalente a uma fragdo dada, a partir da
simplificagdo por sete.

Determinar a soma, a diferencga, o produto ou o quociente de nimeros inteiros em
situacdes-problema.

Localizar o valor que representa um nlimero inteiro positivo associado a um ponto
indicado em uma reta numérica.

Resolver problemas envolvendo grandezas diretamente  proporcionais,
representadas por numeros inteiros.
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Nivel® Descricdo do Nivel

Nivel 4
Desempenho maior
ou igual a 275 e
menor que 300

Nivel 5

Desempenho maior
ou igual a 300 e
menor que 325

Associar dados apresentados em tabela a grafico de setores.
Analisar dados dispostos em uma tabela simples.

Analisar dados apresentados em um grafico de linha com mais de uma grandeza
representada.

Além das habilidades anteriormente citadas, os estudantes provavelmente sdo capazes
de:
ESPACO E FORMA

Localizar um ponto em um plano cartesiano, com o apoio de malha
guadriculada, a partir de suas coordenadas.

Reconhecer as coordenadas de um ponto dado em um plano cartesiano,
com o apoio de malha quadriculada.

Interpretar a movimentacdo de um objeto utilizando referencial diferente do seu.

GRANDEZAS E MEDIDAS

Converter unidades de medidas de comprimento, de metros para
centimetros, na resolugdo de situagao-problema.

Reconhecer que a medida do perimetro de um retangulo, em uma malha
guadriculada, dobra ou se reduz a metade quando os lados dobram ou sdo
reduzidos a metade.

NUMEROS E OPERACOES; ALGEBRA E FUNCOES
Determinar a soma de nUmeros racionais em contextos de sistema monetario.

Determinar o valor numérico de uma expressdo algébrica de 12 grau
envolvendo nimeros naturais, em situagdo-problema. Localizar nimeros

inteiros negativos na reta numérica. Localizar nimeros racionais em sua

representacdo decimal.

TRATAMENTO DE INFORMAGOES

Analisar dados dispostos em uma tabela de dupla entrada.

Além das habilidades anteriormente citadas, os estudantes provavelmente sdo capazes de:

ESPACO E FORMA
Reconhecer que o dngulo ndo se altera em figuras obtidas por ampliagdo/ reducdo.

Localizar dois ou mais pontos em um sistema de coordenadas.

GRANDEZAS E MEDIDAS

Determinar o perimetro de uma regido retangular, com o apoio de figura, na
resolucdo de uma situacao-problema.

Determinar o volume através da contagem de blocos.

NUMEROS E OPERACOES; ALGEBRA E FUNCOES

Associar uma fracdo com denominador dez a sua representacdo decimal.

Associar uma situacdo problema a sua linguagem algébrica, por meio de equagdes dd
12 grau ou sistemas lineares.
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Determinar, em situacdo-problema, a adicdo e multiplicacdo entre numeros
racionais, envolvendo divisdo por nimeros inteiros.

Determinar a porcentagem envolvendo nimeros inteiros.

Resolver problema envolvendo grandezas diretamente proporcionais,
representadas por nimeros racionais na forma decimal.

Além das habilidades anteriormente citadas, os estudantes provavelmente sdo capazes
de:
ESPACO E FORMA

Reconhecer a medida do angulo determinado entre dois deslocamentos, descritos
por meio de orientacdes dadas por pontos cardeais.

Reconhecer as coordenadas de pontos representados no primeiro quadrante
de um plano cartesiano.

Reconhecer a relacdo entre as medidas de raio e diametro de uma
circunferéncia, com o apoio de figura.

Reconhecer a corda de uma circunferéncia, as faces opostas de um cubo, a partir
de uma de suas planificagdes

Comparar as medidas dos lados de um triangulo a partir das medidas de seus
respectivos angulos opostos.

Resolver problema utilizando o Teorema de Pitagoras no célculo da medida da hipotenusa,

dadas as medidas dos catetos.
Nivel 6

Desempenho maior GRANDEZAS E MEDIDAS
ou igual a 325 e

Converter unidades de medida de massa, de quilograma para grama, na resolucdo
menor que 350

de situacdo problema.
Resolver problema fazendo uso de semelhanca de triangulos.

NUMEROS E OPERACOES; ALGEBRA E FUNCOES
Reconhecer fragGes equivalentes.

Associar um numero racional, escrito por extenso, a sua representacdo decimal, e
vice-versa.

Estimar o valor da raiz quadrada de um nimero inteiro aproximando-o de um nimero
racional em sua representacdo decimal.

Resolver problema envolvendo grandezas diretamente proporcionais,
com constante de proporcionalidade ndo inteira.

Determinar o valor numérico de uma expressdo algébrica que contenha
parénteses, envolvendo numeros naturais.

Determinar um valor monetario obtido por meio de um desconto ou um acréscimo
percentual.

Determinar o valor de uma expressao numeérica, com numeros irracionais, fazendo
uso de uma aproximagao racional fornecida.

TRATAMENTO DE INFORMAGOES

Resolver problemas que requerem a comparagdo de dois graficos de colunas.




94

Nivel® Descri¢do do Nivel

Além das habilidades anteriormente citadas, os estudantes provavelmente sdo capazes
de:

ESPACO E FORMA

Reconhecer angulos agudos, retos ou obtusos de acordo com sua medida
em graus.

Reconhecer as coordenadas de pontos representados num plano
cartesiano localizados em quadrantes diferentes do primeiro.

Determinar a posicdo final de um objeto, apds a realizagdo de rotagdes em torno
de um ponto, de diferentes angulos, em sentido horario e anti-horéario.

Resolver problemas envolvendo angulos, inclusive utilizando a Lei Angular de Tales
sobre a soma dos angulos internos de um triangulo.

Resolver problemas envolvendo as propriedades de angulos internos e externos
de tridngulos e quadrilateros, com ou sem justaposi¢cdo ou sobreposig¢do de figuras.

Resolver problema utilizando o Teorema de Pitdgoras no calculo da medida de um
dos catetos, dadas as medidas da hipotenusa e de um de seus catetos.
GRANDEZAS E MEDIDAS

Nivel 7 Determinar o perimetro de uma regido retangular, obtida pela justaposicdo de dois

Desgmpenho malor  retangulos, descritos sem o apoio de figuras.
ou igual a 350 e )
menor que 375 Determinar a drea de um retangulo em situagdes-problema.

Determinar a area de regides poligonais desenhadas em malhas
quadriculadas.

Determinar o volume de um cubo ou de um paralelepipedo retangulo,
sem o apoio de figura.

Converter unidades de medida de volume, de m? para litro, em situacdes-
problema.

Reconhecer arelagdo entre as dreas de figuras semelhantes.

NUMEROS E OPERACOES; ALGEBRA E FUNCOES

Determinar o quociente entre nimeros racionais, representados na forma decimal
ou fracionaria, em situacOes-problema.

Determinar a soma de nimeros racionais dados na forma fracionaria e com
denominadores diferentes.

Determinar o valor numérico de uma expressdo algébrica de 22 grau, com
coeficientes naturais, envolvendo nimeros inteiros.

Determinar o valor de uma expressdo numérica envolvendo adigdo,
subtracdo, multiplicacdo e/ou potenciagdo entre nimeros inteiros.

Determinar o valor de uma expressdo numérica com numeros inteiros positivos
e negativos.

Determinar o valor de uma expressdo numérica com ndmeros racionais.

Comparar numeros racionais com diferentes nimeros de casas decimais, usando
arredondamento.

Localizar na reta numérica um ndmero racional, representado na forma de uma fracdo
improépria.

Associar uma fracdo a sua representacdo na forma decimal.
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Nivel* Descri¢do do Nivel

Associar uma situacdo problema a sua linguagem algébrica, por meio de
inequacgbes do 12 grau.

Associar a representacdo grafica de duas retas no plano cartesiano a um sistema
de duas equacdes lineares e vice-versa.

Resolver problemas envolvendo equacdo do 29 grau.

TRATAMENTO DE INFORMAGOES

Determinar a média aritmética de um conjunto de valores. Estimar

guantidades em graficos de setores.

Analisar dados dispostos em uma tabela de trés ou mais entradas.

Interpretar dados fornecidos em graficos envolvendo regiées do plano cartesiano.

Interpretar graficos de linhas com duas sequéncias de valores.

Além das habilidades anteriormente citadas, os estudantes provavelmente sdo capazes
de:

ESPACO E FORMA

Resolver problemas utilizando as propriedades das cevianas (altura, mediana e
bissetriz) de um triangulo isdsceles, com o apoio de figura.

GRANDEZAS E MEDIDAS

Converter unidades de medida de capacidade, de mililitro para litro, em

situacGes-problema.
Nivel 8

Desempenho maior

ou igual a 375 e

menor que 400 Determinar a area de figuras simples (triangulo, paralelogramo, trapézio), inclusive
utilizando composicdo/decomposicdo.

NUMEROS E OPERACOES; ALGEBRA E FUNCOES

Reconhecer que a area de um retangulo quadruplica quando seus lados
dobram.

Determinar o valor numérico de uma expressao algébrica do 1° grau, com
coeficientes racionais, representados na forma decimal.

Determinar o valor de uma expressdao numérica envolvendo adigdo, subtragdo e
potenciacdo entre nimeros racionais, representados na forma decimal.

Resolver problemas envolvendo grandezas inversamente proporcionais

Além das habilidades anteriormente citadas, os estudantes provavelmente sdo capazes
de:

ESPACO E FORMA

Resolver problemas utilizando a soma das medidas dos angulos internos de um

Nivel 9 ,
poligono.

Desempenho maior
ou igual a 400 NUMEROS E OPERACOES; ALGEBRA E FUNCOES

Reconhecer a expressdo algébrica que expressa uma regularidade existente
em uma sequéncia de niumeros ou de figuras geométricas.

! A Prova Brasil néo utilizou itens do 9° ano que avaliam as habilidades do Nivel 0. Os estudantes do
9° ano com desempenho menor 8ue 200 requerem atencéo especial, pois ainda ndo demonstram
habilidades muito elementares que deveriam apresentar nessa etapa escolar.
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