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Resumo

Este trabalho propoe uma abordagem de ensino da Aritmética por meio de sequéncias
didéaticas explorando conceitos, Histéria da Matematica, aplicacoes e jogos, visando
desenvolver alternativas metodolégicas e tedricas inovadoras para melhorar a compre-
ensao e o engajamento dos alunos em relacao aos topicos da Aritmética. A metodo-
logia adotada nesta pesquisa envolve uma abordagem qualitativa, implementagao de
sequéncias didaticas e jogos como a “Trilha da Aritmética”. Os resultados esperados
incluem maior participagao dos alunos, melhor compreensao dos conceitos abordados
e um ambiente de aprendizagem mais dindmico e interativo. Concluindo, este estudo
visa fornecer uma contribuigao significativa para o processo de ensino-aprendizagem da
Matematica, demonstrando a eficicia da integracao de abordagens ludicas e praticas

ao ensino da Aritmética.

Palavras-chave: Aritmética; Sequéncias Didaticas; Cifras de Hill; Jogos.



Abstract

This work proposes an approach to teaching Arithmetic through didactic sequences
exploring concepts, History of Mathematics, applications, and games, aiming to de-
velop innovative methodological and theoretical alternatives to improve students’ un-
derstanding and engagement concerning Arithmetic topics. The methodology adopted
in this research involves a qualitative approach and implementation of didactic se-
quences and games such as the Arithmetic Trail. The expected results include greater
student participation, better understanding of the concepts covered, and a more dy-
namic and interactive learning environment. In conclusion, this study aims to provide
a significant contribution to the Mathematics teaching-learning process, demonstrating

the effectiveness of integrating playful and practical approaches to Arithmetic teaching.

Keywords: Arithmetic; Didactic Sequences; Hill Ciphers; Games. .
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1 Introducao

A Aritmética desempenha um papel fundamental no curriculo educacional brasi-
leiro, sendo considerada uma base essencial para o conhecimento humano (ARAUJ O;
FILHO, 2023). Mesmo sendo um dos pilares essenciais da Matematica, enfrentamos
frequentemente, diversos desafios para ensinar a Aritmética no que diz respeito a sua
eficacia e a promocgao de uma aprendizagem significativa.

Historicamente, sua importancia foi exposta nos programas escolares de 1930, en-
fatizando seu carater abstrato e aplicagbes (AMARAL; SANT’ANA; SANT’ANA|
2019). O ensino da Aritmética tem sido influenciado por programas internacionais
na época, como o Programa de Assisténcia Brasileiro-Americana ao Ensino Elementar
(PABAEE), que circulam ideias pedagdgicas no Brasil (CARVALHO; DUARTE, |2017).
Apesar de sua relevancia, alunos, especialmente na Educacao de Jovens e Adultos, re-
latam dificuldades com a Aritmética, embora a reconhegcam como uteis no cotidiano
(ARAUJO; FILHO, [2023).

Frente a esses desafios, torna-se essencial reconsiderar as abordagens de ensino da
Aritmética, procurando por estratégias inovadoras que estimulem uma compreensao
mais profunda dos conceitos. A integragdo desses conceitos com o contexto dos alunos
é crucial, incentivando uma participacao ativa e envolvente. Este desafio estimula uma
reflexdo continua sobre como transcender as barreiras tradicionais, visando proporcio-
nar uma experiéncia de aprendizado mais eficaz e enriquecedora para os alunos.

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018), é im-
portante desenvolver habilidades matematicas essenciais, incluindo a compreensao dos
numeros, das operagoes aritméticas, além de enfatizar a necessidade de promover o ra-
ciocinio légico, a resolucao de problemas e a aplicagdo dos conhecimentos matematicos
no cotidiano dos alunos.

Ou seja, ao ensinar Aritmética, o professor deve cultivar a habilidade dos alunos
de raciocinar, resolver problemas e compreender o mundo. Além disso, deve ser uma
experiéncia enriquecedora que capacita os alunos a aplicar conceitos de maneira pratica
e significativa.

Quando o professor utiliza situagoes-problema e estratégias que atendam as dife-
rentes necessidades de aprendizagem, favorecendo a inclusao e a participacao efetiva
de todos, os alunos desenvolvem a capacidade de analisar e sintetizar os problemas de
forma mais simplificada, bem como aprimorar o senso de abstracao e de generalizagao
de questoes sofisticadas (HEFEZ; ARITMETICA, 2009).

A missao do professor consiste em orientar e ser um mediador da aprendizagem para

um desenvolvimento ativo, sistematico e independente, promovendo a construcao de
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responsabilidade ao enfrentar desafios. Contudo, reconhecemos que transmitir conteu-
dos de maneira significativa é uma tarefa complexa, suscitando indagacoes frequentes
dos alunos sobre o “como” e o “porqué”.

Visando contribuir com o ensino e aprendizagem da Aritmética, neste trabalho
recorremos a sequéncia didatica que, de acordo com (ARAUJO, 2013) e (ZABALA,
1998)), é necessdrio organizar as atividades de forma a incluir todos nossos alunos,
cumprindo todas as etapas e objetivos que devem ser alcangados. Em nosso trabalho,
realizamos a sequéncia didatica ao longo de sete encontros. Cada encontro teve um
proposito especifico, que sera detalhado no Capitulo

Neste sentido, este trabalho tem a finalidade de discutir uma abordagem alternativa
no que se refere aos aspectos tedrico-metodoldgicos sobre o ensino de Aritmética, defini-
coes e propriedades. E importante observar que esse contetido matematico é abordado
superficialmente no Ensino Médio. Assim, nesta proposta de pesquisa, planejamos
explorar esse conteudo de forma mais aprofundada, estudando as primeiras ideias da
Aritmética e aplicando esses conhecimentos em sala de aula. Buscamos analisar, cole-
tar e verificar os resultados, de modo que o aprendizado se tornasse significativo para
os alunos.

A utilizacao de linguagem de programacao, Criptografia e materiais lidicos foram
implementados neste trabalho com o objetivo de promover um ensino e aprendizado
de maior qualidade.

Consideramos que o uso da linguagem de programacao foi fundamental para que
os alunos entendessem os algoritmos e a aplicacao do conceitos formais da Aritmética
na pratica. Ja no campo da Criptografia abordamos algumas aplicagoes. Em grego,
“cryptos” significa segredo, oculto. A Criptografia estuda métodos para codificar uma
mensagem de modo que sé seu destinatario legitimo consiga interpreta-lo como afirma
(COUTINHO, 2015). E a arte dos “cédigos secretos”. Pesquisadores propdem integrar
a Criptografia em varios tépicos matemaéticos, incluindo fungoes e matrizes, para forne-
cer um contexto significativo e cativar o interesse dos alunos (ROSSETO| 2018). Esta
abordagem pode promover aulas de Matematica mais produtivas e preencher lacunas
do conhecimento (ROSSETO, 2018).

A Criptografia vem sendo usada constantemente com objetivo de evitar violagdes
nos sistemas eletronicos e proteger informagoes sigilosas (TERADA| 1988)). Por meio
da Criptografia os sistemas computacionais e informagoes estao cada fez mais seguras,
por conta da privacidade e seguranca dos sistemas.

Também utilizamos recursos complementares para facilitar o processo de
ensino/aprendizagem, como as Cifras de Hill. Essa abordagem visa evidenciar a inter-
conexao e a possibilidade de trabalhar esses conteidos de maneira integrada. Dessa

forma, conseguimos demonstrar aos alunos que, a partir dos avancos matematicos, a
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Criptografia se tornou um recurso de grande relevancia na sociedade moderna. Através
dela, é possivel transmitir e enviar mensagens de forma que somente o remetente e o
destinatario possuam acesso a essa informacao.

Ao trabalhar de forma ludica, por meio de um jogo intitulado "Trilha da Aritmé-
tica", conseguimos abordar uma significativa parte dos conceitos utilizados na etapa
da sequéncia didatica. Apds a aplicacao da sequéncia didatica , os alunos responderam
a um questionario que buscava avaliar o grau de satisfacdo em relagdo a metodologia

aplicada.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Desenvolver alternativas metodolégicas e tedricas para o ensino da Aritmética por

meio de sequéncias didaticas, Histéria da Matematica, conceitos e aplicagoes.

1.1.2 Objetivos Especificos

o Fazer um levantamento historico e bibliografico sobre Aritmética;

o Realizar uma abordagem investigava sobre o grau de aprendizagem da Aritmética
e identificar os principais obstaculos enfrentados pelos professores e alunos ao
ensinar e aprender propriedades, defini¢oes, manipulagoes e aplica¢ées no intuito

de participar na superacao dessas dificuldades;

o Pesquisar sobre estratégias metodoldgicas e recursos didaticos eficazes para a

compreensao e aprendizagem da Aritmética;

o Elaborar e aplicar as sequéncias didaticas em uma turma do 3° ano do Ensino
Médio;

o Utilizar a linguagem de programacao Python, com a intencao de trabalhar os

algoritmos aritméticos e aplicagoes;

o Elaborar um jogo intitulado “Trilha da Aritmética” que tem a finalidade de auxi-

liar de forma lidica a compreensao das defini¢des e propriedades da Aritmética;

o Avaliar os resultados obtidos na aplicagao dessas sequéncias didaticas.
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1.2 Organizacao

Com o intuito de alcangar os objetivos apresentados na secao[1.1] a dissertagao estd
estruturada em sete capitulos.

O Capitulo [}, fornece algumas consideracoes e objetivos iniciais para a elaboragao
da dissertacao.

No Capitulo [2 apresentamos um arcabouco teérico que fundamenta a pesquisa, na
qual abordaremos conceitos, habilidades e competéncias que estdo na BNCC. E em
seguida associamos a Criptografia ao estudo das matrizes e determinantes que estao
na Proposta Curricular do Novo Ensino Médio da Paraiba (PCEMPB).

No Capitulo [3] incluimos alguns aspectos histéricos da Aritmética, destacando a
importancia de conhecer o passado para entender o futuro.

Com relagao ao Capitulo[] nos dedicamos a promover a parte dos conceitos formais,
defini¢oes e propriedades. Por meio destas ferramentas é possivel assimilar os contetdos
de forma significativa e consistente.

Em seguida, no Capitulo |5 que teve como objetivo descrever nossa sequéncia dida-
tica, na qual dividimos em sete encontros. No primeiro encontro abordamos a historia
da Aritmética, as definicoes de ntiimeros, multiplos, divisores e usamos um algoritmo
em linguagem de programacao Python. Com relacdo ao segundo encontro, trabalha-
mos o algoritmo da divisao, critério de divisibilidade, Crivo de Eratdstenes, ntimero
primo de Mersenne e algoritmos utilizados em Python. Ja no terceiro encontro disser-
tamos o Teorema Fundamental da Aritmética, niimeros primos, compostos, Maximo
Divisor Comum (MDC) e Minimo Muiltiplo Comum (MMC). J4 no quarto encontro
apresentamos problemas relacionados a relogios, calendarios e congruéncia modular. O
quinto encontro relembramos conceitos fundamentais de matrizes e determinante . Em
seguida, utilizamos e aplicamos as Cifras de Hill. Por fim, aplicamos todos os conheci-
mentos adquiridos sobre Aritmética em um jogo intitulado “Trilha da Aritmética”.

No Capitulo [}, fizemos uma andlise e obtivemos alguns resultados relevantes, com
relacdo a aplicagdo do teste de sondagem sobre o conhecimento aritmético. Em seguida
analisamos o questionario sobre a metodologia aplicada nos encontros.

E para finalizar, no Capitulo [7] realizamos algumas ponderagoes e sugestoes cons-

trutivas para melhorar o nosso trabalho cientifico.
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?2 Referencial Tedrico

A Aritmética que estudamos em diversas ocasioes é abordada de forma fragmentada,
enfatizando ora um determinado tépico, ora outro, ignorando sua ideia fundamental que
é entender defini¢Oes, suas propriedades e os nimeros inteiros. Apesar dos significativos
avangos e descobertas ao longo de muitos anos de estudo sobre os niimeros, ainda
existem grandes mistérios a serem explorados (CADAR; DUTENHEFNER; [2015)).

E importante ressaltar que a Aritmética desempenha um papel central como uma
ferramenta essencial e fundamental na resolu¢ao de uma ampla variedade de situacgoes-
problema. Sua aplicagdo transcende o ambiente escolar, permeando o cotidiano e as
demandas praticas da vida. Ao dominar os principios aritméticos, os alunos adquirem
uma base sélida que lhes permite enfrentar desafios e tomar decisdes importantes em
diversas circunstancias, consolidando assim sua capacidade de analise critica e resolucao
eficiente de problemas do mundo real. A Aritmética, portanto, ndo apenas enriquece
a compreensao Matematica, mas também se revela como uma habilidade valiosa para
a vida.

A BNCC (BRASIL; 2018), enquanto um guia normativo, desempenha um papel
crucial ao apontar-nos em diregao a contetidos essenciais para o sucesso no ambiente
de trabalho e no cendrio da produgao cientifica do aluno. Este documento visa nao
apenas fornecer uma estrutura educacional consistente, mas também orientar o pro-
cesso de aprendizagem em direcao as habilidades e conhecimentos que sao nao apenas
pertinentes ao contexto académico, mas também fundamentais para o éxito no mundo
profissional e na contribuigao para avangos cientificos. Dessa forma, a BNCC(BRASIL)
2018) se posiciona como uma ferramenta orientadora que busca alinhar a formagao
educacional as exigéncias da sociedade contemporanea, preparando os alunos para os
desafios e oportunidades do mundo do trabalho e da pesquisa cientifica.

As unidades temaéticas que serdo abordadas neste trabalho sdo os ntmeros e a
algebra, e os objetos de conhecimento sao operagoes tais como: adigcao, subtracao,
multiplicagao e divisao euclidiana, a fim de auxiliar na resolucao de problemas do dia a
dia. Entendendo a Aritmética de forma eficiente, podemos trabalhar outros conteidos
de forma mais consistentes e abordar consequentemente, os contetdos de forma mais
dindmica.

A BNCC(BRASIL, 2018)) estabelece que ao longo da Educagao Bésica, 10 compe-
téncias gerais devem ser desenvolvidas e aprimoradas. Estas competéncias abrangem
areas como conhecimento, pensamento cientifico, critico e criativo, repertoério cultural,
habilidades de comunicacao, cultura digital, além de focar em aspectos como trabalho

e projeto de vida, argumentacao, autoconhecimento e autocuidado, empatia, operacao,
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responsabilidade e cidadania. Também propoe uma abordagem holistica e abrangente
para o desenvolvimento integral dos alunos ao longo de sua jornada educacional.
Além das 10 competéncias, sdo necessarias habilidades que capacitam o aluno a
ser independente na busca pelo conhecimento e a desempenhar um papel ativo como
protagonista de sua prépria trajetéria. Para uma interpretacdo adequada dessas ha-
bilidades, é essencial contar com um cédigo alfanumérico, estabelecidos na BNCC,

conforme exemplificado a seguir:

Figura 1 — Descricao dos niimeros e letras correspondentes as habilidades da BNCC

EM 13 MAT 4 05

Il Il |
Q -] ; oy
O primeiro par de letras Os numeros finais indicam a competéncia
indica a etapa Ensino Médio especifica & qual se relaciona a habilidade (1°

numero) e a sua numeragéo no conjunto de
habilidades relativas a cada competéncia (dois

Gltimos numeros).
O segundo par de numeros (13) indica que

as habilidades descritas podem ser
desenvolvidas em qualquer série do Ensino A segunda sequéncia de letras indica a 4rea (trés letras).

Médio (1° a0 3° ; 0
( s : MAT = Matematica e suas Tecnologias
ana), conforme definigio dos curriculos.

Fonte: (SOUZA et al., [2023] p.23)

Segue abaixo as habilidades relacionadas a Aritmética que estao contempladas na
BNCC. Essas habilidades abrangem uma gama de conhecimentos essenciais para o de-
senvolvimento matematico dos alunos, promovendo uma compreensao aprofundada e
aplicada dos conceitos aritméticos. Através dessas competéncias, a BNCC busca for-
talecer a base Matematica dos alunos, capacitando-os para enfrentar desafios e utilizar

eficazmente, as habilidades aritméticas em diversas situacoes praticas.
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Figura 2 — Habilidades sobre Aritmética na BNCC

Unidade Tematica Objetos de Habilidades referentes a BNCC
conhecimento

(EFO6MAO05) Classificar nimeros naturais em
primos e compostos, estabelecer relacdes entre
numeros, expressas pelos termos “¢ multiplo
de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer,
Fluxograma para

determinar a paridade de | por meio de investigagdes, critérios de

um numero natural R,
Multiplos e divisores de divisibilidade por 2, 3,4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e

um numero natural 1000.
Numeros primos € (EFO6MAO6) Resolver e elaborar problemas
compostos.

Numeros que envolvam as ideias de multiplo e de

divisor.

(EFO7MAOI1) Resolver e elaborar problemas

com numeros naturais, envolvendo as nog¢des
Multiplos e divisores de | de divisor e de multiplo, podendo incluir
um numero natural. maximo divisor comum ou minimo multiplo
comum, por meio de estratégias diversas, sem

a aplicagdo de algoritmos.

Numeros intewros: usos, | (EFO7MAO4) Resolver e elaborar problemas
historia, ordenacgio, | que envolvam operagdes com numeros inteiros.
assoclagdo com pontos da

reta numérica e operagdes.

Fonte: (BRASIT), 2018, p.303-309)

A partir da Figura 2 acima, podemos observar que assuntos como divisao, critérios
de divisibilidade, nimeros primos e compostos, Maximo Divisor Comum (MDC), Mi-
nimo Multiplo Comum (MMC), e outros tépicos como matrizes, determinantes e suas
propriedades, muitas vezes sao trabalhados de forma isolada.

As habilidades relacionadas a Aritmética, no ambito da Proposta Curricular do
Novo Ensino Médio da Paraiba (PCEMPB), estao apresentadas no quadro a seguir.
Estas habilidades delineiam os objetivos especificos e as competéncias que os alunos
devem adquirir no que diz respeito a Aritmética, visando aprofundar sua compreensao
e capacidade de aplicagdo desses conceitos.

Essa abordagem especifica destaca o compromisso do curriculo em fornecer uma
formacao Matematica abrangente e relevante para os alunos, preparando-os para en-
frentar os desafios académicos e praticos que surgem no Ensino Médio. Vale destacar
que tais habilidades serdo abordadas em virtude do estudo e aplicacao da Criptografia

por meio da Aritmética, matrizes e determinantes.
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Figura 3 — Habilidades sobre matrizes e determinantes na Proposta Curricular do Novo
Ensino Médio da Paraiba (PCEMPB)

Unidade Habilidade Objeto Objeto
Tematica Especifica da Area de aprendizagem do Conhecimento
Identificar e
representar o0s

diferentes tipos de

matrizes.
Algebra EMI3MAT410 Resolver problemas | Matrizes e Determinantes
utilizando as
operacoes com
matrizes e a

linguagem

matricial.

Fonte: (PARAIBA,[2021, p. 276)

A Criptografia vem sendo utilizada ha muito tempo, desde do periodo dos antigos
chineses, por espides e até mesmo por manipuladores politicos. Mas a Criptografia ga-
nhou mais destaque nas areas militares e no servigo secreto, como ressalva (TERADA|
1988).

Percebe-se que a preocupagao com a seguranca e privacidade da informacao é muito
antiga. Ao longo do tempo, essas informagoes decidiam até batalhas um exemplo antigo
de codificagao e decodificacao de mensagem sao “Cifras de César”. Era importante na
época, transmitir essas informagoes confidenciais para os soldados aliados, pois se essas
informacoes fossem obtidas por inimigos, os soldados aliados poderiam correr diversos
tipos de riscos. Entdo uma maneira eficiente de proteger essas informacgoes era por
meio das “Cifras de César” ou “Cifras de Substitui¢ao”: era um sistema monoalfabético,
utilizado e elaborado pelo general Julio César, em torno de 58 a.C. Este sistema consiste
em trocar cada letra do alfabeto seguindo um padrao bem determinado. Acredita-se
que Julio César substituia cada letra pela terceira letra que se segue no alfabeto como
comenta (ROSSETO) 2018]).

As “Cifras de Hill”, foram as Cifras escolhidas para manipular e aplicar com os
alunos do 3° ano do Ensino Médio. Elas sao baseadas em transformagoes matriciais
e utilizam um sistema poligrafico. Foi inventada pelo matematico Lester S. Hill em
1929. Neste sentido, usamos estas cifras para fazer uma retomada nos conteidos de
matrizes e determinantes. Observamos que estes conteidos fazem parte da PCEMPB.
Este sistema de Criptografia consiste em utilizar o alfabeto com as 26 letras, onde cada

letra estara associada a um valor numérico: por exemplo, A esta associado a 1, B esta
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associado a 2 e assim sucessivamente, até chegarmos ao Z que sera associado a 0. Pois,
Z corresponde ao 26 e quando dividimos o ntimero 26 por 26 obtemos o resto 0. As
ideias contidas nesta dissertacao sobre as "Cifras de Hill” foram retiradas do trabalho
académico de (ROSSETO, 2018)).

Neste trabalho abordaremos algumas aplicagoes da Aritmética no campo da Cripto-
grafia. Em grego, “cryptos” significa segredo, oculto. A Criptografia também chamada
de cifras estuda métodos para codificar uma mensagem de modo que sé seu destinatario
legitimo consiga interpreté-lo como afirma (COUTINHO), 2015). E a arte dos “cédigos
secretos”. Além dos tépicos da Aritmética citados anteriormente, abordamos também
matrizes e determinantes.

No contexto dos desafios frequentemente encontrados no ensino da Matematica,
destaca-se o papel crucial do lidico como um recurso significativo, sobretudo no am-
bito da Aritmética. A palavra Ludico vem do latim “Ludus” que significa jogo e
divertimento como afirma (ROLOFF)|2010). A utilizagdo de abordagens lidicas nao é
apenas torna o aprendizado mais envolvente, mas também promove uma compreensao
mais profunda dos conceitos matematicos, tornando o processo de ensino-aprendizagem
mais acessivel e estimulante para os alunos. O carater lidico nao apenas quebra pos-
siveis barreiras de ansiedade em relacdo a Mateméatica, mas também contribui para
o desenvolvimento de habilidades cognitivas e criativas, incentivando os alunos a ex-
plorarem, experimentarem e compreenderem a Aritmética de maneira mais holistica e
prazerosa (MOURA| |1994]).

Percebe-se que muitas vezes nossos alunos ficam muito entediados com a parte
conceitual formal, pois esta conceituacdo na maioria das situagoes é transmitida de
forma abstrata. Assim, as atividades ludicas tém por finalidade proporcionar uma
convivéncia e um interacao melhor com os alunos e professor, criando um ambiente
de competicao saudavel onde todos os envolvidos conseguem aprender e se divertir
simultaneamente, como comenta (SILVA et al., [2013).

Acreditamos que por meio do lidico podemos obter resultados mais positivos com
relagdo ao ensino. (SILVA et al.; 2013)) ainda reforgam a ideia de que é possivel ensinar
Matematica de forma divertida sem atrapalhar a ideia dos conceitos formais, defini¢oes
e propriedades.

Vale salientar também, que o lidico serd utilizado como uma forma de consolidar
os conceitos da Aritmética e que isso se dard por meio de um jogo chamado “Trilha da
Aritmética”.

Ao abordar os topicos aritméticos, é comum automatizar e mecanizar o ensino,
tornando-o desafiador para alunos e professores. Ao enfatizar regras e solugoes super-
ficiais, muitas vezes negligenciamos a esséncia do processo de ensino-aprendizagem: a

aquisicao significativa de conhecimento. Esta pesquisa buscou transcender essa aborda-
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gem, incentivando a interacao entre alunos, promovendo discussoes e explorando diver-
sas estratégias de resolugao. Além de contribuir para o desenvolvimento da linguagem
e habilidades reflexivas, visa servir como guia para alunos e professores interessados
em aprofundar seu entendimento sobre os fundamentos da Aritmética na Matematica.

Nesse sentido, a proposta deste trabalho de pesquisa é criar um elo entre estes con-
tetdos para que o aluno consiga estabelecer uma conexao entre eles, a fim de que a
assimilacao seja significativa. Dessa forma, nesta dissertagao, propomos alternativas
metodologicas para o ensino da Aritmética, baseando-nos em novas pesquisas e aborda-

gens que foram adquiridas ao longo do curso de Mestrado Profissional em Matematica
(PROFMAT).
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3 Uma breve histéria sobre Arimética e o

desenvolvimento da Matematica

Pode-se dizer que a Aritmética foi a primeira area da Matemaética a ser criada, e
mesmo ainda nao sendo conhecida por este nome, surgiu juntamente com os primei-
ros sistemas de quantificacdo da humanidade. A palavra aritmética deriva do grego
“arithmos”, que significa nimero (UFABC| 2024)).

A ideia de niimeros remonta a aproximadamente 30.000 anos atrds, com o objetivo
de registrar a quantidade de familiares, de animais e de objetos importantes para uma
determinada comunidade tribal (HY GINOJ 1991)).

O Capitulo 1 do livro “Origem da Matematica”, como delineada por Carl B.Boyer
em sua obra seminal de 1974 (p.1-5), inicia-se pelo titulo “A History of Mathema-
tics”, que remonta aos tempos pré-historicos, onde os primeiros sinais de atividade
Matemaética podem ser encontrados nas praticas e na vida cotidiana das comunidades
primitivas. Estas praticas rudimentares, que hoje considerariamos como Aritmética e
Geometria basicas, estavam intrinsecamente ligadas a sobrevivéncia e a organizagao
social desses povos. A necessidade de contar, medir e dividir recursos como alimento,
agua e terra deu origem as formas mais primitivas de Matematica, que evoluiram de
modo a se tornarem cada vez mais refinadas (BOYER, |1974).

Nos tempos pré-historicos, a Matematica era essencialmente uma ferramenta pra-
tica. As comunidades primitivas utilizavam métodos simples de contagem para manter
registros de bens, como gado e colheitas. A contagem, inicialmente, pode ter sido feita
utilizando partes do corpo humano, como os dedos, que serviram como ferramentas na-
turais para enumerar objetos. O conceito de niimeros surgiu a partir dessa necessidade
de quantificar. O desenvolvimento do conceito de niimero foi um dos primeiros e mais
fundamentais avangos na histéria da Matemética. Os ntimeros naturais, que usamos
hoje para contar, representam uma das primeiras abstragoes mateméaticas (BOYER]
1974)).

A necessidade de contar e registrar detalhes é tdao antiga quanto a prépria huma-
nidade. Os primeiros sistemas de contagem eram extremamente simples, utilizando
objetos fisicos como pedras, nés em cordas ou marcas em ossos. Estes métodos ru-
dimentares de conclusao sao evidéncias do desenvolvimento inicial da Aritmética nas
primeiras civilizagoes, como comenta (HYGINO, |1991)).

Comumente, associa-se a histéria dos niimeros a nocao de contagem, problemas
relacionados a subsisténcia humana. Quando lemos problemas envolvendo contagem,

o exemplo mais frequente é voltado para pastores de ovelhas, associando cada animal
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com uma pedra. Neste sentido, é possivel ter um certo controle sobre o rebanho. Em
seguida, foram criados outros artificios praticos associados a marcas e escritas de argila.
Estas marcas estariam associadas a origem dos niimeros. Vale ressaltar que estas fontes
nao sao seguras, pois a maioria dos registros sao muito escassos e fragmentados como
pondera (ROQUE; CARVALHO, [2012)).

A necessidade de medir também desempenhou um papel crucial na evolucao da
Matemaética. A agricultura, uma das primeiras atividades econémicas a se desenvol-
ver, exigia medig¢oes precisas de terras e a determinagdo dos melhores momentos para
plantar e colher. Estas necessidades levaram ao desenvolvimento de técnicas basicas de
Geometria. (BOYER) |1974)) observou que as primeiras civilizagoes, como os egipcios
e os babilonios, desenvolveram sistemas de medicao que permitiram a construcao de
grandes obras de engenharia e a organizagao das cidades. Os egipcios, por exemplo,
desenvolveram um sistema de medicao baseado no cubito, que era a distancia do coto-
velo a ponta do dedo médio. Esse sistema de medigao era crucial para a construcao de
suas monumentais piramides e templos.

Além da medicao e da contagem, a divisdo de recursos era uma pratica matema-
tica fundamental nas comunidades primitivas. A divisdo de terras, a distribuicdo de
alimentos e a partilha de outros bens exigiam uma compreensao basica de fragoes e
proporcoes. A necessidade de justica e equidade na distribuicdo de recursos pode ter
incentivado o desenvolvimento dessas ideias mateméticas. (BOYER] |1974) argumenta
que a divisao de recursos nao era apenas uma questao pratica, mas também um as-
pecto essencial da vida social e politica das primeiras comunidades. A Matematica,
nesse contexto, surgiu como uma ferramenta para resolver problemas praticos e sociais.

A transicdo da Matematica pratica para a Matematica tedrica comecou a ocorrer
com o advento das primeiras civiliza¢oes, como a babilonica e a egipcia. Essas civiliza-
¢Oes nao apenas utilizavam a Matematica para fins praticos, mas também comecaram
a explorar conceitos matematicos abstratos. Na Babilonia, por exemplo, o desenvol-
vimento de um sistema numérico baseado em 60, que ainda influencia nosso conceito
de tempo e angulos hoje, representou um avanco significativo. Os babilonios também
desenvolveram tabelas de multiplicacao e métodos para resolver equacoes quadraticas,
indicando um nivel avancado de pensamento mateméatico (BOYER), [1974]).

A civilizagdo egipcia, por outro lado, fez avancos significativos na Geometria. Os
egipcios desenvolveram técnicas geométricas que lhes permitiram construir as piramides
com uma precisao impressionante. Eles também utilizavam a Geometria para resol-
ver problemas praticos de medicao de terras e divisao de propriedades. O Papiro de
Rhind, um dos documentos mateméticos mais antigos que se conhece, contém proble-
mas aritméticos e geométricos que mostram o alto nivel de conhecimento matematico
dos egipcios (BOYER, [1974)).
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Na Grécia antiga, onde filésofos como Pitagoras e Euclides comecaram a explorar a
Matematica como area do estudo abstrata. Pitagoras, por exemplo, é famoso por seu
teorema sobre triangulos retangulos, mas também contribuiu para o desenvolvimento
da teoria dos numeros e a ideia de proporcao. Euclides, por sua vez, organizou o
conhecimento geométrico existente em sua obra “Os Elementos”, que se tornou um dos
textos mais influentes na histéria da Matematica (BOYER) 1974).

A Teoria dos Numeros, um ramo central da Matematica, tem suas raizes na escola
pitagérica, fundada por Pitagoras no século VI a.C. Esta escola filosofica grega acre-
ditava que os numeros eram a esséncia de todas as coisas e se dedicava intensamente
ao estudo das propriedades numéricas. Para os pitagoricos, os niimeros nao eram ape-
nas ferramentas matematicas, mas também elementos fundamentais da realidade e da
ordem césmica (HYGINO, 1991)).

Os gregos viam a Matematica nao apenas como uma ferramenta pratica, mas como
uma forma de compreender o universo. Acreditavam que os principios matematicos
subjacentes a natureza poderiam ser descobertos através da razao e da légica. Esta
abordagem tedrica e abstrata levou a grandes avangos em diversas areas da Matematica,
incluindo Geometria, Aritmética e Algebra (BOYER) [1974).

A Matematica continuou a evoluir ao longo da histéria, com cada civilizagao con-
tribuindo de maneiras tnicas para o seu desenvolvimento. Na India, por exemplo,
matematicos como Aryabhata e Brahmagupta fizeram avancos significativos na algebra
e na aritmética, ampliando as ideias e conceitos que seriam posteriormente utilizados
por matematicos arabes e europeus. Os matematicos indianos introduziram o zero
como um numero e elaboraram métodos avangados para resolver equagoes quadraticas
e cubicas (BOYER] [1974).

Na China, a Matematica também progrediu de maneira significativa, especialmente
na area da Aritmética e da Geometria. Matemadaticos chineses, como Liu Hui e Zu
Chongzhi, fizeram contribui¢oes importantes para o calculo do ntimero pi e o desen-
volvimento de métodos de solugdo de sistemas de equacgoes lineares. O “Livro dos
Niumeros e Computacoes”, escrito por Yang Hui, ¢ um exemplo da sofisticacdo da Ma-
tematica Chinesa, contendo métodos avancados para resolver problemas aritméticos e
geométricos (BOYER, 1974).

O mundo islamico também desempenhou um papel crucial na preservagdo e no
desenvolvimento da Matematica. Apods a queda do Império Romano, muitos textos
matematicos gregos foram traduzidos para o drabe e estudados por matematicos isla-
micos. Al-Khwarizmi, um dos matematicos mais influentes da época, escreveu obras
sobre Algebra e Aritmética que tiveram um impacto duradouro. Seu livro “Kitab
al-Jabr wal-Mugabala” deu origem ao termo “Algebra” e estabeleceu as bases para a

resolugao sistematica de equagoes (BOYER, |1974).
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Na Europa Medieval, a matematica comecou a florescer novamente com a redes-
coberta dos textos gregos e islamicos. Durante o Renascimento, matematicos como
Leonardo Fibonacci introduziram o sistema numérico hindu-arabe na Europa, o que
revolucionou a Aritmética. Fibonacci, em sua obra “ Liber Abaci”, demonstrou as vanta-
gens deste sistema numérico em comparacao com o sistema romano, facilitando calculos
mais rapidos e precisos (BOYER) [1974).

No inicio da era moderna, a Matematica continuou a evoluir rapidamente. René
Descartes, por exemplo, desenvolveu a Geometria Analitica, que unificou a Algebra
e a Geometria e abriu caminho para o desenvolvimento do céalculo. Isaac Newton e
Gottfried Wilhelm Leibniz, de forma independente, desenvolveram o Célculo Diferencial
e Integral, ferramentas fundamentais para a ciéncia moderna. O calculo permitiu o
estudo de mudancgas continuas e teve um impacto profundo na Fisica, na Engenharia
e em outras ciéncias (BOYER, [1974).

Durante o século XVIII, a Matemética se expandiu ainda mais com os trabalhos
de matematicos como Leonhard Fuler e Carl Friedrich Gauss. Euler fez contribuigoes
significativas em diversas areas da Matematica, incluindo a teoria dos ntimeros, a topo-
logia e a andlise. Gauss, conhecido como o “principe dos matematicos”, fez descobertas
fundamentais na Algebra, na teoria dos nimeros e na Geometria Diferencial (BOYER,
1974)).

O século XIX viu a Matematica se tornar cada vez mais abstrata e rigorosa. Georg
Cantor desenvolveu a teoria dos conjuntos, que revolucionou a forma como os mate-
maticos pensam sobre o infinito e a estrutura dos numeros. A Matematica se tornou
uma disciplina mais formalizada e tedrica, com o desenvolvimento de novas areas como
a Algebra Abstrata e a Topologia (BOYER]/ 1974)).

No século XX, a Matematica continuou a se expandir em novas dire¢oes. A Teoria
da Relatividade de Albert Einstein e a mecénica quantica exigiram novos desenvol-
vimentos matematicos, levando a avancos na Geometria Diferencial e na Teoria dos
Grupos. A Matematica Computacional emergiu como uma nova area de estudo, com
o desenvolvimento de computadores permitindo a resolucao de problemas complexos
que antes eram intrataveis (BOYER) [1974).

A obra de Carl B. Boyer de 1974, “A History of Mathematics”, oferece uma, visao
abrangente e detalhada do desenvolvimento da Matemética desde suas origens primi-
tivas até os avangos modernos. (BOYER, |1974)) argumenta que a Matemética evoluiu
de uma ferramenta pratica para uma ciéncia tedrica e abstrata, impulsionada pela ne-
cessidade humana de contar, medir e dividir. Cada civilizacdo ao longo da histéria
contribuiu de maneira Unica para o desenvolvimento da Matematica, refletindo suas
proprias necessidades e interesses (BOYER) 1974).

A histéria da Matematica é uma narrativa de progresso continuo e inovagao. Desde
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as origens primitivas nas comunidades pré-histéricas até os avangos complexos da era
moderna, a Matematica tem sido uma ferramenta essencial para a compreensao e a
organizagao do mundo ao nosso redor. O desenvolvimento da Matematica é um tes-
temunho do engenho humano e da capacidade de abstrair e generalizar conceitos a
partir de necessidades praticas. Como Boyer destaca, a Matemética nao é apenas uma
colecao de técnicas e férmulas, mas uma disciplina profundamente enraizada na his-
toria e na cultura humana, refletindo as aspiragoes, as necessidades e as conquistas
das civilizagoes ao longo do tempo. A evolucdo da Matemaética continua a ser uma
narrativa de inovacao e progresso, moldando e sendo moldada pela historia da huma-
nidade. A trajetoria da Matematica, como descrita por Carl B. Boyer, nao é apenas
uma sequéncia de descobertas e avancos técnicos, mas também uma historia rica de
interagoes culturais, intercambios intelectuais e contextos sociais (BOYER |1974]).

No século XX, a Matematica experimentou uma expansao significativa em varias
diregoes, refletindo as demandas de novas areas do conhecimento e as revolucoes tec-
nologicas. A teoria da relatividade de Albert Finstein e a mecanica quantica trans-
formaram nossa compreensao do universo, exigindo desenvolvimentos mateméticos em
areas como a geometria diferencial e a teoria dos grupos. A Mateméatica computacional
surgiu como uma nova area de estudo, com o advento dos computadores permitindo a
resolugao de problemas complexos que antes eram intratéaveis (BOYER) [1974).

Uma das inovagdes mais significativas do século XX foi o desenvolvimento da teoria
dos conjuntos por Georg Cantor, que revolucionou a forma como os mateméticos pen-
sam sobre o infinito e a estrutura dos nimeros. A teoria dos conjuntos tornou-se a base
para muitas areas da Matematica Moderna, proporcionando uma linguagem comum e
um framework unificador para varias disciplinas matematicas. Além disso, a teoria dos
jogos, desenvolvida por John von Neumann e Oskar Morgenstern, trouxe uma nova
perspectiva para a tomada de decisdes e a economia, demonstrando a aplicabilidade
da Matematica em ciéncias sociais (BOYER, [1974)).

O campo da Matemadtica aplicada também experimentou uma enorme expansao. As
técnicas matematicas foram essenciais para o desenvolvimento da engenharia, da fisica,
da economia e das ciéncias biologicas. Modelos matematicos tornaram-se ferramentas
cruciais na andlise de sistemas complexos, desde o comportamento das particulas su-
batomicas até as dindmicas dos ecossistemas. A modelagem Matematica e a simulagao
computacional permitem a previsao de fendmenos naturais e a otimizacao de proces-
sos industriais, destacando a relevancia pratica e o impacto da Mateméatica no mundo
contemporaneo (BOYER, |1974).

No entanto, a Matematica nao evoluiu apenas em resposta as necessidades praticas.
O desenvolvimento da Matematica pura, que busca explorar conceitos abstratos e re-

solver problemas tedricos sem uma aplicacao imediata em mente, também floresceu. A
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teoria dos nimeros, a Topologia, a Algebra Abstrata e a Analise Funcional sdo apenas
algumas das areas que se desenvolveram significativamente no século XX e continuam a
avancar no século XXI. Essas areas, embora muitas vezes afastadas das aplica¢oes pra-
ticas diretas, tém profundas implicagoes para o entendimento fundamental da estrutura
e da logica (BOYER, 1974).

A globalizacao e o intercdmbio de ideias aceleraram o progresso matematico. Co-
laboragoes internacionais e o acesso a uma vasta gama de recursos através da internet
permitiram que os matematicos de todo o mundo compartilhassem suas descobertas e
insights mais rapidamente do que nunca. Esta conectividade global também trouxe a
luz contribui¢does matematicas de culturas e civilizagoes que anteriormente poderiam
ter sido negligenciadas ou subestimadas, ampliando a compreensao da Matematica
como uma disciplina verdadeiramente universal (BOYER) 1974).

Além disso, a Educagao Matematica tem evoluido, com novas abordagens pedago-
gicas sendo desenvolvidas para engajar alunos e incentivar o pensamento critico. A
Matematica, muitas vezes considerada dificil e abstrata, é incentivada a tornar-se mais
acessivel e relevante através do uso de tecnologias educacionais, abordagens interativas
e uma énfase renovada na resolucao de problemas do mundo real (BOYER, [1974)).

O impacto da Matemética na sociedade moderna nao pode ser subestimado. As
financas, a medicina, a tecnologia da informacao, a engenharia e muitas outras areas
dependem profundamente de técnicas e conceitos matematicos. A Criptografia, por
exemplo, é fundamental para a seguranca das comunicagoes digitais, enquanto algo-
ritmos matematicos sao essenciais para a inteligéncia artificial e o aprendizado de méa-
quina, que estao transformando industrias inteiras e a forma como vivemos nossas vidas
(BOYER/ 1974).

A Matematica também desempenha um papel vital na abordagem dos desafios
globais contemporaneos. Questoes como a mudanga climatica, a gestao de recursos
naturais, a satude publica e a sustentabilidade economica exigem analises matematicas
sofisticadas e modelos preditivos para desenvolver solugoes eficazes. A capacidade da
Matematica de abstrair e generalizar permite que os cientistas e engenheiros compre-
endam e enfrentem esses desafios complexos com rigor e precisdo (BOYER) 1974).

No entanto, a Histéria da Matematica também nos ensina sobre os desafios e as
limitacoes do conhecimento humano. A busca pela verdade Matematica é frequente-
mente marcada por controvérsias e debates intensos. Questoes como a natureza dos
infinitos, a logica subjacente a Matematica e a validade dos sistemas axiomaticos con-
tinuam a ser temas de discussao e investigacdo. A Matematica é uma ciéncia viva, em
constante evolucao, que se beneficia de uma diversidade de perspectivas e abordagens
(BOYER/ 1974).

Em resumo, a obra de Carl B. Boyer, “A History of Mathematics”, nos oferece
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uma visao rica e detalhada da evolucao da Matematica desde suas origens primitivas
até os avancos contemporaneos. A Matematica, inicialmente uma ferramenta pratica
para contagem, medi¢ao e divisao, transformou-se ao longo dos séculos em uma ciéncia
tedrica e abstrata, essencial para a compreensao e a organizagao do mundo. Cada
civilizacao ao longo da histéria contribuiu de maneira tnica para o desenvolvimento
da Matematica, refletindo suas proéprias necessidades, interesses e contextos culturais
(BOYER] 1974).

A evolucao da Matemaética é um testemunho do engenho humano e da capacidade
de abstrair e generalizar conceitos a partir de necessidades praticas. A Matematica nao
é apenas uma colecao de técnicas e formulas, mas uma ciéncia profundamente enraizada
na histéria e na cultura humana, refletindo as aspiragoes, as necessidades e as conquistas
das civilizagoes ao longo do tempo. Como Boyer destaca, a Matemaética continua a
ser uma narrativa de progresso continuo e inovagao, moldando e sendo moldada pela
histéria da humanidade. O desenvolvimento da Matematica é um processo dinamico,
impulsionado tanto pela curiosidade intelectual quanto pelas demandas praticas, e
continuard a evoluir & medida que enfrentamos novos desafios e exploramos novas
fronteiras do conhecimento (BOYER, |1974).
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4 Aritmética e alguns de seus importantes

resultados

Neste capitulo, daremos inicio a formalizacdo dos conceitos e propriedades da Arit-
mética, acreditamos que por meio das defini¢oes formais podemos trabalhar a resolucao
de situagoes-problemas de modo mais eficiente e coerente.

Vale salientar que as defini¢oes sao ferramentes importantes para demonstrar pro-
priedades significativas para o desenvolvimento do pensamento critico e o raciocinio
logico.

As defini¢oes, propriedades e resultados aqui tratados encontram-se nos livros uti-
lizados na disciplina de Aritmética do curso de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT: (HEFEZ; ARITMETICA, [2009); (OLIVEIRA; PI-
NHEIRO|, 2010)), assim como no livro do Programa de Iniciagao Cientifica da OBMEP
(HEFEZ, 2009).

A ideia de ntmeros inteiros originou-se da ideia de nimeros naturais, que por sua
vez se desenvolveu gracas a ideia de nimeros que se tinha como objetivo principal a
resolucao de pequenos problemas envolvendo contagem.

Desde da antiguidade, os nimeros negativos eram trabalhados de forma abstrata,
mas com o tempo e o desenvolvimento mercantil no final da idade média, os niimeros
negativos comegaram a ter um papel de relevancia maior.

A evolugao dos ntmeros inteiros foi de certa forma elaborado de maneira muito
lenta. Mas a partir do século XIX com diversos questionamentos, a no¢ado de niimeros
passou a ser fundamentada em conceitos e propriedades (HEFEZ; ARITMETICA,
2009).

Assumiremos que o leitor ja esta familiarizado com os conceitos, notagoes e con-

vencoes destacados a seguir:

N=1{0,1,2,3,---}: denota o conjunto dos niimeros naturais;
e Z={--,-2,—-1,0,1,2,--- }: denota o conjunto dos niimeros inteiros;
e D(n) : o conjunto dos divisores de um ntmero natural n;

o Todo ntimero inteiro possui uma tnica representagao decimal, ou seja, um niimero
inteiro n admite uma tnica representacao da forma:
n == an- - 10™+ ap_q1 10" 4+ -+ +ay-10% + a1 - 10 + ap, onde os a;, 530

nimeros naturais tais que 0 < a; <9e7€{0,1,2,--- ,m —1,m};
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e (a,b): denota Maximo Divisor Comum de a e b, ou seja, (a,b) = M DC(a,b).

Os termos a;, 0 < a; < 9, sdo chamados de algarismos, digitos ou cifras. Se
for informado que um ntmero inteiro possui, por exemplo, n digitos, o digito mais a
esquerda (também conhecido como mais significativo) nao pode valer zero. Os digitos
recebem nomes de acordo com a sua ordem. O digito ay é chamado de digito das
unidades, a; de digito das dezenas, as de digito das centenas, as de digito dos milhares,
a4 de digito dos milhdes e assim por diante. A ordem de cada digito, por sua vez, é
igual ao expoente da poténcia de 10 de cada digito. por exemplo: o digito das unidades
¢ o de ordem zero, e o digito das centenas é o de ordem dois.

Através destas convencgoes, definigoes e das propriedades das operagoes como adicao
e multiplicagdo, podemos demonstrar outras propriedade importantes para Aritmética.

A adigdo e a multiplicacdo sao definidas pelas seguintes propriedades:

Propriedade 1. Para quaisquer a,a’,b,0/ € Z,sea=ad eb=1"V,entdoa+b=a +

ea-b=d-Vl.
Propriedade 2. A adicao e a multiplicacao sdo comutativas:
e VabeZtem-se: a+b=b+aea-b=b-a.
Propriedade 3. A adigao e a multiplicagdo sao associativas:
e Va,bceZtemse: (a+b)+c=a+(b+c)e(a-b)-c=a-(b-c).
Propriedade 4. A adicao e a multiplicacdo possuem elementos neutros:
e Vac€Ztemse:a+0=aea-1=na.
Propriedade 5. A adigao possuem elementos simétricos:
e Vaé€Zexiste b= —a tal que a + b= 0.
Propriedade 6. A multiplicacao é distributiva em relacao a adicao:
e Va,bceZtem-se: a-(b+c)=a-b+a-c.
Utilizando as propriedades acima podemos demonstrar a seguinte proposicao:

Proposicao 4.1. A adicao é compativel e cancelativa com respeito da igualdade: Para

todos a,b,c € 7, a = b se, e somente se, a +c=0b+ c.

Demonstracao.
A implicacdo a = b = a+c = b+ ¢ é consequéncia do fato de a adigdo ser bem definida
(Propriedade 1).
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Sea=bec=c,entaoa+c=b+c.

Suponhamos agora a + ¢ = b+ c¢. Pela Propriedade 5, existe ¢ € Z tal que
¢+ (—c) = 0. Assim, Desde que a + ¢ = b+ ¢, somando (—c) a ambos membros e

aplicando a Propriedade 1, Tem-se:

a+(c+(=c)=b+ (c+ (—0))
= a+0=0+0

= a=o>0.
[ |

Podemos observar que estas propriedades nao sao validas para outras operacoes
como a subtracao e divisao que estudaremos posteriormente. Defini¢bes bastante im-
portante sao as de multiplos, multiplos comuns, divisores e divisores comuns que vere-

mos abaixo:

Definicao 4.1. Dado um niumero inteiro a, consideremos o conjunto dos maultiplos

naturais de a:
aN={a-d | deN}.

Os numeros que pertencem simultaneamente ao conjunto dos multiplos de dois ou

mais numeros dados serao chamados de mailtiplos comuns destes niumeros dados.

Observacao 4.1. Se a e b sdo nimeros naturais nao nulos, sabemos que o niumero
a-b € um maltiplo de a. Por outro lado, pela propriedade comutativa da multiplicacao,
tem-se que ele também um mailtiplo de b. Assim, o conjunto dos miltiplos comuns de

a e b, além de conter o numero 0, contém também o nimero a-b # 0.

A partir deste momento iremos abordar a definicao de divisibilidade e demonstrar

algumas propriedades.

Definicao 4.2. Dados dois nimeros inteiros a e b, diremos que a divide b, denota-se
por a | b, quando existir ¢ € Z tal que b = ¢ - a. Nesse caso, diremos também que a é
um divisor ou um fator de b ou, ainda, que b é um maultiplo de a ou que b é divisivel

por a.

Observagao 4.2. a | b nao representa uma operag¢do e podemos representar por meio

dos simbolos. Assim,

a|b< b=c-a, para algum c € 7.
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Ja a negagao dessa sentenga pode ser escrito da seguinte forma: a1 b, ou seja, nao
existe nenhum niimero ¢ inteiro tal que b = ¢ - a.
Apos definirmos a divisibilidade, vamos demonstrar algumas propriedades. Sejam

a,b,c € 7, tem-se:

l.ala,1]aeal0.

Demonstracao.
a|a,poisa=1-a.
1|a, poisa=a-1.

a|0,pois0=0-a.

2. 0] a se, e somente se, a = 0.

Proposicao 4.2. a-0 =0 para todo a € Z

A Proposicdo 4.2. A demonstragdo estd na bibliografia (HEFEZ; ARITME-
TICA, [2009)

Demonstracao.
Suponhamos que 0 | a, se existe ¢ € Z tal que a = ¢ -0
Pela Proposicao 4.2. Conclui-se que a = 0, implica que a = 0-0, o que nos diz

que 0la. |
3. a divide b se, e somente se, |a| divide |b].
Demonstracao.

a | b se, e somente se, existe ¢ € Z tal que b = ¢ - a.
Ora,

b = c-a
o] = |c-a
o] = |c[|al,

o que implica que |al | |b|.
la| | |b| se, e somente se, existe p € Z tal que |b| = p-|a|. Assim teremos que

analisar 4 casos:
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12 caso: a >0e b > 0.

b =p - a, implica que alb.

22 caso: a > 0eb<0.

—b=p-a, implica que b = —p - a, ou ainda, que a | b.

3% caso: a<0eb<0.

—b=p-(—a), implica que b = p - a, ou ainda, que a | b.

4° caso: a<0ebdb>0.

b=p-(—a), implica que b = —p - a, ou ainda, que a | b.

4. Sealbeb|c entdoalc.

Demonstracao.
Se a | b, entdo existe k € Z tal que b=k - a.

Se b | ¢, entdo existe m € Z tal que ¢ = m - b.
Substituindo b = k- a em ¢ = m - b, obtemos: c=m - (k-a) = (m-k)-a, o que

implica que a | c. [ |
5. Sejam a,b,c,d € Z,sea|bec|d,entdaoa-c|b-d.

Demonstracao.
Se a | b, entdo existe k € Z tal que b=k - a.
Se ¢ | d, entao existe m € Z tal que d =m - c.

Multiplicando b por d e fazendo a devida substituicao obtemos:
b-d=(k-a)-(m-c)=(m-k)-(a-c),

o que implica que a-c|b-d. [ |
6. Sejam a,b,c,d € Z, tais que a | (b+ ¢). Entao a | b se, e somente se, a | c.

Demonstracao.
Se a | b, entdo existe k € Z tal que b=a - k.
Se a | (b+ c¢), entdo existe t € Z tal que b+ c=a-t, ou ainda, c=a-t —b.

Assim, substituindo b =a -k em ¢ = a -t — b, obtemos:

c=a-t—a-k=a-(t—k),
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ou seja, a | c.
Se a | ¢, entdo existe k € Z, tal que c =k -a, e Se a | (b+ ¢), entdo existe t € Z,
tal que b+c=1t-a,ouainda, b=1%t-a—c.

Substiuindo ¢ =k -a em b =t -a — ¢, obtemos:
b=t-a—k-a=(t—k)-a,

ou seja, a | b.

[

7. Sejam a,b,c,€ Z, tais que a | b e a | c. Entdao Vao,y € Z,a | (xb+ yc).

Demonstragdo. Ora,

Se a | b, entdo existe k € Z tal que b = k - a, ou ainda, xb = z(k - a).

Se a | ¢, entdo existe m € Z tal que ¢ = m - a, ou ainda, yc = y(m - a).

Assim, temos pela propriedade associativa,

br + cy = (kx)a + (my)a = (kx + my)a,
ou seja, a | (b + yc). [

8. Dados a,b € Z, com b # 0, se a | b, entdo |a| < |b).

Demonstracao.
a | b implica que |a| < [b].
a | blogo existe k € Z tal que b =k -a. O que implica que |b| = |k -a| = |k| - |a].

O fato de b # 0 implica que |k| # 0, ou ainda |k| > 1, donde, |k| - |a] > 1-]al.
Ora, |k| - |a| = |b], logo:
[b] = lal.

4.1 Algoritmo da Divisao Euclidiana

Uma das propriedades mais importantes dos ntimeros inteiros é a possibilidade de

dividir um niimero por outro, essa divisdo é a chamada divisao euclidiana.
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Definicao 4.3. Sejam a e b numeros inteiros com b # 0. Ezxistem dois unicos nimeros
inteiros q e r tais que a =b-q+r, com 0 < r < |b|. Chamamos a,b,q e r de dividendo,

divisor, quociente e resto, respectivamente.

O algoritmo da divisao euclidiana fornece uma importante ferramenta no estudo de
questoes em que determinada propriedade deve ser analisada para todos os inteiros.
Por exemplo, como na divisao euclidiana por 3 temos apenas os restos 0, 1 e 2, todos os
inteiros podem ser escritos da seguinte maneira: 3-k, 3-k+1 e 3-k+2 para todo k € Z.
Mas para demonstrar a existéncia e a unicidade da divisao euclidiana a propriedade
acima nao ¢é suficiente, precisamos de algumas ferramentas poderosas como Principio

da Boa Ordenagao e a Propriedade Arquimediana conforme abaixo respectivamente:

Definicao 4.4. Diremos que um subconjunto S de Z € limitado inferiormente, se existir
¢ € Z tal que ¢ < x para todo x € S. Diremos que a € S é um menor elemento de S se

a< x para todo z € S.

Teorema 4.3. Principio da Boa Ordenagdo: Se S é um subconjunto ndo vazio de Z e

limitado inferiormente, entdo possui um menor elemento.

Corolario 4.4. (Propriedade Arquimediana) Sejam a,b € Z, com b # 0. Entdo
existe n € Z tal que nb > a.

As demonstragoes desses resultados podem ser encontradas no livro (HEFEZ; ARIT
METICA, 2009). Portanto, por meio destes resultados apresentados anteriormente

podemos demonstrar a existéncia e a unicidade do algoritmo da divisao euclidiana.

Demonstragio. (Existéncia) Vamos demonstrar a principio a existéncia do quociente
e do resto. Considere o conjunto: S = {z = a — by;y € Z} NN, veremos no decorrer
da demonstracao que x serd o r e y sera q.

Lembrando que S é um conjunto e S é limitado inferiormente por 0. Pela Proprie-
dade Arquimediana, existe n € Z tal que n(—b) > —a o que implica que a —b-n > 0,
podemos concluir que o conjunto S é nao vazio.

Portanto, com estas duas propriedades, percebe-se que pelo Principio da Boa Or-
denagao, S possui um menor elemento r, logo r > 0.

Suponhamos entao que r = a —b-q, poisr € S e r > 0. Vamos demonstrar que
r < |b|, suponhamos por absurdo que r > |b] , isto é, que existe s € N tal que r = |b|+s,
portanto pela divisao euclidiana, 0 < s < r. Mas isto contradiz o fato de r ser o menor

elemento de S.
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Substituindo, = |b| + s em r = a — b - ¢, obtemos:

r=a—>b-q = |bl+s=a—b-q
= s=a—b-q— |0
= s=a—-b-(¢t1l) €S

absurdo, logo r < [b].

Portanto, verificamos a existéncia do quociente e do resto, ou seja, 0 < r < |b|.

Unicidade: Demonstraremos a unicidade do quociente e do resto:

Suponha que a =b-q+r =>b-¢ +1', onde q,¢,r,r" € Z. Portanto, 0 < r < |b| e
0 <r" < b]. Assim, temos que —|b| < —r <" —r < ¢’ < |b|. Logo, | —r| < |b| . Por
outro lado, b(¢ — ¢') = " — r, o que implica que

bllg = ¢'| =" = r[ < [b].

O que 86 é possivel se ¢ = ¢’ e consequentemente, ' = r. Portanto, r e ¢ s2o tnicos.

[ |

4.2 Critérios de divisibilidade

Nesta secao, apresentamos alguns critérios de divisibilidade importantes. Mas,
antes destes critérios, vamos precisar de algumas defini¢oes, como a de nimeros primos
e compostos abordadas por (CADAR; DUTENHEFNER, 2015).

Definicao 4.5. Um numero natural maior que 1 é primo quando ele é divisivel apenas

por 1 e por ele mesmo.
Definicao 4.6. Quando um nimero nao € primo, ele ¢ chamado de composto.

Estes critérios compreendem apenas os casos de divisibilidade por ntiimeros primos
(ntimero que s6 tem como divisores 1 e ele préprio) (2, 3, 5, 7, 11, 13, - - - ) ou poténcias
de primos (4, 9, 16, ---). No caso da anélise da divisibilidade de determinado inteiro
por um nimero composto, que nao seja uma poténcia de um primo, deve-se fatorar este
nimero composto como a multiplica¢do de termos com Maximo Divisor Comum (MDC)
igual a 1 e aplicar os critérios por cada um destes termos. Por exemplo, para a andlise
da divisibilidade de um inteiro por 18, deve-se aplicar os critérios de divisibilidade por
2e9.

4.2.1 Divisibilidade por 2

Proposicao 4.5. Um niumero inteiro é divisivel por 2 se seu ultimo algarismo for

divisivel por 2.
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Demonstracao.

Seja n = apQp_1Gp_2 -+ U2a100 = ApUy_10n_3 -+ 20,0 + ag
= 10(anan_1an_o - - - agay) + ao.
O valor de n é um ndimero inteiro. Como 10(a,a,_1a,_o - asay) é par, n é par se,

e somente se, ag (que é o algarismo das unidades de n) é par. [ |

4.2.2 Divisibilidade por 3

Proposicao 4.6. Um numero inteiro é divisivel por 3 se a soma dos seus algarismos

for divisivel por 3.

Demonstracao.

Seja um nimero natural n na sua representacao decimal dado por:

N = Aplp_1--- Q20100 = n10™ + ap 110"+ -+ a510% 4+ ay - 10 + ag
= (9999---9+1) ay, + (9999-~-9+1) Ap—1+ -+ (94 1)a; + ap
n n—1

= 99---9a, +99---9a,-1 +---+9a2 +9a; +a, +ap_1+---+axy+a; +a

n n—1
= 3(33--~3an+33-~3an1+-~~+3a2+3a1> +ap + a1+ -+ ax+ ap + aop.
n n—1

Como o primeiro termo é multiplo de 3, para que n seja multiplo de 3, devemos ter
que ap + ap_1 + ap_2 + -+ + asz + ag + a1 + ag (que é a soma dos digitos de n) seja
miultiplo de 3. u

4.2.3 Divisibilidade por 4

Proposicao 4.7. Um numero inteiro € divisivel por 4 se o niumero formado por seus

dois ultimos algarismos for divisivel por 4.

Demonstracao.

Seja um namero inteiro n na sua representacao decimal dado por:

N = Aplp_10p_2 " A20100 = Oply_10n_20y_30n_4 - - - A4030200 + (aiag)
= 100a,ap—10p—20,_30y_4 - - - agazaz + ajag
Como 100a,ay,_10y_20n_30,_4 - - - agazas € divisivel por 4, n é divisivel por 4 se, e so-

mente se, ajay (que é o numero formado pelos dois tltimos algarismos de n) é divisivel
por 4. [ |
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4.2.4 Divisibilidade por 5

Proposicao 4.8. Um numero inteiro é divisivel por 5 se o ultimo algarismo for igual

a0 oub.

Demonstracao.

Seja um numero inteiro n na sua representacao decimal dado por:

N = Aplp_10p—2 """ Q20100 = Qplp_10p_20y_30n_4 * - 040302010 + ag
= 10a,Gp—10n—20y, 30,4 - - - agazaza; + ag
Como 10a,ay,_10p_2Gy,_30,_4 - - - agazasa; € divisivel por 5, n é divisivel por 5 se, e

somente se, ag (que é algarismo das unidades de n) é divisivel por 5, ou seja, se é igual

a 0 ou b. [ |

4.2.5 Divisibilidade por 7

Proposicao 4.9. Um numero inteiro n = a,Q0p_10,_2---aa10q9 € divisivel por 7
quando o inteiro ag + 3a; + 2as + 6as + 4ays + bas + ag + 3ar + 2ag + 6ag + - -+ for

divisivel por 7.

Demonstracao.

Seja um numero inteiro n na sua representacao decimal dado por:

N = auln_1---asa1a9 = ag + 10a; + 10%ag + - - - 4+ 10%ag + - - - + 10"a, + - - -
= ao+ (T4 3)a; + (98 + 2)as + (994 + 6)az + (9996 + 4)ay + (99995 + 5)as +
(999999 + 1)ag + (9999997 + 3)ar + (99999998 + 2)ag + (999999994 + 6)ag + - - -
= T(ay + 14ay + 142a3 + 1428a4 + 14285a5 + 142857ag + 1428571ar + - - -)
ap + 3a1 + 4a4 + das + ag + 3ar + 2ag + 6ag + - - -

Como o primeiro termo é multiplo de 7, para que n seja multiplo de 7 devemos ter que

a expressao ag + 3a; + 4ay4 + das + ag + 3ar + 2ag + 6ag + - - - seja multipla de 7. W

4.2.6 Divisibilidade por 8

Proposicao 4.10. Um numero inteiro € divisivel por 8 se o numero formado por seus

trés ultimos algarismos for divisivel por 8.

Demonstracao.

Seja um numero inteiro n na sua representacao decimal dado por:

N = ApQp_10p—2 """ Q20100 = ApGp_10n—2 ** - 403000 + azaiag

= 1000(a,a,_1n_2 - - - asas) + asaiag
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Como 1000(ayapn—1a,—2 - - - agaz) é divisivel por 8, n é divisivel por 8 se, e somente se,

asaiag (que é o nimero formado pelo trés ultimos algarismos de n) é divisivel por 8. W

4.2.7 Divisibilidade por 9

Proposicao 4.11. Um numero inteiro é divisivel por 9 se a soma dos seus algarismos

for divisivel por 9.

Demonstracao.

Seja um nimero inteiro n na sua representacao decimal dado por:

N = Aplp_10n_9- - A20100 = ap10™ + ap_110"1 + -+ a510% + aq - 10 + ag
= (9999--«9+1) a, + (9999-~9+1) an—1+ -+ 9+ 1a +ag
n n—1

= 99---9a, +99---9a,-1 +---+ 92 +9a; +a, +a,—1+---+ax+a +ag

n n—1

n n—1

= 9(11---1%—1—11---1&”_1+---—|—a2—|—a1)—|—an+an_1+---—|—a2—|—a1—l—a0.

Como o primeiro termo é multiplo de 9, para que n seja miltiplo de 9, devemos ter

que a expressao a, + a,_1 + - - - + as + a1 + ag seja multipla de 9. |

4.2.8 Divisibilidade por 10

Proposicao 4.12. Um numero inteiro € divisivel por 10 se seu ultimo algarismo for

tqual a 0.

Demonstracao.

Seja um numero inteiro n na sua representacao decimal dado por:
N = Aplp—10n—2 - 20100 = 10(@pan_10n_2 - - aza;) + ag

Como 10(anay,_1a,_9 - - - agay) é divisivel por 10, n é divisivel por 10 se, e somente se,

ag (que é o algarismo das unidades de n) é divisivel por 10, ou seja, se é igual a 0. W

4.2.9 Divisibilidade por 11

Proposicao 4.13. Um numero inteiro n = a,a,_10,_2 - - - a3aoa1aq € divisivel por 11

quando o inteiro ag — a3 + ag — az + ay + - -+ + (—=1)"a, for divisivel por 11.
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Demonstracao.

Seja um nimero inteiro n na sua representacao decimal dado por:

N = ApQp 102" a2a109 = 10(apay_105,_o - asay) + ag
= ap10" + ap 110" + - 4 ay10* + a310% 4 ap10? +ay - 10 + ag
= (100---00 £ 1)"a, + - - - + (100001 — 1)as + (9999 + 1)ay + (1001 — 1)as +
(99 + 1)as + (11 — 1)ay + ag
= 11]a1 4+ 9as +9laz +909as + - - - +] +ap — a1 +as —ag + aqs--- + (—1)"a,

Como o primeiro termo é miultiplo de 11, para que n seja multiplo de 11, devemos ter

que a expressao ag — ay + ag — az + ag — as + - - - + (—1)"a, seja miltipla de 11. W

4.2.10 Divisibilidade por 2™ ou 5™, m > 1 € N.

Proposicao 4.14. Um numero inteiro de n algarismos é divisivel por 2™ ou 5™,
n > m > 1, se o numero formado por seus ultimos m algarismos for divisivel por

2™ ou 5™, respectivamente.

Demonstracao.

Seja um namero inteiro n na sua representacao decimal dado por:

n = apGp-1an—2- 020100 = (ana'n—lan—2 “ Ay, 000 - - - 0) + (an—m—l toe a1a0>
= 10m(anan—1 tee 6Ln—m) + (a'n—m—l T a1a0)
= (2 . 5)m (anan—l T an—m) + (an—m—l T (1104])
= 27. 5m(anan71 tee anfm) + (anfmfl te G1a0>
Como 2™ - 5™ (apap,—1 -+ * Gp_m) € divisivel por 2™ ou por 5™, n é divisivel por 2™ ou 5™

se, e somente se, (a,_m—1 - a1ag) (que é o numero formado pelos tltimos m algarismos

de n) é divisivel por 2™ ou 5™, respectivamente. |

4.3 (MDC) e (MMC) : Definicdes e propriedades relevantes

Nesta secao, abordaremos alguns conceitos e resultados necessarios sobre maximo

divisor comum (MDC) e minimo miltiplo comum (MMC).

Definicao 4.7. Sejam dados dois inteiros a e b, distintos ou nao. Um nimero inteiro

d serd dito um divisor comum de a eb , sed|a ed|b.

Por exemplo, 3 é divisor comum de 6 e 9. De fato, 3|6 e 3| 9.
A seguir tem-se a definicdo abordada no livro VII dos Elementos de Euclides um

dos pilares fundamentais da Aritmética.
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Defini¢ao 4.8. Diremos que um nimero d é mdximo divisor comum de (MDC) de a
e b, se possuir as sequintes propriedades.
i) d é um divisor comum de a e b, e

it) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.
A propriedade ii) pode ser reescrita da seguinte forma:
claec|b=c|d.

Para demonstrar a existéncia do maximo divisor comum de dois ntimeros inteiros
nao negativos, Euclides recorreu, ao lema abaixo, lembrando que denotaremos o (MDC)

por meio de parénteses ( ): por exemplo, 0 maximo divisor comum de 4 e 8, denota-se

(4,8) = 4.
Lema 4.15. Sejam a,b,n € Z. Se existe (a,b — na), entdo (a,b) existe e
(a,b) = (a,b — na).

Demonstragio. Considere d = (a,b — na), logo d | a e d | (b — na) e também d | na.
Pela proposi¢ao 7. d | (b — na) + na, que implica que d | b. Portanto, d é um divisor
comum de a e b.

Suponhamos que ¢ seja divisor comum de a e b, ou seja, Se ¢ | a, ¢ |bec|b— na,

entdo ¢ | d. Isso demostra que d = (a, b). |

Definicao 4.9. Diremos que um nimero inteiro ¢ um maltiplo comum de dois numeros

inteiros dados se ele é simultaneamente multiplo de ambos os nimeros.

Definicao 4.10. Diremos que um nimero inteiro m > 0 é um minimo multiplo comum
(MMC) do nimeros a e b, se possuir as sequintes propriedades:
(i) m é um maltiplo comum de a e b, e

(it) se ¢ é um maltiplo comum de a e b, entdo m | c.

4.4 Teorema Fundamental da Aritmética

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e propriedades relevantes para Aritmé-
tica, tais como os niimeros primos, compostos e o Teorema Fundamental da Aritmética
(TFA). Tais topicos constituem as bases fundamentais para demonstrar diversas propo-

si¢oes significativas na Aritmética e tém aplicagdes interessantes na sociedade moderna.

Teorema 4.16. Teorema Fundamental da Aritmética : Todo numero natural
maior do que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico(a menos da ordem dos fatores)

como um produto de nimeros primos.
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A demonstragdo deste teorema é encontrado no livro (HEFEZ; ARITMETICA,
2009).

Definicao 4.11. (Ndmero Primo): Um ndmero natural maior do que 1 que sé

possui como divisores positivos 1 e ele proprio € chamado de nimero primo.

Proposicao 4.17. Sejam p e g primos e a um numero inteiro qualquer. Tem-se as
sequintes propriedades:

I) Sep|q, entiop=q.

Demonstragio. Como ¢ é primo, entdo o mesmo possui dois divisores o 1 e ele préprio(q).
Logo, p =1 ou p = ¢, p é primo, portanto, p # 1, o que acarreta p = q.
[ |

IT) Se pta, entio (p,a) = 1.

Demonstragdo. De fato, seja d = (p,a) , temos que d | p e d | a. Portanto, d = p ou
d = 1. Vamos supor, por absurdo, que d # 1. Portanto, d = p, entdo p | a. Absurdo

pois, pela hipdtese, p { a, e consequentemente, d = 1. [ |

Defini¢ao 4.12. (Nimero Composto): Um nimero maior do que 1 e que ndo é

primo serd dito composto.
Proposicao 4.18. Seja a,b,p € Z, com p primo. Se p | ab, entdo p | a oup | 0.

Demonstragio. Se p |abe pfa ,entdo p|b. Mas , se pta, temos que (p,a) = 1.

Teorema 4.19. (Teorema de Bézout) Dados a e b inteiros positivos, existem in-

teiros x,y tais que :
axr + by = (a,b).

Teorema 4.20. Se (p,a) = 1, entdo pelo Teorema de Bezout dois nimeros inteiros
a e b sao primos entre si, se, e somente se, existem niumeros inteiros m e n tais que

mp + na = 1.

A demonstragdo do Teorema 4.19, encontra-se no livro (HEFEZ; ARITMETICA),
2009). Multiplicando ambos os membros por b tem-se: mpb + nba = b.

Se p | ab, entdo existe e € Z tal que ab = ep.

Substituindo ab por ep e colocando em evidéncia p , teremos p(mb + ne) = b,

portanto, p | b. A reciproca é verdadeira.
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4.5 Congruéncia e suas propriedades importantes

Nesta secao, mostramos uma das noc¢oes mais interessantes da Aritmética, trata-se
da aritmética dos resto da divisao euclidiana por um ntmero natural maior que 1.
Introduzida por Gaus no livro Disquisitiones Arithmeticae, em 1801. As defini¢oes,

propriedades e demonstragoes apresentadas a seguir foram baseadas no livro (HEFEZ;
ARITMETICA| 2009).

Definigao 4.13. Seja m > 1 um numero natural. Diremos que dois niumeros inteiros
a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais.

Quando os inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se:
a=0b (mod m).

Quando a relagdo a = b (mod m) for falsa, diremos que a e b ndo sdo congruentes,
ou que sao incongruentes, médulo m. Escrevemos, nesse caso, a # b (mod m).

Vale salientar que quando m =1, a = b (mod 1) deixa sempre resto igual a 0 para
quaisquera, b € Z. Logo, consideramos sempre m > 1.

Reescrevendo a definicao da aritmética dos restos tem-se:

Proposicao 4.21. Sejam a,b,n € Z, com m > 1. Tem-se que a = b (mod m)

se, e somente se, m | b — a.

Demonstragao. De fato, pelo algoritmo da divisdo, podemos escrever
a=m-q +r,comr;,q €7Z,0<r <m.
b=m-qy+re, comry, gy €7Z,0<1ry <m.
Sem perda de generalidade, podemos supor que r; < 75 (se o contrario ocorrer,

basta trocar os papéis de 1 e r3). Assim, podemos escrever
b—a=m(g—q)+r—r.

Logo, m divide b—a se, e somente se, m divide ry —ry. Por ser 0 < ry—ry < m, segue

que m divide b — a se, e somente se, r; — 19 = 0, ou seja, se e somente se r; =1ry. M

Vamos demonstrar algumas propriedades importantes no estudo referente a Arit-
mética dos Restos.

Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1.

i) Se a =0 (mod m) e ¢ =d (mod m), entdo a + c=0b+d (mod m).

Demonstracdo. Suponhamos que
a=b (mod m)=m|b—a.
c=d (mod m) = m|d-—c.
Logo, temos que m | (b+d) — (a +c¢)= a+c=b+d (mod m). [



Capitulo 4. Aritmética e alguns de seus importantes resultados 47

ii) Sea=0b (mod m) e c=d (mod m), entdo a-c=b-d (mod m).

Demonstragao. Nota-se m divide a combinagao linear como veremos abaixo.
mlz-(b+d) —y-(a+o).
Substituindo x = d e y = a temos:
m | d-(b—a)+a-(d—c) = m | db—da+ad—ac = m | db—da+ad—ac = m | db—ac =
a-c=b-d (modm). |

iii) Para todon > 1, a, b € Z, se a = b (mod m), entdo tem-se :

a” =b" (mod m) .

Demonstra¢io. Vamos provar por indugdo que a" = b" (mod m) para todo inteiro
n > 1.
i) Como por hipétese, a = b (mod m), entao o resultado é valido para n = 1.
ii) Suponhamos por hipétese de indugao que, a™ = 0™ (mod m) para n > 1.
Multiplicando i) por ii) temos:
a=b (modm)ea”=b" (modm)=a"-a=0b"-b (modm)=
a1 =" (mod m). Logo, ™! = b"*! (mod m) para todon > 1 .
Portanto, pelo Principio da Indugao Finita podemos concluir que a™ = " (mod m)

para n > 1 é verdadeiro. [ |

4.6 Classes residuais

Nesta secao, abordamos as classes residuais e o conjunto quociente Z,,. Temos como
base os livros (HEFEZ; ARITMETICA, 2009) e (VIEIRA| 2015). A seguir apresen-
tamos algumas defini¢bes e propriedades relevantes associados a relagdo congruéncia

modulo m.

Definicao 4.14. Sejam a,m € Z m > 1. O conjunto a = {x € Z; x =a (mod m)} é

chamado classe residual modulo m.

Ou seja, a é o conjunto os inteiros que deixam o mesmo resto que na divisao por

A demonstragao a seguir, faz-se necessario a proposi¢ao da transitividade.

Proposicao 4.22. Seja m € N — {0}. Para todos a, b, ¢ € Z, tem-se que

sea="b (mod m) eb=c (mod m), entio a = c (mod m)

Proposicao 4.23. Para quaisquer a,b,x,m € Z em > 1,

a =b se, e somente se, a =b (mod m).
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Demonstragio. Por definicio 4.14. a = b= {2 € Z; x = a (mod m)} =
{r €Z;2=b(modm)} = x =a (mod m) ex =b (mod m), por Proposigao
4.21. temos que: a = b (mod m).

<)a=b (mod m) = a=h.

r € a = x =a (mod m). Por hipétese a = b (mod m). Aplicando a Proposig¢ao
4.21. v =b (mod m) = = € b. Logo a C b.

£ €b=x=Db (modm). Por hipétese a = b (mod m). Aplicando a Proposicio
4.21. x =a (mod m) = x € a. Logo b C a.

Portanto, sea C be b C a , entdo a = b.

[

Lembrando que estes resultados sao ferramentas importantes para outras demons-
tragoes, a seguir tem-se as defini¢oes de adi¢ao @ e multiplicacao ® em Z,, bem como

algumas propriedades relacionadas a tais operacoes.

Definicao 4.15. O conjunto das classes residuais modulo m serd denotado por Z,, :

Definicao 4.16. Seja m um natural e m > 1. Entao,

adb=at+bea®b=a-b
Definem as operagoes de adi¢do & e multiplicagdo ©® em Z,,.
Sejam @, b, ¢, d € Z,, tais que:

a=bec=d.

Devemos mostrar que:
adc=bddeaoc=0>b0d

Por definicao 3.8. a=bec=d<a=b (modm)ec=d (modm).

Pela propriedade da congruéncia temos:

a+c=b+d (modm)ea-c=b-d (modm), de modo que em Z,, temos:
atc=b+dea-c=

ouseja,a Pc=bPdea® c=0b0 d. Isso prova o resultado.

Teorema 4.24. A operagcio @ de adi¢cdo sobre Z,, tem as propriedades :
(1)aeboe)=(a®b ®c Ya, b ce€Zy, (& €Eassociativa).
(2)a®cb=b&a Ya,b €Z, (® écomutativa).

(3)a®0=a.VYa€Z, (& tem o elemento neutro).
(4) Dado a € Z,,, eviste um b € Z,,, com a @ b= 0 (existéncia do simétrico sob
® ).
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Demonstragio. (1) ( & ¢é associativa).
Consideremos @, b, ¢ € Z,, ¢ o fato de a adicdo em Z,, ser asssociativa tem-se:
ao(bde)=ad(bte)=a+b+c)=(a+b)+tc=(a+bd)Dc=(a®b) De
Portanto, a adi¢ao é asssociativa em Z,, . [ |

Demonstragio. (2) ( @ é comutativa).
Sejam @, b € Z,, e o fato de a adi¢do em Z,, ser comutativa obtemos:
adb=bda=adb=a+b=bta=bda.

Portanto, a adi¢do é comutativa em Z,, . [ |

Demonstragio. (3)(® tem o elemento neutro).
Dado a € Z,, e o fato de a adicao em Z,, ter um elemento neutro na adicao obtemos:
a®0=a+0=a.

Portanto, tem um elemento neutro sob & em Z,, . [ |

Demonstragio. (4)(existe inverso sob @ ).

Dado @ € Zy,, existe b € Z,,, como a ® b = 0 se, e somente se, a + b = 0. Ou seja,

se, e somente se, a +b = m, pois m =0 (mod m). Mas, a+b=m < a+b=m-k,

para algum k € Z.

Teorema 4.25. A operacio @ de multiplicagio sobre Z,, tem as propriedades :
(1)ao(beoe)=(@ob) e Ya,b, cc Ly, (® ¢ associativa).
a. v a,b, € Z, (© é comutativa).
=a.V a€ Ly (® tem o elemento neutro).
(4)ao(b@c)=(aeb) &@aocdc).Va,b cc L, (® ¢ distributiva em relagio
ad).

N
\J
Ql
®
= S
I
S
®

Provaremos apenas os itens (3) e (4).
Demonstrag¢io. (3)(® tem o elemento neutro).
a®l=aT=a. |

Demonstragio. (4)(® é distributiva em relacao a @).
ao(b®c) =a® (b+c) =a-(b+c) =a-bta-c = (a-b)® (a-¢) =
(@ ® b) ®(a ® ¢). Portanto, ® é distributiva com relacio a @. |

Para compreendermos melhor estas propriedades podemos utilizar as tabuas de @
e ®em Zy.

Efetuando algumas operacoes temos: 203=6=2; 202=4=0; 203=5=1 e 1®3=4=0.

Para concluir a se¢do das classes residuais, vamos abordar uma proposi¢ao funda-

mental que estabelece condi¢oes para que um elemento tenha inverso multiplicativo.
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Tabela 1 — Adi¢ao em Z,4

@ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2
Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
Tabela 2 — Multiplicacao em Z,
® 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Proposigao 4.26. Temos que a € 7 € invertivel se, e somente se, (a,m) = 1.

Demonstracdo. a é invertivel, implica que existe b € Z,, tal que a@-b = 1. Desde que
a-b=1 (mod m), tem-se, a-b=m-q+ 1. Reescrevendo temos que, a-b—m-q =1,
q € Z, implicando que (a,m) = 1.

Suponhamos que (a,m) = 1, logo existem x,y € Z tais que a - x +m -y = 1. Pela

Poposigao 4.23, e considerando z = b e y = (—q) tem-se: a-b+m - (—q) = 1, logo,
a-b+m-(—q) =1, tem-se: a-b+m-(—¢q) = 1. Portanto, a-b+0-(—q) = 1, concluindo

que, a-b =1, e portanto a é inversivel em Z,,.

Indicaremos o inverso de a por a*

U( Zy,), isto é,

e o conjunto dos elementos invertivel de Z,, por

U(Zp)={a€Z: (a,m)=1}.

Por exemplo, U( Z7) ={ 1,2, 3,4, 5,6 }, pois (a,7) = 1 paraa = 1,2,3,4,5 ¢ 6.

Temos:

I-1=1=1'=1lel=1Y4
2:4=1=4"1=2e271 =4
3-5=1=5"1=3e3' =5
6:6=1=>6"'=6e6=06"
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Percebe-se que trabalhando as classes residuais, desenvolve-se uma estrutura im-
portante nos elementos da algebra que sao os anéis como define(GARCIA; LEQUAIN|
2000).

Defini¢ao 4.17. Um anel ou anel comutativo (A, +, -) é um conjunto A com pelo
menos dois elementos, munidos de uma operagio denotada por + (chamada adigio) e

de uma operagio denotada por -(chamada multiplicacao) que satisfazem as condigoes:

Comutativa, associativa, elemento neutro e elemento simétrico com relagao a adicao.
Mas, com relagao a multiplicagao temos as seguintes propriedades validas, comutativa,
associativa, elemente neutro e distributiva.

Portanto, com estas propriedades da adi¢ao @ e da multiplicagdo ® em Z,,, temos

que Z,, é anel, denominado das classes residuais médulo m.
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5 SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo, apresentamos como foi organizada nossa sequéncia didatica, a qual
foi dividida em sete encontros envolvendo contetidos da Aritmética, onde abordamos
um breve contexto histérico da tematica assim como algumas aplicagoes relacionadas
com o tema. O principal objetivo em uma sala de aula é agregar novos conhecimentos
aos alunos.

Por educar entendemos atuar junto ao sujeito visando seu integral
desenvolvimento; ja ensinar para nés é agir de forma a possibilitar

ao educando o acesso ao conhecimento, intermediando sua busca por
novos horizontes em dire¢ao a cidadania.(BALESTRA| 2012, p.24)

De acordo com (ARA(JJ O, 2013)), as Sequéncias Didéaticas sdo modos do professor
organizar suas atividades educacionais por meio de temas e procedimentos a serem
aplicados. Dessa forma, o professor precisa buscar formas de incluir os alunos em todos
os ambitos da aprendizagem, desde a elaboragao de uma aula até o seu resultado, que é o
aprendizado do contetdo estudado. O aluno precisa enxergar o que aquele aprendizado
tera de util em sua vida, pois assim tera cada vez mais interesse em aprender. Com isso,
¢ muito importante que o professor ouca os seus educandos, e assim busque alternativas
para estimular o interesse e a busca por conhecimento.

Corroborando com esse pensamento, (ZABALA| [1998| p.18) afirma que sequéncia
didatica ¢ “um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a
realizacao de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecido
tanto pelos professores como pelos alunos”. Assim, compreendemos que a sequéncia
didatica se refere a organizacao de atividades bem planejadas com o intuito de tornar
as aulas mais atraentes para os alunos e assim instiguem-os a vivenciar essas praticas
no seu proprio cotidiano.

Sabemos que o conhecimento matematico é essencial para todo aluno da educacao
Infantil, Fundamental e Médio, pois fornece recursos fundamentais na sociedade con-
temporanea para que o aluno seja um cidadao critico e responsavel por suas agoes na
comunidade em que se encontra inserido.

Vale salientar que os ensinos Infantil, Fundamental e Médio tem a responsabilidade
do desenvolvimento do letramento matematico, processos matematicos que envolve
resolugdo de problemas, habilidades e competéncias (especificas e gerais) que serao
orientadas por meio dos documentos normativos como a BNCC(BRASIL, 2018) e
pela PCEMPB(PARAIBA| 2021). Estes documentos também determinam que essas
competéncias, habilidades e contetidos devem ser os mesmos, independentemente de

onde as criancas, os adolescentes e os alunos moram ou estudam.
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Nessa linha, a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB) de n® 9.394,
de 20 de dezembro de 1996, no Art. 26 retoma a necessidade de uma Base Comum
Curricular a ser complementada em cada sistema de ensino e em cada estabelecimento
escolar, como ¢ comentado na (LDB| [2017)).

Diante disso, desenvolvemos uma sequéncia didatica composta por sete encontros e
aplicado em uma turma de 3° ano do Ensino Médio da Escola Estadual de Ensino Fun-
damental e Médio Major Veneziano Vital do Régo na cidade de Campina Grande-PB,
as quais planejamos os objetivos e procedimentos necessarios para alcanga-los. Sendo
assim, a cada encontro apresentamos a unidade teméatica, modalidade/nivel de Ensino,
objetos de conhecimento, habilidades, objetivos/expectativas de Aprendizagem, estra-
tégia de ensino, materiais utilizados e a duracao das atividades em cada encontro da
sequéncia desenvolvida.

Para estes encontros, utilizamos alguns recursos que consideramos fundamentais
para ensino/aprendizagem do aluno, como a Criptografia, a utilizacdo de algoritmos
matematicos associados a linguagem de programacao Python e também recorremos ao
lidico na criacao de um jogo intitulado “Trilha da Aritmética”. As fontes principais
que usamos foram o livro do Programa de Iniciagao Cientifica da OBMEP (PIC),
Criptografia (COUTINHOJ| 2015), (MEDINA; FERTING] 2006), o Complemento da
BNCC da Computacao (BRASIL, [2022) e (GRANDO), 2004).

A Criptografia em grego, “crytos” significa secreto, oculto que estuda os méto-
dos para codificar uma mensagem de modo que s6 seu destinatario legitimo consiga
interpreta-la. E a arte dos “cédigos” secretos como afirma (COUTINHO) 2015).

Em nosso trabalho aplicamos a Criptografia com as Cifras de Hill, e os alunos por
meio do conhecimentos de matrizes e determinantes conseguiam codificar e decodificar
algumas palavras simples. Mas existem duas condi¢oes fundamentais para ocorrer a
Criptografia: haja reversibilidade e o receptor detenha uma chave. Com estes elementos
os alunos tiveram uma experiéncia incrivel sobre como funciona o processo de codificar
e decodificar mensagens secreta.

Outro ponto relevante abordado em nossos encontros, foram o uso de algoritmos
relacionados a linguagem de programacao Python. Neste topico trabalhamos a aplica-
¢ao dos algoritmos matematicos na computacao. As defini¢coes de algoritmos segundo
(MEDINA; FERTING, |2006) sao:

o Um procedimento passo a passo para solu¢ao de um problema;

o Uma sequéncia detalhada de agoes a serem executadas para realizar alguma ta-

refa.
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A escolha pela linguagem Python foi por conta de ser uma linguagem de programa-
¢ao com forte apelo e conhecida por muitos programadores, como comenta (MCKIN-
NEY], 2018)). Surgiu por volta de 1991, e possui o c6digo aberto (pode ser modificado
por programadores) podendo ser usado de forma comercial ou académica.

A utilizagao desta linguagem de programacao foi com objetivo pedagdgico e usual,
a nossa intengao foi apenas de apresentar o aplicativo e ndo programar (criar e desen-
volver programas), pois, ensinar programacao de forma completa demandaria muito
tempo, por isso os programas utilizados sao apenas exemplos de aplicacao e uso de
algoritmos.

E comum a nds professores associarmos a ideia de jogo como um instrumento mo-
tivacional, mas na verdade o jogo é mais do que isso, é uma atividade lidica. Definir o
jogo é um desafio, pois existem diversas vantagens e desvantagens (GRANDO, 2004).
Mas o professor (mediador) deve planejar as estratégias mais convenientes para que o
processo de ensino/aprendizagem seja significativo.

Percebe-se que muitas vezes nossos alunos ficam muito entediados com a parte con-
ceitual formal, pois esta conceituacao na maioria das situagoes é transmitida de forma
abstrata. A palavra Lidico vem do latim “Ludus” que significa jogo e divertimento,
como afirma (ROLOFF| 2010). Assim, as atividades lidicas tém por finalidade pro-
porcionar uma convivéncia e um interagao melhor com os alunos e professor, criando
um ambiente de competicao saudavel onde todos os envolvidos conseguem aprender e
se divertir simultaneamente, como comenta (SILVA et al. 2013).

Acreditamos que por meio do lidico podemos obter resultados mais positivos com
relacdo ao ensino. Estes autores ainda reforcam a ideia de que é possivel ensinar
Matematica de forma divertida sem atrapalhar o entendimento dos conceitos formais,
defini¢oes e propriedades.

A sequéncia didética aplicada foi organizada da seguinte forma: nos sabados das
9 h as 12 h, com tempo estimado de cada encontro de 3 h. Cada encontro é representado

no quadro abaixo.
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Quadro 01: Organizacao dos Encontros

Encontro 01:

06/04/2024

Questionario de Sondagem, Histéria da
Aritmética, Algoritmo da Divisao, Miilti-
plos, Divisores e Linguagem de Programa-

cao Python.

Encontro 02:

13/04/2024

Algoritmo da Divisao, Critério de Divisibi-
lidade, Crivo de Eratéstenes, Numeros Pri-
mos de Mersenne e Linguagem de Progra-

macgao Python.

Encontro 03:

20/04/2024

Teorema Fundamental da Aritmética, Ma-
ximo Divisor Comum (MDC) e Minimo
Muiltiplo Comum (MMC). Apresentagao de
exemplos simples e problemas contextuali-

zados de Olimpiadas (OBMEP).

Encontro 04:

27/04,/2024

Ideias de Congruéncia e construcao das ta-
buas de operagao (Adigao e Multiplicagao).
Aplicacao de alguns problemas envolvendo

a Aritmética, Calendarios e Relégios.

Encontro 05:

04/05/2024

Cifras de Hill (Retomando alguns conceitos
e defini¢coes importantes de Matrizes e De-

terminantes).

Encontro 06:

11/05/2024

Cifras de Hill (Apresentando a ideia de

Criptografia e Cifras em questao).

Encontro 07:

18,/05/2024

Aplicacao do Jogo intitulado “Trilha da
Aritmética” e do questionario de avaliacao

da metodologia utilizada em sala de aula.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A sequéncia didatica foi planejada para ser executada em 7 encontros. Vale ressaltar

que o tempo pedagbgico pode ser ajustado de acordo com a necessidade e o nivel de

cada turma.

5.1 Descricao dos encontros da sequéncia didatica

5.1.1 1° ENCONTRO
1. Unidade Tematica BNCC: Numeros.

2. Modalidade/Nivel de Ensino: 3° do Ensino Médio.
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3. Objetos de Conhecimento BNCC:

Numeros inteiros: usos, historia, ordenagdo, associacdo com pontos da reta

numérica e operacoes;

Operagoes (adigao, subtragao, multiplicagao, divisdo e potencia¢do) com

nimeros naturais;
Fluxograma para determinar a paridade de um nimero natural,

Muiltiplos e divisores de um ntmero natural.

4. Habilidades BNCC:

(EFO6MAO04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo
por fluxograma que indique a resolugao de um problema simples (por exem-

plo, se um niimero natural qualquer é par);

(EFO6MAO06) - Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de

multiplo e de divisor;

(EM13MAT406) - Utilizar os conceitos basicos de uma linguagem de pro-
gramagao na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente

e/ou matematica.

Vale ressaltar que o item (EM13MAT406) foi retirado do documento
da BNCC, mas a mesma habilidade se encontra no documento normativo
PCEMPB.

5. Objetivos/Expectativas de Aprendizagem:

Abordar os principios que deram origem aos nimeros, processo de contagem

e a sua evolugao;

Apresentar os multiplos e divisores de um ntimero natural.

6. Estratégia de Ensino e materiais utilizados:

Aulas expositivas;
Quadro, pincel, apagador, livro didatico e retroprojetor;
Material obtido no site da OBMEP;

Algoritmos envolvendo a linguagem de programacao Python.

7. Duragao da atividade: 3 horas (aos sdbados das 9 h as 12 h).

Sequéncia Didatica I — Encontro 01
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Neste primeiro momento, introduziremos a historia da Aritmética, mas especifica-
mente, na Pré-Histéria em que o homem passar a ter contato com a ideia de contagem,
e consequentemente, passando a associar nimero com objetos, a fim de promover uma
sociedade mais desenvolvida.

A ideia de niimeros remonta a aproximadamente 30.000 anos atras com a preocupa-
¢ao de registrar a quantidade de familiares, de animais e de objetos importantes para
uma determinada comunidade tribal (HYGINO, |1991)).

Um dos principais recursos para a contagem eram pedras, galhos, dedos das maos,
e as vezes até dos pés, para indicar a quantidade de elementos e posteriormente veio
uma escrita rudimentar em paredes associando nimeros com objetos. Este fato foi
muito relevante para que estas informagoes fossem armazenadas e transmitidas para
as geragoes seguintes.

Mas o avango do conceito de contagem de niimero ocorreu de forma lenta e em
etapas dificeis de estipular. Por exemplo, o simbolo ou o som que foi empregado
primeiro? Segundo (HYGINO, [1991)), provavelmente, os simbolos surgiram primeiro
com a intencao de representar os objetos, pessoas e animais para depois os sons serem
utilizados e abordados para cada situacao.

A primeira civilizacdo a aplicar estes simbolos foram as pessoas que viviam nos
vales dos Rio Nilo, Tigres e Eufrades. Mas temos registros também nos vales Indo e
Yangtse Kiang na China a cerca de 6000 anos.

Podemos observar que estes simbolos foram fundamentais para a criagdo dos nu-

meros naturais, inteiros, operacoes e suas propriedades.

Figura 4 — Rio Nilo Figura 5 — Rio Indo Figura 6 — Rio Yangtse
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com.br/geografia,/rio-nilo.htm> rio-indo> article/Yangtze-River/353943>.

Os nuimeros naturais foram representados ao longo da histéria de diversas formas
diferentes, mas para este trabalho, convencionaremos o conjunto dos niimeros naturais

da seguinte forma:

N=1{0,1,21}.


https://escolakids.uol.com.br/geografia/rio-nilo.htm
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https://blogcatedranaval.com/tag/rio-indo
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Capitulo 5. SEQUENCIA DIDATICA 58

J& o conjunto dos niimeros inteiros da seguinte maneira:

Z={-,-2,—1,0,1,2,---}.

As definigoes apresentadas a seguir estao baseadas nos livros Programa de Iniciacao
Cientifica da OBMEP e o Livro de Aritmética utilizado no programa PROFMAT. Para
maiores detalhes veja (HEFEZ, [2009) ¢ (HEFEZ; ARITMETICA, 2009).

Definicao de multiplo de um niimero natural:

Dado um nuimero natural a, consideremos o conjunto dos multiplos naturais de a:
aN={a-d|deN}.

Multiplos Comuns:

Considere o conjunto dos multiplos de 3 = {0,3,6,9,12,---} e o conjunto dos
multiplos 5 = {0,5,10,15,20-- - }.

Portanto, o conjunto que representa os multiplos comuns de 3 e 5 é mostrado abaixo:
{0,15,30,45,60, - - - }.

Definicao de Miltiplos Comuns:

Os nuimeros que pertencem simultaneamente ao conjunto dos multiplos de dois ou
mais nimeros dados sera chamado de multiplos comuns destes niimeros.

Observacgao: Se a e b sao nimeros naturais nao nulos, sabemos que o nimero a - b
¢ um multiplo de a; por outro lado, pela propriedade comutativa da multiplicagao,
tem-se que ele também um multiplo de b. Assim, o conjunto dos multiplos comuns de
a e b, além de conter o nimero 0, contém também o ntimero a - b # 0.

Exercicio 01: Determine os multiplos comuns de 3 e 4.

Definicao de divisores de um niimero natural:

Diremos que um nimero natural d é um divisor de outro natural a, se a é multiplo
de d, ou seja, se a = d-c, para algum natural a. Representamos o conjunto dos divisores
de um ndmero natural n por D(n).

Exercicio 02: Determinar todos os divisores de 20.

Definicao de divisores comuns:

Sao ntmeros que sao divisores simultaneamente de dois ou mais niimeros dados.

Exercicio 03: Determine os divisores naturais comuns dos nimeros 18 e 3.

Vale ressaltar que apds a aula expositiva, tivemos um momento utilizando e apli-
cando a linguagem Python, neste primeiro momento verificamos alguns exemplos de
multiplos.

Esta linguagem de programacao foi executada pelo professor em computador pes-
soal, os alunos participavam sugerindo exemplos, em sala de aula, com o objetivo de
mostrar como a programacao ¢ uma ferramenta interessante para o desenvolvimento

do conhecimento matematico dos alunos. Como mostra a BNCC Complementar
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em Computagio (BRASIL, 2022).

Obs.: Percebe-se que, nos codigos fontes tem-se a presenga das aspas triplas abrindo

29

“‘e aspas triplas fechando ”’, esta parte do comando significa comentarios em blocos,

ja com relacao ao simbolo # (cerquilha), significa comentérios em linha. O restante do

c6digo faz parte do corpo do programa.

Figura 7 — Codigo fonte 01: Multiplos de um ntimero natural

(& multiplos.py - CAdel\multiplos.py 3.7.8) - 8 X
File Edit Format Run Options Window Help

"Este programa tem a finalidade de descrever
a quantidade de multiplos de um nimero natural
maior do que 0 e mostra-los."

multiplo=int(input("Digite um numero:"))# Entrada de um numero natural.
print("M(",multiplo,")={0,",end="")}# Saida dos multiplos de um numero natural.
foriin range(4): # Este laco vai de 0 até 3.

i+=1# Acumula .

mul=i*multiplo # Efetua o produto.

print(mul,”,",end="") # Saida do resultado do produto.

print("...}")# Saida de reticéncias e a chave.
print(" ")

Ln:2 Col: 4¢

’gg;g‘mdo B Q e h’ L -? 6 L e .@ {:} ! & A R a0 01/09/1260:23. L/ ]

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 8 — Execucao do cédigo fonte 01: Multiplos de um niimero natural

(& Python 3.7.8 Shell - =) X
File Edit Shell Debug Options Window Help

Python 3.7.8 (tags/v3.7.8:4b47a5b6ba, Jun 28 2020, 08:53:46) [MSC v.1916 64 bit (AMD64)] on win32

Type "help”, "copyright", "credits" or "license()" for more information.
>>>

RESTART: C:\del\multiplos.py

Digite um numero:20
M( 20 )={0,20 ,40 ,60 ,80,...}

>>>

RESTART: C:\del\multiplos.py

Digite um numero:9
M( 9)={0,9 ,18 27 36 ,...}

>>>

Digite um numero:1000
M( 1000 )={0,1000 ,2000 ,3000 ,4000,...}

>>>

———————— RESTART: C:\del\multiplos.py =
Digite um ndmero:3900
M( 3900 )={0,3900 ,7800 ,11700 ,15600 ,...}

~~~1
Ln:23 Co:4

@ 20c am . ® eﬁ B e 2017 ~
Parc. nublado W Q Pesouisar v @ © i 4 goem 2 AR RND s @ R

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

5.1.2 22 ENCONTRO

1. Unidade Tematica BNCC: Numeros.
2. Modalidade/Nivel de Ensino: 3° do Ensino Médio.
3. Objetos de Conhecimento BNCC:

e Divisao euclidiana;
¢ Fluxograma para determinar a paridade de um nimero natural,

e Numeros primos e composto.
4. Habilidades BNCC:

« (EF06MAUO05) - Classificar nimeros naturais em primos e compostos, esta-
belecer relagoes entre niimeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “é
divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigacoes, critérios

de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10,11 e assim por diante;

« (EFO6MAO04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo
por fluxograma que indique a resolugao de um problema simples (por exem-

plo, se um nimero natural qualquer é par);
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« (EM13MAT406) - Utilizar os conceitos basicos de uma linguagem de pro-
gramacao na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente

e/ou matematica.
Vale ressaltar que o item (EM13MAT406) foi retirado do documento da

BNCC, mas esta habilidade se encontra no documento normativo PCEMPB.
5. Objetivos/Expectativas de Aprendizagem:

e Trabalhar com os niimeros primos e compostos;

o Investigar e discutir o Crivo de Eratostenes.
6. Estratégia de Ensino e materiais utilizados:

o Aulas expositivas;
o Atividades sobre os critérios de divisibilidade;
¢ Quadro, pincel, apagador, livro didatico e retroprojetor;

« Material obtido no site da OBMEP.

7. Duragao da atividade: 3 horas (aos sdbados das 9 h as 12 h).
Sequéncia Didatica I — Encontro 02

Neste encontro, abordaremos os conceitos de Divisao euclidiana, Critérios de Divi-

sibilidades, Crivo de Eratéstenes e Numeros Primos de Mersenne.
Algoritmo da Divisao

Uma das propriedades mais importantes dos niimeros naturais ¢ a possibilidade de
dividir um ntimero por outro com resto pequeno. Essa divisdo é a chamada divisao
euclidiana. Dados dois niimeros naturais a e b, com b # 0, existem nimeros naturais ¢

ertaisquea=>5b-q+r,onde 0 <r <b Chamamos a, b, ¢ e r de dividendo, divisor,

al|b
riq

Vamos verificar como funciona o algoritmo da divisao euclidiana em um caso par-

quociente e resto, respectivamente.

ticular.
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Figura 9 — Divisao de 37 por 5

Dividendo — 37 Divisor

- )
d ‘Quociente

Fonte:<https://sempreamathematicarcommusica.blogspot.com/2011/01/
identidade-fundamental-da-divisao.html>

Temos, 37 =5 -7+ 2, portanto a divisao foi efetuada de forma correta.
Exercicio 04: Usando o Algoritmo da Divisao efetue a divisao de 1436 por 7.
A seguir relembraremos alguns critérios importantes de divisibilidade que foram

estudados em séries anteriores.

Critério de divisibilidade por 2

Um namero N ¢é divisivel por 2 quando seu algarismo das unidades for divisivel

por 2.

Critério de divisibilidade por 3

Um nimero N ¢ divisivel por 3 se a soma dos seus algarismos for um nimero di-

visivel por 3.

Critério de divisibilidade por 4

Um numero N ¢ divisivel por 4 quando seus dois tltimos algarismos formam um
numero divisivel por 4, ou seja, quando o niimero formado pelos algarismos das

dezenas e das unidades de N é divisivel por 4.

Critério de divisibilidade por 5

Um numero é divisivel por 5 se seu algarismo das unidades é 0 ou 5.

Critério de divisibilidade por 6

Um namero N ¢é divisivel por 6 quando N ¢é divisivel por 3 e por 2.

Critério de divisibilidade por 7


https://sempreamathematicarcommusica.blogspot.com/2011/01/identidade-fundamental-da-divisao.html
https://sempreamathematicarcommusica.blogspot.com/2011/01/identidade-fundamental-da-divisao.html

Capitulo 5. SEQUENCIA DIDATICA 63

Dado um ntimero natural N, considere N = 10- b+ a, onde a é o algarismo das

unidades de N. Se b — 2 - a ¢é divisivel por 7, entao N ¢ divisivel por 7.

Exemplo 01: Para decidir se o nimero N = 86415 é divisivel por 7, devemos
aplicar o critério de divisibilidade por 7 diversas vezes até percebemos que o niimero é
divisivel por 7 ou nao.

86415 — 8641 -2-5=8631 -+ 863-2-1=861—86-2-1=84—8-2-4=0.

Usando o critério, temos:

0 é multiplo de 7 — 84 é multiplo de 7 — 861 é multiplo de 7 — 8631 é multiplo
de 7 — 86415 ¢ multiplo de 7.

Critério de divisibilidade por 9

Um ntimero N é divisivel por 9 se a soma dos seus algarismos for um ntmero di-

visivel por 9.

Critério de divisibilidade por 10

Um namero ¢ divisivel por 10 se seu algarismo das unidades ¢é 0.

Critério de divisibilidade por 11

Um ntamero natural N é divisivel por 11 quando a diferenga nao negativa entre
a soma dos algarismos de ordem impar (Soi) e a soma dos algarismos de ordem

par (Sop) for um ndimero divisivel por 11.

Exemplo 02: Considere o niimero N = 3767632. Temos:

3 7 6 7 6 3 2

Assim, Sy, = 2+64+6+3 = 17e S,, = 3+7+7 = 17. Agora observe que S,; -S,p, = 17-
17= 0 é divisivel por 11, o nimero N é divisivel por 11.Aqui, o significado de “diferenca
nao negativa” é semelhante ao que aparece no primeiro critério de divisibilidade por 7.
Lembrando que S,; é o somatério dos niimeros das classes impares e S,, ¢ 0 somatorio

dos ntimeros das classes pares.
Exercicio 05: Classifique as seguintes afirmagoes em verdadeira (V) ou falsa (F):

a) () 2374160 é divisivel por 2
b) () 202428 é divisivel por 3
c) () 3263612 é divisivel por 11

d) () 14777 é divisivel por 7
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e) () 20025 é divisivel por 9
f) () 20002 ¢ divisivel por 5
g) () 32147800003 é divisivel por 10

Questao para pensar: Em grupos estabelecam um critério de divisibilidade por 16,
isto é, quando um numero é divisivel por 167

A seguir, apresentaremos um conceito de grande importancia na Matematica: o fato
de um ntmero ser primo ou nao. Esses niimeros desempenham um papel fundamental
e a eles estao associados muitos problemas famosos cujas solugoes tem resistido aos
esforcos de varias geragoes de matematicos (HEFEZ; ARITMETICA| 2009).

Definicao de nimeros primos: Um ntmero natural maior do que 1 que possui

como divisores positivos 1 e ele préprio é chamado ntimero primo.

Exemplo 03: Sao exemplos de nimeros primos: 2, 3, 5, -+ .

Definicao de niimeros compostos: Um ntimero maior que 1 e que nao é primo
sera dito composto.

Exemplo 04: Sao exemplos de niimeros compostos: 4, 6, 9, 10, 12, --- .
Crivo de Eratoéstenes

Eratostenes foi um estudioso que viveu no século III a.C. Nasceu em Cirene, na
Africa, e morreu em Alexandria, na Grécia. Teve um destaque muito grande na co-
munidade cientifica da época com diversos trabalhos em matematica, ciéncia, filosofia,

geografia e em outras areas.

Figura 10 — Eratdstenes

Fonte:<http://www.geografia.seed.pr.gov.br/modules/galeria/detalhe.php?foto=1063&evento=1>

Mas, o trabalho que mais teve destaque foi o Crivo de Eratdstenes, que explicaremos

a seguir. Considere um numero natural n. Por exemplo, n = 32. Agora, listamos todos


http://www.geografia.seed.pr.gov.br/modules/galeria/detalhe.php?foto=1063&evento=1
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os numeros de 1 a 32 em um quadro. Nosso objetivo é determinar quais sao todos os

nimeros primos de 1 até 32.

Tabela 01 - Ntuneros de 1 até 32

2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 14 15 16
17 18 19 20 21 22 23 24
25 26 27 28 29 30 31 32

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A principio poderiamos fazer uma varredura com todos os niimeros, mas este pro-

cesso seria muito exaustivo. Porém, gragas ao Crivo de Eratostenes, podemos realizar

o processo de eliminacao, onde em cada passo descartamos da tabela alguns niimeros

dos quais temos certeza de que sao compostos. Fazemos isso varias vezes de um modo

bem especifico para que, ao final do processo, tenhamos certeza de que os niimeros que

sobrarem sejam todos primos (HEFEZ, 2009).

Iniciaremos o processo retirando os nimeros 1 e os multiplos de 2. Pois, por defini-

¢ao, os nimeros primos sao maiores do que 1 e o 2 é o tnico primo par. Ja os multiplos

de 2 sdo compostos. Logo, eles ndo sdao primos e devemos descarta-los.
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Tabela 02 - Etapa 2 do Crivo de Eratéstenes

1 2 3 4 5 i 7 2

9 W 11 )74 13 p%s 15 16
17 18 19 20 21 27 23 24
25 26 27 28 29 30 31 37

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Continuando com este processo temos que o 3 é primo. Logo, todos os multiplos
de 3 sdo compostos e, portanto, riscamos todos. E ficamos fazendo este processo

sucessivamente, até riscarmos todos os nimeros compostos que desejamos 1 até N.

Tabela 03 - Etapa 3 do Crivo Eratostenes

1 2 3 4 5 6 7 2
9 i) 11 7 13 pe 5 16
17 18 19 2 20 27 23 24
25 26 27 28 29 30 31 37

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Percebe-se que, no final deste processo, os nimeros que nao foram riscados sdo os

numeros primos, como mostra a Tabela 04.

Tabela 04 - Etapa Final do Crivo Eratéstenes

e 2 3 4 5 ] 7 3
9 piy) 11 7 13 P 15 16
17 18 19 2 20 27 23 24
25 26 27 28 29 30 31 37

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
Ntmeros Primos de Mersenne

Introduziremos, neste momento, alguns tipos de niimeros primos especiais, que sao
denominados de niimeros de Mersenne, uma homenagem a Marin Mersenne.

O projeto Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS) foi criado em 1996 por
George Woltman, formado em Ciéncia da Computacao pelo Instituto de Tecnologia de
Massachusetts (MIT), é um projeto voluntario de computagao distribuida, que como
o proprio nome ja indica, seu objetivo é encontrar ntimeros primos conhecidos como
primos de Mersenne (WOLTMAN| (1996, isto é, conforme a defini¢do de (HEFEZ;
ARITMETICA| 2009), temos:

Os numeros de Mersenne sao os numeros da forma
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M, =20 —1

D )

para algum p natural maior do que 1. Onde p é um ntimero primo.

Curiosidade: O GIMPS descobriu o maior nimero primo conhecido até o mo-

mento, 282589933 _ 1~ com 24.862.048 digitos. Um computador oferecido por Patrick

Laroche de Ocala, Flérida, fez a descoberta em 7 de dezembro de 2018 ,
1996). Essa descoberta encontra-se no site oficial do GIMPS.

Vale ressaltar que apos a aula expositiva, tivemos um momento utilizando e apli-
cando algoritmos a linguagem de programacao Python, abaixo temos um programa

que aborda o algoritmo da divisao euclidiana.

Figura 11 — Cédigo fonte 02: Divisao euclidiana

(& divisor.py - C:\delNdivisor.py (3.7.8) = =) X
File Edit Format Run Options Window Help

" Este al?oritmo, verifica se um numero natural € divisivel ou nao por um numero
natural."
n = int(input("Digite o valor do dividendo:")) # Entrada do valor do dividendo.
m=int(input("Digite o valor do divisor:")) # Entrada do valor do divisor.
print(" ") # Saida .
if m!=0: # Se entrada do divisor for diferente de zero: temos as duas condi¢gdes abaixo.
if n%m==0: # Se dividendo divido pelo divisor for igual ao resto zero.
print("O numero ",n,"é divisivel por",m,end="") # Ent&o o dividendo ¢é divisivel pelo divisor.
elif n%m!=0: # Caso contrario , Se o dividendo dividido por divisor diferente de zero.
print("O numero ",n,"néo é divisivel por",m,end="") # Saida,o dividendo n&o é divisivel pelo divisor.

else : # Se o divisor for igual a zero, temos os dois casos abaixo.
it n==m:# Dividendo e divisor igual a zero.
print("Esta divisdo € indeterminada.") # Saida, divisdo indeterminada.
elif m != n: # Dividendo diferente de zero e o divisor igual a zero.
print(" Esta divisdo nao existe.") # Saida , a divisdo nao existe.

Ln:2 Col:1

%‘i{:ﬁ? B8 Q Pesquisar b W -_- @ % @ _@ (:} ! e » B @O0 01/09/126(;234 L/ ]

Fonte: Elaborado pelo Autor(2024)
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Figura 12 — Execucao do cédigo fonte 02: Divisao euclidiana

(& Python 3.7.8 Shell - o X
File Edit Shell Debug Options Window Help

Type "help", "copyright", "credits" or "license()" for more information.
>>>

= == RESTART: C:\dell\divisor.py === ==
Digite o valor do dividendo:0
Digite o valor do divisor:0

Esta divisdo é indeterminada.
>>>

= = RESTART: C:\dell\divisor.py ==
Digite o valor do dividendo:10
Digite o valor do divisor:0

Esta divisdo ndo existe.
>>>

= == RESTART: C:\dell\divisor.py == == ==
Digite o valor do dividendo:10
Digite o valor do divisor:2

O numero 10 é divisivel por 2
>>>

Ln:27 Col:4

26°C am . Gﬁ * = 16:51 ~
9Enso\avado R Q Pesquisar bV - O & @ v '@ L N PR DD o 8 TR

Fonte: Elaborado pelo Autor(2024)

5.1.3 32 ENCONTRO
1. Unidade Tematica BNCC: Nimeros.
2. Modalidade/Nivel de Ensino: 32 do Ensino Médio.
3. Objetos de Conhecimento BNCC:
o Numeros inteiros: usos, histéria, ordenacao, associagao com pontos da reta
numérica e operacoes;
o Numeros primos e compostos;

« Divisao euclidiana.
4. Habilidades BNCC:

« (EFO7TMAOL1) - Resolver e elaborar problemas com niimeros naturais, en-
volvendo as nogoes de divisor e de multiplo, podendo incluir méaximo divisor
comum ou minimo multiplo comum, por meio de estratégias diversas, sem

a aplicacao de algoritmos;

« (EFO07MAO04) - Resolver e elaborar problemas que envolvam operagoes com

nimeros inteiros;
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« (EFOTMAO5) - Resolver um mesmo problema utilizando diferentes algo-

ritmos;

« (EM13MAT406) - Utilizar os conceitos bésicos de uma linguagem de pro-
gramagao na implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente

e/ou matematica.
5. Objetivos/Expectativas de Aprendizagem:

o Identificar que ntimeros inteiros podem ser decompostos em fatores primos;
o Identificar que a fatoragdo em fatores primos é tinica (Teorema Fundamental
da aritmética);

o Usar o Teorema Fundamental da Aritmética e a decomposi¢do em fatores
primos além da determinagdo do Minimo Multiplo Comum (MMC) e do

Méximo Divisor Comum (MDC) de nimeros inteiro;
o Aplicar o resultado do (MMC) e do (MDC);

« Utilizar o algoritmo de Euclides para o calculo do (MDC).
6. Estratégia de Ensino e materiais utilizados:

o Aulas expositivas;
 Atividades sobre Teorema Fundamental da Aritmética,(MDC) e (MMC);

e Quadro, pincel, apagador, livro didatico e retroprojetor.

7. Duracgao da atividade: 3 horas (aos sdbados das 9 h as 12 h).
Sequéncia Didatica I — Encontro 03

Neste terceiro encontro, trabalharemos o processo de fatoracao, o Teorema Funda-
mental da Aritmética e suas aplicagdes. Fatorar um nimero significa transformé-lo em
uma multiplicacao (TELARIS, 2012). Também pode ser definido como decompor um
ntimero em um produto de fatores primos (DOLCE; IEZZI; MACHADO, 2009)). O pro-
cesso de fatoracao é muito importante para a Matematica, pois através dele podemos
simplificar e facilitar a resolucao de situagdes-problema.

Exemplo 1: Escreva o ntimero 1820 como um produto de nimeros primos (CA-
DAR; DUTENHEFNER/ 2015). Pelo algoritmo da decomposigdo do niimero em fatores

primos, temos:
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Figura 13 — Decomposicao do 1820 em fatores primos

1820 2
910 2
455 5
91 7
13 13
1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Multiplicando os nimeros do lado direito da barra vertical obtemos a fatoracao de
1820 como produto de nimeros primos: 1820 =22-5-7-13

Teorema Fundamental da Aritmética: Todo numero natural a > 1, ou é
primo, ou se escreve como produto de niimeros primos. E além disso, esta escrita é
tinica (HEFEZ; ARITMETICA| 2009).

Exemplo 2: 60 =22-3-5.

Quantidade de divisores: Vamos representar por ¢(n) a quantidade de divisores do

numero natural n. E n pode ser escrito da seguinte forma:

—_ (0%} a2 a3 (6%
n=py P -P3” - Pp" .

Onde pi, p2, p3, +++ , Pr SA0 primos e ay, ao, a3, -+, Q. Sa&0 nimeros naturais
maiores que 1, entao :

an) =(a1 +1) - (az +1) - (a5 +1) -+ (ar +1).

Exemplo 3: Determine a quantidade de divisores de 18.

Uma vez que 18 =2'.3%, tem-se ¢(18)= (1+1)-(142) = 2-3 = 6; portanto, existem
6 ntimeros que sao divisores por 18.

O Minimo Multiplo Comum (MMC) de dois ou mais nimeros naturais ¢ o menor
nimero, excluindo o zero, que é multiplo desses niimeros (DOLCE; IEZZI; MACHADO,
2009).

O MMC é o produto dos fatores primos comuns e nao comuns, cada um com
o maior expoente que apresenta nas formas fatoradas dos nimeros dados (DOLCE;
[EZZ1; MACHADO), [2009)).

Exemplo 4: Vamos calcular o MMC de 10, 15 e 21, para a resolugao desta questao
podemos usar trés métodos distintos.

Primeiro método: listagem de multiplos. Esse método é o que utilizaremos
no Exemplo 4. Listamos os multiplos de cada um dos nimeros dados e procuramos
identificar o menor niimero que é multiplo de todos, isto é, que pertence a todas as

listas de multiplos. O MMC de uma lista de nimeros naturais ndo nulos existe e é
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unico. No entanto, esse método pode ser muito trabalhoso se tivermos que lidar com
numeros grandes.

Sejam M (10), M(15) e M(21) os conjuntos dos miltiplos, respectivamente, de 10,
15 e 21.

M(10) ={0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, - - - , 160, 170, 180, 190, 200, 210, - - - }.

M (15) = {0, 15,30, 45,60, 75,90, 105, 120, 135, 150, 165, 180, 195, 210, - - - }.

M(21) ={0, 21, 42,63, 84,105,126, 147,168, 189, 210, - - - }.

Com exce¢ao do zero, o menor multiplo comum de 10, 15 e 21 é exatamente 210.
Logo, MMC(10, 15,21) = 210.

Segundo método: decomposicao simultanea. Como o préprio nome ja diz,
esse método consiste em decompor simultaneamente, como produtos de fatores primos,

os numeros dos quais queremos calcular o MMC.

Figura 14 — Decomposicao simultaneamente dos ntimeros 10 , 15 e 21

15
15

E—y

_x_x;_n;_na
(93]
_;..‘J...QJNN

2
3
5
7
2

.3.5.7=210

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Terceiro método: decomposicao de fatores primos.

10=2-5
15=3-5
21=3-7

Vamos retirar todos os niimeros primos da decomposi¢ao de cada nimero em fatores
primos e considerar os maiores expoentes de cada nimero primo. Logo, teremos:

MMC (10, 15, 21) =2-3-5-7 = 210.

Exercicio 1 (PUC MG/2001): O Minimo Multiplo Comum dos ntimeros 23, 3"
e 7 é1512. O valor de n é:
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Exercicio 2 (IFCE 2020): Um reldgio A bate a cada 15 minutos, outro relégio B
bate a cada 20 minutos, e um terceiro relégio C, a cada 25 minutos. O menor intervalo

de tempo decorrido entre duas batidas simultaneas dos trés relégios, em horas, é igual:

O Maximo Divisor Comum de dois ou mais nimeros naturais é o maior nimero
que é divisor de todos esses numeros (DOLCE; IEZZI; MACHADO, [2009). O MDC é
o produto dos fatores primos comuns, cada um com o menor expoente que apresenta
nas fatoragoes dos niimeros dados (DOLCE; IEZZI; MACHADO) 2009) .

Exemplo 5: Os ntimeros 12, 18 e 30 tém conjuntos de divisores, respectivamente,
dados por:

D(12) ={1,2,3,4,6,12};

D(18) ={1,2,3,6,9, 18};

D(30) = {1,2,3,5,6,10,15,30}.

O maior nimero divisor comum entre 12, 18 e 30 é exatamente 6.

Portanto, MDC (12, 18, 30)= 6.

Primeiro método: listagem de divisores. Consiste no que ja foi feito no
Exemplo 5. Listamos os divisores de cada niimero e procuramos o maior dentre os
divisores comuns a todos. Esse método nao sera eficaz se os numeros dados tiverem
muitos divisores.

Segundo método: divisdes sucessivas. Esse método, também conhecido como
algoritmo de Euclides, pode ser aplicado para o calculo do MDC entre dois niimeros
naturais. Mais adiante veremos que, aplicando-o varias vezes, também é possivel usa-
lo para o calculo do MDC de mais de dois nimeros. O método se baseia nas duas
observagoes a seguir.

O método consiste nos seguintes passos:
1. Se os dois niimeros sao iguais a zero, o MDC nao existe.
2. Se um dos nimeros for igual a zero, o MDC sera o outro ntimero.

3. Se os dois numeros sao diferentes de zero, mas sao iguais, o MDC serd qualquer

um dos dois.
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4. Se os dois niimeros sao diferentes de zero e diferentes um do outro, divida o maior

pelo menor.
5. Se o resto da divisao for igual a zero, o MDC é o menor dos ntimeros.

6. Se o resto da divisdo for diferente de zero, retorne ao passo 4, substituindo o

maior nimero pelo menor e o menor nimero pelo resto.
7. Repita os passos 4, 5 e 6 até o resto da divisao ser igual a zero.

Geralmente, usamos uma grade para facilitar a compreensao, um bom exemplo,
esta na Figura 11.

Exemplo 6: Usando agora o algoritmo de Euclides calcularemos o MDC(124, 48).
De inicio, colocamos os dois nimeros na linha do meio da grade, sendo o maior nimero
(124) colocado na primeira casa a esquerda e o menor nimero (48) colocado na segunda

casa, ao lado do maior ntimero.

Figura 15 — Algoritmo de Euclides (MDC)

Quocientes: 2 1 1 2 2
124 48 28 20 8 4
Restos: 28 20 B 1 4 0

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

O algoritmo de Euclides é uma ferramenta muito eficiente para encontrar o Ma-
ximo Divisor Comum de dois nimeros quaisquer diferente de zero de maneira rapida e
objetiva.

O método consiste em efetuar sucessivas divisdes entre os dois nimeros seguidos que
constam na segunda linha, da seguinte forma. Neste processo colocamos o quociente de
cada divisao na primeira linha, acima do divisor, e o resto correspondente na terceira
linha abaixo do dividendo.

Inicialmente dividimos 124 por 48, obtendo quociente 2 e resto 28. Uma vez que
o resto da divisao ¢ nao-nula, adicionamos o resto 28 apds o 48 na segunda linha.
Agora dividimos 48 por 28, obtendo quociente 1 e resto 20, como mostra a Figura 15.
Continuamos este processo até que o resto da divisao seja iguala zero. Neste caso, o
maximo divisor comum sera o ultimo resto nao nulo da terceira linha, ou seja, MDC
(124, 48)= 4.

Terceiro método: decomposi¢cdo em fatores primos. Sejam aq, as, ---, a,
nimeros naturais diferentes de zero. Se um deles for igual a 1, o (MDC) de todos esses

numeros também serd igual a 1. Caso contrario, podemos escrever cada um deles como
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produto de ntimeros primos e em seguida considerar o produto dos primos em comum
nas fatoragoes, com os maiores expoentes de cada ntimero primo comum.
Exemplo 7: Determine o Maximo Divisor Comum MDC (12, 18, 30) fatorando os

trés nimeros.

12=2%.3.
18 =232
30=2-3-5.

Para encontrar o Maximo Divisor Comum de trés niimeros quaisquer basta obser-
varmos os primos que dividem simultaneamente, os trés nimeros fatorados dados, logo
sao 2 e 3. O primo 2 aparece com expoente 1 na decomposicao de 12, 18 e 30 e o
numero primo 3 aparece com expoente 1 na decomposicao de 12, 18 e 30. Devemos
escolher o menor expoente e os nimeros primos que dividem simultaneamente os trés
numero, para enfim encontrar o (MDC).

Portanto, o Maximo Divisor Comum dos trés niimeros sera 2 - 3 = 6.

Este recurso pode se realizar com dois ou mais niimeros, tornando-se um artificio
muito eficiente e utilizado.

Exercicio 3 (Vunesp 2023): Um ajudante de uma loja de ferragens precisa
distribuir, em saquinhos de plasticos, trés tipos diferentes de parafusos, de agora em
diante identificados com tipo A, B e C. Todos os saquinhos devem conter a mesma
quantidade de parafusos e sempre parafusos de um mesmo tipo. Também foi pedido ao
ajudante que cada saquinho tivesse a maior quantidade possivel de parafusos. Sabendo
que sao 132 parafusos do tipo A, 180 parafusos do tipo B e 228 parafusos do tipo C, o

numero de saquinhos necessarios para cumprir essa tarefa é:

Obs.: Podemos também relacionar o Maximo Divisor Comum com o Minimo M1l-
tiplo Comum. Esta relacao é muito facil, mas o leitor nao deve ter a ilusao de que
este recurso pode ser utilizado com nimeros grandes, pois teremos um trabalho muito

desgastante. Para estes ntimeros grandes é mais eficiente utilizarmos o algoritmo de
Euclides (HEFEZ, 2009)).

Sejam a e b dois niimeros naturais nao nulos. Entao:

MMC (a, b)- MDC (a, b)=a - b.
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Exercicio 4 (Aprendiz de Marinheiro - 2016): Sejam A = 120, B = 160,
z = MMC (A, B) e y =MDC (A, B), entdo o valor de z + y ¢é igual a:

A) 460
B) 480
C) 500
D) 520

E) 540

Observe que, os programas tem a finalidade de ser aplicados, pois segundo o do-
cumento da BNCC complementar da computacdo, podemos utilizar a linguagem de
programagao Python e associar com os conteidos transversais ou por meio da inter-
disciplinaridade. Vejamos dois programas um que aborda os divisores de um nimero
e verifica se ele é primo ou nao. E outro programa que utiliza o algoritmo de Euclides

para encontrar o (MDC) e (MMC). Vejamos os programas a seguir.

Figura 16 — Cédigo fonte 03: Divisores, primos e compostos

(& divisores.py - C:\del\divisores.py (37.8) - a x
File Edit Format Run Options Window Help

" Este programa descreve os divisores de um numero natural,
em seguida, verifica se é primo ou ndo."
n = int(input("Digite um numero:"))}# Entrada de um valor natural maior do 1.
print("D(",n,")={1,",end="") # Saida do valor n.
contador=0 # Inicio do contador.
p=n//2 # Divide por 2,e retorna a parte inteira.
for divisor in range(2,p+1):# Laco vai de 2 até o p+1.
if n % divisor == 0:# Condig&o.
print(divisor,",",end="")# Saida do divisores.
contador=contador+1# Acumula.
print(n,"}")# Saida de n.Se contador é igual a
if contador==0:#condi¢&o.Entao ,
print(n,"o numero é primo.") # Saida do numero primo.
else # caso contrario,esta codi¢ao.
print("o nimero ",n,"é composto.") # Saida do numero composto.

Ln:3 Col:6

= BE Q resquir 2L O0Owed®em® - N T I !

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 17 — Execucao do codigo fonte 03: Divisores, primos e compostos

{ & Python 3.7.8 Shell = o X
File Edit Shell Debug Options Window Help

| = T TTrJ-rottT T T Tt = TTTTTT TV T TTTT T otrrr T errTE I Tt

>>>

Digite um numero:120
D(120)={1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20,24 ,30 ,40,60,120 }
‘0 nimero 120 é composto.

>>>

Digite um numero:997
D(997 )={1,997 }

997 0 numero é primo.
>>>

Digite um numero:93
D(93)={1,3,31,93}

o numero 93 é composto.
>>>

\==================== RESTART: C:\de”\divisores_py ——=—=—=——=—=—=—=—=—==—==—====
A Haoarw MwuuOwsed@em: N B g 8

ES]

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 18 — Codigo fonte 04: (MDC) e (MMC)

& mdcpy - C\del\mdc.py (3.7.8) - = X
File Edit Format Run Options Window Help

" Este programa tem a finalidade de encontrar MDC(Maximo Divisor Comum) por meio do algorit-
mo de Euclides e o MMC(Minimo Multiplo Comum).™
numero1= int(input("Digite o primeiro nimero:")) # Entrada do primeiro nimero natural maior do que 1.
numero2=int(input("Digite o segundo numero:")) # Entrada do segundo numero natural maior do que 1.
menor=numero1 # Menor € minimo multiplo comum.
maior=numero2 # Maior & maximo divisor comum.
if (menor>maior): # Se menor > maior, entdo:
maior=numero1
menor=numero2
else : # Caso contrério , entdo:
maior=numero2
menor=numero1
while( maior%menor!=0): # Enquanto Maior dividido por menor resto diferente de zero , faga.
aux= menor
menor=maior%menor
maior=aux
print
if (menor==1): # se menor for igual a 1, séo primos entre si.
print("Os numeros s&o primos entre si:")
else:
print("Os nimeros nao sao primos entre si.") # Caso contrario, ndo sdo primo entre si.
MMC=(numero1*numero2)//menor # Relacao para encontrar o MMC.
print("MDC(",numero1,",",numero2,")=",menor) # Saida MDC.
print("MMC(",numero1,"",numero2,")=",MMC) # Saida MMC.

n:9 Col:0

E B Q pesquisar L% e@COeU 2 A BO® 5% M

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 19 — Execugao do codigo-fonte 04: (MDC) e (MMC)

& Python 3.7.8 Shell - o X
File Edit Shell Debug Options Window Help

I'ype "help”, "copyright”, "credits"” or "license()" for more information.

>>>

RESTART: C:\dell\mdc.py

Digite o primeiro nimero:38

Digite o segundo numero:32

Os numeros n&o sao primos entre si.
MDC( 38,32 )=2

MMC( 38, 32 )= 608

>>>

RESTART: C:\del\mdc.py

Digite o primeiro nimero:17
Digite o segundo numero:91

Os nUmeros s&o primos entre si:
MDC(17,91)=1

MMC( 17 , 91 )= 1547

>>>

RESTART: C:\del\mdc.py

Digite o primeiro nimero:21

Digite o segundo numero:51

Os numeros nao s&o primos entre si.
MDC(21,51)=3

MMC( 21, 51 )= 357

>>>|

Ln:24 Col:4

B 3 Q Pesquisar L - W ¢ ¢ g m £ ~ Qoo 16/09/12?;:; L]

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

5.1.4 4° ENCONTRO

1. Unidade Tematica: Numeros.
2. Modalidade/Nivel de Ensino: 3° do Ensino Médio.
3. Objetos de Conhecimento:

o Numeros inteiros: usos, histéria, ordenacao, associagao com pontos da reta

numérica e operagoes.
4. Habilidades BNCC:

o (EF07MAO04) - Resolver e elaborar problemas que envolvam operagoes com

nimeros inteiros;

« (EFO7TMAO03) - Comparar e ordenar niimeros inteiros em diferentes contex-
tos, incluindo o histérico, associa-los a pontos da reta numérica e utiliza-los

em situagoes que envolvam adi¢ao e subtracao;

« (EM13MAT406) - Utilizar os conceitos bésicos de uma linguagem de pro-
gramacao na implementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente

e/ou matematica.

5. Objetivos/Expectativas de Aprendizagem:
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e Abordamos neste encontro, as sementes da Congruéncia, o alicerce da arit-
mética dos restos, contetido este que é desconhecido por muitos, em parti-

cular pelos discentes do Ensino Fundamental e Ensino Médio;

e Destacamos que estes conceitos sdo imprescindiveis na Aritmética e mostra-
remos algumas aplicagoes na Matematica do cotidiano;
item Apresentar problemas que envolvam as congruéncias modulares, por

exemplo, como podemos trabalhar os diferentes calendarios.
6. Estratégia de Ensino e materiais utilizados:

o Aulas expositivas;
o Atividades sobre calendarios , relogios e tdbuas Aritméticas;

e Quadro, pincel, apagador, livro didatico e retroprojetor.

7. Duracao da atividade: 3 horas (aos sabados das 9 h as 12 h).

Neste encontro 04, inciamos a aula com o instigante algoritmo do ano bissexto,
que verifica se um ano é bissexto ou nao, percebemos um interesse muito motivador
entre os alunos, na hora de aplicar os conhecimentos matematicos na linguagem de

programagao. O codigo fonte e o executavel encontre-se a seguir:

Figura 20 — Cédigo fonte: Algoritmo do ano bissexto

U & bissexto.py - C\dell\bissexto.py (3.7.8) = o X

| File Edit Format Run Options Window Help
f

" Algoritmo para determinar se um ano € bissexto ou ndo,
um ano é dito bissexto se ele for divisivel por 4 e ndo por 100
ou se ele for divisivel por 400."

ano = int(input("Digite um ano verifique :")) # Digite um ano maior que zero.
"'condic&o para ser um ano bissexto."
if (ano % 4 == 0 and ano % 100 != 0) or (ano % 400 == 0):
| print ('O ano',ano, 'é um ano bissexto.") #Sai o0 ano bissexto.
else: # Caso contrario , ndo bissexto.
print('O ano', ano, 'ndo € ano bissexto.") # Sai 0 ano ndo bissexto.

R B Q pesquir DO ECe@el® - A ma T gy

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 21 — Execucao do cédigo fonte: Algoritmo do ano bissexto

U & python 3.7.8 Shell - u] X

| File Edit Shell Debug Options Window Help
|=— T 74 T orrrtrT T
non

Type "help", "copyright”, "credits" or "license()" for more information.

>>>

==================== RESTART: C:\de”\bissexto_py —=—=—=—=—=—=—==—=—=—=—====—====
Digite um ano verifique :2100

O ano 2100, n&o é ano bissexto.

>>>

==================== RESTART: C:\de”\bissexto_py —=——=—=—=—=—=—=—=—=——=—=—=—=—=—===
Digite um ano verifique :2024

O ano 2024 , € um ano bissexto.

>>>

==================== RESTART: C:\de“\bissexto_py —=—=———————————————==
Digite um ano verifique :2016

O ano 2016 , é um ano bissexto.

>>>

==================== RESTART: C:\de”\bissexto_py —=—====—=—====—=—=======
Digite um ano verifique :1883

O ano 1883, ndo € ano bissexto.

26°C . . o 1708
95.”‘3,“‘0 BR  Q Pesquisar N T O @ @E & a ~ R PO)B o8 @

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Sequéncia Didatica I — Encontro 04

Uma das ideias mais importantes e fortes na Teoria dos Nimeros é a de congruéncia
que foi introduzida por Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855) (HYGINO, |1991)).

Neste encontro trabalharemos a aritmética dos fendomenos peridédicos e a ideia de
congruéncia, recurso importante para resolucao de problemas envolvendo estes eventos,
ou seja, aquelas situagoes em que ha uma repeticao regular de intervalos.

Estes fendmenos acontecem, diariamente, quando precisamos tomar um medica-
mento no horério regular, quando olhamos o relégio e percebemos que os dias sdao
obtidos através dos segundos, minutos e horas. Que as semanas sao formadas por 7
dias, os meses por 28, 29, 30 ou 31 dias, e os anos sao formados por 365 dias e 6 horas
aproximadamente ou 366 dias quando sao bissextos.

Movimentos periddicos ocorrem em diversas situagoes do nosso cotidiano, por exem-
plo, o movimento que a Terra leva para dar uma volta em torno de si, representa 24h
(movimento de rotagao), j& o movimento que a terra da em torno do sol corresponde a
365 dias e 6 horas aproximadamente (movimento de translagao) (COUTINHO| 2015).

Um outro exemplo que podemos introduzir é referente ao calendario escolar, su-
ponhamos que um pai pergunte ao filho: filho dia 23 vai ter aula de Fisica? O filho

verifica que hoje é dia 11 (segunda-feira), utilizando a tabela abaixo:
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Figura 22 — Dias da semana

Restos 0 1 2 3 4 5 6
Dia Segunda | Terca | Quarta | Quinta | Sexta | Sabado | Domingo

Fonte: (COUTINHO], [2015)

Sabe-se que hoje é dia 11 e que o dia que se deseja saber é dia 23, portanto, a
diferenca do dia que se quer e hoje é dado por 23 — 11 = 12, podemos rescrever o 12 da
seguinte forma: 12 = 7 4 5, onde este 5 seria o resto da divisao de 12 por 7. Portanto,
o dia 23 vai cair em um sabado, conforme a Figura 21. Logo, sdbado nao tem aula.

Exercicio 01: O ano de 2019 comecou em um terca-feira, em que dia da semana
caira o ultimo dia do ano de 2019 ?

Exercicio 02: O ano de 2023 comegou em um domingo, em que dia da semana
caira o 1° dia de 20267

E importante salientar que nos calenddrios existem anos que sdo bissextos. Ha
alguns critérios que precisamos identificar para que seja classificado um ano bissexto.

Se o ano for um multiplo de 4, o ano é bissexto, mas se o ano for multiplo de 4 e
multiplo de 100 simultaneamente o ano nao sera bissexto e por fim se o ano for multiplo
de 4, multiplo de 100 e multiplo de 400 teremos um ano bissexto, é relevante saber
destas informagoes para que haja uma classificacado do ano de forma adequada. Fonte:
<https://www.youtube.com/watch?v=Gj5uopyMoKc> .

Exercicio 03: Quantos calendarios anuais diferentes existem?

Em algum momento nos deparamos com a seguinte situacao: “7 + 8 = 3”. Para
que esta situacao tenha sentido é necessario contextualizarmos. Um relégio seria um
exemplo significativo, pois 15 horas representa 3 horas da tarde. Como isso temos a
ideia da aritmética dos restos. Que podemos representar da seguinte forma:

748 =3 (mod 12) (lé-se: sete mais oito é congruente a trés médulo doze).

A seguir iremos explicar de forma mais detalhada essa operacao. Antes disso,
definiremos formalmente a ideia de congruéncia médulo m. A definigdo apresentada a
seguir consta em (HEFEZ; ARITMETICA, 2009).

Seja m um ntimero natural. Diremos que dois ntimeros inteiros a e b sdo congruentes
moédulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando os inteiros
a e b sdo congruentes médulo m, escreve-se: a = b (mod m)

Quando a relagdo a = b (mod m) for falsa, diremos que a e b ndo sdo congruentes,
ou que sao incongruentes, moédulo m. Escreveremos, nesse caso:

Exercicio 04: Vamos verificar se sao verdadeiras (V') ou falsas (F) as seguintes

congruéncias:


https://www.youtube.com/watch?v=Gj5uopyMoKc
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a) 11+2=1 (mod 12) ()
b) 10+ 10 =8 (mod 12)( )
¢) 20=0 (mod 4) ()

d) 21 =9 (mod 12) ()

e) 8=2 (mod 3)()

A ideia priméria da aritmética modular é bem simples. Fixado um inteiro m, todos
os demais nuimeros inteiros a sao substituidos pelo resto de sua divisao euclidiana
por m. Desse modo, o conjunto Z dos nimeros inteiros se transforma no conjunto
Zm =40, 1, 2, ..., m—1} , denominado conjunto dos inteiros médulo m (cujos
elementos sado os restos possiveis da divisao de um inteiro qualquer por m). Fonte:
<https://sca.profmatsbm.org.br/profmat_ tcc.php?id1=6047&i1d2=171053443>.

No conjunto Z apresentado anteriormente definiremos duas operagoes: adi¢do e multiplicacao, as
quais serao detalhadas a seguir. A soma serd denotada pelo simbolo & e o produto sera denotado pelo

simbolo ® .

a ® b = resto da divisdo de a + b por m.

a ® b = resto da divisao de a - b por m.

Exemplo 01: Observe que em Z,4 temos as seguintes operagaos.

2 @ 3 = resto da divisao de 2 + 3 por 4 = resto da divisao de 5 por 4 = 1.

2 ® 3 = resto da divisao de 2 - 3 por 4 = resto da divisdo de 6 por 4 = 2.

As tabelas apresentadas a seguir representam as tabuas das operagdes de adi¢io e multiplicacdo

em Zy .

Tabela 05 -Tabua de operacao & em Zy

W[~ |o|6
WIN | =|O| O
S|l W N ||
= Ol W NN
N | = O] W] W

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Tabela 06 -Tabua de operacdo ® em Zy

OO | OO O
WIN| =[O+

wln|[~=lo|®

N|IO|IN|O|N
RN W O W

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Exercicio 05: Construa as tdbuas das operagdes de adigdo e multiplicagdo em Zs.


https://sca.profmatsbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=6047&id2=171053443
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5.1.5 52 ENCONTRO

1. Unidade Tematica: Numeros e Algebra.
2. Modalidade/Nivel de Ensino: 3° do Ensino Médio.
3. Objetos de Conhecimento: BNCC(BRASIL, 2018) e PCEMPB(PARAIBA, [2021)).

e Matrizes;

¢ Determinantes.
4. Habilidades BNCC e PCEMPB:

o (EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacio na im-

plementacao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemaética;

o (EM13MAT410) - Associar o conceito de matrizes, determinantes e sistemas de equa-

¢oOes lineares as situagoes nas quais sao utilizadas planilhas eletronicas;

o (EM13MAT411) - Reconhecer um sistema de equagdes associado a uma matriz com o

intuito de resolver situagoes problemas.

Vale salientar que as habilidades (EM13MAT405), (EM13MAT410) ¢
(EM13MAT411) foram retiradas da BNCC, porém elas continuam fazendo parte da PCEMPB,
portanto achamos conveniente trabalhar com os alunos, tais habilidade que é de suma impor-

tancia no desenvolvimento do ensino/aprendizagem das Cifras de Hill.

5. Objetivos/Expectativas de Aprendizagem:

o Trabalha a ideia de matrizes, tipos de matrizes, operacoes envolvendo matrizes e matrizes
inversas;
e Conceituar determinantes; e aprender a calcular determinantes de ordem

2, 3 e como calcular seu valor numérico.
6. Estratégia de Ensino e materiais utilizados:
e Retroprojetor,computador, lousa, lapis, aulas expositivas e dialogadas.

7. Duragao da atividade: 3 horas (Aos sdbados das 9 h as 12 h).
Sequéncia Didatica I - Encontro 05

Neste encontro, faremos uma abordagem relembrando alguns conceitos fundamentais de matrizes,
suas operagoes e determinantes, pois esses contetidos serao importantes para o Encontro 06, no qual
trabalharemos a Criptografia e as Cifras de Hill.

Uma matriz nada mais é do que uma tabela disposta em linhas e colunas, e é bastante usada para
organizar dados em empresas, jornais, calendérios e planilhas. Historicamente, o surgimento de tabelas
para resolver situagoes-problema tem indicios na China por volta de 2500 a.C., apresentados em um
dos capitulos do livro chinés "Chui-Chang Suan-Shu". Mas quem introduziu a ideia de configurar
dados em tabelas foi o matematico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), como é mostrado no
livro (DANTE, [2013).
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Vamos definir as matrizes conforme (IEZZI; HAZZAN| 2004). Dados dois ntimeros m e n naturais
nao-nulos, chama-se matriz m por n (indica-se m x n) toda tabela M formada por niimeros reais
distribuidos em m linhas e n colunas.

Em uma matriz M qualquer, cada elemento ¢é indicado por a;;. O indice ¢ indica a linha e o indice

7 indica a coluna. Por convencao ¢ =1,--, me j=1,---, n.
Exemplo 01:
aiy @iz - Qi
a1 a2 - A2q
M = (aij)mxn = asz1 @32 - A3n
am1 am?2 ot Omn

Apés relembrarmos a defini¢cdo de matriz, vamos abordar a operagao de multiplicacdo de matrizes,
que sera de extrema importancia para o proximo encontro. Uma condi¢do para que o produto A - B
seja definido é que o niimero de colunas de A seja igual ao niimero de linhas de B (IEZZI et al., [2001]).

A matriz produto C' = A - B é uma matriz cujo o nimero de linhas é igual ao nimero de linhas

de A e o nimero de colunas é igual ao nimero de colunas de B. Observemos o esquema abaixo:

Amxn 'anp = Umxp

Podemos observar que a condicao de existéncia do produto é valida, pois o nimero de colunas
da matriz A é igual ao nimero de linhas da matriz B. Logo, este produto existe e o resultado do
mesmo é uma matriz cujo nimero de linhas corresponde ao mesmo da matriz A e o niimero de colunas
corresponde ao mesmo da matriz B.

Exemplo 02:

1 2
1 4 0 1 10
10 2] =
-2 4 3 -11 7
-3 01

Como a condigao de existéncia para a multiplicagdo de matrizes é valida, ou seja, o nimero de
colunas da primeira matriz é igual ao ntiimero de linhas da segunda matriz, logo o resultado desta
multiplicacdo de matrizes serd uma matriz de ordem 2.

Vejamos o processo: Sejam C' = A - B, onde A é representada pela primeira matriz, B a segunda
matriz e C' a matriz resultado do produto de A por B. A seguir ilustraremos como calcular os elementos
da matriz produto C. Percebe-se que as letras mintisculas representam os elementos de cada matriz e
suas respectivas posi¢oes; por exemplo, a1 seria o elemento da matriz A na primeira linha e primeira
coluna. O elemento c¢1; da matriz C' é obtido pela soma dos produtos dos elementos correspondentes
da primeira linha da matriz A pelos elementos da primeira coluna de B.

ci1=a11 by taig-bar+az-bzn =i =1-14+4-0+0-(-3)=1.

c12 =a11 b2 +aiz-baa+aiz-bza = cr12=1-2+4-2+0-1=10.

Co1 = a2y - b1y + ass - bay +asg -bzy = o1 =(—-2)-14+4-04+3-(-3)=—11.

Coo = a2y - bia + ags - bag + agz - bzg = coo =(—2)-2+4-24+3-1=T.

Vale salientar que esses conceitos ja foram abordados no 2° ano do Ensino Médio, mas é importante
relembré-los para garantir uma aprendizagem significativa quando forem apresentados a Criptografia
e as Cifras de Hill.

Exercicio 01: Dadas as matrizes:
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1 -2
Dy = (dij)ax2 = < 3 4 )

B = (bij)ax2 = ( _11 z >

Verifique se a propriedade comutativa é valida, ou seja, se Dy - B = B - Ds.

Existem matrizes que sdo especiais e importantes para efetuar operagoes; uma delas é a matriz
unidade (ou matriz identidade) de ordem n (indicada por I,,). Tal matriz é toda matriz diagonal em
que os elementos da diagonal principal sao iguais a 1, e o restante dos elementos que fazem parte da
matriz sdo iguais a zero (IEZZI; HAZZAN| 2004).

. 1 0
I, = (Zij)2><2 = < >
1
0
0
1

~
w
\
—
<
<
-
w
X
w
\
o O =
o = O

1 0 0
0 1 0
In = (iij)nxn = 0 0 0

Outro conceito importante na teoria de matrizes é o de matriz inversivel. Por definicdo, uma
matriz quadrada A de ordem n é inversivel se existir uma matriz B tal que A- B=B-A =1, (I,

é a matriz identidade). Se A nédo é inversivel, entdo dizemos que A é uma matriz singular (IEZZI;

HAZZAN] 2004)).
1 2
A =

Exercicio 02: Considere a matriz
Determine a inversa de A;.
Com relagdo a teoria dos determinantes, sua origem remonta por volta do século XVII, quando
eram estudados os processos de resolucao de sistemas lineares. Embora nao seja um método muito

prético, era possivel resolver alguns sistemas através do Teorema de Cramer (IEZZI; HAZZAN, [2004)

Vamos relembrar agora a definicdo de determinantes para os casos n = 1, 2, 3. Consideremos o
conjunto de matrizes quadradas de elementos reais. Seja M uma matriz de ordem n desse conjunto.
Chamamos de determinante da matriz M (e indicamos por det M) o nimero obtido operando com
os elementos de M da seguinte forma:

12 Caso: Se M é de ordem n = 1, entao detM; é o nico elemento de M;.

My = (aij)i1x1 = < ai >

Portanto, o determinante de M;, Det My = aq;.



Capitulo 5. SEQUENCIA DIDATICA 85

29 Caso: Se M ¢é de ordem n = 2, entdo o determinante de Ms é o produto dos elementos da

diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal secundéria.

ail a2
My = (aij)2x2 =
21  Qa22

Portanto, o determinante de Ms, pode ser calculado da seguinte forma:
Det M2 = Q11 - A22 — A21 * A12.

3° Caso: Se M é de ordem n = 3, isto é :

ailr aiz ai3
M3 = (aij)sx3 = | ao1 a2 ass

a3zl as2 ass
Definimos,

Det M3 = a1 -az2-a33+ai2-az3-az; +ai3-as - a3z —a13- a2 a31 —A11 - G23 - G432 — A12 - 421 * A33.
Podemos memorizar este calculo da seguinte formas:

a1l aiz aiz a1 a2
Ms=| as a2 a3 a1 a

asz1 asz2 a3z as1p as2

a) Repetimos ao lado da matriz as duas primeiras colunas;

b) Os termos precedidos pelo sinal 4 sdo obtidos multiplicando-se os elementos segundo na dire¢ao
das diagonais principais, isto é, sdo os termos:

aii - @22 - a3z, @12 * @23 - 31 € 413 * A21 * 432.

¢) Os termos precedidos pelo sinal — sdo obtidos multiplicando-se os elementos segundo na direc¢ao
das diagonais secundarias:

—ai3 - a2 - a3, —a11 - 423 - A32 € —A12 - A2]1 * A33.
Este método pode ser visto com mais detalhes no livro "Fundamentos de Matematica Elementar",
volume 4 (IEZZI; HAZZAN [2004).

Exercicio 03: Calcule o determinante das seguintes matrizes.

a)Py = (pij)ix1 = ( 2 )

1 2
b)Py = (pij)ax2 = ( ) 3>
3
2
2

c)P3 = (pij)3x3 =

e
— = O

Observagao: E possivel verificar que uma matriz admite inversa somente quando ela for quadrada
e o seu determinante for nao nulo.

Método para o Célculo do Inverso de uma Matriz de ordem 2.

A seguir, descrevemos um método para o calculo da inversa de uma matriz A de ordem 2. Tal
método encontra-se em (BOLDRINI et al., [1980). Em primeiro lugar, precisamos entender o que é
uma matriz adjunta Observacao: B possivel verificar que uma matriz admite inversa somente quando
ela for quadrada e o seu determinante for nao nulo.

Método para o Célculo do Inverso de uma Matriz de ordem 2.
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A seguir, descrevemos um método para o cdlculo da inversa de uma matriz A de ordem 2. Tal
método encontra-se em (BOLDRINI et al., 1980). Em primeiro lugar, precisamos entender o que é
uma matriz adjunta (PACCOLA, [1995)).

A matriz adjunta de uma matriz quadrada M é a transposta da matriz dos cofatores de A.

Indicamos a matriz adjunta de M por:
Adj M = (cof M)?.

Vamos obter a matriz dos cofatores de M.

ailr a2
My = (aij)ax2 =
a1 Qa2

O elemento c¢;; da matriz dos cofatores de My é calculo por (—1)"* vezes o determinante da
matriz obtida apés eliminarmos a linha ¢ e a coluna j de Ms. Vamos determinar os elementos da
matriz dos cofatores da matriz My de ordem 2, conforme descrito acima.

cir = (=)' - ags = ags.

criz = (=1)'"? a1 = —ag1.

co1 = (=1)*"! a9 = —aya.

a2 = (—1)*T2 - a1y = a.

Logo, a matriz dos cofatores de Ms, isto é, Cof M é :

CofMy = (a;j)ax2 = ( fez T >
—aiz2 an

Portanto, de acordo com a definigdo da matriz Adj My = (Cof Ma)':

. a —a
AdjMo = (a;j)2x2 = ( 2 2 )

—a21 ail

Por fim, podemos calcular a matriz inversa como sendo a férmula:

A—l

. a22 —ai2
1 _ 1
peint; " (A Mz2) =y, ( —az1  a11 )

Iremos considerar esta férmula como verdadeira sem demonstracao.

Exercicio 04: Calcule, se existir, a inversa da matriz Rs.

1 2
R2:(7"z'j)2x2=<1 3>
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5.1.6 6° ENCONTRO

1. Unidade Tematica BNCC(BRASIL) |2022)): Mundo Digital.
2. Modalidade/Nivel de Ensino: 3° do Ensino Médio.

3. Objetos de Conhecimento BNCC:
o Seguranca e cibernética.
4. Habilidades BNCC:

o (EF09COO05) - Analisar técnicas de criptografia para armazenamento e transmissiao de
dados.

5. Objetivos/Expectativas de Aprendizagem:

o Efetuar calculos de operacdes envolvendo matrizes e as Cifras de Hill;

o Utilizacdo de matrizes e matrizes inversas para codificar e decodificar mensagens.
6. Estratégia de Ensino e materiais utilizados:
o Aulas expositivas e dialogadas.

7. Duragao da atividade: 3 horas (Aos sdébados das 9 h as 12 h).
Sequéncia Didatica I - Encontro 06

Nesta sequéncia didatica vamos abordar um assunto de extrema relevancia para o mundo moderno,
a Criptografia, a qual pode ser implementada em diversos contextos tanto no Ensino Fundamental
quanto no Ensino Médio. Nossa abordagem serd voltada para o Ensino Médio e requer conhecimentos
de Aritmética, bem como ideias envolvendo matrizes e determinantes, que foram apresentados em
encontros anteriores.

Em grego, cryptos significa secreto, oculto. A Criptografia estuda os métodos para codificar uma
mensagem de modo que seu destinatério legitimo consiga interpretd-la. E a arte dos “cédigos secretos”,
que todos ja praticamos quando crianca. O mais simples desses codigos consiste em substituir uma
letra para a seguinte, isto é, transladar o alfabeto uma casa para diante. Um codigo semelhante foi
usado por César para comunicar-se com legides em combate pela Europa. Este parece ter sido o
primeiro exemplo de um cddigo secreto de que se tem noticia (COUTINHO), 2015)).

Nota-se que para um sistema criptografico funcionar é preciso cumprir duas condig¢oes,o primeiro
que ele seja reversivel,ou seja ,que a mensagem possa ser codificada e decodificada com precisdo e
o segundo, o receptor tenha uma chave para realizar esta codificagdo e decodificagao com eficiéncia.
Fonte: |<https://www.youtube.com/watch?v=pgEV9IXjOQ61&t=134s>.

Atualmente, a Criptografia é uma ferramenta muito importante para sociedade moderna, utiliza-
mos em trocas de e-mails, transagoes bancarias, compra e venda de produtos na internet, permitindo
que estas informagoes sejam transmitidas de acordo com os trés pilares da seguranga da informagao:
confidencialidade, integridade e disponibilidade (KIM; SOLOMON] [2014)).

Antes de apresentar o método de Criptografia que serd estudado, faremos uma retomada ao
conjunto Z,,, por ser importante para identificar o inverso multiplicativo de um conjunto. Vamos
utilizar um exemplo pratico para discutir essa ideia. Considere a seguir a tabua de multiplicacdo em
Zs,.


https://www.youtube.com/watch?v=pgEV9XjOQ6I&t=134s
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Tabela 07 -Tabua de operagdo ® em Zs

= |lw | =lol®
o|lojlo|lo|lo|lo
S |lwiNn| RO
Wl |o| o
N[~ w|lo]w
=N w| s o]

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Percebe-se que 1 funciona como elemento neutro da multiplicacdo em Zs. Observe, que:
2 ® 3 = resto da divisao de 2 - 3 por 5 = resto da divisao de 6 por 5 = 1.
Por isso, dizemos que 2 é o inverso multiplicativo de 3 médulo 5.

Exemplo 01: Qual o inverso multiplicativo em Zs.

a) 1;
b) 2;
c) 2
d) 3
E) 0 tem inverso multiplicativo?

Uma das ferramentas importantes que temos para associar os estudos de matrizes e determinantes
com a Criptografia sdo as Cifras de Hill que é um sistema poligréafico, ou seja, cada letra é representada
por um ntmero médulo 26. Inventado por Lester S.Hill, matemdtico americano em 1929 (ROSSETO,
2018]).

As ideias contidas aqui constam em (ROSSETO, [2018). A principio utilizaremos o alfabeto com
as 26 letras, onde cada letra estard associada a um valor numérico: por exemplo A estd associado
a 1, B estd associado a 2 e assim sucessivamente, até chegarmos ao Z que serd associado a 0 (pois,
Z corresponde a ultima letra do nosso alfabeto (posicio 26) e quando dividimos o ndmero 26 por
26 obtemos o resto 0). A principio vamos atribuir um ntimero a cada letra como podemos observar

abaixo:

Figura 23 — Blocos de substituicdo de letras por niimeros e vice-versa

A B Cc D E F G H | J K L
1 9 |10 | 11 | 12 | 13
N 0 P | Q R S T U vV | W | X Y
14 |15 |16 | 17 | 18 | 19 |20 | 21 |22 |23 |24 | 25 | O

(¥}
w
o~
4
o

Fonte: (ROSSETO| [2018)

Em seguida, dividiremos em blocos a palavra ou frase a ser decifrada. Cada bloco é formado por
duas letras, logo estas letras serdo associadas a dois nimeros formando um vetor, com 2 linhas e 1
coluna. Pois este vetor é que vai garantir a condicdo de multiplicacdo de matrizes. Criamos uma

matriz de ordem 2 para facilitar os calculos, desde que esta matriz seja inversivel, pois para codificar
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precisamos da matriz criada e para decodificar precisamos da matriz inversa. Lembrando que para
termos uma matriz inversa é necessario que o determinante seja diferente de zero. Para entendermos
melhor vejamos a seguinte situacao.

Para criptografar uma mensagem, cada bloco de duas letras, considerando como vetor de dois
componentes, é multiplicado por uma matriz de ordem 2 invertivel médulo 26. Para descriptografar
a mensagem, cada bloco é multiplicado pela inversa da matriz usada no processo de codificacao.

A matriz utilizada para criptografia é a chave de cifra, e deve ser escolhida aleatoriamente do
conjunto de matrizes de ordem 2 invertiveis médulo 26. A cifra pode, é claro, ser adaptada a um
alfabeto com qualquer nimero de letras; toda aritmética s6 precisa ser feita médulo o nimero de letras
em vez de modulo 26 (ROSSETO! [2018]).

Sejam A uma matriz de ordem 2, A~' a matriz inversa de ordem 2 de A, V a matriz que representa

vetor coluna a ser codificado, M. a matriz de codificagdo e My a matriz de decodificacao. Entao:

Processo de codificagao

A2><2‘V2><1 :Mc(2><1) ‘

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Processo de decodificagao

gxlg-(Azmem) :AgiQ'Mc(Qxl):Md(bd) ‘

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 24 — Esquema de ciframento e deciframento

— 11— —t—

Cifragem Decifragem
Mensagem Mensagem Mensagem

Original Cifrada Original

Fontei<https://www.cin.ufpe.br/~flash /ais98 /cripto/criptografia.htm>

Codificaremos a seguir a palavra GALO.
A principio colocaremos a palavra GALO em blocos, ou seja, separemos em silabas e em seguida

colocaremos seus respectivos valores.

Figura 25 — Bloco de vetores

A L 0
7 1 12 15

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)


https://www.cin.ufpe.br/~flash/ais98/cripto/criptografia.htm
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Logo, em seguida escolhemos uma matriz quadrada de ordem 2 e inversivel para facilitar os
calculos. Para que ela seja inversivel, uma condigdo necesséaria é que ela seja nao-singular, ou seja, o

determinante da mesma tem de ser diferente zero.

4 3
A2:(aij)2><2:<1 1)

Observe que o determinante da matriz A é que é inversivel médulo 26.

Vamos converter cada bloco em um vetor-coluna, pois assim podemos multiplicar a matriz pelo
vetor de modo que a condicdo de existéncia de multiplicacdo de matrizes seja valida, condigao esta
que trabalhamos no Encontro 5. Vamos cifrar o par G A da seguinte maneira, segundo o Processo

de Codificagao apresentado anteriormente:

)0

Sempre que ocorrer um numero inteiro maior que 25, ele serd substituido pelo resto da divisao
deste inteiro por 26. Faremos sempre isso, pois estamos trabalhando com a aritmética dos inteiros
médulo 26, uma vez que estamos considerando o alfabeto constituido de 26 letras. No calculo anterior

substituiremos 31 por 5, pois o resto da divisao de 31 por 26 ¢é 5.

(3 ()= (3)= ) e

Portanto, o bloco G A cifrado serd E H, pois o 5 estd associado a letra F e o 8 estd associado a
letra H.

Por fim, vamos cifrar o dltimo bloco, o par L. O da seguinte maneira:

(-6

Como 93 e o 27 sdo maiores que 25, vamos substituir 93 pelo resto da divisdo deste inteiro por

Assim,

26, no caso 93 dividido por 26 deixa resto 15. E substituir o 27 pelo resto da divisao deste nimero

inteiro por 26, logo 27 dividido por 26 deixa resto 1.

() () ()= (1) e

Logo, o bloco L O cifrado serd O A. Percebe-se que a mensagem codificada serd EHOA. Para

Assim,

decodificar esta mensagem, precisaremos encontrar a matriz inversa de A e multiplicar pelos vetores
que formam o bloco codificado. Relembrando o Encontro 5 que a inversa da matriz A pode ser

calculada da seguinte forma:

. a2 —a12
R 1
AT = pan (AdJMQ)—Deth
—a21 ail

4 3
A = iq =
2 = (aij)2x2 ( 11 )
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DetAg=a11-agg—agl-a12:4-1—l-3:1.
1 -3 1 -3
A, = 1. =
2o (-1 4) (-1 4)

Figura 26 — Bloco de vetores da mensagem codificada

E H o] A
8 15 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Vamos converter cada bloco em vetor coluna, pois assim podemos multiplicar a matriz inversa
pelo vetor de modo que a condigao de existéncia de multiplicacdo de matrizes seja valida.
Vamos decodificar o par E H efetuando os seguintes calculos, segundo o Processo de Decodificacéo

420 ()

Sempre que ocorrer um nimero inteiro negativo, vamos realizar a seguinte operagdo 26 — 9 =7,
portanto o resto da divisao de —19 por 26 serda 7. No caso de 27 dividimos o mesmo por 26, teremos

apresentado anteriormente:

o resto 1. Como mostra o calculo abaixo:

() () =)

Portanto, o bloco E H decodificado serd G A.

Vamos decodificar o par O A da seguinte maneira:

()=

Percebe-se que novamente o nimero negativo apareceu, logo basta subtrairmos 26 de 11: obtendo

15 como resultado. Logo, teremos a seguinte conclusao.

1 -3 15 12 12
. = = (mod 26)
-1 4 1 -11 15
Por fim, o bloco O A decodificado sera L O. Portanto, quando juntamos a decodificacao dos dois

blocos obtemos a palavra G A L O.
Vale salientar que ﬁ é o inverso multiplicativo de Det A (mod 26). A tabela seguir mostra o

inverso multiplicativo para alguns valores de a (mod 26):

Figura 27 — Elementos inversos multiplicativo (mod 26)

a 1 3 5 7 9 16 | 17 | 19 | 21 | 23 | 25
1 9 21 | 15 3 7 23 | 1 5 17 | 25

al

Fonte: (ROSSETO], [2018)
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EXERCICIO 02: Dada a matriz utilizada para codificar e decodificar a palavra galo, encontre
a codificacao e decodificagdo da palavra EU.

EXERCICIO 03: Dada a matriz utilizada para codificar e decodificar a palavra galo, encontre
a codificagdo e decodificacao da palavra SAPO.
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5.1.7 7° ENCONTRO

1. Unidade Tematica BNCC: Numeros.
2. Modalidade/Nivel de Ensino: 3° do Ensino Médio.

3. Objetos de Conhecimento BNCC:
e Todos os objetos ja estudados anteriormente.

4. Habilidades da BNCC: Retomar todas habilidades que foram trabalhadas nos encontros
anteriores, fazendo o uso do jogo intitulado a “Trilha da Aritmética”.

5. Objetivos/Expectativas de Aprendizagem:

o Utilizar por meio do jogo, as definigoes, propriedades e conceitos trabalhados nos encon-

tros anteriores;

e Trazer uma nova maneira ltdica de trabalhar conceitos que muitas das vezes nao se tem

costume de serem abordados na educagao basica.
6. Estratégia de Ensino e materiais utilizados:

e Aulas expositivas e dialogadas;
o Jogos;
e Tabuleiro.

7. Duragao da atividade: 3 horas (Aos sdbados das 9 as 12 horas).
Sequéncia Didatica I — Encontro 07

Nesta sequéncia didatica, faremos uma reapresentacao dos topicos que foram abordados nos en-
contros anteriores, desde defini¢oes, propriedades e resultados importantes, através de um jogo ladico,
que serd denominado de “Trilha da Aritmética”.

Vamos criar um tabuleiro com o propésito de tornar a Matemética mais atrativa e significativa
para o aluno. Nossa intencdo é mostrar de maneira clara e direta que por meio dos jogos podemos
desenvolver um pensamento criativo e critico (GRANDO), [2004)).

E muito comum associarmos a ideia de jogo com o material concreto, que muitas vezes utilizamos
em sala de aula, mas na verdade o jogo é mais do que isso, pode proporcionar uma interagdo social, um
desenvolvimento maior cognitivo e estratégias lidicas essenciais para processo de ensino/aprendizagem
dos alunos.

Mas, é extremamente relevante o professor analisar as vantagens e desvantagens de um deter-
minado jogo, de modo que as vantagens se sobressaiam mais que as desvantagens, o mediador deve
organizar o trabalho pedagogico de forma que ele consiga transmitir os conceitos e defini¢bes de modo
que alunos se sintam motivados e tenham o prazer de aprender (GRANDO) 2004)).

Para elaborar a estratégia do jogo vamos definir quatro etapas, segundo (GRANDO) 2004):

e Familiarizacao com o jogo;

e Exploracao inicial com objetivo de relembrar conceitos e defini¢des ja trabalhadas em aulas

anteriores;

o Aplicacdo de uma estratégia vencedora, ou seja, trabalhar em equipe com o pensamento coletivo;
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e Validar as concepgdes trabalhadas nos encontros anteriores.

Para isto, construimos uma trilha no tabuleiro enumerada de 1 até 30, onde o primeiro aluno
ou equipe que alcangar a chegada da trilha serd o vencedor. Cada aluno ou equipe participante da
“Trilha da Aritmética” serd representado por um pedo. Sera definido a ordem da largada do jogo que
podera ser através de um sorteio por meio dos dados ou de um acordo prévio entre os participantes. O
primeiro jogador langard o dado e o pedo serd movido no tabuleiro de acordo com o niimero sorteado.

Por exemplo, se o niimero sorteado no dado for o 4, o pedo que corresponde o aluno ou equipe
devera ser movido no tabuleiro 4 casas. Quando ele chegar nessa casa havera uma pergunta, caso o
jogador acerte ele permanecerd na casa e caso ele erre ele voltara para a casa de onde ele partiu. O
tabuleiro serd composto também de “casas surpresas”: as quais podem apresentar um bdénus ou
um o6nus. Na nossa Trilha essas casas serao identificadas com os nimeros 2, 5, 8, 12, 16, 18, 24 e
29. A casa de nuimero 2 terd o seguinte bonus: “avance duas casas”.

J4 a casa 5 terd o seguinte onus: “volte ao inicio”. Com relagdo a casa 8 teremos o seguinte
onus: “Volte uma casa” J4 a casa 12 terd o seguinte bonus: “avance duas casas”. Com relacdo a
casa 16 teremos o seguinte 6nus: “Volte duas casas”. Ja a casa 18 tera o seguinte 6nus “Volte ao
inicio”.

Ja na casa 24 teremos o seguinte bonus: “Avance duas casas” e Por fim, a Gltima casa surpresa, a
29 terd o seguinte énus: “recue trés casas”. E importante destacar que o jogo aqui sugerido pode ser
adaptado e modificado a depender da intengao de cada professor e de cada turma que ird participar da
atividade. Destacamos ainda que esse jogo ele poderd ser adaptado para trabalhar diferentes conteidos
da Matematica. Acreditamos que essa experiéncia de atividade se bem planejada e organizada pode

representar uma importante metodologia de ensino-aprendizagem para o ensino da Matemadtica.
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6 ANALISE E RESULTADOS

Neste capitulo, apresentamos uma breve andlise dos resultados obtidos na nossa pesquisa, mas
especificamente, uma andlise do teste de sondagem e do questionédrio de avaliacdo das sequéncias
didaticas.

Ao longo dos meus dez anos como professor na Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio
Major Veneziano Vital do Régo, em Campina Grande, observei uma notavel falta de interesse por parte
dos alunos ao abordar a resolu¢ao de problemas relacionados & Aritmética. Além disso, é evidente que
essa dificuldade na Aritmética repercute em desafios adicionais em outros contetidos para os alunos.

A pesquisa adota uma perspectiva qualitativa, conforme delineado por (PRODANOV; FREI-
TAS!| [2013). A principal fonte de investigacdo e pesquisa se desenvolveu no ambiente escolar, com
foco especial na sala de aula de Matematica. Nesse contexto, desempenharei o papel de professor-
pesquisador-mediador, orientando e facilitando o desenvolvimento da experiéncia deste trabalho junto
aos alunos.

A pesquisa foi aplicada em uma turma do Ensino Médio com um grupo de 10 alunos da Escola
Estadual de Ensino Fundamental e Médio Major Veneziano Vital do Régo, no bairro Acéacio Figueiredo,
localizada em Campina Grande-PB.

Inicialmente, nossa proposta consiste em realizar uma pesquisa abrangente, tanto dentro como
fora da sala de aula, com o intuito de promover uma avaliacdo reflexiva por parte dos alunos e até
mesmo do professor. Essa autoavaliacdo pretendeu identificar dreas passiveis de aprimoramento no
conhecimento aritmético, com o objetivo de tornar o processo de ensino e aprendizado mais envolvente
e significativo. Para alcancar esse propésito, elaboramos um questionario de sondagem.

O questionario de sondagem foi composto de 08 questoes que tinha por objetivo avaliar o co-
nhecimento sobre alguns topicos da Aritmética, mas especificamente: a ideia de nimeros primos,
compostos, multiplos, algoritmo da divisao, propriedades dos niimeros inteiros, fatoracao e Teorema
Fundamental da Aritmética.

A principio, vamos analisar as questoes 1, 5, 6 e 7 referentes ao conhecimento aritmético.

1-(Portal da OBMEP) Numero primo é aquele que possui exatamente quantos divisores natu-

rais?

nenhum
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Figura 28 — Resultados da Questao 1 do teste de sondagem

B Acertos
O Erros

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Percebemos que a definicdo de ntimero primo, a maioria dos alunos acertaram. Esta defini¢do é
uma das mais importantes da Aritmética por conta de ter uma aplicagdo geral em diversas situagoes
como a fatoragdo, Minimo Miiltiplo Comum, Maximo Divisor Comum e outros resultados. Apenas
um aluno do grupo de 10 errou a questao.

Lembrando que na BNCC esta habilidade corresponde ao c6digo (EF06MAO05)
- Classificar ntimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relagbes entre ntimeros, expressas
pelos termos “é multiplo de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigagoes,
critérios de divisibilidade por 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 e assim por diante.

Em seguida, vamos analisar a questao 5 e o desempenho da turma ao tentar resolvé-la.

5-(Portal da OBMEP) Um niimero ao ser dividido por 3, deixa resto 1 e ao ser dividido por 4,

deixa resto 1, que niimero é este?

Figura 29 — Resultados da Questao 5 do teste de sondagem

B Acertos
O Erros
[d Nao souberam

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Observamos que em relagdo a esta questdo subjetiva, os alunos tiveram dificuldade em responder,

argumentar é uma atividade dificil e exige um certo grau de conhecimento com relacdo a questao.
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Nosso objetivo neste trabalho também é auxiliar o desenvolvimento de habilidades de acordo com a
BNCC 2018)), tal habilidade pode ser encontrada no cédigo (EFO6MAO6) - Resolver e
elaborar problemas que envolvam as ideias de miltiplo e de divisor e (EM13MAT315) - Investigar
e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um algoritmo que resolve um problema.

A seguir apresentaremos a questdo 6 do teste de sondagem bem como o desempenho obtido pelos
alunos.

6-(OBM) Um litro de &lcool custa R$0,75. O carro de Henrique percorre 25 km com 3 litros de

alcool. Quantos reais serdo gastos de alcool para percorrer 600 km?

A) 54
B) 72
Q) 50
D) 52
E) 45

Figura 30 — Resultados da Questao 6 do teste de sondagem

B Acertos
O Erros

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Nesta questdo 6, tivemos o seguinte resultado: 7 pessoas acertaram e 3 erraram. A escolha dessa
questao para o teste teve por objetivo explorar a contextualizagao de conceitos aritméticos: os objetos
de estudos que abordamos nela sdo multiplicagdo com nimeros naturais e divisdo euclidiana que sao
operacdes imprescindiveis para qualquer habilidade da BNCC 2018). A habilidade espe-
rada que os alunos desenvolvam é (EM13MAT314) - Resolver e elaborar problemas que envolvem
grandezas determinadas pela razao ou pelo produto de outras (velocidade, densidade demogréfica,
energia elétrica etc.).

Para finalizar a analise do teste de sondagem apresentaremos a questao 07, bem como os resultados
obtidos pelos alunos.

7-(OBM) Qual o menor ntimero inteiro positivo pelo qual se deve multiplicar o ntimero 7 - 32 - 24

para obter um quadrado perfeito?

A) 7
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Figura 31 — Resultados da Questao 7 do teste de sondagem

B Acertou
O Errou

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A questdo 7, percebe-se que houve bastante dificuldade de resolvé-la, por abordar muitos detalhes
como quadrado perfeito, multiplicagdo e Teorema Fundamental da Aritmética (TFA).

Acreditamos que todos os alunos erraram, por desconhecer alguns requisitos fundamentais da
Aritmética na questdo. Estes requisitos estdo associados a forma como tais contetdos sao explorados
na Educacdo Bésica. Estudar os contetidos de forma insolada pode trazer diversos problemas, com
relagdo a interpretacdo das questoes, como este problema envolve diversos conhecimentos preliminares
torno-se mais dificil para os alunos.

Escolhemos esta questao, bem como as outras, pelo motivo de trabalhar a seguinte habilidade da
BNCC (EF07MAO04) - Resolver e elaborar problemas que envolvam operagdes com
nimeros inteiros.

A andlise dos resultados obtidos com a aplicagio desse teste mostra a relevincia de fazer uma
retomada desses conceitos, devido & grande notabilidade que a Aritmética possui na Matemética. E
importante destacar que essa retomada pode ser adaptada de acordo com cada turma. Nesta turma
especificamente, decidimos reapresentar tais conteidos por meio de sequéncias didaticas.

Acreditamos que as sequéncias didaticas quando bem planejadas maximiza muita aprendizagem.

Logo apés a aplicagdo das sequéncias didaticas, coletamos todas as informagoes obtidas antes e
depois da experiéncia trabalhada na pesquisa. Ao término da aplicagdo da sequéncia proposta também
aplicamos aos alunos um questionério que visa avaliar o grau de satisfagdo com rela¢ido a metodologia
aplicada, serdo 10 questoes e as estatisticas da avaliagdo foram realizadas também com os 10 alunos.
Vale ressaltar que durante aplicagdo deste questionario deixamos bem claro para eles serem o mais
imparcial possivel com relacao as respostas.

Estas perguntas foram importantes para que este trabalho fosse melhorado servindo de reflexao
sobre a sequéncia didatica. Percebemos os entusiamos dos alunos en relacdo a metodologia, tivemos
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algumas dificuldades com relagdo ao espago estrutural da escola (iluminagéo e calor), mas produzimos
bem apesar de todas as dificuldades.

Vejamos agora algumas opinioes e observagoes sobre a metodologia das sequéncias didaticas, vamos
analisar os resultados das questdes implementadas 1, 3, 6, 7 e 10.

Questdao 01- Como vocé avalia a proposta aplicada com relacdo ao ensino/aprendizagem da

Aritmética nos encontros durante o curso:
o Excelente.
o Boa.
o Regular.

o Ineficiente.

Figura 32 — Resultados obtidos na Questao 01 sobre a metodologia da sequéncia dida-
tica

B Excelente
O Boa

O Regular
E Ineficiente

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A questdo 01, abordou a metodologia utilizada na elaborac¢éo da nossa sequéncia didatica. Ob-
servamos que durante os nossos encontros, os objetivos, habilidades e competéncias foram trabalhas
no sentido de tornar Aritmética mais acessivel aos alunos.

De acordo com as respostas e comentarios dos alunos tivemos resultados positivos. Tentamos
proporcionar um material de qualidade para que o nosso objetivo fosse alcancado, que era de tornar
a Aritmética mais significativa para nossos alunos.

Lembrando que pedimos aos alunos que fossem o mais verdadeiro possivel com relacao as respostas.

Vejamos alguns comentdarios sobre a metodologia das sequéncias didaticas, feitas pelos alunos.
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Figura 33 — Comentario da Questao 01 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 01

Comente:
Ticclente | j}d\ de miia Q4Un th!mi‘fir eqle  comlleciniertio - O
! ' : Aciemein e 2 anzioliz opo1enne

QLET O ;
o el yapipo-

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 34 — Comentario da Questao 01 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 02

Comente:
._w_;M_,V)nOl?O’Q“Q el olivma, tnasrendo Lo HIG O exru (o) gfz.é&.
w/

e mals. _dzla thodos.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 35 — Comentario da Questao 01 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 03

Comente: . a&:‘ A{ﬂ Q z 7 (:L

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 36 — Comentario da Questao 01 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 04

Comente:
Fﬁ'{‘nann‘r.x YOGS . O Radino do
ca lat vociaa Bom, i adcdoce RASYIwWT: w3 oRendi 2000wn.
A}

0{\0.&9550\3 odhne AT ea-

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 37 — Comentario da Questao 01 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 05

Comente: e ©o . oI ° yo
Prorosio bacavn e fdddica Avidades ginamicas QuR, 'ncenti -
vam a eodicieadO e criahvidode dos alunds.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Questao 03- Os recursos utilizados nos encontros (como retroprojetor, apostilas, lousa, 14pis,

linguagem de programacao Python, etc.) contribuiram para uma aprendizagem significativa?
o Muito.
o Razoavel.
o Pouco.

o Nada.

Figura 38 — Resultados obtidos na Questao 03 sobre a metodologia da sequéncia dida-
tica

B Muito
O Razoavel
O Pouco
E Nada

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

A questdo 03, abordou os recursos didaticos utilizados nos encontros, percebemos que os alu-
nos tiveram uma boa receptividade com relacdo ao material diddtico, trabalhamos com apostilas,
retroprojetor com slides explicando de maneira resumida as apostilas, trabalhamos a resolugao de
situagdes-problema no quadro e também houve o uso da linguagem de programagcdo Python que foi
importante para aplicacdo de algoritmos. Vejamos alguns comentarios, percebe-se que a maioria dos

alunos gostaram dos recursos implementados nas aulas.
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Figura 39 — Comentario da Questao 03 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 02

Comente:
O Tty R \Iqe e O M\\');\O NnZcuniQs
—

[l B=TaR~N QO«-V\%?%)\LL('\ SN t_y\d\@c\'
1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 40 — Comentario da Questao 03 sobre a metodologia da sequéncia didatica:

Aluno 04
Comente:
Gom o Oh’\rx&-\ﬁmﬁf’ﬁﬂ IC., © owsine do QOpno J‘_Jsx.-m _‘;Lnt e a YORN o) ivgm

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 41 — Comentario da Questao 03 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 05
Comente:

g} o = k) . ; °
‘(JO‘Nfﬂ buixam : I\c’os*\\@e ‘Dern clgboradas , Dem con’?e.a(xma\aladgﬁ_e_
Qenite 005 copleudos.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 42 — Comentario da Questao 03 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 06

Comente:

7
) € ': e
08 ilooss coliagrs CALogadarls

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 43 — Comentario da Questao 03 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 08

Comente:
5 A -~ o
D Onnn  Fim A Sxfn lienfan YNt o Cm"(’f L
7 ) , ; ) P
R ‘Dtpmdo,n 4 :

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Questao 06 - Vocé acredita que a metodologia aplicada durante os encontros contribuiu mais
no processo de aprendizagem da Aritmética do que as aulas trabalhadas em anos anteriores sobre os

mesmos contetidos abordados nas sequéncias?

o Muito.
o Razoavel.

o Pouco.

o Nada.

Figura 44 — Resultados obtidos na Questao 06 sobre a metodologia da sequéncia didé-
tica

B Muito
O Razoavel
O Pouco
H Nada

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Nesta questao 06, fizemos uma pergunta voltada para as metodologias abordadas nos anos ante-
riores, se era mais produtiva que as metodologias implementadas nesta sequéncia didatica, Obtemos
uma reposta positiva com relacdo as sequéncias didaticas, os alunos se sentiram mais motivados na
proposta dos encontros, percebemos este fato por meio da participacdo e compromisso dos alunos

durante o encontro. A seguir mostramos alguns comentéarios dos alunos.
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Figura 45 — Comentario da Questao 06 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 01

Comente: o
0 mgtooo  wesolves  mimhas  p'nns e QWecas ey UPIEMZGE

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 46 — Comentario da Questao 06 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 03

Comente:

Y v * %
Sl o ;imi!& %m’ LI &Sﬂz‘gﬁ'mal 9 d’zm;‘, Lo L & ”_ﬂé_

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 47 — Comentario da Questao 06 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 04

Comente:

o 2P0 2 d c 2o QD do Qna: I Q:SJD'!)J! s g oL ea  ynal S 9im

o LS e

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 48 — Comentario da Questao 06 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 06

Comente: j ( f ( /? Y
,v'qrjllf' alad goflasghue 19 3] CUians /’{uy L2 (“_;a,h ().DM )21:1) 9N

IF.L!LIA w0yl JGJ[I,’()M) :‘Y—;AXH ol 354 0y ()1 Ll YA:J‘ Fo vy
Vv v J F

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 49 — Comentario da Questao 06 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 07

Comepte:

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Questao 07-0 professor foi flexivel e objetivo no momento em que sugiram davidas nos encontros?
o Muito.

o Razoavel.

o Pouco.

o Nada.

Figura 50 — Resultados obtidos na Questao 07 sobre a metodologia da sequéncia didé-
tica

B Muito
O Razoavel
O Pouco
H Nada

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Na questao 07, solicitamos aos alunos que opinassem com relacdo a didatica e a flexibilidade
do professor em tirar duvidas durante os encontros. Nota-se que a maioria gostou, pois nao estava
familiarizado com esta abordagem dos contetidos, na maioria das vezes temos dificuldades de ensinar
uma sala com 30 ou 40 alunos, ja uma sala com 10 alunos podemos nos concentrar em tirar davidas

e focar nas dificuldades para tentar resolvé-las. A seguir podemos observar alguns comentérios.
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Figura 51 — Comentario da Questao 07 sobre a metodologia da sequéncia didatica:

Aluno 02
Comente:
Elg CJW\&)Z%A Al Zz,d/ican ol J0 é@'m e G
C-a//‘h’\.é? A A odd os g bkvepnan~ Ailvidos.
7

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 52 — Comentario da Questao 07 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 03

Comente:

2722 Mok puted & oocin o divids + dp-
.[ML@__QLaA .

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 53 — Comentario da Questao 07 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 04

Comente:

En :dg MO TO I's] Q)#gﬁ;aa %m’;b d;SQQD; O Q AN0

N OO0 3 YncS 2 .‘lnvm

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 54 — Comentario da Questao 07 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 07

"Bl ch atreln A efiud; e e clnse.

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 55 — Comentario da Questao 07 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 08

Comente:
$r30n o owidou - e, 2o anon LAQ"YY[O)

e sopnai00fen  dan

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Questao 10- Vocé acha que o Jogo intitulado “Trilha da Aritmética” contribuiu com a apren-

dizagem dos contetidos da Aritmética abordados nos Encontros?
o Sim.
o Mais ou menos.

o Nao.

Figura 56 — Resultados obtidos na Questao 10 sobre a sequéncia didatica

B Sim
0 Mais ou menos
0 Nao

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Por fim, a questao 10, avalia-se o jogo ludico com relagdo a importancia para aprendizagem, todos
os alunos responderam que sim, por meio do jogo podemos aprender se divertindo e interagindo com
0s amigos e professor.

Vale salientar que este recurso lidico é apenas mais uma ferramenta que pode contribuir para
ensino/aprendizagem, neste caso, trabalhamos a maioria dos conceitos e propriedades tornando o
ensino mais significativo para o aluno.

O nosso objetivo foi abordar o lidico para fixar as ideias envolvendo a Aritmética.

A seguir, temos alguns comentarios relevantes com relacao a aplicacao do jogo em sala de aula.
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Figura 57 — Comentario da Questao 10 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 01
Comente:

Alm, Comaeaui  MeSolrer 2o /)ProawanK 2 o0 U S
basiamil -

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 58 — Comentéario da Questao 10 sobre a metodologia da sequéncia didatica:

Aluno 02
Comente:
jf{@:\,\ de  sen 9/30 As uc\\ltCJrO N (ﬁfh%?%\,uf reos  2pnenden
- 14
nr-»-.)z"llD O o \-/!;QS 0O -

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 59 — Comentéario da Questao 10 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 03

Comente:

Xfi;i\‘d \&ﬁg s“j\bﬁ»\ Q mi}'&ﬂim‘ Q(BJ\J/J,.’-‘j& Qlfjlol'r G &

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

Figura 60 — Comentario da Questao 10 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 08

Comente:

Mo Wg\%&ﬂ DAV TR, ilTe V0 SV 200 AP s e
AN02'a W) xR0 YO Hmﬁdf);

\

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 61 — Comentario da Questao 10 sobre a metodologia da sequéncia didatica:
Aluno 09

Comente:

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)

No final do sétimo encontro tivemos um momento de agradecimentos a todos envolvidos nesta
pesquisa, e por meio destas opinides podemos identificar os pontos fortes e as dificuldades na pratica
de ensino/aprendizagem procurando assim, promover uma educacgao de qualidade e relevante para

nossos alunos.
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7 Consideracoes Finais

Este trabalho buscou demonstrar a relevancia do uso de aspectos histéricos da Aritmética, bem
como seus conceitos e aplicagbes, além de propor uma sequéncia didéatica, o uso da linguagem de
programacéo e um jogo lidico. A escolha dessa estrutura se deu pela convicgdo de que seria possivel
abordar os topicos de maneira significativa e fundamentada.

O objetivo deste trabalho foi de evidenciar as sequéncias didéticas, aos alunos, aos professores e
futuros professores o quanto as sequéncias sdo ferramentas relevantes para as aulas de Aritmética.

Os encontros com os alunos, realizados aos sabados, mostrou o quanto é importante o professor
conhecer a realidade e a estrutura da escola para que o ensino seja consistente.

Para nés professores é fundamental planejar, organizar e estruturar os encontros para que haja
um aprendizagem e estratégia pedagogica eficiente.

Durante estes encontros obtivemos resultados positivos e também dificuldades, que tivemos que su-
perar. Foi neste ambiente que sentimos a necessidade de colocar em pratica nosso trabalho académico
e abordar alguns topicos relevantes estudados na disciplina MA 14 - Aritmética do curso de Mestrado
Profissional em Mateméatica (PROFMAT), na intengao de promover um ensino/aprendizagem de qua-
lidade.

A proposta de fazer uma retomada dos contetidos iniciais de Aritmética oferece a oportunidade
especial para os alunos buscarem esses conceitos detalhadamente, melhorando e desenvolvendo suas
habilidades e competéncias em diversas areas da Matemaética.

Com isto, a nossa intengao é tornar o aluno protagonista do seu conhecimento, deixando o mesmo
a vontade para esclarecer diividas e propor novos caminhos para responder uma determinada questao.

Vale ressaltar que propomos algumas atividades para escutar o aluno, deixando sempre a liberdade
de opinar e discutir sobre suas inquietagoes, afim de melhorar o processo de ensino/aprendizagem.
Fizemos uma abordagem sobre o conhecimento aritmético do aluno deixando bem claro que nao
haveria a exposi¢do da nota e nem criticas sobre o seu conhecimento.

Em seguida, nos encontros trabalhamos diversos conceitos formais retirados principalmente da
pagina das Olimpiadas Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas (OBMEP), Programa de Inici-
agao Cientifica (PIC), Revista do Professor de Matemética (RPM) e outras fontes que consideramos
imprescindiveis para a formacao do conhecimento matemaético.

Durante os encontros também implementamos a linguagem de programacao Python, no sentido de
aplicacao de algoritmos. A utilizacdo desta ferramenta foi importante para mostrar alguns resultados.
Percebemos que os alunos ficaram bem motivados e curiosos, mas infelizmente, nao foi possivel mostrar
como cada comando funcionava, por levar muito tempo na introdugdo deste conhecimento. Nosso
objetivo era apenas mostrar que a Computacao e Matematica estavam interligados.

A insercéo do jogo intitulado “Trilha da Aritmética” foi muito interessante aplicar, por meio do
tabuleiro e cartas contendo diversas perguntas, 150 aproximadamente, obtivemos alguns resultados
importantes, como a memorizacao dos conceitos, o cdlculo, a interacao e as perguntas foram relevantes
para os alunos aprenderem de maneira divertida as propriedades e defini¢oes. Este recurso foi muito
prazeroso de aplicar, pois os alunos se sentiram confiantes e entusiasmados com os prémios para quem
vencesse e para quem perdesse, o importante era a participacao de todos.

Por fim, depois da competicdo no tabuleiro, aplicamos um questionario metodolégico, no qual o
aluno teria a liberdade de responder as questdes de forma livre e sem pressdo. Onde deixamos bem

claro que era importante os alunos comentarem as questoes de forma verdadeira podendo criticar e
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argumentar sobre suas dificuldades para que o nosso trabalho fosse melhorado. Apés eles responderem,
percebemos um nivel muito bom de satisfacao.

Esta dissertagdo representa apenas uma pequena fragao do vasto campo que a Aritmética oferece
para exploracdo. A riqueza de conceitos, aplicagoes e abordagens metodoldgicas da Aritmética permite
que o estudo se expanda para diversas areas, desde a Historia da Matemaética até aplicagdes modernas
em Criptografia e programacao. Embora o foco deste trabalho tenha sido desenvolver uma abordagem
didatica para facilitar a compreensao dos conceitos fundamentais, ainda ha muito a ser investigado e
explorado. Novas metodologias, ferramentas e perspectivas podem continuar a enriquecer o ensino da

Aritmética, abrindo portas para avangos tanto no aprendizado quanto na pesquisa Matematica.
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QUESTI,ONARIO DE AVALIACAO DO NIVEL DE APRENDIZAGEM DA
ARITMETICA EM UM GRUPO DE ALUNOS DE UMA TURMA DO 3° DO
ENSINO MEDIO

1- (Portal da OBMEP) Numero primo €é aquele que possui exatamente quantos
divisores naturais?

a)l b)2 c)3 d) 4 e) nenhum

Fonte:<https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep/uploads/material/d5slrp7xn
z4kg.pdf>. Acesso 19/03/2024.

2-(Portal da OBMEP)Um sapo salta sobre uma régua numerada em centimetros. Se
ele inicia no ponto zero e salta de 6 em 6 centimetros. Entre 100 cm e 200 cm ele pisa
em quantos nimeros?

Fonte:<https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep/uploads/material/d5sIrp7xn
z4kg.pdf>. Acesso 19/03/2024.

3-(Portal da OBMEP) No quadro abaixo, marque um X nas casas correspondentes aos
divisores (que estdo na linha superior) de cada nimero (que estdo na coluna da
esquerda)

Divisores 2 3 5 6 9

264

315

1461

3258

Fonte:<https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep/uploads/material/diwprpgrh
80sw.pdf>. Acesso 19/03/2024

4-(OBMEP-2018) Miguel tinha em sua carteira varias notas de 2, 5, 10, 20 e 50 reais.
Ele pagou 63 reais por um livro com seis dessas notas, sem ter troco a receber.

Quantas notas de 2 reais ele usou?
a)0 b) 1 c) 2 d3 e4

5-(Portal da OBMEP) Um nimero ao ser dividido por 3, deixa resto 1 e ao ser
dividido por 4, deixa resto 1, que namero € este?

6-(OBM) Um litro de &lcool custa R$0,75. O carro de Henrique percorre 25 km com 3
litros de alcool. Quantos reais serdo gastos de alcool para percorrer 600 km?

a)54 b)72 ¢)50 d) 52 e)45
7-(OBM) Qual o menor nimero inteiro positivo pelo qual se deve multiplicar o

nimero 7. 3%. 2% para obter um quadrado perfeito?
a)7 b) 84 c)0 d1l e 21
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8-(Adaptado do portal da OBMEP) No quadro abaixo, marque um X nos numeros
compostos de 1 a 100.

Tabela: Nameros de 1 a 100

1 2 3 4 5 6 7 8 o 10
11 | 12| 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 | 22 | 23 |24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
31 | 32|33 |34 | 35| 36| 37| 38| 39| 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52| 53 | 54| 55| 56| 57| 58| 59 | 60
61 62 63 64 65 | 66 |67 | 68 | 69| 70
71|\ 72|73 |74 |\ 75 |76 |77 | r8 | 79| 80
81 | 82|83 |84 | 85|86 | 87| 88| 89| 90
91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 |[100

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Questionario para Avaliacdo de Aplicacdo das Sequéncias
Didéticas elaboradas para o trabalho de Dissertacdo “Uma Proposta de
Ensino da Aritmética por meio da Criptografia e do Uso de Jogos”

Estimados alunos,

Este questionario tem por objetivo proporcionar aos alunos uma
avaliacdo da metodologia utilizada durante os encontros.

Almejamos que a pesquisa seja respondida de acordo com sua
experiéncia e de forma sincera para que possamos no futuro melhorar a nossa
proposta.

Sugestdes, elogios e criticas construtivas sdo importantes para que
haja um desenvolvimento para 0 nosso objeto de estudo.

Lembrando que este questionario sera analisado para fins educativos e
para melhorar a qualidade da educac&o. N&o precisa se identificar, pois esta
analise do questionario sera com objetivo de melhorar os encontros abordados
neste trabalho.

Ao responder este questionario procure ser objetivo e imparcial.

1- Como vocé avalia a proposta aplicada com relacéo ao ensino/aprendizagem
da Aritmética nos encontros durante o curso:

o Excelente
o Boa

o Regular

o Ineficiente

Comente:

2- Em que medida a metodologia aplicada ajudou vocé a entender as
definicbes, propriedades e conceitos abordados na sala de aula:

o Muito

o Razoavel
o Pouco

o Nada

Comente:
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3- Os recursos utilizados nos encontros (como retroprojetor, apostilas, lousa,
lapis, linguagem de programacdo Python, etc.) contribuiram para uma

aprendizagem significativa?
o Muito

o Razoavel

o Pouco

o Nada

Comente:

4- Vocé se sentiu motivado e engajado durante os encontros?
o Muito

o Razoavel

o Pouco

o Nada

Comente:

5- A metodologia aplicada ajudou sua participacdo e interacdo com 0s
colegas?

o Muito

o Razoavel
o Pouco

o Nada

Comente:

6- Vocé acredita que a metodologia aplicada durante os encontros contribuiu
mais no processo de aprendizagem da Aritmética do que as aulas trabalhadas
em anos anteriores sobre os mesmos conteudos abordados nas sequéncias?

(@)

(@)

Muito

Razoavel
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o Pouco
o Nada

Comente:

7-0O professor foi flexivel e objetivo no momento em que sugiram davidas nos
encontros?

o Muito

o Razoavel
o Pouco

o Nada

Comente:

8- Os exercicios e os exemplos contribuiram para melhorar suas habilidades
de resolucéo de situacdes-problema e raciocinio l6gico?

o Sim
o Mais ou menos
o Nao

Comente:

9- Vocé gostaria que esta metodologia fosse aplicada mais vezes durante o
ano?

o Sim
o Nao

Comente:

10- Vocé acha que o Jogo intitulado “Trilha da Aritmética” contribuiu coma
aprendizagem dos conteudos da Aritmética abordados nos Encontros?

o Sim
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o Mais ou menos
o Nao

Comente:

Estas perguntas séo importantes para que este trabalho seja
melhorado e que sirva de reflexdo sobre a abordagem do
ensino/aprendizagem. Agradecemos a todos envolvidos nesta pesquisa,
pois por meio deste feedback poderemos identificar os pontos fortes e
melhorar a pratica de ensino/aprendizagem promovendo assim uma
educacao de qualidade e significativa.
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Figura 62 — Inicio dos Encontros

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 63 — Teste de sondagem sobre o conhecimento aritmético

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)



ANEXO A. Fotos retiradas durante a sequéncia diddtica 128

Figura 64 — Aluno aplicando o critérios de divisibilidade por 7

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 65 — Trilha da Aritmética arquivo

Trillha da Aritimétiea
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Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 66 — Cartas
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Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 68 — Alunos utilizando a trilha

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 69 — Alunos competindo

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 70 — Alunos interagindo

Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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Figura 71 — Os alunos respondendo o questionario
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Fonte: Elaborado pelo Autor (2024)
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