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Resumo

Esta pesquisa teve como objetivo analisar e identificar, com base nos documen-
tos curriculares oficiais, nacionais e do estado de Sao Paulo, o ensino das Trans-
formagoes Geométricas, bem como apresentar algumas sugestoes para a insercao
deste tema nestes documentos, com maior énfase nos anos finais da educacao
bésica (ensino médio).

Para complementar este trabalho, foram examinados, também, os materiais
didaticos fornecidos aos alunos, verificando-se, assim, como este tépico é abor-
dado nestes objetos, servindo, pois, como base para a montagem de algumas
propostas de atividades e demonstrando que este tema nao necessariamente pre-
cisa ser apresentado quando inserido no bloco de Geometria.

Palavras-chaves: Transformacoes Geométricas, Isometrias, Homotetias.






Abstract

This research aimed to analyze and identify, based on the official curriculum
documents, national and state of Sao Paulo, the teaching of Geometric Trans-
formations and make some suggestions for the inclusion of this issue in these
documents, with greater emphasis in the final years of basic education (high
school).

To complement this work, we examined also the teaching materials provided
to the students, checking out as well, as this topic is covered in these objects,
serving thus as a base for mounting some proposals activities and demonstrating
that this theme does not necessarily need to be presented when inserted into the
block geometry.

Keywords: Geometric Transformations, Isometries, Homotheties.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo a analise do ensino de transformagoes geométricas,
tendo como base os parametros curriculares oficiais, nacionais e do estado de Sao
Paulo.

No primeiro capitulo apresentamos os aspectos histéricos da geometria, englo-
bando o tema desta pesquisa.

No segundo capitulo abordamos os conceitos de transformagoes geométricas,
apresentando seus aspectos matematicos, geométricos e algébricos.

No terceiro capitulo sao feitas as andlises dos documentos oficiais curriculares,
mencionados no inicio deste capitulo, sendo apresentados os anos onde ocor-
rem o ensino de transformagoes geométricas. E neste capitulo, também, que
se encontram as analises de livros didaticos, e dos cadernos do Estado de Sao
Paulo, quanto a ocorréncia de transformacoes geométricas, comparando-os com
as indicagoes do parametros curriculares e curriculos oficiais abordados nesta
pesquisa.

No quarto capitulo apresentaremos sugestoes de atividades, mencionando os
anos onde podem ser aplicados, dando sugestoes, quando possivel, de insercoes
deste contetido no curriculo de ensino.

No quinto capitulo faremos as consideracoes finais e apresentaremos as con-
clusoes do trabalho.
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1 A Geometria e seus Aspectos
Histdricos

Nao é possivel determinar ao certo quando comecaram os estudos da geometria.
Herédoto dizia que a geometria se originava no Egito, pois acreditava que ti-
nha surgido da necessidade pratica de fazer novas medidas de terras apds cada
inundacao anual do vale do rio Nilo. Ja Aristételes achava que a existéncia no
Egito de uma classe sacerdotal com lazeres é que tinha conduzido ao estudo de
geometria. Nao podemos dizer que Herédoto ou Aristételes estao errados com
relacao aos motivos que levaram ao inicio do estudo desta area do saber, mas, o
que se acredita é que a mesma teve inicio, provavelmente, em tempos longinquos
da antiguidade e que foi crescendo gradativamente até atingir o que conhecemos
hoje, como podemos ver em desenhos e figuras feitas pelo homem neolitico que ja
tinha preocupagcoes com relacoes espaciais que abriu caminho para a geometria.
Seus potes, tecidos e cestas mostram exemplos de congruéncia e simetria.

China, periodo neolitico, cultura
Yangshao (c. 3000-1500 a.C.)
Diametro: 35,3 cm

CCCM, Lisboa, inv. 653

Figura 1.1: Terracota pintada
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1 A Geometria e seus Aspectos Historicos

Simples observacoes e necessidades de vida do homem primitivo, tais como,
comparar formas e tamanhos e reconhecer configuracoes, podem ter dado origem
as primeiras nogoes e descobertas geométricas. Este conceito foi chamado por
Eves de “geometria subconsciente”.

Nocoes de distancia e de figuras geométricas simples podem ter sido originadas
da necessidade de se delimitar a terra. Nocgoes de vertical e horizontal, bem
como as propriedades de retas, teriam sido verificadas em contrugoes. Curvas
e circulos, sélidos e superficies também devem ter sido observados na natureza,
como o contorno do sol, o tronco de uma arvore, dentre outros.

No principio o homem s6 se preocupava com problemas geométricos concretos
e individuais, sem se preocupar se os mesmos tinham alguma ligacao. Com o
decorrer do tempo, a inteligéncia humana tornou-se capaz de relacionar e ex-
trair propriedades de objetos apds determinado nimero de observacoes, e esta
geometria foi chamada por Eves de “geometria cientifica”.

Nao se sabe quanto tempo levou para a transicao entre os dois tipos de geome-
tria mas unanimemente dizem, os escritores que se ocupavam deste assunto, que
esta ocorreu no vale do rio Nilo e a mesma foi defendida também por Herddoto.

Eles diziam que este rei dividia a terra entre os egipicios de modo a dar
a cada um deles um lote quadrado de igual tamanho e impondo-lhes
o pagamento de um tributo anual. Mas qualquer homem despojado
pelo rio de sua terra teria de ir a Sesostris e notificar-lhe o ocorrido.
Ele entao mandava homens seus observarem e medirem quanto a terra
se tornara menor, para que o proprietario pudesse pagar sobre o que
restara, proporcionalmente ao tributo total. Dessa maneira parece-
me que a geometria teve origem, sendo mais tarde levada a Hélade.

2, p. 3]

Os registros mais antigos do homem sobre geometria sao as tdbulas de argila
desenterradas na Mesopotamia que datam, acredita-se, 3000 a.C, que estao re-
lacionadas com a mensuragao pratica. Muitos exemplos concretos mostram que
os babilonios, no periodo de 2000-1600 a.C. conheciam regras para calculos de
areas de algumas figuras planas e o teorema pitagérico também ja era conhecido.

J& sobre a geometria egicpcia as fontes de informacoes mais importantes sao os
papiros de Moscow e Rhind que datam aproximadamente de 1850-1650 a.C. Neles
se encontram problemas onde sua maioria sao sobre férmulas de mensuracao para
calculo de areas de terras e volumes de celeiros.

A principal fonte de informacoes sobre a geometria grega antiga é o Sumario
eudemiano de Proclus. Segundo o mesmo, a geometria grega teve inicio com o
trabalho de Tales de Mileto (624 - 548a.C.). O que se sabe sobre ele é muito
pouco, seu nascimento e sua morte sao datados com base no fato de que o eclipse
de 585a.C. provavelmete ocorreu quando estava em plena maturidade. Tales
era considerado um homem de rara inteligéncia, o primeiro dos “sete sabios” da
antiguidade. A ele foi associado a utilizagao de métodos dedutivos em geometria
e fundador da geometria demonstrativa.
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Pitagoras (560 - 480 a.C.) e o pitagdrico Hipéerates de Quio também sdo menci-
onados neste Sumario. Pitadgoras nasceu em Gamos, préximo de Mileto e durante
suas peregrinacoes absorveu informagoes matematica e astronomicas, bem como
religiosas. Retornando a Grécia fixou-se em Crotona e fundou uma sociedade se-
creta com bases matematicas e filosoficas que tinha como lema “Tudo é niimero”.
O simbolo de sua sociedade era um pentagrama.

Os geometras gregos mais importantes da antiguidadade foram Euclides (7300
a.C.), Arquimedes (287 - 212 a.C.) e Apolonio (7225 a.C.). Pode-se dizer que
quase tudo que se fez de significativo em geometria até os dias de hoje foi ori-
giando no trabalho de um destes sabios. E por causa deles que o periodo entre
300 a.C. e 200 a. C. foi denominado a “Idade Aurea” da matemadtiuca grega.

A obra mais importante de Euclides foi Os Elementos, composta de 13 livros
que nao trata somente de geometria mas também de algebra e teoria dos ntimeros.
Os livros de I a IV tratam de geometria plana elementar. O livro V apresenta
a teoria de proporcoes de Eucoxo. O livro VI aplica-se a semelhanca de figuras
planas. Os livros de VII a IX sao dedicados a teoria nos nimeros. O livro X
contém a classificacao geométrica de irracionais quadraticos. Por fim, os livros
de XTI a XIII sao os dedicados a geometria sélida. Estes livros constituem a mais
importante obra matemaética e to texto mais influente de todos os tempos.

O que se sabe sobre Arquimedes é que ele provavelmente tenha estudado por
algum tempo com os discipulos de Euclides em Alexandria mas que viveu e
morreu em Siracusa. Ele é considerado o maior matematico da Idade Helenistica
e de toda a antiguidade. Durante a Segunda Guerra Punica a cidade em que vivia
se viu envolvidade no embate entre Roma e Cartago e neste periodo inventou
maquinas de guerra para manter o inimigo a distancia. Foi morto por um soldado
romano apesar de ordens de polpar sua vida.

Apolonio escreveu uma obra chamada Resultado Rapido, agora perdida, que
parece ter tratado os procesos rapidos de calcular. H4 ainda muitas outras obras
perdidas dele inclusive seis das obras que estavam incluidas nos tratados mais
avancados de Euclides, numa colecao chamada “Tesouro de andlise”. Apolonio
mereceu dos antigos o nome de “o Grande Geometra”.

Apos esta ascencao da geometria houve longo periodo onde quase nada foi pro-
duzido de novo. No final dos tempos antigos, Roma dominava e os centros gregos
foram sendo dizimados pelas tropas romanas, a situacao era sufocante e desen-
cadeou um declinio do pensamento criativo. Roma, durante sua longa histéria,
pouco contribuiu para a ciéincia e filosofia, muito menos para a matematica.

Com a queda do Império Romano na metado do século V e que se extendeu até
o século XI, o ensino quase deixou de existir. Durante este periodo os maiores
estudiosos matematicos eram os hindus e os arabes mas que nao deram grandes
contribuicoes para a geometria.

O século XIV também foi improdutivo para a matematica. Foi o século da peste
negra que dizimou parte da populagao europeia e o século que se desenrolou a
Guerra dos Cem Anos.

No século XV as atividades matematicas se centraram principalmente em ci-
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1 A Geometria e seus Aspectos Historicos

dades da Itélia, Nurembergue, Viena, Praga e Europa Central. Eram volta-
das a aritmética, algebra e trigonometria devido as necessidades do comércio,
navegacgao, astronomia e agrimensura. Nurembergue tornou-se o centro da pu-
blicagao de livros.

No século XVI houve um estimulo para o desenvolvimento da geometria com
a traducao do Comentdrio sobre Euclides, Livro I, de Proclus em 1533. Federico
Commandino (1509-1575) traduziu para o latim os quatro livros da obra Se¢des
conicas de Apolonio em 1566. Commandino também fez uma tradugao de Os
FElementos de Euclides. Com estas traducoes era de se esperar que mais cedo
ou mais tarde novamente gerasse interesse sobre a geometria. A maior parte da
Europa Ocidental agora participava do desenvolvimento da matematica mas a
figura principal desta época foi um francés chamado Francois Viete (1540-1603).
Viete nao era matematico por vocacgao pois havia estudado direito, somente em
suas horas livres se dedicava a matemdtica, mesmo assim fez contribuicoes a
aritmética, algebra, trigonometria e geometria.

Depois deste periodo estéril da geometria, em 1639 Gérard Desargues (1591-
1661) publicou um notdvel tratado original sobre se¢bes conicas que explorava
a idéia de projecao mas este trabalho foi ignorado pelos matematicos da época.
Somente Blaise Pascal (1623-1662) e Phillippe de Lahire (1640-1718) se interessa-
ram e continuaram os estudos sobre o assunto. A reintroducao de consideracoes
projetiva em geometria s6 ocorreu no final do século XVIII quando Gaspard
Monge (1746-1818) criou a geometria descritiva, mas o verdadeiro ressurgimento
da geometria projetiva s6 foi empreendido por Jean-Victor Poncelet (1788-1867),
um dos estudiosos da geometria que estava a volta de Monge.

Enquanto isso, de outro lado, René Descartes (1596-1650) e Pierre de Fermat
(1601-1665) concebiam as idéias de geometria analitica. Eles substituiram os
pontos do plano por pares de niimeros e as curvas por equacoes. A tarefa de se
resolver um problema em geometria ¢é transferido para uma tarefa de se resolver
o mesmo problema em algebra. Nao se sabe ao certo quem inventou a geometria
analitica. A atribuicao a Descartes da invencao se embasa em uma publicagao
do mesmo em 1637 entitulada La géometrie, o terceiro e ultimo apéndice. A
atribuicao a Fermat baseia-se em uma carta escrita em 1636 na qual afirma que
suas idéias haviam tido inicio a sete anos antes.

Com a morte de Desargues, Fermat e Pascal o matematico de maior relevancia
da Franca passa a ser Phillippe de Lahire que era atraido pela geometria pura.
Publicou em 1685 um livro intitulado Secciones Conicae.

Arthur Cayley (1821-1895) desenvolveu a teoria da invariancia e seu desenvol-
vimento da geometria n-dimensional tem sido aplicada em fisica no estudo de
espaco-tempo.

Euclides, em sua obra Os Elementos, construiu seu sistema em cinco postula-
dos. Dentre eles, o quinto postulado ocupou geometras por muito tempo, cerca
de dois mil anos, donde tentavam deduzi-lo dos demais postulados. Foi a partir
do século XIX que alguns matematicos trabalhando de modo separados estabe-
leceram a independéncia do quinto postulado e assim criaram novas geometrias
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consistentes, aplicaveis a espagos curvos, conhecidas como nao-euclidianas, como
a geometria esférica e a hiperbdlica. Estes matematicos famosos sao Johann
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Nikolay Ivanovich Lobachevsky (1793-1856),
Janos Bolyai (1802-1860) e posteriormente Georg Friedrich Bernhard Riemann
(1826-1866).

Em 1872, Felix Klein (1849-1925), em sua aula inaugural propds um programa
de estudos de geometria que ficou conhecido como Erlanger Programm (Pro-
grama de Erlanger). Klein mostrou que o conceito de grupo podia ser usado
para caracterizar diferentes geometrias. De maneira simplificada, o programa
sustenta que a geometria é a investigacao das propriedades das figuras que se
mantém inalteradas quando as figuras passam por um grupo de transformacoes.
Para ele, as homotetias e semelhancas constituiam o grupo principal da geome-
tria euclidiana e as isometrias formavam um subgrupo das semelhancas, como
caracteristicas das transformacoes geométricas que nao alteram as propriedades
das figuras.
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2 Transformacoes Geométricas

“Uma transformagao geométrica no plano é uma aplicacao bijetora de um con-
junto dos pontos do plano sobre si mesmo” [8, p. 20]. Sendo T uma trans-
formagao no plano TT uma funcao T : TT — TI, temos que para todo ponto P
pertencente ao plano temos um ponto P; = T(P) do plano, chamado sua imagem
por T.

Uma transformagao T : TT — TT é bijetiva quando é ao mesmo tempo injetiva
e sobrejetiva. T : TT — TI ¢é injetiva quando pontos distintos P # Q em TIT tem
sempre imagens distintas T(P) # T(Q), em outras palavras, T(P) = T(Q) implica
P = Q. Por outro lado, T ¢é sobrejetiva quando todo ponto P; em IT é imagem
de pelo menos um ponto P, ou seja, para todo ponto P; em TT existe P em TT tal
que T(P) = Py.

Um resultado imediato de T ser uma bijecao é que toda transformagao geométrica
tem uma inversa, isto é, sempre é possivel desfazer uma transformacao aplicando
a ela sua inversa. T~ : TT — TI, ou seja, para todo ponto Piem TT, sua imagem
T=1(P;) pela inversa T—! é o tinico ponto ponto P de TT tal que T(P) = P;.

Pode-se também aplicar as transformacoes outras transformacoes. Esta operacgao
¢ denominada de composta. Sejam duas transformacoes S, T : TT — TI, a com-
posta So T : T — TT é a transformagao que associa a cada ponto P do plano TT
o ponto S(T(P)). Por definicao, (So T)(P) = S(T(P)). Assim, S o T consiste em
aplicar primeiro a transformacao T e em seguida aplicar a transformacao S.

Um caso particular de composta é a tranformacao identidade que consiste
em aplicar a tranformagao inversa a sua tranformacgao, ou seja, transforma cada
ponto em si préprio. a transformagao identidade é o elemento neutro da operagao
composta. Por definicao tem-se Id(P) = P para todo ponto P em TT.

Dada uma bijecao T : TT — T, tem-se:

ToT '=T'oT=14,
pois,

T(TH(P)) =T(P) =P,

THT(P) =T '(P) = P

As transformacoes geométricas podem ser trabalhadas utilizando pontos e suas
coordenadas ou com auxilio de vetores para que sejam determinadas as imagens
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2 Transformacoes Geométricas

destes pontos. Esta variacao entre as teorias variam muito de autor para autor
como veremos nas teorias de isometrias e homotetias.

Cabe aqui dizer que Vetor é um segmento de reta orientado, no qual se distin-
guem uma origem e uma extremidade. E uma classe de equipoléncia de segmentos
de reta orientados, que possuem todos a mesma intensidade (denominada norma
ou médulo), mesma diregdo e mesmo sentido.

2.1 Isometrias

Isometria (do grego isos = igual e metria = medida) é uma transformagao
geométrica em que sao conservadas todas as medidas (distancias entre pontos e
amplitude dos angulos).

Sendo P e Q pontos quaisquer do plano TT, se aplicarmos a eles uma trans-
formacao geométrica T entao teremos:

d(P,Q) = d(T(P), T(Q))

Abaixo faremos um breve estudo das propriedades fundamentais das isometrias.
Teorema: Toda isometria T : TT — TT ¢é injetiva
Demonstragao: [4, p. 140]:
Com efeito, se

entao

logo
P=Q

Propriedade 1: Toda isometria leva pontos colineares em pontos colineares
e conserva a ordenacao destes pontos colineares (Figura 1.1).

Demonstragao: [4, p. 140]:

Sejam P e Q pontos distintos de TT e T : TT — TT uma isometria. Se T(P) = P,
e T(Q) = Q; entao T transforma todo ponto R do segmento PQ num ponto R4
do segmento P1Q;.

Com efeito, como R pertence ao segmento PQ, temos

d(P,Q) = d(P,R) +d(R,Q)
sendo T uma isomentria, temos

d(Py, Q1) = d(P,Q)
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2.1 Isometrias

d(Py,Ry) =d(P,R)

d(Ry, Q1) = d(R, Q)
Logo
d(P1,Qq) = d(P1,Ry) + d(Ry, Q1)

Portanto, Ry pertence ao segmento de reta P;Q);.

Figura 2.1: Propriedade 1: Ponto colinear R levado no ponto colinear Ry por
isometria

Propriedade 2: A imagem de uma reta r por uma isometria T é uma reta
ri= T(r).

Demonstragao: [4, p. 140 e 141]:

Sejam P, Q pontos distintos de r e Py = T(P), Q; = T(Q) suas imagens por T.
Chamemos de r; a reta que passa pelos pontos Py e Q; . Dado qualquer outro
ponto R da reta r, afirmamos que sua imagem R; = T(R) deve pertencer a reta
r; . Para verificar, suponhamos que Q esteja entre P e R, ou seP ja, Q pertence
ao segmento PR. Entao, Q; estd no segmento de reta P1Ry, logo Ry pertence a
reta r; que liga P; a Q;. Os demais casos sao tratados analogamente.
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2 Transformacoes Geométricas

Figura 2.2: Propriedade 2: Reta r; = T(r) obtida por isometria da reta r

Propriedade 3: Uma isometria transforma retas paralelas em retas paralelas.

Demonstracao: [4, p. 141]:

Se T : TT — TT é uma isometria e as retas r, s do plano IT sdo paralelas, suas
imagens 11 = T(r) e s; = T(s) devem ser paralelas pois se existisse um ponto P;
ao mesmo tempo em r; e em s; teriamos Py = T(P), com P em r e P; = T(Q),
com Q em s. Sendo T injetiva, isso obrigaria P = Q, e entao as retas r e s teriam
um pornto P = Q em comum, contradizendo o fato de que sao retas paralelas.

Figura 2.3: Propriedade 3: Retas paralelas r; = T(r) e s; = T(s) obtidas por
isometria das retas paralelas r e s

Propriedade 4: Toda isometria transforma um triangulo retangulo noutro
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triangulo retangulo.

Demonstragao: [4, p. 141]:

Sejam T : TT — TT é uma isometria e ABC um triangulo retangulo em A. Pondo
A; =T(A), By =T(B) e C; =T(C), o Teorema de Pitagoras assegura que:

d(B,C)*> =d(A,B)* + d(A, C)?
Como T preserva distancias, segue-se que:
d(By,C1)* = d(A1,B1)* + d(Ay, Cy)?

Em outras palavras, as isometrias transformam retas perpendiculares em retas
perpendiculares, ou seja, preservam angulos retos.

Figura 2.4: Propriedade 4: Triangulo retangulo X;= T(X) obtida por isometria
do triangulo X

Propriedade 5: Toda isometria preserva angulos.

Demonstracao:

Como verificado na propriedade 4, toda isometria transforma triangulo retangulo
em triangulo retangulo, ou seja, A; = T(A), By = T(B) e C; = T(C). Assim
temos que os triangulos ABC e A;B;C; tem lados iguais pois T preserva as
distancias. Logo tem angulos iguais.

Demodo geral, qualquer isometria T transforma um sistema de eixos ortogonais
OXY noutro sistema de eixos ortogonais O’X’Y’. Além disso, T transforma um
ponto qualquer P do plano noutro ponto P; = T(P), cujas coordenadas no sistema
O’X’Y’ sao as mesmas coordenadas de P no sistema OXY.
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2 Transformacoes Geométricas

Figura 2.5: Propriedade 5: Todos os angulos do triangulo X sao congruentes
aos angulos do triangulo X;= T(X)

2.1.1 Translacoes

As isometrias mais simples sao as translagoes.

Translagao é a transformacao que leva um ponto P em outro ponto Q. Vale
observar que a translacao que leva um ponto a outro é tnica, ou seja, existe um
unico vetor v que transforma P em Q =P +v =T, (P).

TN

T(P)=P+v
Figura 2.6: Translagao do ponto P no ponto T, (P)

A translagao T, : TT — TI, determinada pelo vetor v, é a translacao
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2.1 Isometrias

que leva cada ponto P do plano TT no ponto T, (P) = P +v. Como
sabemos, se v = AB entao P +v = Q é o ponto que o segmento
orientado PQ é equipolente a AB. [4, p. 142]

A translacao transforma uma figura X em outra figura T, (X) = P+v que é obtida
transladando-se os pontos P de X pelo mesmo vetor v.

Figura 2.7: Translacao da figura X na figura X; pelo vetor v

Em particular, a reta r é transformada na reta vy = T(r), paralela ar, aplicando-
se a todos os pontos de r o vetor v.

2.1.2 Rotacoes

Outro tipo de isometria é a rotacao. Esta isometria transforma pontos do plano
por meio de movimento giratério de mesma medida, em torno de um ponto
determinado, chamado de centro da rotacao.

Sejam O um ponto do plano TT e o um angulo orientado. A rotacao de centro
O e angulo o ¢ a transformagao geométrica que faz corresponder a cada ponto
P do plano TT o ponto P; tal que os segmentos OP e OP; sao congruentes e os
angulos POP; e o também sdo congruentes.

A rotagao de centro O e angulo o transforma o ponto P = (x,y) no ponto
P1 = (x1,y1) com

X1 = X.COSa — Y.Seno

Y1 = X.sena + Yy.cosu
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0 X X

Figura 2.8: Rotagao do ponto P no ponto P; com centro em O e angulo «

Sao propriedades da rotacao:

28

A distancia de qualquer ponto da figura a ser transformada ao centro de
rotacao e a distancia entre da iamgam deste ponto ao mesmo centro é
sempre a mesma.

A rotagao nao inverte o sentido de pontos lineares ou colineares.

O angulo o de rotagao e o angulo obtido pelas semirretas que passam por
um ponto do objeto matematico e sua imagem e o centro de rotacao sao
congruentes.

O objeto matemético e sua imagem sao congruentes.



2.1 Isometrias

Figura 2.9: Rotagao do objeto matematico com centro em O e com angulo de
rotacao o

2.1.3 Reflexoes

A reflexao é um tipo de isometria em que cada ponto da figura original e sua
respectiva imagem estao uma mesma distancia de uma reta, chamada de eixo de
reflexao. Este eixo é perpendicular a reta que contem os pontos.

Figura 2.10: Reflexao da figura X em torno da reta r

As propriedades observadas neste tipo de isometria sao:
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2 Transformacoes Geométricas

e A distancia de um ponto ao eixo de reflexao e a distancia da imagem deste
ponto ao eixo de reflexao sao iguais.

e Os pontos do eixo de reflexao nao se movem por efeito da reflexao.

e [ uma isometria negativa pois altera a orientagao dos angulos, isto é, in-
verte a orientacao do plano.

Segundo Lima (1992), a reflexao em torno da reta r é a transformagao T que faz
corresponder a cada ponto P do plano o ponto Py = T(P), simétrico de P em
relagao a r.

O ponto P; chama-se simétrico do ponto P em relacao a reta r quando r é a
mediatriz do segmento PP;. Se P pertence a r dizemos que seu simétrico em
relagao a r é ele proprio.

Sendo o sistema de eixos ortogonais OXY. Caso OX coincida com

1—a? 2a
Xl—m.X‘f—l_f_aQ.(y—b)
e
2a 1—a?
Yy = X + (U—b)+d

1+ a2 14 a?

o eixo de reflexdao r entdo o ponto P = (x,y) terd como reflexao T o ponto
P, =T(P) = (x,—y). Reciprocamente, se QY coincidir com r, o ponto P = (x, y)
terd como reflexdo T o ponto P; = T(P) = (—x,y).

Podemos analisar a reflexdao em torno de uma reta de duas maneiras, caso o
eixo de reflexao passe pela origem ou caso contrario.

Seja OXY um sistema de eixos orgonais no plano. A reflexao T, em torno da
reta r, que passa pela origem e faz angulo o como o eixo OX, transforma o ponto
P = (x,y) no ponto P; = (x1,y1) tal que:

x1 = x.cos(2a) +y.sen(2a)(I)

y1 = x.sen(2a) —y.cos(2a)(I1)
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@]

cartesianos

Figura 2.11: Reflexao em torno de uma reta r que passa pela origem O dos
eixos ortogonais

Para as demais retas que nao passam pela origem temos a seguinte equacao
da reta r, y = ax + b, que tem inclinagdo a = tga e corta o eixo y no ponto de
ordenada b.

No caso anterior, apresentamos as equagoes para a determinacao das coordena-
das do ponto P; quando o eixo de reflexao passava pela origem. Para deixarmos
este caso parecido com o anterior, podemos transladar a reta r para a reta r; que
passa pela origem e tem equagao y = ax, que € paralela ay = ax +b.

Dado o ponto P = (x,y), para determinarmos a imagem deste pela reflexao
T em torno de r, em primeiro lugar faremos uma translacao vertical de vetor
—v = (0,—b), obtendo P’ = (x,y — b), ou seja, a distancia de P’ a reta r; é a
mesma que a distancia entre P em relagao a reta r.

Em seguida refletimos o ponto P’ em torno da reta rjutilizando, para isso, as
equagoes (I) e (II), obtendo assim o ponto P” de coordenadas:

X7 = x.cos(2a) + (y — b).sen(2a)(I1I)

y” = x.sen(2a) — (y — b).cos(2a)(1V)

Por fim, basta dar a translagao de vetor v = (0, b) ao ponto P” chegando assim
ao ponto P; = T(P) = (x1,y1).
Para ficarmos com as equagoes somente em funcao de x, y, a e b substituimos

1—a?
cos(2«) = ——
(20) 1+ a2
2a

en(2«q) = ———
sen(2«) e

31



2 Transformacoes Geométricas

nas equagoes (III) e (IV), respectivamente e ficamos com as equagoes

1—a? 2a
- (y—">
X1 1+a2X+1+a2(y )
2a 1—a?
= — (y—"> b
U 1+a2x+1+a2(y )+

que representam as equacoes da reflexao em torno da reta r.

ry=ax+b

M- N\---------®

Figura 2.12: Reflexdo em torno de uma reta r que nao passa pela origem dos
eixos ortogonais

2.1.4 Outras Isometrias (ou Isometrias Compostas)

A composicao de duas ou mais isometrias também é uma isometria, ou seja, pode-
se refletir uma figura e em seguida translada-la e esta transformacao geométrica
ainda continuara sendo uma isometria. Este caso particular é chamado de re-
flexao deslizante.

Outros casos sao:

e rotacao e translacao;
e reflexdo e rotacao;
e reflexao, rotacao e translacao;

e ctc.
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2.2 Homotetias

Figura 2.13: Reflexao em torno de uma reta r e translagao pelo vetor u. (reflexao
deslizante)

2.2 Homotetias

Homotetia é a trans_f()_r>ma(;éo H : TT — Tlque associa cada ponto P em IT o ponto
P; = H(P) tal que OP; = r.OP, onde r é um numero real chamado de razao e O
¢ o centro da homotetia. Toda homotetia ¢ uma semelhanca.

Dados os pontos P, Q no plano, com H(P) = P; e H(Q) = Qq, temos

P.Q, — 0Q, — OP, = .00 — r.0P = 1.(0G — OB) = .PG

logo
d(H(P),H(Q)) = |P,Q)| = .]PQ| = r.d(P, Q).

2.2.1 Propriedades das Homotetias

Propriedade 1: Se r = 1 a homotetia H é uma identidade.

Demonstracgao: .

De fato, dado o ponto P no plano, com H(P) = Py, temos entao que OP; =
r.Cﬁ. Como r = 1, temos que E)—P—l> = Cﬁ <= P; = P, ou seja, H(P) = P para
todo P.

Propriedade 2: A inversa H™! de uma homotetia H, é a homotetia de centro
O e de razao %

Demonstragao: Dado P um ponto do plano, chamando de K a homotetia
de centro em O e razao % e H a homotetia também de centro O e de razao r.
Efetuando a composta K(H(P)) temos,
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——
H(P) = P,e OP, = 1.0P
=
Aplicando a segunda homotetia temos %.OPl = %T@ = @ Assim K(H(P)) =
P e K =H™! ¢ a transformacao inversa de H, cqd.

Além destas propriedades, algumas observacoes com relacao a razao devem ser
apresentadas:

Se r > 1, as figuras obtidas por esta transformagao sao figuras ampliadas
com relagao a figura original.

e Se 0 <1< 1, as figuras obtidas por esta transformagao sao figuras reduzi-
das com relacao a figura original.

e Se —1 < r < 0, as figuras obtidas por esta transformacao sao figuras
reduzidas com relagao a figura original e refletidas em relacao ao centro da
homotetia.

e Se r = —1, as figuras obtidas por esta transformagao sao figuras refletidas,
ou rotacionadas de 180°, de mesmo tamanho da figura original.

e Ser < —1, as figuras obtidas por esta transformacao sao figuras ampliadas
com relagao a figura original e refletidas em relacao ao centro da homotetia.

=
40

’

/

s
i/

Figura 2.14: Homotetia de centro O e razao r > 1
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Figura 2.15: Homotetia de centro O e razao 0 < r < 1

Figura 2.16: Homotetia de centro O e razao —1 <r <0
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Figura 2.17: Homotetia de centro O e razao r = —1

Homotetia é a transformacao H : TT — Tlque associa cada ponto P em TT o

ponto P; = H(P) tal que OP; = r.OP, onde r é um nimero real chamado de
razao e O é o centro da homotetia. Toda homotetia ¢ uma semelhanca.

Figura 2.18: Homotetia de centro O e razao r < —1
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3 Estudo das Propostas
Curriculares Nacionais, do
Curriculo do Estado de Sao
Paulo e de Livros Didaticos

Introducao

A instalacao da Reptblica no Brasil e o surgimento de idéias de um plano que
tratasse da educacao para todo o territério nacional aconteceram simultanea-
mente.

Em 1932 um grupo de educadores lancou um manifesto que ficou conhecido
como “Manifesto dos Pioneiros da Educacao”. Propunham a reconstrucao edu-
cacional e este documento teve grande repercussao e motivou uma campanha
que resultou na inclusao, em 1934, de um artigo especifico na Constituicao Bra-
sileira. O artigo 150 declarava ser competéncia da Uniao “fixar o plano nacional
de educagao.

Somente em 1962 surgiu o primeiro Plano Nacional de Educagao, elaborado na
primeira vigéncia da primeira Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional.
Esta sofreu revisoes em 1965, 1966 e 1967.

Com a Constituicao Federal de 1988 ressurgiu a idéia de um plano nacional
de longo prazo e em 1998 o Poder Executivo enviou ao Congresso Nacional uma
mensagem relativa ao projeto de lei que “Institui o Plano Nacional de Educacao”.
Este plano tinha como objetivos a elevagao do nivel de escolaridade da populagao,
a melhoria da qualidade de ensino, a reducao das desigualdades sociais e a de-
mocratizacao do ensino publico.

Paralelamente a este Plano Nacional de Educacao, em 1995 comecaram a ser
elaborados os Parametros Curriculares Nacionais. Os PCN’s sao apresentados
nao como um curriculo e sim como um subsidio para apoiar o projeto da escola
na elaboracgao do seu programa curricular, ou seja, tem como finalidade principal
equalizar a educagao nacional, servindo como um importante material de consulta
e de discussao.

Em 2007, no estado de Sao Paulo, foi criado o programa “Sao Paulo Faz Escola”
e tem como foco a implantacao de um curriculo pedagdgico tnico para todas as
escolas da rede publica estadual. Este programa consiste da entrega de um
mesmo material didatico para toda a rede e todos seguem o mesmo plano de
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aula. Acredita-se que como todas as unidades escolares contam com o mesmo
curriculo pedagdgico, isso auxilia na melhoria da qualidade de ensino pois coloca
todos os alunos da rede estadual no mesmo nivel de aprendizado.

3.1 Parametros Curriculares Nacionais

Como mencionado anteriormente, os PCN’s nao sao apresentados em forma de
curriculo e sim como material de consulta para a elaboracao do mesmo.

Estes parametros sao divididos em ciclos que abrangem todos os anos da
educacao basica conforme disposto abaixo:

e 1° Ciclo - 12 e 22 série do ensino fundamental;

2° Ciclo - 32 e 42 série do ensino fundamental;

3° Ciclo - 5 e 62 série do ensino fundamental;

4° Ciclo - 7* e 82 série do ensino fundamental;

e Fnsino Médio.

Nos PCN’s, os conteidos de matematica para o ensino fundamental foram orga-
nizados em quatro blocos de contetidos: Nimeros e Operagoes; Espago e Forma;
Grandezas e Medidas; e Tratamento de Informagao. O tema Transformacgoes
Geométricas encontra-se no bloco de Espaco e Forma.

3.1.1 Parametros Curriculares Nacionais - 1° ao 4° Ano do
Ensino Fundamental

Nas orientagoes para o 1° ciclo nao ha nenhuma mencao ao assunto estudado,
mas podemos destacar os objetivos e conteudos de geometria pois os mesmos
servem como a construcao e o alicerce para o aprendizado de transformacoes
geométricas:

Objetivos:

- Perceber semelhancas e diferencas entre objetos no espaco, identi-
ficando formas tridimensionais ou bidimensionais, que envolvem des-
crigoes orais, construgoes e representagoes. [10, p. 47]

Conteudos:

- Construgao e representagao de formas geométricas. [10, p. 51]

- Estabelecimento de comparacoes entre objetos do espago fisico e

objetos geométricos, sem uso obrigatério de nomenclatura. [10, p.
51]

Para o 2° ciclo, dentre todos os objetivos de geometria podemos destacar:
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Objetivo:

- Identificar caracteristicas das figuras geométricas, percebendo se-
melhancas e diferencas entre elas, por meio de composicao e decom-
posicao, simetrias, ampliagoes e redugoes. [10, p. 56]

Contetdos:

- Composicao e decomposicao de figuras tridimensionais, identifi-
cando diferentes possibilidades. [10, p. 60]

- Identificacao de simetria em figuras tridimensionais. [10, p. 60]

Podemos salientar neste ciclo, dentre as orientacoes didaticas para este bloco
de conteido, que a construgao do conhecimento geométrico aqui apresentado se
faz principalmente da observacao de objetos e formas geométricas na natureza.
Portanto, devemos explorar e incentivar atividades em que os alunos valorizem
os aspectos geométricos do meio em que os mesmo estejam inseridos.

O pensamento geométrico desenvolve-se inicialmente pela visualizacao: as criancas
conhecem o espago como algo que existe ao redor delas. As figuras geométricas
sao reconhecidas por suas formas, por aparéncia fisica, em sua totalidade, e nao
por suas artes ou propriedades. [10, p. 82]

Um trabalho constante de observagao e construgao de formas é que levara
o aluno a perceber semelhancas e diferencas entre elas. Para tanto, diferentes
atividades podem ser realizadas: compor e decompor figuras, perceber a simetria
como caracteristica de algumas figuras e nao outras, etc. [10, p. 82]

3.1.2 Parametros Curriculares Nacionais - 5° ao 8° Ano do
Ensino Fundamental

O 3° ciclo destaca visar o desenvolvimento do pensamento geométrico por meio

de:

- resolver situagoes-problema que envolvam figuras geométricas pla-
nas, utilizando procedimentos de decomposicao e composi¢ao, trans-
formacao, ampliagao e redugao. [11, p. 65]

- estabelecer relagoes entre figuras espaciais e suas representacoes
planas, envolvendo observacao das figuras sob diferentes pontos de
vista, construindo e interpretando suas representagao. [11, p. 65]

Salienta-se que, neste ciclo, os alunos ampliam o conhecimento sobre geometria
e deve-se trabalhar com problemas mais complexos, sendo importante enfatizar
nocoes de direcao e sentido, de angulo, paralelismo, perpendicularismo, classi-
ficacoes das figuras geométricas, relagoes das figuras e suas representagoes planas,
exploracao das figuras, etc.

Destaca-se também que, neste ciclo, um aspecto que merece atencao é o ensino
de procedimentos de construcao com régua e compasso e outros instrumentos.

Os conceitos e procedimentos que envolvem transformacgoes geométricas neste
ciclo sao:
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- Transformacao de uma figura no plano por meio de reflexoes,
translagoes e rotacoes e identificacao de medidas que permanecem
invariantes nessas transformagoes (medidas dos lados, dos angulos,
da superficie). [11, p. 73]

- Ampliacao e reducao de figuras planas segundo uma razao e iden-
tificagdo dos elementos que nao se alteram (medidas de angulos) e dos
que se modificam (medidas dos lados, do perimetro, da érea). [11, p.
73]

O 4° ciclo destaca visar o desenvolvimento do pensamento geométrico por meio

de:

- interpretar e representar a localizacao e o deslocamento de uma
figura no plano cartesiano; [11, p. 81]

- produzir e analisar transformacoes e ampliagoes/redugoes de figuras
geométricas planas, identificando seus elementos variantes e invari-
antes, desenvolvendo o conceito de congruéncia e semelhanga; [11, p.
82]

O que pretende-se, neste ciclo, é que os alunos consigam manusear e construir
figuras geométricas, a fim de que se possam fazer conjecturas e identificar pro-
priedades sobre as mesmas. Para isso, é importante, neste bloco, que se desen-
volvam atividades que permitam aos alunos perceber que, pela composicao de
movimentos é possivel transformar uma figura em outra.

Construindo figuras a partir da reflexao, por translagao, por rotacao
de uma outra figura, os alunos vao percebento que as medidas dos
lados e dos angulos, da figura dada e da figura transformada sao
as mesmas. As atividades de transformacao sao fundamentais para
que o aluno desenvolva habilidades de percepcao espacial e podem
fornecer a cosntrucao da nogao de congruéncia de figuras planas (iso-
metrias). De forma andloga, o trabalho de ampliacao e reducao de
figurar permite a construcao da nogao de semelhanca de figuras pla-
nas (homotetias). [11, p. 86]

Neste ciclo, espera-se que o aluno tenha seus primeiros contatos com o raciocinio
dedutivo.
Engloba-se no 4° ciclo, os conceitos e procedimentos listados neste PCN:

- Desenvolvimento do conceito de congruéncia de figuras planas a
partir de transformagoes (reflexdes em retas, translagoes, rotagoes e
composicao destas), identificando as medidas invariantes (dos lados,
dos angulos, da superficie). [11, p. 89]

Este bloco de contetidos contempla o estudo de formas e destaca a importancia
do estudo de transformacoes geométricas para o desenvolvimento de habilidades
de percepcao espacial.
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Vérias sao as observagoes e conclusoes sobre o ensino de transformagoes geométricas
para este bloco apresentado no PCN, destacando-se entre elas:

e As transformacoes geométricas permitem o desenvolvimento de conceitos
geométricos de uma forma significativa. Podem-se propor atividades de
comparacao de figuras onde sejam identificadas quais os movimentos ne-
cessarios para se chegar a segunda figura a partir da primeira. Estas ativi-
dades podem fazer uso de figuras encontradas em pisos, azulejos, tapetes,
etc.

e As transformacoes geométricas sao um 6timo ponto de partida para a cons-
trucao das nogoes de congruéncia.

e O estudo de transformacoes que envolvem ampliacao e reducao é um bom
ponto de apoio para o conhecimento de simetrias.

3.1.3 Parametros Curriculares Nacionais (PCN e PCN+) -
Ensino Médio

Diferente dos PCN’s voltados ao Ensino Fundamental, divididos em ciclos, o
PCN para o Ensino Médio é um sé, mas dividido em trés areas do conhecimento:
Linguagens e Cédigos; Ciéncias Humanas; e Ciéncias da Natureza e a Matematica
e suas Tecnologias. Nesta ultima area esao inseridas as disciplinas de Fisica,
Quimica, Biologia e, como ja identificado no nome da drea, a Matematica.

Neste PCN da-se énfase as articulagoes entre as areas do conhecimento, levando
em consideracao que, quando tratamos, por exemplo, algum assunto matematico,
podemos estar contextualizando linguagens que podem ser atribuidas a area de
Linguagens e Cddigos, ou quando trabalhamos fungoes e graficos, podemos usar
exmplos reais do dia-a-dia como dados geogréficos e estes podem ser atribuidos
a area de Ciéincias Humanas.

A articulacao entre as areas é uma clara sinalizagao para o projeto
pedagdégico da escola. Envolve uma sintonia de tratamentos meto-
dolégicos e, no presente caso, pressupoe a composicao do aprendi-
zado de conhecimentos disciplinares com o desenvolviemento de com-
peténcias gerais. Sé em parte essa integracao de metas formativas
exige, para sua realizacao, projetos interdisciplinares, concentrados
em determinados periodos, nos quais diferentes disciplinas tratem ao
mesmo tempo de temas afins. Mais importante do que isso é o esta-
belecimento de metas comuns envolvendo cada uma das disciplinas
de todas as areas, e o servico de desenvolvimento humano dos alunos
e também dos professores.[15, p. 16|

As disciplinas que compoem a &area de Ciéincias da Natureza, Matematica e
suas Tecnologias sao ciéncias que tém em comum a investigacao da natureza, os
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desenvolvimentos tecnologicos e compartilham linguagens para a representagao
de fenomenos.

Em suma, a articulacao da area de Ciéncias da Natureza e da Matematica com
as areas de Linguagens e Cddigos, Ciéncias Humanas e com ela prépria, se faz
de acordo com trés competéncias especificadas abaixo:

e Representacao e comunicacgao;
e Investigacao e compreensao;
e Contextualizagao sécio-cultural.

Cada uma destas competéncias envolvem uma gama de, como chamaremos aqui,
subcompeténcias, conforme listadas abaixo:

Representacao e comunicagao: [15, p. 27]

- Reconhecer e utilizar adequadamente na forma oral e escrita
simbolos, c6édigos e nomenclatura da linguagem especifica.

- Ler, articular e interpretar simbolos e cédigos em diferentes lin-
guagens e representagoes: sentencas, equagoes, esquemas, diagramas,
tabelas, graficos e representacoes geométricas.

- Consultar, analisar e interpretar textos e comunicac¢ao de ciéncia
e tecnologia veiculados por diferentes meios,

- Elaborar comunicagoes orais ou escritas para relatar, analisar e
sistematizar eventos, fendomenos, experimentos, questoes, entrevistas,
visitas, correspondéncias.

- Analisar, argumentar e posicionar-se criticamente em relacao a
temas de ciéncia e tecnologia.

Investigacao e compreensao: [15, p. 30]

- Identifica em cada situagao-problema as informagoes variaveis
relevantes e possiveis estratégias para resolve-la.

- Identificar fendmenos naturais ou grandezas em dado dominio do
conhecimento cientifico, estabelecer relacgoes, identificar regularida-
des, invariantes e transformacoes.

- Selecionar e utilizar instrumentos de medigao e de cédlculo, repre-
sentar dados e utilizar escalas, fazer estimativas, elaborar hipéteses e
interpretar resultados.

- Reconhecer, utilizar, interpretar e propor modelos explicativos
para fendmenos ou sistemas naturais ou tecnoldgicos.

- Articular, integrar e sistematizar fenomenos e teorias dentro de
uma ciéncia, entre as varias ciéncias e areas de conhecimento.

Contextualizacao sécio-cultural: [15, p. 32]

- Compreender o conhecimento ciéntifico e o tecnologico como re-
sultados de uma construcao humana, inseridos em um processo historico
e social.
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- Compreender a ciéncia e a tecnologia como partes integrantes da
cultura humana contemporanea.

- Reconhecer e avaliar o desenvolvimento tecnolégico e contem-
poraneo, suas relagoes com as ciéncias, seu papel na vida humana,
sua presenca no mundo cotidiano e seus impactos na vida social.

- Reconhecer e avaliar o carater ético do conhecimento cientifico e
tecnoldgico e utilizar esses conhecimentos no exercicio da cidadania.

No ambito dos PCN’s, apds a exposicao das disciplinas em forma de areas de
conhecimento, sao apresentadas as disciplinas separadamente cada uma com seus
objetivos, competéncias e especificidades.

A disciplina de matematica esta dividida em trés eixos ou temas estruturado-
res: Algebra, numeros e funcoes; Geometria e medidas; Analise de dados. As
transformacoes geométricas estao inseridas nas competéncias de investigagao e
compreencao, ou pelo menos ha indicios de que isso acontece, dentro do bloco
tematico de Geometria e Medidas, que comprende o estudo de geometrias pla-
nas, espacial, métrica e analitica. Em interagoes, relacoes e funcoes, uma
das divisoes da competéncia citada acima, podemos ver que ha uma preocupagao
com o tema desta pesquisa.

- Identificar transformacoes entre grandezas ou figuras para relacionar
variaveis e dados, fazer quantificagoes, previsoes e identificar desvios.
As ampliacoes e redugoes sao exemplos que devem ser entendidos
como transformagoes de uma situagao inicial em outra final. [15, p.
116]

No ensino fundamental deveriam ter sido tratados, de acordo com os devidos
PCN’s, as transformagoes geométricas na forma de primeiras reflexoes através
de experimentacoes e deducoes. No ensino médio, também de acordo com este
documento, é esperado que haja um aprofundamento destas idéias.

H4, neste documento, uma proposta de organizacao de temas e unidades para
os trés anos do ensino médio, conforme Anexo 1, onde o tema de transformacoes
geométricas pode estar inserido tanto no primeiro quanto no terceiro ano, ou pode
ser que nem esteja sendo contemplado em nenhum dos anos devido a grande
abertura dada na apresentacao dos temas.

3.2 Proposta Curricular e Curriculo do Estado de
Sao Paulo

Além dos PCN’s, apresentados no capitulo anterior, alguns, ou todos estados,

possuem seus proprios curriculos. Estes sao elaborados e formulados tomando

como base parametros nacionais e, como tal, visa a igualdade do ensino em toda
a regiao por ele abrangida.
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No caso do Estado de Sao Paulo, os parametros para esta educacao equalitaria
estao divididos em duas partes. A primeira é a Proposta Curricular e a segunda
¢é o Curriculo propiramente dito.

Descreveremos a seguir estes dois documentos, dando énfase, sempre que possivel,
ao objeto desta pesquisa.

3.2.1 Proposta Curricular do Estado de Sao Paulo

Elaborado no ano de 2008, esta proposta teve como objetivo a organizagao do
ensino em todo o estado. E baseado no aprendizado por competéncias® e habili-
dades?.

Nesta proposta, bem como nos PCN’s, as disciplinas estao alocadas em areas,
determinadas pela proximidade entre as mesmas. Um ponto diferente entre es-
tes dois documentos é que, enquanto nos parametros nacionais as areas estao
divididas em trés, onde a Matematica esta inserida nas “Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias”, na proposta do estado, a Matematica tem sua
propria area. As justificativas para esta diferenca ja era discutida anteriormente
na elaboracao dos PCN’s e foi retomada na elaboragao desta proposta em es-
pecifico, tendo como trés razoes principais:

- A matematica pensada como um conjunto de linguagens e codigos deveria
estar inserida na area onde estd também a Lingua Portuguesa. “A matemaética
compoe com a lingua materna um par fundamenta, mas com carater compleme-
tar: ¢ impossivel reduzir um dos sistemas simbélicos ao outro.”[18, p. 3§]

- A matematica, inserida na area de Ciéncias conforme PCN’s, mesmo sendo
importante para a expressao cientifica, constitui um conhecimento especifico da
educacao basica.

- A matematica como area especifica pode facilitar a transformacao de in-
formacao em conhecimento.

Tendo estabelecido onde a matematica se encaixa, ou seja, em sua propria
area, esta proposta apresenta, esta disciplina dividida em quatro grandes temas:
Numeros; Geometria; Medidas; e Tratamento de Informacao. Por fim,
expoe um quadro de contetidos por série, para o ensino fundamental e para o
ensino médio, separadamente, conforme Anexo 2 e Anexo 3.

°
o
()

série - nao ha nenhuma mencao ao tema estudado.

e (2 série - as transformacoes geométricas aparecem no segundo bimestre, no
tema de “simetria”.

e 72 série - nao hd nenhuma mencao ao tema estudado.

L“Competéncia é a faculdade de mobilizacdo de um conjunto de recursos cognitivos como
saberes, habilidades e informacoes para solucionar com pertinéncia e eficicia uma série de
situagoes.” (Perrenoud)

2Habilidades, em educacdo, sdo os meios pelo qual se pretende atingir os objetivos.
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e 82 série - as transformacoes geométricas aparecem no terceiro bimestre, no
tema de “semelhanca”.

e 1? série do ensino médio - ndo h4 nenhuma mencao ao tema estudado.

e 22 gérie do ensino médio - nao h4d nenhuma mencao ao tema estudado,
mas a mesma pode estar incluida no tema de “elementos da geometria de
posicao” no quarto bimestre.

e 3? série do ensino médio - as transformacoes geométricas aparecem no ter-
ceiro bimestre, no tema de “composicao: translagoes e reflexoes”.

3.2.2 Curriculo do Estado de Sao Paulo

No ano de 2010, a Secretaria de Educacao do Estado de Sao Paulo elaborou
um material denominado Curriculo do Estado de Sao Paulo, sendo a versao
mais atual a edicao de 2011 que foi utilizada nesta pesquisa. Este documento
nada mais ¢ do que seu antecessor com novo nome e algumas mudancas que s
aparecem a partir da metado do documento. Para se ter uma idéia, até a pagina
25 do anterior e a 24 deste documento esta praticamente a mesma coisa, com
pequenas alteragoes, mas a esséncia continua a mesma. A diferenca entre eles
aparece somente apds as paginas citadas onde o primeiro continua fazendo uma
explanagao das demais areas do conhecimento e o Curriculo salta para assuntos
relacionados a matemaética.

Nesta nova parte ainda assim continua o mesmo texto, s6 que agora as paginas
equivalentes sao a pagina 37 da proposta curricular com a pagina 25 do curriculo,
mudando somente o tema deste contetdo.

Ainda seguindo o mesmo contexto, aparece agora uma das diferencas entre este
e seu antecessor. Diferentemente do anterior com quatro grandes temas, este tem
apenas trés: Nimeros, Geometria e Relagoes.

Outra grande diferenca que aparece a partir deste ponto é que todos os temas
estao sendo amplamente comentados, dando destaque que neste ja esta sendo
mencionado o ensino de nove anos. Aparece, dentre estes comentarios sobre
geometria uma mencao, mesmo que pequena sobre topicos de transformacoes
geométricas.

As primeiras idéias associadas ao plano cartesiano podem - e devem
- estar presentes jd no Ensino Fundamental, na 5* série/6° ano ou na
6% série/7% ano, ainda que por meio de localizagdo de pontos em
mapas, ou pelo estudo de simetrias, ampliagoes e redugoes de figuras
no plano coordenado; [20, p. 42]

Como os demais documentos relacionados a Educacao, esta nao foge a regra e
também d& énfase a busca pela construcao das competéncias, conduzidas pelos
conteudos, competéncias esssa como a capacidade de expressao, capacidade de
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compreensao, capacidade de argumentacao, capacidade propositiva, capacidade
de contextualizar e capacidade de abstrair.

Por fim, sdo apesentados quadros de conteiidos, (Anexos de 4 a 10) que sao
bem parecidos aos contidos em livros didaticos. Cabe ressaltar que, diferente-
mente de outros documentos, este curriculo, possuidor de trés temas, procura,
nestes quadros, fazer uma inter-relagao entre eles.

Os contetidos apresentados nestes quadros estao bem discriminados, tendo para
cada um, uma lista de outros subtopicos e com suas respectivas habilidades. E
de fécil observagao quando da inclusao do tema desta pesquisa conforme serao
apresentados abaixo:

Na 5% série/6° ano do ensino fundamental nao hd men¢ao de conteidos perti-
nentes as transformacoes geométricas, porém, no quadro do 32 bimestre ha uma
habilidade correspondente ao tema estudado.

Compreender a idéia de simetria, sabendo reconhecé-la em cons-
trugoes geométricas e artisticas, bem como utilizd-la em construcoes
geométricas elementares. [20, p. 58]

No quadro da 62 série/7° ano do ensino fundametal hd, agora, no contetido para
o 2% bimestre, o tépico de “Simetrias” mencionado como tema a ser estudado
bem como sua habilidade correspondente.

Compreender e identificar simetria axial e de rotagdo nas figuras
geométricas e nos objetos do dia a dia. [20, p. 59|

No contetido do 3° bimestre para o 8* série/9? ano do ensino fundamental, o
assunto relacionado com as transformacoes geométricas é aqui apresentado como
“O conceito de semelhancas” e possui ainda uma habilidade corespondente.

Saber reconhecer a semelhanca entre figuras planas, a partir da
igualdade das medidas dos angulos e da proporcionalidade ente as
medidas lineares correspondentes. [20, p. 64]

Encontramos, no contetido para o 22 ano do ensino médio, mais especificamente
no 12 bimestre, uma habilidade que, mesmo nao estando relacionada nos temas de
geometria, pode ser considerado como assunto relacionado ao objeto de estudo.

Saber construir o grafico de fungoes trigonométricas como f(x) =
a.sen(b.x) 4+ ¢ a partir do grafico de y = senx, compreendendo o
significado das solugoes obtidas, em diferentes contextos. [20, p. 67

Apresentado no contetido para o 3% ano do ensino médio, relacionado no 3°
bimestre, estd o tema de “Composicao: translacoes e reflexdes”, cuja habilidade
esperada esta descrita abaixo.

Saber construir graficos de fungoes por meio de transformagoes em
funcgoes mais simples (translagdes horizontais, verticais, simetrias e
inversoes).

Os demais anos da educacao basica nao contemplam os contetdos de trans-
formagoes geométricas.
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3.3 Livros Didaticos

Atualmente, todos os alunos e professores da educacao basica publica das redes
federal, estaduais, municipais e do Distrito Federal, recebem livros didaticos
gratuitos.

Existem, hoje, dois programas que sao responsaveis pela avaliacao, selegao e
distribui¢do destes livros, o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) e
o Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio (PNLEM), cujo
responsavel pela politica de execugao é o Fundo Nacional de Desenvolvimento da
Educacao (FNDE).

O PNLD, como conhecemos, comecou em 1985, entretanto, este é o programa
mais antigo de distribuicao de obras didédticas aos estudantes pois teve inicio em
1929 com outra denominacao. O PNLEM teve inicio em 2004.

Um ponto interessante destes programas é que a escolha dos livros didaticos
é feita pelos professores e esta escolha é feita a cada trés anos. Sendo assim,
escolhemos algumas colegoes do ensino fundamental II e do ensino médio para
verificarmos quanto a incidéncia das transformagoes geométricas.

As colegoes escolhidas foram:

e A Conquista da Matemadtica; Giovanni Jr, J. R.; Catrucci, B.; 62, 7°, 8° ¢
9° ano; FTD, 2009. (PNLD 2011, 2012, 2013)

e Matemdtica: Bianchini; Bianchini, E; 69, 72, 82 e 99 ano; Moderna, 2011.
(PNLD 2014, 2015, 2016)

e Matemética; Dante, L. R.; 12, 2° e 3° ano do ensino médio; Atica, 2004.
(PNLEM 2006, 2007, 2008)

e Matemadtica, volume unico; Paiva, M.; 1°, 22 e 3° ano do ensino médio;

Moderna, 2005. (PNLEM 2009, 2010, 2011)

e Matemdtica - Paiva; Paiva, M.; 12, 2° e 39 ano do ensino médio; Moderna,
2009. (PNLEM 2012, 2013, 2014)

e Conexoes com a Matemdtica - obra coletiva; Barroso, J. M.; 12, 2° e 3°

ano do ensino médio; Moderna, 2010. (PNLEM 2012, 2013, 2014

3.3.1 A Conquista da Matematica[28]

Estes livros foram disponibilizados para a escolha do PNLD de 2011.

Esta colecao apresenta, em seus dois primeiros livros, pouco contetido direci-
onado a geometria, o que parece ser compensado nos dois ultimos, que estao
repletos deste tema.

Dentre os conteido de geometria, no livro elaborado ao 9% ano podemos en-
contrar um capitulo sobre “Semelhancas”. Neste capitulo podemos observar o
uso de transformacoes geométricas, na forma de ampliacao e reducgao, em figuras,
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poligonos e, com maior énfase, em triangulos. No final deste capitulo ha uma pe-
quena referéncia ao tema de Homotetia, tema este, que envolve as transformacoes
usadas.

Nao foram encontradas nenhuma referéncia as isometrias (translagao, rotacao
e reflexdo) nem as simetrias.

3.3.2 Matematica: Bianchini[29]

Esta colecao s esta sendo distribuida para analise e esta disponivel para sele¢ao
para o PNLD 2014.

Esta obra tem boa quantidade de geometria distribuida em seus quatro livros.

Quanto as transformacoes geométricas, podemos encontréa-la nos trés ultimos
volumes, 72, 82 e 99 ano.

No livro para o 7° ano existe um capitulo voltado & “Simetria e angulos” com
muitos exemplos, explicacoes bem elaboradas e boa quantidade de exercicios
bem variados. Cabe ressaltar que s6 foram comentadas as simetrias axiais, sem
se fazer referéncia alguma as simetrias centrais, ou de rotagao.

No livro para o 82 ano existe um capitulo voltado ao “Estudo dos poligonos”,
onde podemos encontrar, dentro da “Congruéncia de poligonos”, o tema de trans-
formacgoes geométricas. Elas sao apresentadas para demonstrar transformacoes
que geram figuras congruentes e sao elas: reflexao, translagao e rotacao.

No livro para o 92 ano existe um capitulo voltado as “Figuras semelhantes”
que nada mais é do que a continuagao do capitulo de “Simetria”, do livro do
7° ano, de maneira mais aprofundada. Encontra-se, agora, a apresentacao de
homotetia para ampliacao, redugao e inversao.

No geral, os exercicios sao bem elaborados e com boa diversidade.

3.3.3 Matematica[30]

Esta colegao fez parte do PNLEM de 2006 ¢ ainda ¢ usada como referéncia por
alguns professores da rede estadual de ensino.

O tnico capitulo que podemos encontrar algo relacionado com transformacoes
geométricas é o de “Nocgoes de geometria plana”, encontrado no livro elaborado
para o 12 ano do ensino médio.

Nao foi encontrado nada sobre isometrias em nenhum dos trés livros.

3.3.4 Matematica - Volume Unico[31]

Este livro fez parte do PNLEM de 2009.

Uma vantagem deste tipo de livro é a de se adaptar facilmente aos mais va-
riados curriculos e planos de aulas, por ser volume tnico. Por outro lado, traz
a desvantagem de se ter uma obra completa para ser utilizada, no maximo, um
terco de seu conteudo.
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Quanto as geometrias das transformacoes, apenas o capitulo que fala sobre
“Semelhanca de figuras planas” pode ser relacionado ao tema de estudo. Mesmo
neste capituo, nao ha nenhuma referéncia ao tema do trabalho, nem a ampliacoes
ou redugoes. Apresenta somente trés exemplos o capitulo termina.

3.3.5 Matematica - Paiva[32]

Esta colecao faz parte do PNLEM em vigor.

A diferenca basica entre esta obra e a anterior, deste mesmo autor, é que o
anterior era distribuido em volume tnico. Alguns assuntos foram acrescentados,
temas foram redistribuidos nos volumes, ao contrario do anterior que nao havia
esta preocupacao.

Nao foram encontrados assuntos relacionados com isometrias.

3.3.6 Conexdes com a Matematica[33]

Esta colecao também fazia parte do acervo para escolha do PNLEM em vigor.
O que podemos dizer sobre esta obra é que a mesma acompanha bem de perto o
disposto no curriculo do estado de Sao Paulo. Seus contetidos sao bem divididos
e bem dispostos no volume.
Com relagao as geometrias das transformacoes, esta obra também nao o apre-
senta.
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4 Propostas de Atividades

Com base nos dados encontrados nos Parametros Curriculares Nacionais e no
Curriculo do Estado de Sao Paulo, apresentaremos neste capitulo, propostas de
atividades para as séries/anos do ensino fundamental II e para o ensino médio.

4.1 Atividades para o 3° Ciclo

De acordo com os documentos anteriormente citados, nas 5* série/6° ano e 6*
série/7° ano do ensino fundamental, os contetidos a serem trabalhados sobre
transformagoes geométricas sao: simetrias (axiais e de rotacao), homotetiais (am-
pliacdo e redugao) e isometrias (reflexao, translagao e rotacgao).

4.1.1 Atividades de Introducao para o Conceito de Simetria

e Quando uma figura é dividida por uma reta, chamada de eixo de sime-
tria, em duas partes geometricamente iguais, dizemos que esta figura tem
simetria axial.

e Quando uma figura é rotacionada, com amplitude inferior a 360°, em torno

de um ponto localizado internamente a mesma, se a figura obtida coincidir
com a figura original, dizemos que esta figura tem simetria de rotagao.

1. Dobre uma folha de sulfite duas vezes e corte conforme apresentado abaixo.
Abra a folha e verifique. O que podemos dizer sobre a figura obtida?

Dobrar

Cortar
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2. Dobre novamente uma folha de sulfite duas vezes, conforme atividade an-
terior, e, com apenas um corte, tente obter uma das figuras abaixo.

3. Dadas as figuras abaixo, faca a simetria axial com relagao aos seus respec-
tivos eixos de reflexao.

4. Dadas as figuras abaixo, pinte as figuras que possuem simetria de rotacgao.
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5. No dia a dia também encontramos figuras simétricas. Classifique as figuras
abaixo como simetria axial ou simetria de rotacao.
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4.1.2 Atividades de Introducao para o Conceito de Homotetia

As homotetias a serem trabalhadas nesta etapa do ensino sa@o as ampliagoes e
reducoes.

1. Com o uso de uma régua, ligue os pontos em ordem alfabética.

a) Quais as diferengas entre as figuras 2 e 3 encontradas e a figura 17
b) Qual a relagao entre a figura 2 e a figura 17

c) E entre a figura 3 e a figura 17

d) Verificando agora os angulos das trés figuras, o que podemos dizer
sobre eles?

2. Qual a figura semelhante a figura A? Qual ¢ a relacao entre elas?

3. Construa, no papel quadriculado, uma ampliagao e uma reducao da figura
dada. Pinte as figuras obtidas.
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4.1.3 Atividades de Introducao para o Conceito de Isometria

[sometrias sao transformacoes geométricas que conservam todas as medidas da
figura movimentada. Sao elas: reflexao, translacao e rotacao.

1. Observe as figuras abaixo. As figuras na cor verde sao as originais que
foram movimentadas. Qual a transformacao de cada uma delas?

d/] 4L - 4
AT v
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2. Dadas as figuras abaixo, faca o que se pede para cada uma delas.

°)

2 N y

b)

)>1i\

i 5

a) Faca a translacao da figura para a direita, sendo que cada ponto novo
esteja a uma distancia de 6 unidades de seu ponto original.

b) Faca a rotagdo da figura com angulo de 90°, no sentido anti-horario,
em torno do ponto O. (Dica: utilize o ponto A; como ponto de referéncia)
c) Faca a reflexdo da figura em relagao ao eixo de simetria r

4.2 Atividades para o 4° Ciclo

Os contetdos apresentados no ciclo anterior também tem destaque nas 72 série/8°
ano e 8% série/9? ano do ensino fundamental, de acordo com os curriculos estu-
dados. As homotetiais (ampliacao e redugao) e isometrias (reflexdo, translagao
e rotagdo), neste estigio, devem ser aprofundados.

4.2.1 Isometrias e Homotetias

1. Dado A, o centro da homotetia, faca o que se pede para cada figura:
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a) ampliacdo da figura com razao r = 2
b) reducao da figura com razao r = %
¢) inversao da figura com razao r = —1

2. Determine, em cada caso, se as figuras sao congruentes ou semelhantes e
indique o tipo de transformagao geométrica encontrada. (Obs.: As figuras
originais sao as verdes)

a) b)
L ]
[ ]
c) d)
e) f) .
*

4.3 Atividades para Ensino Médio

Poucas sao as referéncias sobre transformacoes geométricas nos documentos cur-
riculares para o ensino médio, no entanto, espera-se que haja um aprofundamento
dos assuntos, que o olhar para estes contelidos seja direcionado, agora, para novas
analises, quantificacoes, previsoes e identificacao de desvios.

4.3.1 Transformacoes Geométricas e os Graficos das Funcoes

O uso de transformagoes geométricas no plano pode auxiliar na construcao de
graficos de fungoes.
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4.3 Atividades para Ensino Médio

Sendo conhecidos um conjunto de graficos simples e aplicando conhecimentos
de transformagoes geométricas do plano, podemos obter diversos outros graficos
derivados destes. Também podemos identificar caracteristicas que os mesmos
apresentem em comum.

Antes de iniciarmos com a sugestao das atividades, apresentaremos algumas
consideracoes importantes para o estudo de funcoes com o uso de transformacoes
geométricas.

1. Dada uma funcao f(x) qualquer, se substituirmos a variavel x por —x tere-
mos como resultado uma fungao g(—x) tal que seu gréfico serd uma reflexao
vertical do grafico de f(x) com relagao ao eixo y.

Figura 4.1: Reflexao vertical

2. Dada uma funcao f(x) qualquer, se multiplicarmos esta funcao por —1,
teremos como resultado uma fungao g(x) = —f(x) tal que seu grafico serd
uma reflexdo horizontal do grafico de f(x) com relagao ao eixo x .
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4 Propostas de Atividades

f(x)

g(x)

Figura 4.2: Reflexao horizontal

3. Dada uma funcao f(x) qualquer, se substituirmos x por (x + k) , com
k € R, teremos como resultado uma fungao g(x) tal que seu grafico serd
uma translacao horizontal do grafico de f(x). O deslocamento sera de k
unidades para direita se (x — k) e k unidades para a esquerda se (x + k).

f(x)

-24

Figura 4.3: Translacao horizontal

4. Dada uma funcao f(x) qualquer, se substituirmos f(x) por f(x) & k, com
k € R, teremos como resultado uma fungao g(x) = f(x) £ k tal que seu
grafico sera uma translagao vertical do gréfico de f(x). O deslocamento serd
de k unidades para cima se f(x) + k e k unidades para baixo se f(x) — k.
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4.3 Atividades para Ensino Médio

h(x)

Figura 4.4: Translagao vertical

4.3.1.1 Atividades de Funcoes

1. Dadas as fungoes f(x) = x, g(x) = x + 2 e h(x) = x — 3 representadas no
grafico abaixo, pedem-se:

) =x+2

fix) = x hix)=x-3

-3

61



4 Propostas de Atividades
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a) A partir de f(x) = x, que conclusoes pode-se tirar de g(x) e h(x)?

b) Transladando-se f(x) verticalmente 5 unidades para cima e horizontal-
mente uma unidade para a direita, como ficarao os graficos destas novas
fungoes? E quais serao estas novas fungoes?

¢) Como podemos obter a fungao k(x) = 2x + 3 a partir da fungao f(x)?
Construa o grafico desta funcao.

d) Qual a func@o que representa a reflexdo de m(x) = 2x + 6 em relagao
ao eixo x? E ao eixo y? Como sao os graficos destas funcoes?

2. Dado o grafico de f(x) = sen(x) abaixo, determine o que se pede:

a) O que acontece quando transformamos a fungao f(x) em fi(x) =
sen(x) + 2?7 Esboce o gréfico da funcao f;(x).

b) E em fy(x) = sen(x + 2)7 Esboce o gréfico da fungao fy(x).

c) E em f3(x) = 2sen(x)? Esboce o grafico da funcao f3(x).

d) Com base nos itens anteriores, esboce o grafico da funcao fy(x) =
3.sen(x + 1) + 1 e indique as transformacoes ocorridas.

3. Dada a funcao do 29 grau f(x) = x> + 2x — 1 determine o que se pede:



4.3 Atividades para Ensino Médio

f(x) =x2+2x-1

a) Translade f(x) verticalmente 4 unidades para cima e indique a nova
fungao.

b) Translade f(x) verticalmente 2 unidades para baixo e indique a nova
funcao.

c¢) Translade f(x) horizontalmente 5 unidades para a direita e indique a
nova funcao.

d) Translade f(x) horizontalmente 3 unidades para a direita e indique a
nova funcao.

e) Translade f(x) horizontalmente 4 unidades para a direita e vertical-
mente 2 unidades para cima e indique a nova funcao.

f) Faga a reflexdo de f(x) em relac¢do ao eixo x e indique a nova funcao.
g) Faga a reflexdo de f(x) em relagdo ao eixo y e indique a nova funcao.
h) Translade a func¢ao do item f) em 2 unidades para cima e 2 unidades
para a direita e indique a nova funcao.

4.3.2 Transformacoes Geométricas e a Geometria Analitica

As transformacgoes geométricas também podem ser estudadas aliadas aos concei-
tos de geometria analitica.

Os conceitos de ponto e reta, distancia entre dois pontos, distancia entre ponto
e reta, distancia entre retas, ponto médio, podem ser usados para resolver proble-
mas relacionados ao assunto da pesquisa, conforme mostraremos nesta subsecao.

4.3.2.1 Atividades de Geometria Analitica

1. Sabendo que os poligonos ABCD e A;B;C;D; sao congruentes, prove que
A1B1C{D; pode ser obtido pela translacao de ABCD.
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4 Propostas de Atividades
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2. Verifique se os triangulos ABC e A;B;C; sao congruentes e, caso sejam,
determine o tipo de transformacao geométrica que os relacionam. Prove
suas respostas.
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4.3 Atividades para Ensino Médio

s

3. Prove que os triangulos ABC e A1B;C; sao congruentes e que o triangulo
A1B1C; pode ser obtido pela rotacao do triangulo ABC em torno do ponto

0.

o Cy
74 ®
6- » B,
54
4 €
3-
2+ ) A1
A B
1-
0
-1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13
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5 Consideracoes Finais

Seguimos, em nossa pesquisa, um percurso, passando, inicialmente, por uma
breve histéria da Geometria, englobando o tema de estudo. Em seguida foram
apresentadas teorias matematicas das geometrias das transformacoes mais co-
muns. Dando sequéncia, foram pesquisados os documentos curriculares oficiais
vigentes para o Estado de Sao Paulo e, neles, localizados os temas referentes
transformagoes geométricas para cada série/ano da educagao basica. Para com-
plementar os dados da pesquisa, acrescentamos um estudo sobre algumas colecoes
de livros didaticos fornecidos gratuitamente pelo governo federal aos alunos. Es-
tes livros tiveram uma grande importancia para o trabalho pois, a partir deles,
tivemos a oportunidade de verificar como e com qual intensidade o assunto de
transformacoes chegam a sala de aula.

Concluimos, com base nos dados encontrados, que o objeto de estudo tem
destaque nos parametros curriculares nacionais e nos curriculos do estado de
Sao Paulo, desde o inicio da educagao bésica (ensino fundamental I) até o final
(ensino médio). Em cada etapa aparece de uma forma diferente, sendo que ha
indicacoes de que estes assuntos sejam aprofundados gradativamente conforme se
avangam nos anos de estudo. Para o ensino fundamental sugerem-se que sejam
trabalhados as transformacoes em conjunto com construcoes e com nogoes de
congruéncias e semelhancas. Para o ensino médio sao esperadas andlises criticas
sobre o assunto.

Ao contrario dos documentos oficiais, os livros didaticos, abordados na pes-
quisa, trazem pouco contetido de transformacoes geométricas, com excessao de
uma colecao de ensino fundamental II.

Mabuchi[9], em 2000, apresentou em sua pesquisa as transformagoes geométricas
como “um conteido ainda nao incorporado as praticas escolares”. Hoje, treze
anos depois, este tema ainda tem pouca incidéncia na educagao, de acordo com
as obras verificadas.

Concluido o trabalho, apresentamos varias atividades para os diversas séries/anos
da educacao basica. Para o ensino fundametal II nao hé nada de novo, todos
os exercicios sao, de alguma forma, conhecidos. Foram incluidos nesta pesquisa
por nao terem sido encontrados nos livros didaticos. Para o ensino médio, su-
gerimos que as transformacoes geométricas sejam trabalhadas em conjunto com
fungoes, que, de acordo com o curriculo do estado de Sao Paulo, estao inseri-
das, por partes, nos trés anos do ensino médio. Nos PCN’s nao existem mengao
de que as geometrias das transformagcoes sejam ensinadas em conjunto com as
fungoes mas no curriculo do estado de Sao Paulo existe uma referéncia a esta
pratica. Também incluimos atividades para que este tema seja trabalhado em
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5 Consideragoes Finais

conjunto com a geometria analitica, mais precisamente, quando do ensino de
ponto e reta, distancias entre pontos e entre ponto e reta, ponto médio e temas
correlacionados.
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A Grades Curriculares

Anexo 1

Uma organizacao dos temas e suas unidades por séries do ensino médio, proposta

no PCN.[15, p. 12§]

12 série

2° série

3? série

1. Nocgdo de funcao;
funcoes analiticas e

grafica; seqiiéncias
numéricas; funcdo
exponencial ou
logaritmica.

1. Trigonometria do
triangulo retangulo.

nao-analiticas: anéalise

. Fungdes seno, cosseno

e tangente.

. Trigonometria do

tridngulo qualquer e da
primeira volta.

1. Taxas de variacao de
grandezas.

2. Geometria plana:
semelhanca e
congruéncia;
representacoes de
figuras.

. Geometria espacial:

poliedros; sdlidos
redondos; propriedades
relativas a posicéo;
inscricao e
circunscricdo de
solidos.

. Métrica: areas e

volumes; estimativas.

2. Geometria analitica:
representacdes no
plano cartesiano e
equacdes; interseccdo
e posicOes relativas de
figuras.

3. Estatistica: descrigdo de

. Estatistica: analise de

3. Probabilidade.

dados; representagoes dados.
graficas. . Contagem.
Anexo 2

Conteudos de matemaética por série e bimestre do Ensino Fundamental - Ciclo

I1. [18, p. 52 a 55]
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A Grades Curriculares

1° Bimestre

Numeros

naturais

¢ Mdltiplos e
divisores.

¢ Numeros
primos.

s Operacdes
bésicas
(+,—x =)

¢ Introducio as
poténcias.

Fracdes

¢ Representacao.

¢ Comparacao
e ordenacao.

s Operacdes.

72 Série 8° Série

Sistemas de nu-
meracao
s Sisternas de

numeracao na
Antigtiidade.

+ O sistema
posicional
decimal.

Numeros
negativos
* Representacgao.

* Operacges.

Nuameros
racionais

¢ Representacao
fracionaria e
decimal.

s Operacoes
com decimais
e fracoes
(complementos).

NlUmeros
racionais

+ Transformacao
de decimais
finitos em
fracoes.

* Dizimas
periodicas e
fracao geratriz.

Potenciacao

s Propriedades
para expoentes
inteiros.

* Problemas de
contagem.

Numeros reais
* Conjuntos
nuUMericos.

* Nldmeros
irracionais.

* Potenciacao e
radiciacido em R.

* Notacao
cientifica.
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|| osérie | 6°Série | 7°Série | 8 Série

2° Bimestre

Numeros decimais

¢ Representacao.

« Transformacao em
fracao decimal.

* Operacdes.

Sistemas
de medida

¢ Medidas de
comprimento,
massa e
capacidade.

* Sistema métrico
decimal: multiplos
e submaltiplos da
unidade.

Geometria

¢ Angulos.

Poligonos.
Circunferéncia.
Simetrias.

Construcoes
geométricas.

Poliedros.

Expressoes Algebra
algébricas » Equa(;[‘)eg do 2°
* Equivaléncias e grau: resolucao
transformacoes. e problemas.
* Produtos notaveis.
Funcoes

* Fatoracao

algébrica. * Nocoes bésicas

sobre funcao.

* Ajdéia de
variacao.

* Construcao de
tabelas e graficos
para representar
funcoes de
1? e 2° graus.

I0)



A Grades Curriculares

| 5série | 6°Série | 7°Série | 8 Série

Formas
geomeétricas

* Formas planas.
s Formas espaciais.

Perimetro e area

Unidades
de medida.

Perimetro de uma
figura plana.

3° Bimestre

Calculo de area
por composicao e
decompaosicao.

Problemas
envolvendo rea
e perimetro de
figuras planas.

Proporcionalidade

* Variacdo de
grandezas
diretamente au
inversamente
proporcionais.

» Conceito de razao.

* Porcentagem.

¢ Razdes constantes
na geometria: Pi.

* Construcao
de graficos de
setores.

* Problemas
envolvendo
probabilidade.

Equacdes

¢ Resolucdo de
equacoes de 1°
grau.

¢ Sistemnas de
equacoes e
resolucao de
problemas.

* |nequacdes do
1° grau.

Graficos

¢ Coordenadas:
localizacdo de
pontos no plano
cartesiano.

Proporcionalidade

na geometria

e O conceito de
semelhanca.

* Semelhanca
de triangulos.

s Razodes
trigonomeétricas.

|| 5°série | 6'Série | 7°Série | 8 Série

Estatistica

s |eiturae
construcao de
graficos e tabelas.

* Meédia aritmética.

* Problemas de
contagem.

4° Bimestre
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Algebra

+ Uso de letras
para representar
um valor
desconhecido.

» Conceito
de equagao.

* Resolucao
de equagoes.

s Equaches e
problemas.

Geometria

* Teorema de Tales.

* Teorema
de Pitdgoras.

« Area de poligonos.

s Volume do prisma.

Corpos redondos

¢« O numero TT;
a circunferéndia,
o circulo e suas
partes; area do
circulo.

s Volume e rea
do cilindro.

Probabilidade

¢ Problemas de
contagem e
introducao a
probabilidade.



Anexo 3

Conteudos de matemética por série e bimestre do Ensino Médio. [18, p. 56 a 59|

Numeros e seqiiéncias Trigonometria Geometria analitica
» Conjuntos numéricos. * Fendmenos periddicos. * Pontos: distancia, ponto
médio e alinhamento de
* Regularidades numéricas: | * Funges trigonométricas. trés pontos.
sequéncias.
¢ Equaces e inequacoes. * Reta: equacao e estudo
* Progressdes aritméticas e dos coeficientes;
progressGes geométricas. | * Adicao de arcos. problemas lineares.

* Ponto e reta: distancia.

1° Bimestre

» Circunferéncia: equacao.

+ Reta e circunferéncia:
posicoes relativas.

* Conicas: nogoes
e aplicagoes.

|| t'série | 2°Série | 3°Série

Funcgoes Matrizes, determinantes | Equacgodes algébricas
¢ Relacao entre duas e sistemas lineares e numeros complexos
grandezas. * Matrizes: significado * Equactes polinomiais.
- el e como tabelas,
d(0D0F§I0n8 ! adles. caracteristicas « Numeros complexos:
ireta, inversa, direta com -
: g e operacoes. Operacoes e

0 quadrado. representacao geométrica.

* A nocao de determinante
de uma matriz quadrada. |* Propriedades das rafzes de

uma equacao polinomial.

Funcao de 1° grau.

2° Bimestre
[ ]

Funcao de 2° grau. * Resolucao e discussao

de sistemas lineares: * Relacbes de Girard.
escalonamento.
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A Grades Curriculares

3° Bimestre

Funcdes exponencial
e logaritmica

* Crescimento exponencial.

* Funcao exponencial:
equagdes e inequagdes.

* Logaritmos: definicao
e propriedades.

* Funcao logaritmica:
equagoes e inequagoes.

Analise combinatéria
e probabilidade

+ Raciocinio combinatdrio:
principios multiplicativo
e aditivo.

* Probabilidade simples.

* (Casos de agrupamentos:
arranjos, combinagdes e
permutacdes.

* Probabilidade da reuniao
efou da interseccao
de eventos.

* Probabilidade condicional.

* Distribuicao binomial
de probabilidades: o
triangulo de Pascal e 0
Bindmio de Newton.

Estudo das funcoes

* Qualidades das funcdes.

* Graficos: fungdes
trigonomeétricas,
exponencial, logaritmica
e polinamiais.

» Graficos: analise de sinal,
crescimento e taxa de
variacao.

* Composicao: translagoes
e reflexdes.

* [nversao.

4° Bimestre
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Geometria-
Trigonometria

* Razbes trigonométricas
nos tridngulos retangulos.

Poligonos regulares:
INsCricao, circunscricao
e pavimentaco de
superficies.

Resolucao de triangulos
nao retangulos: lei dos
senos e lei dos co-senos.

Geometria métrica

espacial

* Elementos de geometria
de posicao.

» Poliedros, prismas
e pirdmides.

» Cilindros, cones e esferas.

Estatistica

» Graficos estatisticos:
célculo e interpretagao
de indices estatisticos.

* Medidas de tendéncia
central: média, mediana
e moda.

s Medidas de dispersao:
desvio médio e desvio
padrao.

* Elementos de
amostragem.



Anexo 4

Quadro de conteidos e habilidades de matemética, 5%série/6°ano do Ensino
Fundamental [20, p. 57 e 58]

1?2 Bimestre

£
£
R

52 série/62 ano do Ensino Fundamental

Numeros

Nmeros naturais
s Multiplos e divisores

» Numeros primas
» Operagdes basicas (+, —, ., <)

 Introdugao as poténcias

Fracdes
+ Reprasentacao

s Comparagdo e ordenacio

* Operacoes

Numeros/Relagdes

Mumeros decimais
* Reprasentacao

» Transformacao em fracao decimal

* Operacoes

Sisternas de medida

+ Medidas de comprimanto, massa e
capacidade

+ Sisterna métrico decimal: maltiplos e
submultiplos da unidade

| Conteudos | Habilidades

Compreender as principais caracteristicas
do sistema decimal: significado da
base e do valor posicional

Conhecer as caracteristicas e propriedades
dos numeros naturais: significado dos
nameros primos, de multiplos e de divisores

Saber realizar operactes com ndmeros
naturais de modo significative (adicao,
subtracao, multiplicacao, divisao,
potendiacaa)

Compreander o significado das fracdes na
represantacao de medidas nao inteiras e da
equivaléncia de fragbes

Saber realizar as operagdes de adicao e
subtracao de fragdes de modo significativo

Compreendear o uso da notagao decimal para
representar quantidades nao inteiras, bem
como a ideia de valor posicional

Saber realizar e compreender o significado
das operaghes de adicao e subtracao de
numeros decimais

Saber transformar fragbes em ndmeros
decimais  vice-versa

Saber realizar medidas usando padrdes
e unidades ndo convencionais; conhecer
diversos sistemas de medidas

Conhecer as principais caracteristicas do
sistema métrico decimal: unidades de
medida (comprimento, massa, capacidade) e
transfarmagtes de unidades
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A Grades Curriculares

52 série/62 ano do Ensino Fundamental
| Comeidos | Habiidades

Geometria/Relagdes » Saber identificar e classificar formas
planas e espaciais em contextos concretos
; e por meio de suas representacoes em
Formas geometricas desenhos e em malhas
* Formas planas
» Saber planificar figuras espaciais e
* Formas espaciais identificar figuras espaciais a partir de
2 suas planificagbes
g Perimetro e area s Compreender a nogao de drea e
= i ) perimatro de uma figura, sabendo
@ | * Unidades de medida calcula-los por meio de recursos de
_ contagem e de decompaosicao de figuras
» Perimatro de uma figura plana
) + Compreender a ideia de simatria,
* Calculo de area por composicao e sabendo reconhecé-la em construcdes
decomposicao geométricas e artisticas, bem como
* Problemas envolvendo Zrea e perimetro gg‘_ﬁiﬁaﬂ; EOISIHGEES CEOM (o
de figuras planas
Nameros/Relagdes « Compreender informactes transmitidas
am tabelas e graficos
Estatistica « Saber construir graficos elementares
e Leitura e construcao de graficos e tabelas |  (barras, linhas, pontos) utilizando escala
adequada
@ * Media aritmética ) I
= s Saber calcular, interpretar e utilizar
g + Problemas de contagem informacaes relacionadas as medidas
= de tendéncia central (média, mediana,
& moda)
+ Saber utilizar diagramas de arvore para
resclver problemas simples de contagem
* Compreender a ideia do principio
multiplicativo de contagem
Anexo 5

Quadro de conteidos e habilidades de matemética, 6%série/7°ano do Ensino

Fundamental [20, p. 59 e 60]
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62 serie/72 ano do Ensino Fundamental

| Comeidos | Habiidades

12 Bimestre

22 Bimestre

Mameros

Sistemas de numeracao

« Sistemas de numeracao na
Antiguidade

» (O sistema posicional decimal

MNurmeros negativos
+ Representacao
« Operacoes

Mimeros racionais
# Representacao fracionaria e decimal

» Operagoes com decimais e fragbes
(complermentos)

Geometria

Geometria

+ Angulos

= Poligonos

» Circunferéncia

* Simetrias

+ Construgbes geométricas
» Poliedros

Compreender o funcionamento de sistemas
decimais e ndo decimais de numeracio e
realizar calculos simples com poténcias

Compreender a relacao entre uma fragao

e a representacao decimal de um namero,
sabendo realizar de moedo significativo as
operagdes de adigao, subtracio, multiplicagao
e divisao com decimais

Saber realizar operagdes de adicao,
subtracao, multiplicagao e divisao de
fracdes, compreendendo o significado das
operacbes realizadas

Compreender o significado dos nimeros
negativos em situagdes concretas, bem
como das operagbes com negativos

Saber realizar de modo significativo as
operagdes de adicao, subtracao,
multiplicacao e divisao de nimeros negativos

Compreender a ideia de medida de um
angulo {em grau), sabendo operar com
medidas de angules e usar instrumentos
geométricos para construir e medir angulos

Compreender & identificar simetria axial e
de rotagao nas figuras geométricas e nos
objetos do dia a dia

Saber calcular a soma das medidas dos
angulos internos de um tridngulo e estender
tal calculo para poligonos de n lados

Saber aplicar os conhecimentos sobre a
soma das medidas dos angulos de um
tridngulo & de urmn poligono em situagdes
praticas

Saber identificar elementos de poliedros
e classificar os poliedros sequndo diversos
pontos de vista

Saber planificar e representar {em vistas)
figuras espaciais
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A Grades Curriculares

32 Bimestre

42 Bimestre

Relagdes

Proporcionalidade

« \fariacao de grandezas direta ou
inversamente proporcionais

» Conceito de razdo

« Porcentagem

» Rardes constantes na Geometria:
» Construcao de graficos de setores

« Problemas envolvendo probabilidade

Nameros

Algebra

» Uso de |letras para representar um valor
desconhecido

« Conceito de equacao
» Resolucao de equagdes

« Fquacdes e problemas

Anexo 6

62 serie/72 ano do Ensino Fundamental

| Comeidos | Habiidades

Saber reconhecer situagdes que envolvem
proporcicnalidade em diferentes
contextos, compreendendo a ideia

de grandezas direta e inversamente
proporcionais

Saber resclver problemas variados,
envolvendo grandezas direta e
inversamente proporcionais

Reconhecer e saber utilizar o conceito
de razao em diversos contextos
{proporcionalidade, escala, velocidade,
porcentagem etc.), bem como na
construgao de graficos de setores

Conhecer o significado do nimero
COMO uma razao constante da Geometria,
sabendo utiliza-lo para realizar calculos
simples envolvendo o comprimento da
drcunferéncia ou de suas partes

Saber resolver problemas simples
envolvendo a ideia de probabilidade
{porcentagem que representa
possibilidades de ocorréncia)

Compreender o uso de letras para
representar valores desconhecidos, em
particular, no uso de farmulas

Saber fazer a transposicao entre a
linguagem corrente e a linguagem
algébrica

Compreender o conceito de equagde a
partir da ideia de equival®ncia, sabendo
caracterizar cada equacao como uma
pergunta

Saber traduzir problemas expressos na
linguagem corrente em equacbes

Conhecer alguns procedimentos para a
resolucao de uma equacao: equivaléncia
£ Operacac inversa

Quadro de conteidos e habilidades de matemética, 7%série/8°ano do Ensino
Fundamental [20, p. 61 e 62]
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72 série/8? ano do Ensino Fundamental
| Conteidos | Habildades

Mumeros « Compreender a ideia de namero
racional em sua relacdo com as fracbes
: y _ e as razoes
Mumeros racionais
» Transformacdo de decimais finitos em * Conhecer as condicdes que fazem com
fracao que uma razdo entre inteiros possa se
expressar por meio de dizimas periddicas,
E s [Dizimas periddicas e fragio geratriz saber calcular a geratriz de uma dizima
E « Compreender a utilidade do uso da
= T linguagem das poténcias para
i PO representar nimeros muito grandes
* Propriedades para expoentes inteiros 2 muito pequenos
= Problemas de contagem » Conhecer as propriedades das poténcias
e saber realizar de modo significativo
as operagtes com poténcias (expoentes
inteiros)
Mumeros/Relacdes * Realizar operacdes simples com
mondmios e polindmios
Expressoes algébricas » Relacionar as linguagens algébrica e
= Equivaléncias e transformacoes geométrica, sabendo traduzir uma delas
na outra, particularmente no caso dos
= Produtos notaveis produtos notaveis
@ « Fatoracao algébrica » Saber atribuir significado a fatoracao
E algébrica e como utiliza-la na resolucao
= de equacdes e em outros contextos
[
A « Compreender o significado de expressoes

envolvendo numeros naturais por meio
de sua representacao simbdlica e de seu
significado geométrico (2n & um numero
par, 2n + 1 & um ndmerc [mpar, a soma
dos n primeiros ndmeros naturais &
nin+ 1)

5 atc)




A Grades Curriculares

72 serie/82 ano do Ensino Fundamental
| Conteidos | Habildades

Nameros/Relagbes » Compreender situagdes-problema que
envolvern proporcionalidads, sabendo
representa-las por meio de equagdes ou

Equacoes inequacdes

» Resolucao de equagdes de 12 grau

# Saber expressar de modo significativo

» Sistemas de equagdes & resolucao de a solucdo de equacdes e inequacgbes

problemas de 12 grau

* Inequacdes de 12 grau » Saber explorar problemas simples de

o matematica discreta, buscando solugdes

= inteiras de equacdes lineares com duas

£ Graficos incagnitas

E |

[==] = 5

2 . CDDrdenada_s. localizacao de pontos no S i S R

plano cartesiano i :
equactes e duas incdgnitas pelos
métodos da adicao e da substituicao,
sabendo escolher de forma critericsa o
caminho mais adequado em cada situacio
« Compreender e usar o plano cartesiano

para a representacao de pares ordenados,
bem como para a representacao das
solugdes de um sistema de equacdes
lineares

Geometria » Reconhecer e aplicar o teorema de Tales
como uma forma de ocorréncia da ideia

; de proporcionalidade, na solucao de

e pmﬁlefnas em diferentes contextos

« Teorema de Tales

» Compreender o significado do teorema
E « Tecrema de Pitdgoras de Pitagoras, utilizando-o na solugao de
H problemas em diferentes contextos
E « Areade poligonos
- s Calcular areas de poligonos de diferentes
%« Volume do prisma tipos, com destague para os poligonos
regulares
» Saber identificar prismas em diferentes
contextos, bem como saber construi-los
e calcular seus volumes
Anexo 7

Quadro de conteidos e habilidades de matemética, 8%série/9°ano do Ensino
Fundamental [20, p. 63 e 64]
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82 série/9? ano do Ensino Fundamental
| Conteidos | Habiidades

19 Bimestre

29 Bimestre

MNameros

Marmeros reais
« Conjuntos numericos

« Niameros irracionais
+ Potenciacdo e radiciacio em R

« Motacao cientifica

Numeros/Relagdes

Algebra

s Equacoes de 2@ grau: resolugio e
problemas

Funcoes
+« Mocdes basicas sobre funcao

+ Ajdeia de variacao

+ Construgao de tabelas e graficos para
representar funcées de 12 e de 29 graus

Compreender a necessidade das
sucessivas ampliagdes dos conjuntos
numeéricos, culminando com os ndrmeros
iracicnais

Saber representar os ndmeros reais na
reta numerada

Incorparar a ideia basica de que os
nirmeros irracionais somente podem ser
utilizados em contextos praticos por meio
de suas aproximacdes racionais, sabendo
calcular a aproximacio racional de um
namero irracional

Saber realizar de modo significativo as
operagoes de radiciacido e de potenciacao
Com NUMeros reais

Compreender o significado e saber
utilizar a notacao cientffica na
representacao de nimeros muito
grandes ou muitos peguencs

Compreender a resolucao de equacdes
de 22 grau & saber utilizé-las em
contextos praticos

Compreendsr a nocao de funcao como
relacdo de interdepend&ncia entre
grandezas

Saber expressar e utilizar em contextos
praticos as relagbes de proporcionalidade
direta entre duas grandezas por meio de
fungoes de 12 grau

Saber expressar e utilizar em contextos
praticos as relacdes de proporcionalidade
direta entre uma grandeza e o quadrado de
outra por meio de uma funcao de 2@ grau

Saber construir graficos de funcdes de
12 e de 2= graus por meio de tabelas e
da comparacao com os graficos das
funchesy=xey=»
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A Grades Curriculares

32 Bimestre

g
:
2

82 serie/9?2 ano do Ensino Fundamental

| comeidos | rabiidades

Geometria/Relagdes

Proporcionalidade na Geometria
« O conceito de semelhanca

« Semelhanca de tridngulos

« Razdes trigonométricas

Geometria/Nameros

Corpos redondos

¢ O numero w; a circunferéncia, o circulo e
suas partes; area do circulo

¢ olurme e drea do dlindro

Probabilidade

» Problemas de contagem e introdugao
4 probabilidade

Anexo 8

» Saber reconhecer a semelhanca entre
figuras planas, a partir da igualdade
das medidas dos angulos e da
proporcionalidade entre as medidas
lineares comespondentss

s Saber identificar triangulos semelhantes &
resolver situacfes-problema envolvendo
semelhanca de tridngulos

» Compreender e saber aplicar as relagbes
rmétricas dos tridngulos retdngulos,
particularmente o teorema de Pitagoras,
na resolucdo de problemas em diferentes
contextos

» Compreender o significado das razdes
trigonométricas fundamentais (seno,
cosseno e tangente) e saber utilizd-las para
resolver problemas em diferentes contextos

« Conhecer a circunferéncia,
seus principais elementos, suas
caracteristicas e suas partes

« Compreender o significado do & como
uma razao e sua utilizacdo no calculo do
perimetro e da drea da circunferéncia

« Saber calcular de modo compreensivo a
area e o volume de um cilindro

¢ Saber resolver problemas envolvendo
processos de contagem — principio
multiplicativo

¢ Saber resolver problemas que envalvam
ideias simples sobre probabilidade

Quadro de contetidos e habilidades de matemética, 1%série do Ensino Médio [20,
p. 65 e 66]
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12 série do Ensino Medio
Habilidades

| comeidos

1¢ Bimestre

2¢ Bimestre

Mameros

Mumeros e sequéncias
* (Conjuntos numéricos

* Regularidades numéricas: sequéncias

« Progressdes aritméticas e progressdes
gecmétricas

Relagdes
Funcoes
» Relaczo entre duas grandezas

» Proporcionalidades: direta, inversa, direta
com o quadradao

* Funcao de 12 grau

» Funcao de 22 grau

Saber reconhecer padrées e regularidades
em sequéncias numéricas ou de imagens,
exprassando-as matematicamente,
quando possivel

Conhecer as caracteristicas principais

das progresstes aritméticas — expressao
do termo geral, soma dos n primeiros
termos, entre outras —, sabendo aplica-las
emn diferentes contextos

Conhecer as caracteristicas principais das
progressdes geométricas — expressao

do terme geral, soma dos n primeiros
termos, entre outras —, sabendo aplica-las
em diferentes contextos

Compreender o significade da soma
dos termos de uma PG infinita (razao de
valor absoluto menor do que 1) e saber
calcular tal soma em alguns contextos,
fisicos cu geométricos

Saber reconhecer relacdes de
proporcionalidade direta, inversa,
direta com o quadrado, entre outras,
representando-as por meio de fungdes

Compreender a construcao do grafico de
functes de 12 grau, sabendo caracterizar
o crescimento, o decrescimento e a taxa
de variacao

Compreender a construcao do grafico de
fungdes de 22 grau como expressdes de
proporcionalidade entre uma grandeza

e 0 quadrado de outra, sabendo
caracterizar os intervalos de crescimento
e decrescimento, os sinais da funcao e
os valores extremos (pontos de

maximo ou de minimo)

Saber utilizar em diferentes contextos as
functes de 1@ e de 27 graus, explorando
especialmente problemas de maximos &
minimos
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A Grades Curriculares

12 série do Ensino Médio

| Comeidos | Habiidades

Relagdes » Conhecer a fungao exponencial e suas
propriedades relativas ao crescimento ou
decrescimento

Funcdes exponencial e logarftrmica

s Crescimento exponencial » Compreender o significado dos
logaritmos como expoentes convenientes
« Funcao exponencial: equagbes e para a representacac de nameros
W inequacées rmuito grandes ou muito pequenos, &m
= diferentes contextos
E « Logaritmos: definicao e propriedades
& » (Conhecer as principais propriedades dos
# * Funcao logaritmica: equacbes e logaritmos, bem como a representacao
inequactes da funcao logarftmica, como inversa da

funcao exponencial

« Saber resolver equacdes e inequaghes
simples, usando propriedades de
poténcias e logaritmos

« Saber usar de modo sistematico
relacties métricas fundamentais entre os

elementos de triangulos retangulos, em
Geometria-Trigonometria diferentes contextos

Geometria/Relagdes

« Rardes trigpnométricas nos triangulos e
» Conhecer algumas relagdes métricas

e fundamentais em triangulos nac
o+ Poligonos regulares: inscricao, retangulos, especialmente a Lei dos Senas
#  circunscricio e pavimentacdo de e a Lei dos Cossenos
@ 3
% e leics # Saber construir poligonos regulares
2  + Resolugdo de tridngulos ndo retangulos: e reconhecer suas propriedades
Lei dos Senos e Lei dos Cossenos fundamentais
» Saber aplicar a5 propriedades dos
poligonos regulares no problema da
pavimentacao de superficies
« Saber inscrever e circunscraver poligonos
regulares em circunferéncias dadas
Anexo 9

Quadro de contetidos e habilidades de matemética, 2%série do Ensino Médio [20,
p. 67 e 68|
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22 série do Ensino Méedio
| Comteidos | Habildades

19 Bimestre

2° Bimestre

Relagdes

Trigonometria
* Fendmenos periddicos

* Funcdes trigonomeétricas
# Eguagdes e inequacbes

« Adicao de arcos

Numeros/Relagdes

Matrizes, determinantes e sistemas lineares
* Matrizes: significado como tabelas,
caracteristicas e operagbes

* A nocao de determinante de uma matriz
quadrada

# Resolucao e discussao de sistemas
lineares: escalonamento

» Reconhecer a periodicidade presente em
alguns fenémenos naturais, associando-3
s fungdes trigonométricas basicas

» Conhecer as principais caracteristicas
das funcbes trigonométricas basicas
(especialmente o seno, 0 cossenc e a
tangente), sabendo construir seus graficos
e aplicd-las em diversos contextos

* Saber construir o grafico de fungdes
trigopnométricas como fix) = asen(bx) + ¢
a partir do grafico de y = senx,
compreendendo o significado das
transformacdes associadas aos
coeficientes a, bec

* Saber resolver equacdes e inequagdes
trigonométricas simples, compreendendo
o significado das soluges obtidas, em
diferentes contextos

« Compreender o significado das
matrizes e das operagdes entre elas
na representacac de tabelas e de
transformagdes geométricas no plano

« Saber expressar, por meio de matrizes,
situactes relativas a fenémenos flsicos ou
geométricos (imagens digitais, pixels etc)

« Saber resolver e discutir sistemas de
equacdes lineares pelo método de
escalonamento de matrizes

» Reconhecer situagbes-problema que
envolvam sistemas de equacdes lineares
(até a 42 ordem), sabendo equaciona-los
e resolvé-los

89



A Grades Curriculares

22 série do Ensino Meéedio

32 Bimestre

42 Bimestre

Nameros

Andlise combinatéria e probabilidade
» Principios multiplicativo e aditivo

¢ Probabilidade simples
» Arranjos, combinagdes e permutactes

» Probabilidade da reunido efou da
interseccao de eventos

« Probabilidade condicional

» Distribuicio binomial de probabilidades:

o tringulo de Pascal e o bindmio de
Newton

Geometria

Geometria métrica espacial

¢ Elementos de geometria de posicao
» Poliedros, prismas e piramides

« Cilindros, cones e esferas

= Compreender os raciocinios combinatdrios
aditivo e multiplicativo na resoluco de
situagdes-problema de contagem indireta do
numero de possibilidades de ocorréncia de
um evento

# Saber calcular probabilidades de eventos
em diferentes situacdes-problema,
recorrendo a raciocinios combinatérios
gerais, sem a necessidade de aplicacao de
formulas especificas

» Saber resolver problemas que envolvam
o calculo de probabilidades de eventos
simples repetidos, como os gque conduzem
30 bindmio de Newton

= Conhecer e saber utilizar as propriedades
simples do binémio de Newton e do
triangulo de Pascal

» Compreender os fatos fundamentais relativos
ao modo geométrico de organizacao
do conhedmento (conceitos primitivos,
definictes, postulados e teoremas)

# Saber identificar propriedades caracteristicas,
cabcular relactes métricas fundamentais
{comprimentos, areas e volumes) de solidos
como o prisma e o dlindro, utilizando-as em
diferentes contextos

= Saber identificar propriedades caractersticas,
caloular relacdes métricas fundamentais
{comprimentos, areas e volumes) de sélidos
Como a piramide e o cone, utilizando-as em
diferentes contextos

» Saber identificar propriedades
caracteristicas, calcular relactes métricas
fundamentais (comprimentos, dreas e
volumes) da esfera e de suas partes,
utilizando-as emn diferentes contextos

* Compreender as propriedades da esfera
e de suas partes, relacionando-as com os
significados dos fuseos, das latitudes e das
longitudes terrestres

Anexo 8

Quadro de contetidos e habilidades de matemética, 3%série do Ensino Médio [20,

p. 69 e 70]
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12 Bimestre

29 Bimestre

32 série do Ensino Médio
| Comteidos | Habildades

# Saber usar de modo sistemdtico sistemas

Geometria/Relacbes

Geometria analfitica

= Pontos: distancia, ponto médio e
alinhamento de trés pontos

« Reta: equacdo e estudo dos coeficientes;
problemas lineares

+ Ponto e reta: distancia
« Circunfer@ncia: equacio
* Reta e circunferéncia; posicoes relativas

* (Conicas: nogdes, equacoes, aplicactes

Nameros

Equagdes algébricas e nimeros complexos

s Equacdes polinomiais

« Numeros complexos: operagbes e
representacac geométrica

+ Teorema sobre as raizes de uma equacao
polinomial

+ Relactes de Girard

de coordenadas cartesianas para
representar pontos, figuras, relagdes,
equagoes

Saber reconhecer a equacao da reta,

o significado de seus coeficientes, as
condigtes que garantem o paralelismo e
a perpendicularidade enfre retas

Compreender a representacaoc de regides
do plano por meio de inequacdes lineares

Saber resolver problemas praticos
associados a equactes e inequagdes
lineares

Saber identificar as equagbes da
circunferéncia e das cfnicas na forma
reduzida e conhecer as propriedades
caracterfsticas das conicas

Compreender a histéria das equagdes,
com o deslocamento das atences das
férmulas para as analises qualitativas

Conhecer as relactes entre os
coeficientes e as raizes de uma equacaoc
algébrica

Saber reduzir a ordem de uma equacao a
partir do conhecimento de uma raiz

Saber expressar o significado dos
nimeros complexos por meio do plano
de Argand-Gauss

Compreender o significado geométrico
das operagdes com nimeros complexos,
associando-as a transformacdes no plano
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A Grades Curriculares

3¢ Bimestre

5
5

32 série do Ensino Méedio
| Conteidos | Habildades

Relagdes

Estudo das fungdes
« Qualidades das funcoes

« Graficos: fungdes trigonométricas,
exponencial, logaritimica e polinomiais

« Graficos: andlise de sinal, crescimento e
taxa de variacao

» Composicao: translactes e reflexdes

¢ |nversao

Nameros/Relagbes

Estatistica

* (Graficos estatisticos: calculo e
interpretacio de indices estatisticos

¢ hMedidas de tendéncia central: média,
mediana e moda

» Medidas de dispersao: desvio médio e
desvio padrao

* Elementos de amostragem

Saber usar de modo sistematico as
funcdes para caracterizar relagoes de
interdependéncia, reconhecendo as
funcoes de 1% e de 22 graus, seno,
cosseno, tangente, exponencial e
logaritmica, com suas propriedades
caracteristicas

Saber construir graficos de fungdes por
meio de transformaces em funcoes
mais simples (translacdes horizontais,
verticais, simetrias, inverstes)

Compreender o significado da taxa de
variacao unitdria (variagio de f{x) por
unidade a mais de x), utilizando-a para
caracterizar o crescimento, o decrescimento
e a concavidade de gréficos

Conhecer o significado, em diferentes
contextos, do crescimento e do
decrescimento exponencial, incluindo-se
05 que se expressam por meio de
funcoes de base &

Saber construir e interpretar tabelas e
graficos de frequéncias a partir de dados
obtidos em pesquisas por amostras
estatisticas

Saber calcular e interpretar medidas de
tendéncia central de uma distribuicio de
dados: média, mediana e moda

Saber calcular e interpretar medidas de
dispersao de uma distribuicao de dados:
desvio padrao

Saber analisar e interpretar indices
estatisticos de diferentes tipos

Reconhecer as caracteristicas de
conjuntos de dados distribuidos
normalmente; utilizar a curva normal em
estimativas pontuais e intervalares
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B Solucoes Esperadas para as
Atividades

4.3.1.1 Atividades de Funcoes

1. a)

e f(x), g(x) e h(x) sao paralelas, que prova-se igualando-se f(x) =
g(x) <= x =x+2 <= 0 =2, ou seja, f(x) e g(x) ndo possuem
ponto em comum, portanto paralelas. Demais casos podem-se ser
verificados analogamente.

e g(x)estd a esquerda (ou acima) de f(x) e h(x) estd a direita (ou
abaixo) de f(x).

e g(x) pode ser obtida transladando-se f(x) horizontalmente duas
unidades para a esquerda ou verticalmente duas unidades para
cima. Analogamente, h(x) pode ser obtida transladando-se f(x)
horizontalmente trés unidades para a direita ou verticalmente trés
unidades para baixo.

b) As novas fungoes serdo m(x) =x+5 e n(x) =x —2
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B Solugoes Esperadas para as Atividades

mix) =x+5

fix) = x

nfxy=x-2

¢) Rotacionando f(x) no sentido anti-horario e transladando-a 3 unidades
no sentido vertical para cima.

k(x) =2x +3

f(x) =x

d) m; = —2x — 6 reflexdo de m(x) em relacdo ao eixo x e my = —2x + 6
em relagao ao eixo y.
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m(x) =2x+6

m.](x) =:2x-6

24 m2(x) =-2x+6

. a) A funcdo f(x) é transladada 2 unidades na vertical para cima.

f1 (x) =sen(x) +2

7 s s 4 N 2 ] [) 1 2 3V 7 8 8 1o
1]

f(x) = sen(x)

b) A fungao f(x) é transladada 2 unidades na horizontal para esquerda.



B Solugoes Esperadas para as Atividades

f2(x) =sen(x +2)

L0 T W W R I PR b N T ) N ZA S ZS S N BRI N

f(x) = sen(x)

¢) A funcao f(x) tem sua amplitude aumentada para o dobro.

A funcao f(x) é tem sua amplitude aumentada para o

f3(x) = 2sen(x )

dobro. N

d) A fungao f(x) é transladada verticalmente em 4 unidades para cima,
horizontalmente 1 unidade para a esquerda e tem sua amplitude aumen-
tada para o triplo.
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f4(x) =3sen(x+1)+4

7 6 5 2 X ) 4 0 1 2 3 U 7 8 9 10
s

f(x) = sen(x)

3. a) Para transladar verticalmente 4 unidades para cima basta fazer
f'(x) = f(x) +4
f'ix)=(x*+2x—1)+4
f'(x) =x>+2x+3

64
f(x)=x2+2x+3

f(x) =x2+2x-1

b) Para transladar verticalmente 2 unidades para baixo basta fazer
f'(x) =f(x) —2

f'(x) = (x24+2x—1) —2

f'(x) =x2+2x — 3
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B Solugoes Esperadas para as Atividades

f(x) =x2+2x-1

f(x)=x2+2x-3

c) Para transladar horizontalmente 5 unidades para direita basta fazer
f'(x) = f(x —5)

f'(x) =(x—5)2+2(x—5)—1

f'(x) =x*—8x+ 14

f(x) = X2 - 8x + 14

f(x)=x2+2x-1
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d) Para transladar horizontalmente 3 unidades para esquerda basta fazer
f'(x) = f(x + 3)

f'(x) = (x+3)2+2(x+3)—1

f/(x) =x?>+8x + 14

f(x) =2 + 8x + 14

Py
f(x) =x2+2x-1

_34

e) Para transladar horizontalmente 4 unidades para direita e 2 unidades
verticalmente para cima basta fazer f'(x) = f(x —4) + 2

f'(x) =((x—4)*+2(x—4) —1) +2

f'(x) =x>—6x+9

~
h

)
1

3
1

fi(x) =x2-6x+9

IS
L

f(x) =x2+2x-1

N}
h
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B Solugoes Esperadas para as Atividades

f) Para refletir em relagao ao eixo x basta fazer f'(x) = —f(x)

fl(x) = —(x2+2x — 1)
fl(x) = —x2—2x+1

f(x) =x2+2x-1

fi(x) =-x*-2x+1

g) Para refletir em relagao ao eixo y basta fazer f'(x) = f(—x)

f'(x) = (—x)2 +2(—x) — 1
flx) =x2—2x—1

f(x) =x2+2x-1

fi(x) =x2-2x-1
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h) Para refletir em relagdo ao eixo x, transladar verticalmente 6 unidades
para cima e 2 unidades para a direita basta fazer f'(x) = —f(x —2) + 2
f'lix) =—((x—2)2+2(x—2)—1) +2

flix)=—x2+4x —4—2x+4+1+2

f'(x) = —x*+2x+3

f(x) =x2+2x-1

fi(x) =-x2+2x+3

4.3.2.1 Atividades de Geometria Analitica

1. Sendo ABCD = A;B;C;D;, para que A1B;C;D; seja obtido
por translacao de ABCD devemos ter d(AA;) = d(BB;) = d(CC;) =
d(DD;).

Assim, fazendo a distancia entre dois pontos para cada caso teremos:
AAl = \/(XA - XA1)2 + (UA - UA1)2
AA| = \/(1—5)2+ (5 — 8)2
AA| = \/(—4)2 + (—3)?

AA; =+16+4+9
AA; =5
Analogamente

BB, =/(2-62+(2—-5)2=5

CC;=+/(6—10)2+(1—4)2=5

DD; =+/(3—7)+ (7—10)2=5

Assim d(AA;) = d(BB;) = d(CC;) =d(DD;) =5, como querfamos demons-
trar.
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B Solugoes Esperadas para as Atividades

2. Para termos AABC = AA;B;C ;devemos ter AB = AB;, AC =
A1C; e BC = B,Cy, assim

d(AB) = d(A:B,)

\/(XA —xg)2+ (Yya —ys)? = \/(XA1 —xg, )2+ (Ya, —ys,)?

V(1 —=3)2+(6—10)2=/(5—9)2+ (2 —4)2

VI(=2)2 + (—4)2 = /(—4)? + (—2)?

V20 = v/20

Analogamente

V=42 +(6—-72=/(5—6)2+(2—5)2

V10 = V10

e

d(BC) =d(B;Cy)

V(B—4)2+(10-7)2=/(9—6)2+ (4 —5)?

V10 = V10

Portanto AABC = AA{B,C;.

Pela disposigao das figuras e pela reta que passa entre elas, ha uma indicagao
de que a transformagao geométrica seja uma reflexao.

Chamemos esta reta de r, tomemos dois pontos dela, P = (—1,0) e Q = (0, 1),
e determinemos, entao, a equacao fundamental desta reta.

Em primeiro lugar o coeficiente angular m = 2=
X—Xo

_ _1-0 _
m =517 = 1

Agora a equacao da reta, substituindo um ponto, por exemplo P, e o coeficiente
angular m em y —yo = m(x — Xo)

y—(0) =1(x—(-1))

Assim, a equagao desta retaréy—x—1=0

Para verificar se ha reflexao entre os dois triangulos, existem, agora, pelo me-
nos dois caminhos provaveis para se chegar ao resultado. Pode-se determinar a
distancia entre os pontos e suas respectivas imagens a reta ou pode-se determi-
nar o ponto médio entre os pontos e suas respectivas imagens e verificar se estes
pertencem a reta 7.

Apresentaremos aqui a segunda resolucao.

Ponto médio de AA; é Maa, = (xm,Ym)

Maa, = ((35),(5°))

MAA1 - (3, 4)

Do mesmo modo encontramos Mgg, = (6,7) e Mcc, = (5,6).

Por fim, basta verificar se Maa,, Mpg,, Mcc, €T.

Entao, substituindo estes pontos na equacao da reta r

Mana, = (3,4)

y—x—1=0

4 —-(3)—1=0

Mgs, = (6,7)

(7)—(6)—1=0
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Mce, = (5,6)
(6)—(5)—1=0
Portanto, AA;B;C; é a reflexao de AABC.

3. Para termos AABC = AA;B;C; devemos ter AB = A;B;,
AC = A;C; e BC=B;(y, assim

d(AB) = \/(XA —xg)?+ (UA —yB)2
d(AB) =/(2—6)2 + (2 —2)?
d(AB) = /(—4)2 + (—0)?
d(AB) =
fazendo 0 mesmo para
d(ABy) = \/(XA1 —x8, )2+ (Ya, —Ys,)?
d(A:By) = /(12 —12)2 + (2 —6)?
By)
By)

d(AsBy) = O+ 17
( -

temos

Analogamente,

d(AC) = /(xa —xc)?+ (ya —yc)?
d(AC) =+/(2—-7)2+ (2—4)?
d(AC) = /(—5)2 + (—2)2

d(AC) =29

fazendo o mesmo para

d(A1C1) = /(xa, —xc, )2+ (Ya, —Yyc, )?
(Alcl) = /12— 102+ (2 7)?
d(A1Cy) = /(2)* + (—5)?
d(A:C1) = V29
temos
d(AC) = d(ACy)
Novamente,
d(BC) = /(xg —xc)? + (yg —yc)?
d(BC) = /(6 —7)2+ (2 —4)2

d(BC) = \/(—1)2 + (—2)?

d(BC) =5

fazendo o mesmo para

d(Blcl) = \/(XB1 _XC1)2 + (UBI _ycl)Q
d(BCy) = /(12— 10)2 + (6 — 7)?

d(BCy) = /(2)2 + (—1)?

d(BCy) =5

temos

d(BC) = d(B:Cy)

Portanto AABC = AA;B,C;.
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B Solugoes Esperadas para as Atividades

Para verificar se AA1B;C; é obtido pela rotacao de AABC, basta determinar a
distancia dos pontos do AABC ao ponto O comparar com a distancia dos pontos
do AAB;C; ao ponto O respectivamente.

Assim
AO) = \/(XA—XO +(ya —yo)?
A0) = TP+ -7
AO) = /(-5)? )?
d(AO) V50

fazendo o mesmo para

d(A10) = v/(xa, —x0)? + (Ya, —Yo)?

d(A10) = /(12 —7)2+ (2—7)2

d(A10) = \/(5)* + (—5)?
0) =

d(A10) = v/50
temos
d(AO) =d(A,0)
Analogamente,

d(BO) = v/(xg —x0)?+ (yg —Yyo)?
d(BO) =+/(6—7)2+ (2—17)2
d(BO) = /(—1)2 + (—5)?
d(BO) = v/26
fazendo o mesmo para
d(B10) = v/(x8, —x0)? + (Ys, — Yo )?
d(B10) = /(12— 7)2+ (6 — 7)2
d(B10) = \/(5)* + (—1)?
d(B10) = v26

temos

d(BO) = d(B;,0)

d(CO) = v/(xc —x0)? + (yc —yo)?
d(CO) = /(T— 72+ (4—T7)
d(CO) = /(0)2+ (—3)?

d(CO)=3

fazendo o mesmo para

d(C10) = \/(xc, —x0)? + (e, —Yo)?
d(Ci0) = /(10 =72+ (7T—7)2

d(C10) = /(3)2 + (0)?

d(C,0) =3

d(CO) = d(C,0)

Portanto, AA;B:C; é a rotacao de AABC.
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