fistituto de

atematica e
statistica

A

Universidade Federal Fluminense

Programa de Mestrado Profissional em Matem:tica
em Rede Nacional
Coordenacio do PROFMAT

MARCELO DA SILVA SOUSA

GEOMETRIA COM DOBRADURAS:
EXPLORANDO ATEORIA DE VAN HIELE COM
ORIGAMI

Orientadora Dirce Uesu Pesco

NITEROI
2024



Marcelo da Silva Sousa

GEOMETRIA COM DOBRADURAS: EXPLORANDO A TEORIA DE
VAN HIELE COM ORIGAMI

Dissertagdo apresentada por Marcelo da Silva
Sousa ao Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional -
Universidade  Federal Fluminense como
requisito parcial para a obtencdo do Grau de
Mestre.

Orientadora: Dirce Uesu Pesco

Niteroi
2024



Ficha catalografica automatica - SDC/BIME
Gerada com informacdes fornecidas pelo autor

S725g

Sousa, Marcelo da Silva

Geonetria com Dobraduras: Explorando a Teoria de Van Hiele
comOigami / Marcelo da Silva Sousa. - 2024.

130 p.: il.

Orientador: Dirce Uesu Pesco.
Di ssertacédo (mestrado profissional)-Universidade Federal
Fl um nense, Nitero6i, 2024.

1. Mbdelo de Van Hele. 2. Origam. 3. Ensino de Geonetri a.
4. Base Nacional Conmum Curricular. 5. Produgédo intelectual.
I. Pesco, Dirce Uesu, orientador. Il. Universidade Federal
Fl um nense. Instituto de Matematica e Estatistica. Il1.

Titul o.

CDD - XXX

Bibliotecério responséavel: Debora do Nascimento - CRB7/6368




MARCELO DA SILVA SOUSA

GEOMETRIA COM DOBRADURAS: EXPLORANDO A TEORIA DE VAN HIELE
COM ORIGAMI

Dissertacdo apresentada por Marcelo da Silva
Sousa ao Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional -
Universidade Federal Fluminense como
requisito parcial para a obten¢do do Grau de
Mestre.

Aprovada em: 25/09/2024

Banca Examinadora

0 e A

Prof*. Dirce Uesu Pesco - Orientadora

D.Se. - Universidade Federal Fluminense

- U ; .-J. f\.x—* U

Prof*.Crist ?;44:[1: Mello- Membro

D.Sc. — Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro

.',-ﬂ"r/ - "L-. “‘.e/"\h !KF/EZX_T I'f tﬁl ,f/ff

s [
Prgf, Wanderley Mouya Rezende - Membro

D.Sc. - Universidade Federal Fluminense



DEDICATORIAS

Aos meus pais, a minha esposa, € a todos os amigos professores.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a minha esposa, Heloisa, que esteve ao meu lado em todos os momentos
mais importantes da minha vida e que ndo seria diferente nesse mestrado, me apoiando
incondicionalmente. Se ndo fosse por vocé, eu ndo teria conseguido chegar até aqui.

Aos meus pais, que mesmo com pouco estudo formal e condi¢des, acreditaram no
poder da educacdo. Sem eles, eu ndo teria conseguido chegar até aqui, muito obrigado Dona
Suely e Seu Itamiro. Um agradecimento especial a minha irma Altamira, que sempre foi como
quase uma segunda mae para mim.

Aos meus amigos professores, especialmente ao Gabriel, por décadas de
companheirismo dentro e fora da escola, ao Felipe e todos do Colégio Prima, por serem
fundamentais na formagao do profissional que sou hoje.

A minha orientadora, professora e coordenadora do PROFMAT, Prof* Dirce Uesu
Pesco, que ja foi de extrema importancia na minha graduagao e, nesta jornada, teve um papel
ainda mais significativo. Muito obrigado por toda a paciéncia, pelas orientagdes, pelos puxdes
de orelha, e por todas as palavras de incentivo que jamais esquecerei.

Aos professores Cristiane de Mello e Wanderley Moura Rezende pela disponibilidade
em participar da banca e pela contribuicdo com este trabalho e consequentemente na minha
formagao.

A todos os funcionérios e professores da UFF, meu sincero agradecimento por todo o
amparo durante esses dois anos consecutivos de sextas-feiras.

Aos meus amigos do PROFMAT, agradego pela companhia constante em todas as
sextas-feiras. A presenga e o apoio de vocés foram essenciais para tornar essa caminhada mais
leve e enriquecedora.

A todos que de alguma forma contribuiram para esta construcao.




LISTA DE QUADROS

Quadro 1 - Habilidades do Nivel 0 na BNCC..........ccooiiiiiiiiiiieeieeeeeeee e 24
Quadro 2 - Habilidades do Nivel 1 na BNCC..........cooviiiiiiiiciieeeeeeeeeeee e 25
Quadro 3 - Habilidades do Nivel 2 na BNCC.........ccooiiiiiiiiiiieeeeceeeee e 26
Quadro 4 - Habilidades do Nivel 3 na BNCC.........cccoviiiiiiiciieeeeeeeeee e 28
Quadro 5 - Comparagdo entre os niveis de Van Hiele e Origametria............cccecvevveeieenenennnen. 42
Quadro 6 - Comparagdo entre os niveis de Van Hiele e Origametria............ccceceevveeieenenennen. 42
Quadro 7 - Nivel de Van Hiele das perguntas na atividade 1...........cccoociiiiiniiniiininniieieee 51

Quadro 8 - Nivel de Van Hiele das perguntas na atividade 2...........cceeeeeiienieniiienienieeeeeenn 61



LISTA DE ILUSTRACOES

FIGURA 1 - Questao 1 do Teste de Van Hiele.............ooooiiiiiiiiiiiie e 21
FIGURA 2 - Questao 6 do Teste de Van Hiele.............oooooiiiiiiiiiiiiieecceee e 22
FIGURA 3 - Questdo 13 do Teste de Van Hiele............oooovviiiiiiiii 22
FIGURA 4 - Simbolos usados N0S diagramas............ccccoeuiiimieieeeeiiiiiiiiieee e eee e 30
FIGURA 5 = AXIOMA ...ttt e e ettt e e e e e e e e e e e e e e aba e e e e e e e e e e sennssnnneaaens 31
[ (T | R (o] o = S 31
[ (T | A (o] o = X SRS 31
FIGURA 8 = AXIOMA 4.ttt ettt e e e e e e e et e e e e e e e essns e e e e e e e e e e snnnnaneeeaaens 32
FIGURA 9 = AXIOMA 5.ttt ettt e e e e et e e e e e e e e e e e e e e e e nnnnaneeeaaens 32
FIGURA 10 = AXIOM@ B....eeeieeieeiiiiiiiiee e e ettt e e ettt e e e e e e e et e e e e e e e e eass s e e e e e e e e e s snnasaeeeaaens 32
FIGURA 11 = AXIOIMA 7 ...ttt ettt e et e e e e e e ettt e e e e e e e e s ne e e e e e e e e ennnneeeees 33
FIGURA 12 - Passo 1 da trisseCGa0 dO ANQUIO...........uuuuuuuuiuuiiiiiiiiiiiiiiiiiireeieererssreereeeeerereeeee. 34
FIGURA 13 - Passo 2 da trisseCG80 dO @NQUIO............uuiiiiiiiiiiiiiiieeee et 35
FIGURA 14 - Passo 3 da trisseCC80 dO @NQUIO........cc.uuuiiiiiiiiiiiiieeeee e 35
FIGURA 15 - Passo 4 da trisseCC80 dO ANQUIO.........cuuuiiiiiieeiiiiiieeeeee et 36
FIGURA 16 - Visualizagao da trissecgao do angulo.................cooeeiiiiiiieiiiii e, 36
FIGURA 17 - Passo 1 da duplicag@o do CUDO.............ccccciuiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiivieveveeeeeveee e 38
FIGURA 18 - Passo 2 da duplicagd0 dO CUDO....... ... 38
FIGURA 19 - Passo 3 da duplicag@o dO CUDO............cccciuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeievveeeeeevee e 38
FIGURA 20 - Passo 4 da duplicag8o dO CUDO..........ccuuuiiiiiiieiiiiiieceee e 39
FIGURA 21 - Passo 5 da duplicag@o do CUDO............ccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiirieeevvvevveevee e 39
FIGURA 22 - Passo 6 da duplicag@o do CUDO............cccccuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieivevevveveeveee e 39
FIGURA 23 - Passo 7 da duplicagd0 dO CUDO...........ciiiiiiiiiiiieeeeeee e 40
FIGURA 24 - Passo 8 da duplicag@o dO CUDO............cccciuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeveeevveeveee e 40
FIGURA 25 - Exemplo de aplicagado duplicagdo do CuboO............cccceevvvveiiiiiiiiii, 41
FIGURA 26 — Slide 1: AtiVIdade T.......cooiieiiieee et e e e e e 46
FIGURA 27 — Slide 2: AtiVIdade T.......oooiieiiiiee ettt e e e e e e e e e e 47
FIGURA 28 — Slide 3: AtiVIdade T.......cooeiiiiieiee et e e e e e e e e 47
FIGURA 29 — Slide 4: Atividade T........cccuiiiiiiie et e e e e e e 48
FIGURA 30 — Slide 5: AtiVIdade T.......cooeeieiiieee et e e e e e 48
FIGURA 31 — Slide 6: AtiVIdade T.......ccoeeiiiiieee et e e e e e 49
FIGURA 32 — Slide 7: AtiVIdade T.......cooiiieieiee ettt e e ee e e e e e nnes 49
FIGURA 33 — Slide 8: Atividade T.......ccocuiiiiiiiie et e e e e e 50
FIGURA 34 — Slide 9: Atividade T........cccuiiiiiiie ettt e e e e e e e e 50
FIGURA 35 — Primeira parte da atividade....................oooooi oo 52
FIGURA 36 — Segunda parte da atividade.....................oooo i, 53
FIGURA 37 — Terceira parte da atividade.............ooiiiiiiii, 54
FIGURA 38 — Slide 1: AtiVIAde 2.........c..uviiiiiie ettt eee e e e e e e 56
FIGURA 39 — Slide 2: AtiVIdade 2..........c..uviiiiiei ittt e e e e e e e 56
FIGURA 40 — Slide 3: AtIVIAde 2..........c.euiiiiiiii ettt e e 57
FIGURA 41 — Slide 4: AtiVIAde 2...........euiiiiiiee et ee e e e e e 57

FIGURA 42 — Slide 5: AtiVIdade 2..........c.oiiiiieeeeee e e 58



FIGURA 43 — Slide 6: Atividade 2............oooiiieeee e 58

FIGURA 44 — Slide 7: AtIVIAde 2..........c.ueiiiiieie ettt e e e e e e e e nnes 59
FIGURA 45 — Slide 8: AtiVIdAde 2..........c..uiiiiiiie ettt e e e e e e e enes 59
FIGURA 46 — Slide 9: AtiVIAade 2..........c..uviiiieee ettt e e e e e 60
FIGURA 47 — Slide 10: AtiVIdade 2..........oueiiiiiieieeeeee e e e 60
FIGURA 48 — Slide 11: AtIVIdAdE 2.......cooieeeieeee ettt e e e e e 61
FIGURA 49 - Primeira parte da atividade 2..............cccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeveeeeeeee e 62
FIGURA 50 - Segunda parte da atividade 2.............ccouuiiiiiiiiiiiieeeeee e 63
FIGURA 51 - Terceira parte da atividade 2............ccoooiiiiiiiie e 63
FIGURA 52 - Ultima parte da atividade 2.............cc.oeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 64
FIGURA 53 — O cubo feito com mddulos de Sonobe...........cooeviiiiiiiiiiiiiieeeieeee e 65
FIGURA 54 - O cubo de Paul JACKSON............ooiiiiiiiiiiieee et 66
FIGURA 55 - Primeira parte do manual da bipirdmide..............cccccoviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee 66
FIGURA 56 - Segunda parte do manual da bipirdmide...............cccccviimriiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeee, 67
FIGURA 57 - Terceira parte do manual da bipirAmide..............ccccccciiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiieeveeeeeeee, 68
FIGURA 58 - BipirAmide Pronta.........ccceeeiiiiiiiiiiiiiieceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 68
FIGURA 59 - As quatro bipirAmides. ... 69
FIGURA 60 - O tHIAECAGONO0. .....eeeeiiieiiiiitite ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e e 69
FIGURA 61 - Primeira parte do manual do tetraedro..............coooeeiiiiiiiiiicccccs 70
FIGURA 62 - Segunda parte do manual do tetraedro................oooooiiiiiiiiiciiccccs 70
FIGURA 63 - Terceira parte do manual do tetraedro..............cccccc, 71
FIGURA 64 - Quarta parte do manual do tetraedro..........cccoooiiiiiiiiieeeeeeee 71
FIGURA 65 - Quinta parte do manual do tetraedro...........ccccccuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeee 72
FIGURA 66 - O tetraedro Pronto..........couoi it 72
FIGURA 67 - Passos 9 @ 11 dO OCtaEAIO........ccoiiiiiiiiiiee e 73
FIGURA 68 - Passos 12 ao 15 do manual do octaedro..............eeeveeeeiiiiiiiiiiee e 73
FIGURA 69 - Parte final do manual do 0Ctaedro...........ccccccuuuuuuiimiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeee 74
FIGURA 70 - O OCtaedrO Pronto.......cocoiii et seeeeeeeeeeeeeeeeees 74
FIGURA 71 - O OCtaedro SEParado. . ........ccuueeiiiuriiiiieeee ettt e e st e e e e e e e e e e e e e nnnes 75
FIGURA 72 - Primeira pergunta da atividade 3................ccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeveeeveeeeeeee e 75
FIGURA 73 - Segunda pergunta da atividade 3...............ccccociiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieveevvee e 76
FIGURA 74 - Terceira pergunta da atividade 3.............cc.ueiiiiiiiiiiiieeeieee e 76
FIGURA 75 - Outras ideias (Parte 1).......ooieoi i 77
FIGURA 76 - Outras ideias (Parte 2)........couue oottt 77
FIGURA 77 - Outras ideias (Part€ 3).........ooooiiiiiiiiii s 78
FIGURA 78 - Outras ideias (Part€ 4)..........oooooiiiiiiiii s 78



RESUMO

O ensino de geometria nas escolas enfrenta desafios que impactam diretamente no
desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos. Embora seja um componente
essencial do curriculo de matematica, muitas vezes o tempo dedicado a essa disciplina na
grade curricular ¢ limitado, o que pode dificultar a progressdo dos estudantes nos niveis de
compreensdo geométrica. Além disso, a aprendizagem da geometria frequentemente apresenta
obstaculos, especialmente na transi¢do entre os diferentes niveis de abstracdo necessarios para
o entendimento dos conceitos geométricos.

Neste trabalho investiga-se o uso do origami como ferramenta pedagdgica,
fundamentada na Teoria de Van Hiele e alinhada a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
no ensino fundamental. A pesquisa propde uma sequéncia didatica que utiliza atividades
praticas de dobraduras para tornar a aprendizagem concreta e mais envolvente. Ao explorar
diferentes topicos da geometria por meio do origami, busca-se fornecer suporte para a criagao
de propostas pedagdgicas e inspirar professores a adotarem essa metodologia em suas

praticas.

Palavras-chave: Modelo Van Hiele, Origami, BNCC, Ensino de Geometria, Dobraduras.



ABSTRACT

Geometry teaching in schools faces challenges that directly impact the
development of students' geometric thinking. Although it is an essential component of the
mathematics curriculum, the time dedicated to this subject is often limited, which can make it
difficult for students to progress through the levels of geometric understanding. Furthermore,
learning geometry often presents obstacles, especially in the transition between the different
levels of abstraction necessary to understand geometric concepts.

In this study, we investigate the use of origami as a pedagogical tool grounded on Van Hiele's
Theory and aligned with the National Common Curricular Base (BNCC) in elementary
education. The research proposes a didactic sequence that uses practical folding activities to
make learning concrete and more engaging. By exploring different geometry topics through
origami, the research seeks to support the creation of pedagogical proposals and inspire

teachers to adopt this methodology in their practices.

Keywords: Van Hiele Model, Origami, Geometry teaching, Paper folding.
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1. INTRODUCAO

O ensino de geometria nas escolas enfrenta diversos desafios que impactam
diretamente no desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos. Embora a geometria
seja um componente essencial do curriculo de matematica, muitas vezes o tempo dedicado a
essa disciplina na grade curricular ¢ limitado, o que pode dificultar a progressdo dos
estudantes nos niveis de compreensao geométrica. Além disso, a aprendizagem da geometria
frequentemente apresenta obsticulos, especialmente na transi¢do entre os diferentes niveis de
abstracdo necessarios para o entendimento profundo dos conceitos geométricos. Essa
dissertacdo tem como objetivo desenvolver atividades de acordo com a Teoria de Van Hiele
para avaliagdo dos alunos no intuito de identificar os niveis da turma para o trabalho no ano
letivo. A Teoria de Van Hiele, desenvolvida por Dina Van Hiele-Geldof (1957) e Pierre Van
Hiele (1957, 1986), ¢ fundamental no ensino da geometria como apontam Passos, Buriasco e
Soares (2019), pois descreve como os estudantes progridem em sua compreensao geométrica
através de cinco niveis hierarquicos: visualizagdo, analise, ordenagdo, deducao formal e rigor.
Essa progressdo ¢ importante para o desenvolvimento do pensamento geométrico e ¢
amplamente reconhecida e integrada nas diretrizes curriculares, como a Base Nacional

Comum Curricular (BNCC).

Para tanto, usaremos a geometria experimental como proposta para esta dissertagao:

O professor deve tentar adaptar a matéria aos diversos niveis dos alunos da turma.
Para isso, deve langar mdo da geometria experimental, manipulacdo de recortes,
dobraduras, etc., sempre que for necessario. NASSER (2011)

A geometria experimental, por meio do origami, ndo apenas torna a aprendizagem
mais concreta e envolvente, mas também facilita a transicdo entre os niveis de pensamento
geométrico descritos por Van Hiele. Além disso, a utilizagdo de dobraduras esta alinhada com
métodos pedagogicos contemporaneos que promovem a aprendizagem ativa e a construcao do
conhecimento pelos proprios alunos.

Para Golan e Oberman (2015), o uso do origami na educacdo matemadtica tém
mostrado resultados positivos no desenvolvimento de habilidades motoras finas, percep¢ao
espacial e compreensdo de conceitos geométricos abstratos. Assim, ao integrar a Teoria de
Van Hiele com a geometria experimental por meio de dobraduras, pretendemos fornecer um
ambiente de aprendizagem rico e dindmico, que permita uma avaliagdo precisa dos niveis de

compreensdo geométrica dos alunos e um planejamento didatico mais eficaz para o ano letivo.
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Tanto Nasser (1990) quanto Kaleff (1994) afirmam que pode nido haver compreensdo
por parte do aluno quando o curso ¢ dado num nivel mais elevado do que o atingido pelo
aluno, portanto, € necessario que o professor entenda a realidade da turma antes de decidir
qual o trabalho que sera realizado com os alunos. Por isso, um conjunto de atividades sera
proposto como auxiliar, para que as atividades futuras sejam realizadas de acordo com o nivel
que os alunos apresentarem nos testes de Van Hiele. Ainda de acordo com Nasser (2011), ¢
papel do professor tentar adaptar o ensino ao nivel dos alunos da turma, procurando unificar e
elevar esse nivel, ou seja, no primeiro momento do nosso trabalho, iremos identificar o nivel
dos nossos alunos para depois tentarmos unificar e elevar esse nivel.

A Teoria de Van Hiele pressupde que o progresso demonstrado pelos alunos nos testes
depende mais da aprendizagem do que da idade ou maturagdo, por isso o professor tem um
papel de destaque nesta teoria, como destaca Kaleff (1994) e Nasser & Santana (1997). A
partir do momento em que o professor € capaz de identificar os niveis, o planejamento das
atividades adaptado para cada nivel se torna individualizado e mais assertivo.

Uma vez que, de acordo com a Teoria de Van Hiele (1986), o progresso na
aprendizagem de geometria se dd ao longo de niveis hierarquicos de conhecimentos, que
devem ser vivenciados pelos alunos sem pular etapas, no nosso caso nao faz sentido ensinar
aos alunos o Teorema de Pitdgoras sem que os mesmos saibam o que ¢ um tridngulo
retangulo, por exemplo. O uso do Origami ¢ uma estratégia experimental adotada pelo
professor para evitar uma abordagem muito tedrica que os alunos ndo consigam acompanhar,
visto que, pela experiéncia, os alunos possuem um nivel de conhecimento abaixo do esperado
para a série em que estao.

Acreditamos que, ap6s a identificacdo do nivel em que os nossos alunos estao e da
adaptacao das atividades para sua realidade, podemos prepara-los para argumentar e justificar
seus métodos de resolugao de modo que mais tarde eles possam dominar o processo dedutivo.

Além disso, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) estabelece habilidades
essenciais para a formacgao integral dos alunos, entre elas, a compreensdo dos conceitos
geométricos desde os anos iniciais até o ensino médio. A integracao entre a BNCC e a Teoria
de Van Hiele permite que o ensino da geometria seja realizado de forma progressiva,
respeitando os estdgios de desenvolvimento dos alunos e garantindo uma aprendizagem
significativa e duradoura. A BNCC, ao orientar a pratica pedagdgica, assegura que o0s
conteudos geométricos sejam abordados de maneira que favoreca a constru¢do do

conhecimento, alinhada aos niveis de compreensao preconizados por Van Hiele.
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Esta dissertagdo esta organizada em 4 capitulos, sendo a introdu¢do nosso capitulo 1,
onde ja apresentamos um breve resumo do que sera trabalhado. No capitulo 2, falaremos
sobre a fundamentagdo tedrica, comecando com a teoria de Van Hiele ¢ sua relagdo com a
BNCC. Em seguida, discutiremos sobre a historia do origami, sua importancia na construgao
geométrica e suas aplicagdes nas escolas através do projeto Origametria. No capitulo 3,
teremos um conjunto de trés atividades inspiradas no projeto Origametria com o auxilio da
teoria de Van Hiele, explorando a geometria de forma de forma pratica por meio das
dobraduras. Por fim, as consideracdes finais ¢ o recurso educacional se encontram no

apéndice.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secdo, apresentaremos a fundamentacdo tedrica que embasa esta pesquisa e
serve de suporte para a criacao das atividades propostas para esta dissertagdo. Primeiramente,
abordaremos a Teoria de Van Hiele, discutindo sua aplicagdo em sala de aula. Em seguida,
exploraremos como essa teoria pode ser utilizada em conformidade com a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC). Por fim, discutiremos os conceitos e axiomas no contexto do

origami que fundamenta este estudo.

2.1 A Teoria de Van Hiele

Pierre & Dina Van Hiele propuseram a teoria de Van Hiele (1957, 1986) para o
desenvolvimento do raciocinio em geometria (KALEFF, 1994). O modelo de Van Hiele
estabelece que os alunos progridem na aprendizagem de geometria seguindo niveis de
conhecimento ordenados hierarquicamente, na medida em que um aluno nado pode atingir um
nivel sem que esteja dominando completamente todos os niveis anteriores (NASSER, 2011).

Na década de 1980, a teoria ficou conhecida mundialmente e foi explorada de diversas
maneiras (PASSOS, 2015). Pesquisadores do mundo inteiro garantiram sua validade além do
desenvolvimento de testes para avaliar o nivel em que os alunos se encontravam, o grau de
confiabilidade desses testes e a comparagdo entre o nivel de Van Hiele e o desempenho do
aluno em geometria (CROWLEY, 1987; FUYS, 1984; HOFFER, 1983; PASTOR, 1993;
USISKIN, 1982).

Originalmente, na teoria de Van Hiele, se estabelece cinco niveis de desenvolvimento
que ele enumera de zero a quatro. Para evitar equivocos, pesquisadores sugeriram descrever
os niveis por nomes, sdo eles: Reconhecimento, Analise, Abstragcdo, Dedugdo e Rigor.

Conforme explicado por Kaleff (2016), a Teoria dos Niveis de Van Hiele descreve a
progressao do raciocinio geométrico em cinco estagios distintos:

Nivel 0 — Visualizacdo ou Reconhecimento: Neste nivel inicial, os estudantes
identificam figuras geométricas baseando-se em sua aparéncia geral, sem uma andlise
profunda das propriedades que as definem. Eles aprendem o vocabulario geométrico basico e
sdo capazes de reconhecer e reproduzir formas, mas sem um entendimento das propriedades

especificas dessas figuras.
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Nivel 1 — Analise: Aqui, os alunos come¢cam a analisar informalmente as partes e
atributos das figuras geométricas. Eles observam e experimentam para identificar
caracteristicas especificas, mas ainda nao relacionam diferentes figuras ou suas propriedades
de maneira concreta.

Nivel 2 — Deducio Informal ou Ordenacio: Neste estagio, os alunos desenvolvem
defini¢cdes abstratas e comecam a compreender as inter-relagdes entre as propriedades das
figuras geométricas e entre diferentes tipos de figuras. Eles distinguem entre propriedades
necessarias e suficientes na definicdo de conceitos geométricos, embora ainda ndo
compreendam completamente o significado de uma deducdo ou o papel dos axiomas.

Nivel 3 — Deducido Formal: Neste nivel, os alunos desenvolvem a capacidade de
deduzir logicamente uma afirmagdo a partir de outra, compreendendo a importancia das
deducdes na constru¢ao de uma teoria geométrica. Eles comecam a raciocinar dentro de um
sistema matematico completo, utilizando termos indefinidos, axiomas, um sistema logico
subjacente, defini¢des e teoremas. Os alunos sdo capazes de construir provas e entender que
estas podem ser desenvolvidas de diversas maneiras.

Nivel 4 — Rigor: Este ¢ o estagio mais avangado, onde os alunos alcangam um alto
grau de rigor no entendimento de diversos sistemas dedutivos. Eles comparam diferentes
sistemas baseados em variados axiomas e exploram varias geometrias, mesmo na auséncia de
modelos concretos. H4 um aprofundamento na analise de propriedades de sistemas dedutivos,
como consisténcia, independéncia e completude dos axiomas.

O professor tem um papel fundamental em todas essas fases, sendo essencial para
identificar o nivel em que cada aluno se encontra e adaptar o ensino para atender as suas
necessidades especificas. Kaleff et al. (1994) ressaltam que o sucesso na progressao dos niveis
depende da capacidade do professor de combinar a aprendizagem com o nivel cognitivo dos
alunos. Ensinar conceitos acima do nivel de compreensdo dos alunos pode levar a
memoriza¢cdo mecanica, sem o entendimento real. Além disso, ¢ responsabilidade do
professor facilitar o desenvolvimento de "insight" nos alunos, ajudando-os a entender o que
estdo fazendo, por que estdo fazendo e como aplicar esse conhecimento para resolver

problemas de forma eficaz.

O modelo de Van Hiele apresenta algumas caracteristicas principais no

desenvolvimento do pensamento geométrico, que de acordo com Kaleff (1994) sao:

(a) Sequéncia Hierarquica: Os niveis devem ser seguidos em ordem; para alcangar um nivel

superior, o individuo precisa ter passado pelos niveis inferiores.



18

(b) Linguagem Especifica: Cada nivel possui sua propria terminologia, simbolos e relagdes.
Por exemplo, no nivel inicial, o aluno pode descrever angulos iguais como "iguais", enquanto

no segundo nivel, eles seriam descritos como "congruentes".

(c) Progressao Implicita e Explicita: O que ¢ sugerido em um nivel torna-se explicito no

nivel seguinte.

(d) Dependéncia de Instrugao: O avango entre os niveis ¢ mais influenciado pela qualidade

da instru¢do do que pela idade ou maturidade do aluno.

(e) Falta de Compreensiao Mutua: Nao hd comunicagdo efetiva entre individuos que
raciocinam em niveis diferentes ou se a instru¢do ¢ ministrada em um nivel mais elevado do

que o aluno compreende.

Van Hiele delineou cinco fases que os alunos devem experimentar para avangar de um

nivel para outro. Essas fases devem ser facilitadas e incentivadas pelo professor:

1) Introdugido e Exploragao: Nesta fase, professores e alunos engajam-se em dialogos e
atividades relacionadas aos objetos de estudo, onde observagdes sdo feitas, perguntas

sdo levantadas e o vocabulario especifico do nivel ¢ introduzido.

2) Orientacdo Guiada: Os alunos exploram o topico utilizando materiais
cuidadosamente selecionados pelo professor. Essas atividades revelam gradativamente
as estruturas caracteristicas do nivel, no caso deste trabalho, estamos usando a

dobradura de papéis.

3) Construcao e Explicacdo: Baseando-se em suas experiéncias anteriores, os alunos
comecam a expressar ¢ modificar suas opinides sobre as estruturas observadas. A
intervencdo do professor ¢ minima, servindo apenas para ajudar os alunos a utilizar a

linguagem adequada.

4) Exploracdo Autonoma: Os alunos sdo incentivados a buscar suas proprias solugdes
para tarefas mais complexas, que possuem varias possiveis solugdes e apresentam

problemas abertos.
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5) Sintese e Integragdo: O aluno revisa e resume o que foi aprendido, formando uma

compreensdo abrangente do novo sistema de objetos e suas relagdes.

Com excec¢ao da ultima fase, as outras fases podem ocorrer em diferentes ordens e até mesmo

simultaneamente.
2.2 O Teste de Van Hiele

A aplicagdo de testes diagndsticos para identificar os niveis de Van Hiele dos alunos ¢
uma etapa crucial para adaptar o ensino as necessidades dos estudantes, a partir do momento
em que o professor ¢ capaz de identificar os niveis, o planejamento das atividades adaptado
para cada nivel se torna mais assertivo.

Nasser (2016) destaca que "o progresso de niveis ndo ocorre num periodo muito curto
de tempo. E necessario o amadurecimento nas estratégias, objetos de estudo e linguagem
caracteristicas daquele nivel". Portanto, embora os testes diagnosticos iniciais sejam mais
importantes para identificar os niveis de compreensdo geométrica dos alunos, uma reavaliagdo
imediata ap6s as atividades pode nido refletir o progresso real. E recomendado que os
professores aguardem um periodo adequado antes de realizar uma nova rodada de testes. Esse
intervalo permite que os alunos tenham tempo suficiente para internalizar e aplicar os
conceitos geométricos aprendidos, garantindo uma avaliacdo mais precisa e confiavel do seu
desenvolvimento.

Usiskin (1982) investigou as mudangas nos niveis de Van Hiele dos alunos ao longo
de um ano letivo, aplicando o mesmo teste no inicio (outono) e no final (primavera) do
periodo. No entanto, Usiskin e Senk (1990) esclarecem que o teste ndo foi originalmente
projetado para classificar os alunos nos niveis de Van Hiele, mas sim para testar a validade da
teoria em si. Eles argumentam que, se tivessem projetado o teste especificamente para
classificar os alunos, teriam garantido que as respostas dos alunos demonstram segmentacao e
ordem, caracteristicas implicitas na teoria de van Hiele. Ao nao forgar essas caracteristicas no
teste, eles puderam avaliar se a teoria se sustenta quando aplicada a dados reais. Além disso, a
pesquisa de Usiskin e Senk (1990) revelou que, mesmo nao sendo ideal para tal fim, o teste
utilizado forneceu evidéncias de que a teoria era uma boa descri¢do do desenvolvimento do
raciocinio geométrico dos alunos.

Corroborando com isso, Nasser (1997) destaca que:
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A melhor maneira de reconhecer em que nivel um determinado aluno esta
raciocinando ¢ por meio da observacdo direta do seu modo de raciocinar, e das
estratégias que ele usa para resolver problemas. (p. 32)

No entanto, embora esse seja o cenario ideal, a realidade em sala de aula muitas vezes
torna essa abordagem inviavel, especialmente em turmas numerosas. A observagdo direta
requer tempo e atengdo individualizada, algo que pode ser dificil de se implementar quando o
professor precisa lidar com um grande numero de alunos simultaneamente. Além disso, a
diversidade de niveis de compreensao dentro de uma mesma turma pode complicar ainda mais
esse processo. Apesar disso, a aplicacdo de testes estruturados, como os desenvolvidos por
Usiskin (1982), segundo Kaleff et al. (1994), ¢ amplamente aceita, e seus niveis de
compreensdo e fases de ensino favorecem a aquisicdo do pensamento geométrico em topicos
especificos. Além disso, os autores enfatizam que o modelo de Van Hiele contribui
significativamente para melhorar a compreensao geométrica dos alunos, sugerindo que ele ¢
um modelo valioso para o ensino da geometria.

O teste utilizado para identificar os niveis de compreensdo geométrica dos alunos, com
base na teoria de Van Hiele, ¢ composto por questdes objetivas que avaliam a capacidade dos
estudantes de reconhecer, classificar e raciocinar sobre figuras geométricas. Este instrumento
estd apresentado na integra no Apéndice.

Para mapear os niveis de raciocinio geométrico dos alunos, o teste deve ser aplicado
no inicio do ciclo de ensino, antes de qualquer intervencdo didatica significativa. Apos um
periodo significativo de ensino e pratica, o teste pode ser reaplicado para avaliar o progresso
dos estudantes, como realizou Usiskin (1982) em sua pesquisa, aplicando o mesmo teste no
inicio do ano letivo e ao término do mesmo. Algumas adaptagdes também podem ser feitas,
para que os testes tenham diferentes questdes mas com as mesmas caracteristicas conceituais
€ mesmo nivel.

Na questdo 1, por exemplo, espera-se que os alunos identifiquem corretamente as
caracteristicas essenciais de um quadrado: quatro lados iguais e angulos internos retos de 90
graus. No entanto, como esta ¢ uma questdo do nivel 0 da teoria de Van Hiele, os alunos
provavelmente reconhecem o quadrado visualmente, antes mesmo de entender que ele possui
angulos de 90 graus ou de saber medir formalmente os angulos. Nesse nivel, os alunos
identificam figuras geométricas com base na sua aparéncia geral, sem a necessidade de
compreender as propriedades geométricas de maneira detalhada. Eles podem reconhecer que
o quadrado "parece certo" sem necessariamente conhecer o conceito de angulo reto ou lado

congruente. No teste proposto por Usiskin (1982), o quadrado N, mostrado na Figura 1, ndo
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estava presente, decidimos por colocéd-lo ali j4 que ao lidar com origami por exemplo, a
maioria das vezes o processo ira iniciar com uma folha quadrada e nem sempre essa estara
alinhada conforme o quadrado L. J4 no teste proposto por Nasser (2011), ele aparece, mas
sem as alternativas de resposta, este ultimo parece ser mais interessante, pois o aluno pode

assinalar na figura, caso em que eventualmente tenha dificuldades além do apelo visual.

FIGURA 1 - Questao 1 do Teste de Van Hiele

1) Quais desses sdo quadrados?

(a) Apenas K
(b) Apenas L
(c) Apenas M
(d) ApenasL e N

(E) Todos sdo quadrados

Fonte: Adaptado e traduzido de Usiskin (1982) e Nasser (2011).

J& a questdo 6, avalia de forma eficiente o nivel 1- de andlise dos estudantes, conforme
a teoria de Van Hiele. Ao solicitar que os alunos identifiquem a relagcdo verdadeira em todos
os quadrados, a questdo exige irem além do reconhecimento visual da figura e aplique seu
conhecimento sobre as propriedades especificas dos quadrados, como a congruéncia de todos
os lados e a perpendicularidade das diagonais. As alternativas incorretas, como a sugestdo de
que lados e diagonais tenham o mesmo comprimento, servem como distragdes e evidenciam a
necessidade de um raciocinio mais profundo sobre as caracteristicas de um quadrado. Ao
generalizar a propriedade da congruéncia dos lados para todos os quadrados, a resposta da
questdo pode identificar que o aluno estd no estdgio de analisar as propriedades das figuras

geométricas e ndao apenas de reconhecé-las visualmente.
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Figura 2 - Questdo 6 do Teste de Van Hiele

P Q
6) PQRS ¢ um quadrado.
Qual relacdo é verdadeira em todos os quadrados?
(a) PR e RS tém o mesmo comprimento.
(b) QS e PR sdo perpendiculares.
(c) PS e QR sio perpendiculares.
5 R

(d) PS e QS tém o mesmo comprimento.

(2) O dngulo Q é maior que o dngulo R.

Fonte: Adaptado e traduzido de Usiskin(1982)

Essas questdes, distribuidas ao longo do teste diagndstico, foram selecionadas para
cobrir os diferentes niveis de raciocinio geométrico conforme a teoria de Van Hiele. Desde o
reconhecimento visual basico, que aparece na questdo 1, a andlise das propriedades
geométricas, como exemplificado na questdo 6, até questdes no nivel de 2 - de abstragdo,
onde as perguntas mais abrangentes sobre propriedades determinam se o estudante reconhece
que o quadrado ¢ também retdngulo, questdo 13, Figura 3. O teste busca mapear o
desenvolvimento dos alunos em cada um desses niveis. O teste completo, adaptado de
Usiskin, encontra-se no Recurso Educacional, resultado desta dissertacdo, no apéndice deste
texto. O teste ¢ dividido conforme os niveis de Van Hiele, sendo as cinco primeiras questdes
do nivel 0 - visualizacdo, as cinco questdes seguintes do nivel 1 - andlise e as cinco ultimas do
nivel 2 - abstragao.

Figura 3 - Questdo 13 do Teste de Van Hiele

13) Qual das figuras abaixo pode ser chamada de retdngulo?

] =
(a) Todas.
(b) Apenas Q.
(¢) Apenas R.
(d) Apenas Pe Q.
(e) Apenas Q e R. P i i N

Fonte: Adaptado e traduzido de Usiskin(1982)
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2.3 BNCC e os Niveis de Van Hiele

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) estabelece uma série de competéncias
essenciais que orientam o curriculo e a pratica pedagdgica, promovendo o desenvolvimento
de habilidades essenciais, de modo a garantir que todos os alunos do pais tenham acesso ao

mesmo conjunto de aprendizagens essenciais a sua formacao.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ um documento de carater normativo
que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos
os alunos devem desenvolver ao longo das etapas ¢ modalidades da Educagdo
Basica, de modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e
desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de
Educagdo (PNE). (BRASIL, 2018, p. 7)

Tanto a BNCC quanto a teoria de Van Hiele enfatizam a importancia de uma
progressdo logica e sequencial na aprendizagem. Na teoria de Van Hiele, cada nivel de
entendimento geométrico deve ser plenamente desenvolvido antes de passar para o proximo.
Da mesma forma, a BNCC sugere que as habilidades matematicas sejam construidas em cada
ano, de forma aprofundada e ampliada, respeitando e conectando-se ao conhecimento ja

estabelecido, como dito no trecho,

Em todas as unidades tematicas, a delimitagdo dos objetos de conhecimento e das
habilidades considera que as nog¢des matematicas sdo retomadas, ampliadas e
aprofundadas ano a ano. No entanto, ¢ fundamental considerar que a leitura dessas
habilidades ndo seja feita de maneira fragmentada. A compreensdo do papel que
determinada habilidade representa no conjunto das aprendizagens demanda a
compreensdo de como ela se conecta com habilidades dos anos anteriores, o que leva
a identificagdo das aprendizagens ja consolidadas, e em que medida o trabalho para
o desenvolvimento da habilidade em questdo serve de base para as aprendizagens
posteriores. (BRASIL, 2018, p. 276).

A classificacdo das habilidades da BNCC em niveis de Van Hiele pode nos ajudar a
compreender melhor como cada competéncia se encaixa dentro da progressao do aprendizado

de geometria.

A seguir, sdo apresentados quadros que relacionam as habilidades especificas da
BNCC na unidade tematica de Geometria com os niveis da teoria de Van Hiele. As
classificagdes foram elaboradas pelo autor deste trabalho com base na experiéncia adquirida

ao longo desses anos.
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No nivel de visualiza¢dao da teoria de Van Hiele, os estudantes reconhecem e nomeiam

formas geométricas simples sem entrar em suas propriedades ou relagdes mais complexas.

Esse nivel ¢ mais adequado para as séries iniciais do Ensino Fundamental, onde o foco estd no

reconhecimento basico de formas e na orientacdo espacial. As habilidades associadas a este

nivel ajudam a estabelecer uma base so6lida para o desenvolvimento posterior de competéncias

mais complexas.

Quadro 1 - Habilidades do Nivel 0 na BNCC.

Ano
Escolar

Habilidade BNCC

1° EF

(EFO1IMA11) Descrever a localizag@o de pessoas e de objetos no espago em relacdo a sua propria

posi¢do, utilizando termos como a direita, a esquerda, em frente, atras.

(EFO1MA12) Descrever a localizacdo de pessoas e de objetos no espago segundo um dado ponto
de referéncia, compreendendo que, para a utilizagdo de termos que se referem a posi¢do, como
direita, esquerda, em cima, em baixo, é necessario explicitar-se o referencial.

(EFO1MA13) Relacionar figuras geométricas espaciais (cones, cilindros, esferas e blocos
retangulares) a objetos familiares do mundo fisico.

(EFO1MA14) Identificar e nomear figuras planas (circulo, quadrado, retangulo e tridngulo) em

desenhos apresentados em diferentes disposigdes ou em contornos de faces de solidos geométricos.

2° EF

(EF02MA12) Identificar e registrar, em linguagem verbal ou ndo verbal, a localizagdo e os
deslocamentos de pessoas ¢ de objetos no espago, considerando mais de um ponto de referéncia, e
indicar as mudangas de diregdo e de sentido.

(EFO02MA13) Esbogar roteiros a serem seguidos ou plantas de ambientes familiares, assinalando
entradas, saidas e alguns pontos de referéncia.

(EF02MA14) Reconhecer, nomear e comparar figuras geométricas espaciais (cubo, bloco
retangular, pirdmide, cone, cilindro e esfera), relacionando-as com objetos do mundo fisico.

(EF02MA15) Reconhecer, comparar ¢ nomear figuras planas (circulo, quadrado, retangulo e
tridngulo), por meio de caracteristicas comuns, em desenhos apresentados em diferentes
disposi¢des ou em solidos geométricos.

3° EF

(EFO3MA12) Descrever e representar, por meio de esbogos de trajetos ou utilizando croquis e
magquetes, a movimentagio de pessoas ou de objetos no espago, incluindo mudangas de direcdo e
sentido, com base em diferentes pontos de referéncia.

(EF03MA13) Associar figuras geométricas espaciais (cubo, bloco retangular, pirdmide, cone,
cilindro e esfera) a objetos do mundo fisico e nomear essas figuras.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).



25

Nivel 1: Analise

No nivel de analise da teoria de Van Hicle, os estudantes identificam e analisam
caracteristicas das formas geométricas, como lados, angulos e outras propriedades basicas.
Este nivel ¢ apropriado para os anos iniciais ¢ intermedidrios do Ensino Fundamental, quando
os alunos comecam a desenvolver uma compreensao mais profunda das propriedades das

formas e comegam a compara-las.

Quadro 2 - Habilidades do Nivel 1 na BNCC.

Ano Habilidade BNCC
Escolar

(EF03MA14) Descrever caracteristicas de algumas figuras geométricas espaciais (prismas retos,
piramides, cilindros, cones), relacionando-as com suas planificagdes.

(EFO3MA15) Classificar e comparar figuras planas (triangulo, quadrado, retangulo, trapézio e

° EF o . C . . . Y
3 paralelogramo) em relacdo a seus lados (quantidade, posi¢des relativas e comprimento) e vértices.

(EF03MA16) Reconhecer figuras congruentes, usando sobreposi¢do ¢ desenhos em malhas
quadriculadas ou triangulares, incluindo o uso de tecnologias digitais.

(EF04MA16) Descrever deslocamentos e localiza¢do de pessoas e de objetos no espaco, por meio
de malhas quadriculadas e representacdes como desenhos, mapas, planta baixa e croquis,
empregando termos como direita e esquerda, mudangas de dire¢do e sentido, intersec¢éo,
transversais, paralelas e perpendiculares.

(EF04MA17) Associar prismas e piramides a suas planificagdes e analisar, nomear € comparar seus
4° EF | atributos, estabelecendo relagdes entre as representagdes planas e espaciais.

(EF04MA18) Reconhecer angulos retos e ndo retos em figuras poligonais com o uso de dobraduras,
esquadros ou softwares de geometria.

(EF04MA19) Reconhecer simetria de reflexdo em figuras e em pares de figuras geométricas planas
e utiliza-1a na construgdo de figuras congruentes, com o uso de malhas quadriculadas e de softwares
de geometria.

(EFO5MA14) Utilizar e compreender diferentes representagdes para a localizag@o de objetos no
plano, como mapas, células em planilhas eletronicas e coordenadas geograficas, a fim de
desenvolver as primeiras no¢des de coordenadas cartesianas.

5° EF | (EFOSMA16) Associar figuras espaciais a suas planifica¢des (prismas, piramides, cilindros e cones)
¢ analisar, nomear ¢ comparar seus atributos.

(EFOSMA17) Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices e angulos, e
desenha-los, utilizando material de desenho ou tecnologias digitais.

(EFO6MA18) Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices e angulos, e

classifica-los em regulares e ndo regulares, tanto em suas representagdes no plano como em faces
o .

6° EF | de poliedros.
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(EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classifica-los em relagdo as medidas dos
lados e dos angulos.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Nivel 2: Deducio Informal

No nivel de abstracdo, os estudantes comecam a entender as relagdes e diferengas

entre formas geométricas, a importancia de definicdes precisas e a identificar conjuntos de

formas e seus subconjuntos. Eles também comeg¢am a entender o conceito de prova. Este nivel

¢ adequado para os anos intermedidrios e finais do Ensino Fundamental, quando os alunos

estdo preparados para lidar com conceitos mais abstratos e avangados em geometria.

Quadro 3 - Habilidades do Nivel 2 na BNCC.

Ano
Escolar

Habilidade BNCC

5° EF

(EFOSMA15) Interpretar, descrever e representar a localizagdo ou movimentagao de objetos no
plano cartesiano (1° quadrante), utilizando coordenadas cartesianas, indicando mudangas de direcdo
e de sentido e giros.

(EFO5MA18) Reconhecer a congruéncia dos angulos e a proporcionalidade entre os lados
correspondentes de figuras poligonais em situa¢des de ampliagdo e de reducdo em malhas
quadriculadas e usando tecnologias digitais.

6° EF

(EFO6MA16) Associar pares ordenados de niimeros a pontos do plano cartesiano do 1° quadrante,
em situacdes como a localizagdo dos vértices de um poligono.

(EFO6MA17) Quantificar e estabelecer relagdes entre o nimero de vértices, faces e arestas de
prismas e pirdmides, em fun¢do do seu poligono da base, para resolver problemas e desenvolver a
percepgao espacial.

(EFO6MA20) Identificar caracteristicas dos quadrilateros, classifica-los em relacdo a lados e a
angulos e reconhecer a inclusdo e a interseccao de classes entre eles.

(EFO6MAZ21) Construir figuras planas semelhantes em situagdes de ampliacdo e de redugdo, com o
uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias digitais.

(EFO6MA22) Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para representacdes de
retas paralelas e perpendiculares e constru¢do de quadrilateros, entre outros.

(EFO6MA23) Construir um algoritmo para resolver situagdes passo a passo (como na construcdo de
dobraduras ou na indicagdo de deslocamento de um objeto no plano segundo pontos de referéncia e
distancias fornecidas etc.).

7° EF

(EFO7MA19) Realizar transformagdes de poligonos representados no plano cartesiano, decorrentes
da multiplicagdo das coordenadas de seus vértices por um nimero inteiro.

(EF07MA20) Reconhecer e representar, no plano cartesiano, o simétrico de figuras em relag@o aos
eixos e a origem.
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(EFO7MAZ21) Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de translagao, rotagdo e reflexao,
usando instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica e vincular esse estudo a
representagdes planas de obras de arte, elementos arquitetonicos, entre outros.

(EFO7MAZ22) Construir circunferéncias, utilizando compasso, reconhecé-las como lugar
geométrico e utiliza-las para fazer composi¢des artisticas e resolver problemas que envolvam
objetos equidistantes.

(EFO7MAZ23) Verificar relagGes entre os angulos formados por retas paralelas cortadas por uma
transversal, com e sem uso de softwares de geometria dindmica.

(EFO7MA24) Construir tridngulos, usando régua e compasso, reconhecer a condi¢do de existéncia
do triangulo quanto a medida dos lados e verificar que a soma das medidas dos angulos internos de
um triangulo ¢ 180°.

(EFO7MAZ25) Reconhecer a rigidez geométrica dos tridngulos e suas aplica¢des, como na
construcao de estruturas arquitetonicas (telhados, estruturas metalicas e outras) ou nas artes
plasticas.

(EFO7MA27) Calcular medidas de angulos internos de poligonos regulares, sem o uso de férmulas,
e estabelecer relagdes entre angulos internos e externos de poligonos, preferencialmente vinculadas
a construcdo de mosaicos ¢ de ladrilhamentos.

8° EF

(EFO8MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares de geometria dindmica,
mediatriz, bissetriz, &ngulos de 90°, 60°, 45° e poligonos regulares.

(EFO8MA17) Aplicar os conceitos de mediatriz e bissetriz como lugares geométricos na resolucao
de problemas.

(EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composi¢des de transformagdes
geométricas (translagdo, reflexdo e rotagdo), com o uso de instrumentos de desenho ou de softwares
de geometria dindmica.

9° EF

(EFO9MA16) Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a distincia entre dois pontos
quaisquer, dadas as coordenadas desses pontos no plano cartesiano, sem o uso de formulas, e
utilizar esse conhecimento para calcular, por exemplo, medidas de perimetros e areas de figuras
planas construidas no plano.

(EFO9MA17) Reconhecer vistas ortogonais de figuras espaciais ¢ aplicar esse conhecimento para
desenhar objetos em perspectiva.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Nivel 3: Deduciao Formal

No Nivel 3: Dedug¢do Formal da teoria de Van Hiele, os estudantes comegam a

trabalhar com dedugdes logicas e a entender a importancia das provas formais no estudo da

geometria. Nesse nivel, eles sdo capazes de organizar propriedades geométricas em sistemas

dedutivos, compreendendo o papel dos axiomas, defini¢des e teoremas dentro de um sistema
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formal. Os alunos podem construir provas, partindo de premissas dadas, e justificar suas

conclusdes com base em relagdes geométricas.

Quadro 4 - Habilidades do Nivel 3 na BNCC.

Ano Habilidade BNCC
Escolar

(EFO07MA26) Descrever, por escrito ¢ por meio de um fluxograma, um algoritmo para a
constru¢do de um tridngulo qualquer, conhecidas as medidas dos trés lados.

7° EF
(EFO7MA28) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo para a
constru¢ao de um poligono regular (como quadrado e tridngulo equilatero), conhecida a medida de
seu lado.

(EFO8MA14) Demonstrar propriedades de quadrilateros por meio da identificacdo da congruéncia
de triangulos.

8° EF
(EFO8MA16) Descrever, por escrito ¢ por meio de um fluxograma, um algoritmo para a
construgdo de um hexagono regular de qualquer area, a partir da medida do angulo central ¢ da
utiliza¢do de esquadros e compasso.

(EFOOMA10) Demonstrar relagdes simples entre os angulos formados por retas paralelas cortadas
por uma transversal.

(EFOOMA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de relagdes entre arcos, angulos
centrais e angulos inscritos na circunferéncia, fazendo uso, inclusive, de softwares de geometria
dinamica.

(EFO9MA12) Reconhecer as condi¢des necessarias e suficientes para que dois tridngulos sejam

semelhantes.
9° EF

(EFO9MA13) Demonstrar relagdes métricas do tridngulo retangulo, entre elas o teorema de
Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanga de tridngulos.

(EFO9MA14) Resolver e elaborar problemas de aplicagdo do teorema de Pitdgoras ou das relagdes
de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por secantes.

(EFO9MA15) Descrever, por escrito ¢ por meio de um fluxograma, um algoritmo para a
construgdo de um poligono regular cuja medida do lado ¢ conhecida, utilizando régua e compasso,
como também softwares.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
Nivel 4: Rigor

Como o Nivel 4 trata de um nivel mais abstrato e formal do pensamento geométrico,
ele ¢ geralmente associado a habilidades que exigem um alto grau de abstragdo, como a
exploracdo de sistemas geométricos complexos e o desenvolvimento de provas rigorosas. No
entanto, nas habilidades descritas pela BNCC para o Ensino Fundamental, ndo encontramos
habilidades explicitamente alinhadas com essas ideias. Esse nivel ¢ mais provavel de ser

atingido apenas no final do ensino médio ou no ensino superior, quando os estudantes ja sao
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capazes de lidar com geometrias alternativas, axiomas complexos e sistemas formais de

maneira rigorosa.

2.4 Origami

A palavra “Origami” tem suas raizes na lingua japonesa, composta pelos termos “ori”,
que significa “dobrar”, e “kami”, que se traduz como “papel”. De acordo com Hayasaka e
Nishida (2024), a origem exata do origami permanece envolta em mistério, mas uma teoria
amplamente aceita descarta a ideia de sua criagdo na China, juntamente com a invenc¢ao do
papel. Uma vez que o papel tinha predominantemente uma funcao de escrita, o que sugere que
o origami, com suas dobraduras, provavelmente se desenvolveu no Japao.

Segundo Bellos (2011), embora o origami seja uma invengao japonesa, possui raizes
em diversas culturas ao redor do mundo, com técnicas independentes de dobradura de papel.
O educador alemao Friedrich Frobel, no século XIX, ¢ reconhecido por utilizar dobraduras de
papel como ferramenta pedagodgica para ensinar geometria a criancas. Essa diversidade
destaca o interesse global na arte de da transforma¢do de uma simples folha de papel em
formas complexas.

Hoje, essa rica tradicdo do origami serve como base para uma motivagao
contemporanea no ensino de construgdes geométricas. O uso do origami como ferramenta
educacional oferece uma abordagem pratica e visualmente envolvente para explorar conceitos
matematicos e algoritmicos, como destaca Row (apud Bellos, 2011, p. 117) “véarios
importantes processos geomeétricos [...] podem ser obtidos com muito mais facilidade do que
com régua € compasso’’.

O uso do origami como ferramenta educacional também destaca-se pela sua
acessibilidade e baixo custo, tornando-o adequado para uma ampla gama de ambientes
educacionais, independentemente dos recursos disponiveis. Com o uso de origami modular
por exemplo, € possivel formar uma série de poliedros apenas utilizando papel.

Os manuais que apresentam diagramas de passo a passo para a construcao de origamis
geralmente utilizam simbolos especificos para indicar as instrugdes de dobragem, em vez de
descrigoes textuais (MONTROLL, 2011). No entanto, como os alunos podem ndo estar
familiarizados com esses simbolos, as atividades desta dissertacdo incluem tanto os simbolos
quanto as descri¢des do passo a passo, descritos na Figura 4. Observe que a cada dobra

forma-se a linha de vinco.
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Figura 4 - Simbolos usados nos diagramas

se=ssm============= LIObDre para frente.
Dobre e desdobre.

Linha de dobra.

Vire para o outro lado.
/—\\‘ Dobre nessa direcao.

e Inserir.
Dobre e desdobre.

Fonte: Adaptado de Montroll (2011) e Kawamura (2001).

2.5 Axiomas no Origami

De acordo com Lang (2015), a partir dos anos 1970, varios pesquisadores do origami
comecaram a examinar de maneira metodica as multiplas combinagdes possiveis de dobras e a
investigar quais tipos de distancias poderiam ser criados ao combinar essas dobras de
diferentes formas. O pioneiro nesse estudo sistematico foi Humiaki Huzita, que delineou um
conjunto de seis abordagens fundamentais para definir uma unica dobra, alinhando diferentes
combinagdes de pontos, linhas e a propria linha de dobra existente. Essas seis operagdes sao
conhecidas como "Axiomas de Huzita", embora seja mais apropriado entendé-las como agdes
que influenciam pontos e linhas. Com base em um conjunto inicial de pontos e linhas em uma
folha de papel, as operagdes de Huzita possibilitam a criagdo de novas linhas, e os pontos
adicionais sdo determinados pelas intersecdes entre as linhas existentes e as novas. O conjunto
expandido de pontos e linhas pode, entdo, ser ainda mais ampliado por meio da aplicagdo
repetida dessas operagdes, gerando novas combinagdes de pontos e linhas. Posteriormente, em
2002, Koshiro Hatori introduziu uma técnica de dobragem que ndo estava contemplada nos

axiomas de Huzita, levando assim a formulagdo formal de um sétimo axioma.

Os Axiomas de Huzita-Hatori sdo exibidos abaixo:

Axioma 1: Dado dois pontos, p,ep,, podemos dobrar uma linha que os contém.



Figura 5 - Axioma 1

Fonte: Lang (2015)

Axioma 2: Dados dois pontos, p,ep,, existe uma dobragem que os torna coincidentes.

Figura 6 - Axioma 2

Fonte: Lang (2015)

Axioma 3: Dadas duas retas, l1 e l2 , existe uma dobragem que as torna coincidentes.

Figura 7 - Axioma 3

Fonte: Lang (2015)
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Axioma 4: Dados um ponto p, ¢ uma reta l1’ existe uma dobragem perpendicular a l1 que

passa porp. .
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Figura 8 - Axioma 4

|
P11'.

I
|
|
1 I
1 !
|
Fonte: Lang (2015)

Axioma 5: Dados dois pontos, P, ¢ D,, ¢ uma reta, l1’ se a distancia de p,ap, for igual ou

superior a distancia de a | , existe uma dobragem que faz incidir p. em [ e que passa por
29 1 1

pz'

Figura 9 - Axioma 5

P1,

Fonte: Lang (2015)

Axioma 6: Considerando dois pontos, p,ep, ¢ duas retas, l1 e lz, ¢ possivel realizar uma

dobragem que fard com que p L coincida com [ (6P, coincida com [ 5

Figura 10 - Axioma 6

P1,

P2,

Fonte: Lang (2015)
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Axioma 7: Dado um ponto, P, duas retas, l1 e lz, se as retas ndo forem paralelas, existe

uma dobragem que faz incidir p L em l . © ¢ perpendicular a lz'

Figura 11 - Axioma 7

P1
§

'kij

Fonte: Lang (2015)

Monteiro (2008), em sua dissertacdo apresenta uma explicagdo analitica detalhada dos
axiomas de Huzita-Hatori e aplicacdes em resolucdo de equagdes quadraticas, cubicas,

trisseccdo do angulo e duplicacao do cubo.
2.6 Origami e Geometria

No estudo da geometria, o origami se revela uma ferramenta poderosa e criativa, capaz
de transformar conceitos abstratos em experiéncias concretas. A pratica de dobraduras de
papel, além de estimular o pensamento espacial, permite a exploracdo de problemas de
construcgdes classicas de uma forma elegante. Um exemplo notavel ¢ a trisseccdo do angulo,
um desafio que, embora impossivel de ser resolvido com régua e compasso, encontra no
origami uma solu¢do elegante e acessivel. Nesta parte do capitulo, exploraremos como o
origami ndo apenas enriquece o ensino da geometria, mas também abre novas possibilidades

para a compreensdo e a aplicagdo de conceitos matematicos complexos.

2.6.1 Trissec¢iio do Angulo

Para dividir qualquer angulo em duas partes iguais, um compasso € uma régua podem
ser utilizados de maneira simples. Primeiramente, desenha-se um circulo com o vértice do
angulo como centro. Em seguida, identificam-se os pontos onde o circulo intersecta os lados

do angulo. Utilizando esses pontos como centros, tragam-se dois novos circulos com o
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compasso. Se a abertura do compasso estiver correta, os dois novos circulos se cruzardo em
dois pontos distintos. Uma linha reta que passa por esses pontos de intersecdo dividira o
angulo original ao meio, ou seja, traca-se a bissetriz.

Por outro lado, o problema de dividir um angulo em trés partes iguais ¢ mais
complexo. Esse problema, conhecido como trisseccdo do angulo, busca um método usando
régua e compasso para realizar essa divisdo, porém foi provado que ¢ impossivel de ser
realizado. Existem casos especificos onde essa divisdo € mais simples; por exemplo, trissectar
um angulo reto ¢ relativamente facil, pois pode-se construir um angulo de 60 graus e, em

seguida, bissectar esse angulo para obter 30 graus.

Os gregos antigos conheciam métodos para trissectar qualquer angulo
usando outras curvas, como cOnicas ou espirais, ¢ muitos outros foram descobertos
ao longo dos séculos. Existem inclusive curvas chamadas trissectizes, concebidas
para esse fim.

Mas a busca de um método geral de trissec¢do do angulo usando apenas
régua e compasso resistiu a todos os esforgos até que o francés Pierre Wantzel
(1814-1848) provou, em 1837, que tal método ndo pode existir. (VIANNA, 2021)

A solugdo da trissec¢do de um angulo com origami se baseia na flexibilidade das
dobras, que permite a criacdo de intersecdes entre linhas que ndo sdo possiveis com régua e
compasso. No caso especifico da trissec¢do, uma técnica comum envolve dobrar o papel de
maneira que duas linhas coincidam com pontos previamente marcados, criando a divisao
exata do angulo em trés partes iguais.

A demonstracdo a seguir, utilizada para mostrar a trisseccdo do angulo usando
dobraduras, ¢ baseada na de Hisashi Abe, conforme apresentada por Cavacami e Furuya
(2009).

Dado um angulo 2EBC menor que 90° conforme a figura 12.

Figura 12 - Passo 1 da trissec¢do do angulo.
A E D

B C
Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Dobre o papel na vertical para determinar o segmento FG paralelo a AD. Quanto menor o
angulo a trissectar, maior deve ser o tamanho de AF, caso contrario, os pontos de intersecao
gerados nos passos futuros serdo um projecdo fora do papel, dificultando ou até
impossibilitando o processo. Por exemplo, se o angulo for menor do que 45°, entdo AF tem

que ser maior que BF, e com isso o ponto E estara contido em CD ao invés de estar em AD.

Figura 13 - Passo 2 da trissec¢do do angulo.

A E D
Pl e G
B C

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Determine a paralela HI, onde H e I sdo os respectivos pontos médios de FB e GC.

Figura 14 - Passo 3 da trissec¢do do angulo.

A E D
Fp ------------------------------------------- -oG
H» ------------------------------------------- <

B C

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Dobre de modo que ponto B encontre o segmento HI e o ponto F encontre o segmento

EB. Essa dobra ¢ dada pelo Axioma 6 de Huzita.
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Figura 15 - Passo 4 da trissecc¢do do angulo.

C
Fonte: elaborado pelo autor (2024).
Para ajudar na visualizacdo, ¢ ideal marcar os pontos F', H' ¢ B' que sdo formados

pelos pontos F, H e B sobre o papel. Trace o segmento F'B".

Desdobre o papel e trace os segmentos B'B ¢ H'B. Trace por B' uma paralela a IC,
encontrando BC no ponto N.
Temos que os tridngulos A BB'N, A BB'H' e A BF'H' sdo congruentes, com o0s

angulos em B congruentes.

Figura 16 - Visualizagdo da trissec¢do do angulo.

B N ©

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Os triangulos A BB'N e A BB'H' sdo congruentes porque compartilham a hipotenusa
BB' e os catetos opostos aos angulos o vértice B sdo congruentes, uma vez que
NB' = BH = B'H', como exibido na figura 15.

Os triangulos A BB'H' ¢ A BF'H' também sd3o congruentes, pois tém o cateto BH' e
comum € o0s catetos opostos aos angulos no vértice B sdo congruentes, ja que
H'B' = HB = HF = H'F'.

Portanto, os vértices dos tridngulos que se encontram em B possuem 0S mesmos
angulos, o que significa que o dngulo 2ZEBC esta dividido em trés partes congruentes. A etapa
que contém o Axioma 6 de Huzita ¢ o que define a impossibilidade de realizar essa

construcao usando compasso e régua.

2.6.2 Duplicacio do Cubo

Outro problema classico que € possivel com origami e impossivel com régua e

compasso ¢ o da duplicacao do cubo.

Eratostenes que certa vez, na antiga Grécia, os habitantes da ilha de Delos
perguntaram ao oraculo de Apolo o que fazer para combater uma peste que assolava
0 povo. A resposta do oraculo foi que o altar de Apolo, de forma cubica, devia ser
duplicado. Assim, teria nascido o problema geométrico da duplicagdo do cubo,
também conhecido como “problema deliano”, que se tornou um dos problemas
classicos da Antigiiidade. Podemos enuncia-lo também desta forma: dada a aresta de
um cubo, construir a aresta de um segundo cubo cujo volume seja o dobro do
primeiro. Os matematicos gregos ja tinham resolvido a questdo da duplica¢dao de um
quadrado, e parece natural que a tenham estendido ao caso do cubo. (LUCERO,
2005)

De acordo com Lucero (2005), a seguinte construcdo foi feita por Peter Messer, que
parte de um papel quadrado dividido em trés partes iguais. Isso pode ser feito seguindo as

etapas a seguir.

Marcar o ponto médio de um lado préximo a borda, dobrando e desdobrando a folha.
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Figura 17 - Passo 1 da duplicacéo do cubo.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Fazer a dobradura seguindo o diagrama abaixo e desdobrar para fazer a marcagao.

Figura 18 - Passo 2 da duplicagéo do cubo.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Dobrar a diagonal conforme o diagrama abaixo e desdobrar.

Figura 19 - Passo 3 da duplicacdo do cubo.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Dobrar horizontalmente de modo com que a borda superior encontre com a intersecao

das marcagdes feitas pelas dobraduras anteriores.
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Figura 20 - Passo 4 da duplicacéo do cubo.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Dobrar horizontalmente novamente, mas dessa vez fazendo com que a borda inferior

encontre com a marcacao feita no ultimo passo.

Figura 21 - Passo 5 da duplicacéo do cubo.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Apbs esse processo, as linhas horizontais dividem o papel em trés partes iguais,
marcadas pelos segmentos horizontais. Outros métodos podem ser usados para alcangar esse
resultado, uma vez que Messer (1986) inicia sua solugdo a partir de um papel ja dividido de

acordo com o resultado obtido até esse ponto.

Figura 22 - Passo 6 da duplicacdo do cubo.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Para seguir com a dobradura, fixe os pontos A e B conforme indicado na figura 23.
Em seguida, dobre o papel de maneira que o ponto A se alinhe com a primeira linha

horizontal e o ponto B toque a extremidade direita do papel.

Figura 23 - Passo 7 da duplicacdo do cubo.

B A"
Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Fazendo isso temos o resultado final, onde % =+/2.

Figura 24 - Passo 8 da duplicagéo do cubo.

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Com isso, por exemplo, podemos formar dois quadrados que podem ser usados como
modulos para a constru¢cdo de um origami de cubo por exemplo usando algum método de
constru¢do, seja modular ou ndo, e assim, um terd o dobro do outro.

A prova dessa constru¢ao pode ser encontrada em Rabinowitz (1986), e ¢ feita através
da semelhanca de tridngulos ¢ o Teorema de Pitagoras, ja Lucero (2005) realiza essa

demonstragdo usando geometria analitica.
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Figura 25 - Exemplo de aplicagdo duplicagdo do cubo.

x=

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

2.7 Origami na Educacio: Origametria

Parte das inspiragdes para as atividades realizadas neste trabalho veio do programa
Origametria, desenvolvido pelo Centro de Origami de Israel (I0C), (https://origametria.com/).
O termo 'Origametria' ¢ uma combinacdo de 'origami' e 'geometria’, criado para ensinar o
curriculo de geometria por meio do origami.

A implementacdo do programa Origametria nas escolas israelenses revelou inimeras
semelhangas com a metodologia de ensino da geometria proposta pela Teoria de Van Hiele.
Segundo Golan (2011), “depois que o Centro de Origami de Israel (IOC) estabeleceu o
programa Origametria nas escolas, muitos paralelos foram encontrados com o método de
ensino geométrico de Van Hiele”. No entanto, observa-se que muitos alunos em Israel sdo
introduzidos a geometria no Nivel Dedutivo de Van Hiele (Nivel 3) durante o ensino
fundamental II e médio, sem que tenham desenvolvido uma base sélida nos niveis anteriores.
Esses alunos enfrentam dificuldades ao serem solicitados a formular provas geométricas, pois
ainda ndo conseguem identificar corretamente lados e angulos, localizar poligonos dentro de
outros ou reconhecer definigdes geométricas basicas.

Isso evidencia a importancia de uma progressao gradual no ensino da geometria, onde
os primeiros niveis de Van Hiele (visualizacdo e andlise) sdo fundamentais para preparar os
alunos para abstragdes mais complexas, como a deducgdo e a prova formal.

No quadro 5 apresentamos novamente as caracteristicas dos niveis de Van Hiele, mas

dessa vez correlacionando com o programa Origametria, conforme apresentado por Golan

(2011).



42

Quadro 5 - Comparacdo entre os niveis de Van Hiele e Origametria.

Nivel de Van Hiele

Etapa do programa Origametria

Nivel 0: Nesse nivel, os alunos aprendem os nomes
de muitos termos e formas geométricas. Eles
conseguem identificar formas geométricas e entender
as diferengas entre elas.

Para o ensino infantil e nos primeiros anos do ensino
fundamental, os alunos sdo expostos a termos e
formas geométricas basicas, como lado, vértice,
quadrado, retdngulo e tridngulo. Em cada aula, o
Origametria faz referéncia repetida a esses termos e
formas, de modo que a compreensdo basica seja
refor¢ada diversas vezes.

Nivel 1: Nesse nivel, os alunos conseguem identificar
e analisar as caracteristicas das formas geométricas.

No processo de dobrar um modelo, um tema
geométrico (como um tridngulo isosceles ou uma
linha de simetria) aparece muitas vezes em diferentes
formas, e seu carater ¢ discutido pelos alunos. Por
meio dessa analise cumulativa de diferentes
exemplos, as caracteristicas de um tema geométrico
sdo aprendidas.

Nivel 2: Os alunos conseguem entender as relagoes e
diferengas entre os poligonos e a importancia de
definicdes precisas. Eles conseguem identificar
conjuntos de formas e seus subconjuntos (por
exemplo, por que todos os retangulos pertencem a

familia dos paralelogramos).

Enquanto dobram um modelo, os alunos testam as
caracteristicas de um tema geométrico em diferentes
contextos, aprendendo a separar e definir formas
semelhantes, como triangulos escalenos e isosceles
ou paralelogramos e losangos.

Fonte: Traduzido e adaptado de Golan (2011)

No programa, o planejamento de uma aula comeg¢a com a selecdo de um tdpico

especifico de geometria a ser ensinado. De acordo com Golan e Jackson (2009), apos a

defini¢do do tdpico, ¢ selecionado um modelo de origami cuja sequéncia de dobras enfatiza o

tema escolhido. Por exemplo, se o foco estiver em tridngulos is6sceles, poligonos ou

bissecgdes, o modelo escolhido terd caracteristicas que exploram essas figuras geométricas de

maneira pratica e visual.

Quadro 6 - Comparagdo entre os niveis de Van Hiele e Origametria.

Diagrama Instrugao

Questionamento

1. Dobre ao meio.
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2. Dobre e desdobre, conforme o
diagrama.

3. Dobre ao meio novamente.

Quantos quadrados aparecem
na folha?

uantos triangulos aparecem
& s 4. Dobre de modo com que os cantos se Q 7,05 ap
~ P . . na folha? Os triangulos
i , encontrem no meio da extremidade. o ,
Ns também sdo poligonos?
1 Quantos tridngulos aparecem
5. Dobre a ponta.
na folha?
v
4 6. Dobre os cantos restantes da mesma Quantos tridngulos aparecem
maneira que o passo 4. na folha?
l _ _ _ _ _ _ N

7. Dobre os cantos até a linha do meio.

8. Dobre os tridngulos pequenos para
dentro do bolso formado de acordo com o
diagrama.

9. Dobre conforme o diagrama.

Qual é o maior poligono
presente na folha?
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10. Assopre no local indicado para inflar
a figura e empurre na seta preta indicada.

11. Abra o coragdo, tentando deixa-lo oco | Apds o coragdo ser inflado,
no meio. qual foi o poligono formado?

Fonte: Adaptado, traduzido e com imagens de Golan e Jackson (2009).

A pergunta feita apds o passo final, exibida no quadro 6, pode gerar algumas respostas
diferentes, ja que o coragdo final ndo ¢ um poligono e sim composto por varios poligonos. Se
a intencdo era vé-lo de frente, sua projecdo formaria um hexagono.

A atividade do quadro 6 foi criada com o objetivo de desenvolver o pensamento
abstrato e identificar e descrever os principais poligonos. Ela pode ser utilizada no 1° e 2°

anos do Ensino Fundamental para identificar poligonos contando o nimero de lados.
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3. PROPOSTA DE ATIVIDADES

Neste capitulo serd apresentado um conjunto de atividades que utilizam o origami
como ferramenta pedagodgica, alinhado a metodologia proposta pelo programa Origametria.
As atividades visam desenvolver o pensamento geométrico dos alunos, proporcionando uma
transicao fluida entre os diferentes niveis de compreensao descritos na Teoria de Van Hiele,
além de estar em conformidade com as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular

(BNCC).
3.1 Atividade 1 - Explorando proporcées com origami

Essa ¢ uma sugestdo de atividade que foi inspirada nos moldes do programa
Origametria, que tem como caracteristica ndo revelar o que estd sendo dobrado. Assim o
aluno durante o processo tem a oportunidade de focar na geometria e enxergar as partes como
figuras geométricas € nado como uma parte do corpo de um animal ou objeto. Ou seja, se o
produto final for um pato, o aluno ndo sabera que esta olhando para uma parte determinada do
animal e sim para um tridngulo is6sceles, por exemplo.

Essa ¢ uma atividade que pode ser utilizada para explorar varios conceitos de
Geometria, como angulos, figuras geométricas, congruéncia e semelhanca de triangulos,
perimetros e areas, a depender do conteido que o professor desejar aplicar. Como nosso
interesse € no ensino fundamental II e niveis de Van Hiele, o exemplo de atividade abaixo
refere-se aos conceitos do 6° ano. No Recurso Educacional desta dissertagdo é possivel

encontrar algumas perguntas, imagens em maior qualidade para a montagem.

Objetivo: Compreender e aplicar os conceitos de proporgdes e simetrias por meio da

dobragem de figuras de origami em diferentes tamanhos.

Habilidades na BNCC:
(EFO6MAZ21) Construir figuras planas semelhantes em situacdes de ampliag@o e de redugdo,

com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias digitais.

(EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classifica-los em relagdo as medidas

dos lados e dos angulos.

Tempo para execucao: 2 aulas de 50 minutos.

Pré-requisitos: De acordo com as habilidades propostas, esta atividade ¢ destinada ao 6° ano
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e requer o reconhecimento de formas geométricas bésicas, a classificacdo de angulos e o
dominio de operagdes basicas com niimeros racionais. Mas pode ser aplicada em outros anos
dependendo da abordagem em quais contetidos além dos niveis de Van Hiele.

A primeira atividade ¢ dividida em duas partes, na primeira, com o uso do passo a
passo no origami, inclui-se um conjunto de questdes relacionadas a cada passo sobre as
figuras geométricas que aparecem no decorrer da constru¢do. Na segunda parte, com o uso do
papel para dobra de dimensdo distinta da primeira atividade, exploram-se as medidas e suas

proporgoes.

Parte 1: Passo a passo para a construcio.

Por ndo possuirem acesso ao produto final logo de inicio, essa construgdo deve ser
exibida em partes, por isso podemos usar slides para apresentar o passo a passo. Apds alguns
passos, os alunos responderdo algumas perguntas que podem ser feitas sobre a constru¢do em
andamento, que pode ser em uma folha de atividade com todas as perguntas ou do proprio
slide. Para essa primeira construgdo, os alunos irdo utilizar uma folha quadrada de dimensdes

10cm x 10 cm.

1° passo:

FIGURA 26 — Slide 1: Atividade 1

Dobre a folha e marque a diagonal, desdobre em seguida.

Fonte: Proprio autor

Logo apo6s esse primeiro passo, o aluno deve responder as perguntas:

1) Quais sao os tipos de triangulos formados pela extremidade da folha e a linha de vinco?

2° passo:
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FIGURA 27 — Slide 2: Atividade 1

Dobre ao meio novamente, mas formando a outra diagonal.

Fonte: Proprio autor

Apbs o0 2° passo, ndo ha uma pergunta. Nem todos os passos serdo acompanhados de

perguntas sobre geometria ou sobre o modelo.

3° passo:

FIGURA 28 — Slide 3: Atividade 1

Dobre de forma com que se encontre com a linha do meio.

Fonte: Proprio autor

Dependendo de como se caminha o ano em geometria, essas perguntas também podem
variar. Nesse ponto podemos tratar sobre as bissetrizes formadas, por exemplo. Antes do 4°
passo, os alunos devem responder as seguintes questoes:

2) Os triangulos formados sdo retdngulos?

3) Existe algum angulo obtuso formado por alguma extremidade ou linha de vinco?
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4° passo:

FIGURA 29 — Slide 4: Atividade 1

Vire para o outro lado.

Fonte: Proprio autor

E importante lembrar que como cada um tem sua maneira e jeito de lidar com os
objetos, os alunos provavelmente irdo produzir modelos iguais, mas com precisdes diferentes
nas dobraduras e isso pode gerar respostas diferentes nessas perguntas, mas que estejam certas

com a produ¢do do aluno. Uma pergunta apos o 4° passo poderia ser:

4) A figura formada é um quadrado?

5) Se sim, o lado do quadrado do papel ¢ quantas vezes maior que a desse quadrado?

5° passo:

FIGURA 30 — Slide 5: Atividade 1

Dobre ao meio conforme o diagrama.

Fonte: Proprio autor
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6° passo:

FIGURA 31 — Slide 6: Atividade 1

Dobre a primeira aba.

Fonte: Proprio autor

Dependendo de como o professor organize a turma, ¢ importante, a partir deste ponto
dar atencdo a construgdo feita pelos alunos, para que nenhum fique atrasado, tanto na
constru¢ao, como na sequéncia de perguntas.

Apos esse passo, os alunos podem responder a pergunta:

6) Quantos tridngulos vocé consegue identificar no momento?

7° passo:

FIGURA 32 — Slide 7: Atividade 1

Dobre a aba do meio, fazendo com que
cada parte fique sobre as outras abas.

Fonte: Proprio autor

8° passo:
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FIGURA 33 — Slide 8: Atividade 1

Dobre na linha pontilhada marcada.

Fonte: Proprio autor

As proprias linhas de vinco formam a cabega e as partes do corpo do modelo, mas o
professor pode pedir que os alunos reforcem esses tracos com lapis ou caneta, isso ajuda na
identificacao de figuras, por exemplo. Depois dessa ultima dobradura, os alunos ja podem

saber do que se trata o produto final.

9° passo:

FIGURA 34 — Slide 9: Atividade 1

E aqui chegamos no resultado!

Fonte: Proprio autor

Ap6s o término da construgdo, partiremos para a proxima parte da atividade, que sera
uma analise do modelo inteiro. O quadro 7 contém as perguntas que foram sugeridas durante

a construgdo e seus respectivos niveis de Van Hiele.
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Questao

Nivel de Van Hiele

1) Quais sdo os tipos de tridngulos formados pela

extremidade da folha e a linha de vinco?

Nivel 1 - Analise

2) Os triangulos formados so retdngulos?

Nivel 1 - Analise

3) Existe algum angulo obtuso formado por alguma

extremidade ou linha de vinco?

Nivel 1 - Analise

4) A figura formada ¢ um quadrado?

Nivel 0 - Visualizagao

5) Se sim, o lado do quadrado do papel é quantas vezes

maior que a desse quadrado?

Nivel 2 - Ordenagéo

6) Quantos tridngulos vocé consegue identificar no

momento?

Nivel 0 - Visualizagdo

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Parte 2: Propor¢ao

Permita que os alunos dobrem uma segunda raposa, mas dessa vez usando um papel

de dimensdes diferentes, por exemplo 20 x 20 cm ou 15 cm x 15 cm.

Para essa construgdo ndo faz sentido que eles tenham que responder as mesmas

perguntas sobre os elementos geométricos que fizeram na primeira constru¢ao. Caso algum

aluno nao tenha se familiarizado com os passos, ele podera consultar o manual completo do

Processo ou acompanhar 0 MESmMoO passo a passo Nos SlidCS, S€m as perguntas.

Ap6s realizada a segunda construgdo, os alunos devem responder as perguntas sobre

proporc¢ao. Aqui novamente, os niveis de Van Hiele serdo avaliados.
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FIGURA 35 — Primeira parte da atividade

Proporcoes na Raposa

1) Dé um nome para cada raposa. mega trés partes das raposas ¢ escreva aqui

Raposa 1: Raposa 2:

Exemplos: orelha, cabeca, etc.

2) Quantos triangulos vocé consegue identificar em cada raposa? De quais tipos?

Fonte: Proprio autor

Essa primeira pergunta da figura 35 ¢ uma introducdo a pergunta nimero 3, e, de
acordo com os niveis de Van Hiele, essa estaria no nivel 0. Ja na pergunta de nimero 2, os
alunos precisam identificar que tipo de tridngulos estdo localizados no modelo final, portanto
seria uma pergunta de nivel 1. Dependendo do objetivo a ser alcangado, o professor pode
adicionar mais perguntas sobre os elementos, perimetros, areas e angulos que aparecem no

modelo final.
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FIGURA 36 — Segunda parte da atividade

3) Agora vamos fazer uma medigfo especifica, meca a altura da raposa que seria a extremidade da sua
orelha até seus pés, como destacado em vermelho na figura abaixo.

Anote as medidas aqui:

Raposa 1 Raposa 2

Em seguida, responda as perguntas abaixo:

a) Essa medida poderia ser considerada a altura da
raposa? Por qué?

b) Qual & a razdo entre a altura das duas raposas?

Fonte: Proprio autor

Nessa segunda parte da atividade, a primeira pergunta dentro do exercicio 3
permanece no nivel 1 de Van Hiele, pois o aluno apenas precisa analisar uma caracteristica
especifica da figura. No item “b)” o nivel permanece o mesmo em relagdo ao item “a)”, com a
unica diferenga sendo a introdu¢do de uma relagdo entre as duas figuras neste contexto, o que
poderia indicar uma caracteristica do nivel 2. No entanto, como o comando de se calcular a

razao ja esta presente na propria questao, o aluno ndo precisaria entender o significado desse

calculo.
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FIGURA 37 — Terceira parte da atividade

¢) Se usarmos um papel quadrado medindo 50 em x 50 cm. quanto mediria a altura da raposa?

d) Que tamanho deveria ser o papel para que a altura da raposa fosse 1gual a 20 cm?

Fonte: Proprio autor

Nos itens “c)” e “d)” € necessario que o aluno raciocine sobre o uso da propor¢ao
obtida no item “b)” ou entre a altura medida e o tamanho inicial do papel. Nesse caso, essa
pergunta estaria no nivel 2, por se tratar de uma relacdo entre as figuras e o uso de

propriedades de proporgao.

O professor pode adaptar essa atividade conforme as necessidades de ensino e os
objetivos especificos da turma, por exemplo, ao desdobrar o origami por completo, as linhas
de vinco formardo varias formas geométricas, que podem também ser exploradas. A estratégia
proposta pode ser eficaz tanto para a identificagdo de formas geométricas, desde a analise do
quadrado do papel inicial até o ensino de conceitos mais avancados, como proporgoes,
simetrias, Teorema de Pitagoras, etc. Embora o programa original do Origametria seja
aplicado ao Ensino Fundamental I, essa abordagem pode ser ajustada para diferentes niveis de
ensino, permitindo que alunos de varias faixas etarias explorem as propriedades geométricas
de maneira interativa e significativa. Além disso, o professor pode usar outros modelos de
origamis para analisar os seus elementos usando a mesma estratégia de questionamento ao

longo da construgao.
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3.2 Atividade 2 - Proporg¢oes em trés dimensdes com origami

Para essa atividade utilizaremos os mesmos moldes da atividade anterior, portanto
cada passo pode vir acompanhado de perguntas e os alunos ndo saberdao do que se trata ao
iniciar o processo de dobradura. O passo a passo foi desenvolvido por Kawamura (2001), em

uma adaptagao ao famoso cubo de Paul Jackson.

Objetivo: Compreender e aplicar os conceitos de volume e propor¢des por meio da
construgdo de cubos de origami, explorando as relacdes entre as dimensdes das figuras e o

espaco ocupado.

Habilidade BNCC: (EFO7MA30) Resolver e elaborar problemas de calculo de medida do
volume de blocos retangulares, envolvendo as unidades usuais (metro cubico, decimetro
cubico e centimetro cubico).

Tempo para execucio: 2 aulas de 50 minutos.

Pré-requisitos: Conceito de dimensdes, areas e calculo de volume de blocos retangulares.

A atividade 2 também estd dividida em duas partes, com a instru¢do para a
constru¢do de modulos no origami, seguido das medidas distintas e as propor¢des das

medidas dos lados da face quadrangular para o calculo do volume.

Parte 1: Passo a passo para a construcio.

Assim como na atividade anterior, a constru¢do serd exibida em partes, com a
diferenga que dessa vez serdo necessarias seis folhas para poder compor a construgdo
completa que dependera de uma montagem que ¢ simples de ser feita, mas que combina bem

com uma atividade em dupla ou grupo.

1° passo:
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FIGURA 38 — Slide 1: Atividade 2

Dobre na metade.

Fonte: Proprio autor

Para que o produto fique com uma aparéncia agradavel, os alunos podem combinar
cores na construcao, mesmo sem saber o produto final. Para esse primeiro momento, sem

perguntas sobre a construgao.

FIGURA 39 — Slide 2: Atividade 2

Dobre em 1/4 da folha
(fagca uma pequena marcacdo no meio como guia)

Fonte: Proprio autor

Ap0s essa construgdo, os alunos devem responder as perguntas:

1) Que formas geométricas podemos identificar nessa etapa?
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FIGURA 40 — Slide 3: Atividade 2

Dobre em 1/4 da folha na outra extremidade, as
pontas iréo se encontrar no meio.

Fonte: Proprio autor

Ap0s essa construcao, os alunos podem responder as perguntas:

2) Qual ¢ a forma do maior poligono formado apos essas trés etapas?

3) Que fracao da folha original corresponde a essa figura formada?

Para esta pergunta, espera-se que a resposta seja 3/8. Ja que o papel ¢ dividido ao meio

inicialmente, e depois em duas abas onde cada uma ¢ 1/4 da metade, logo a folha inteira ¢

dividida em 8 partes iguais.

FIGURA 41 — Slide 4: Atividade 2

Desdobre.

Fonte: Proprio autor
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Sem perguntas ap0s essa etapa.

FIGURA 42 — Slide 5: Atividade 2

ABA
BOLSO Esse € um dos mddulos
para a construgéo, serao
necessarios 6 iguais a esse.
ABA

Fonte: Proprio autor

Nesse ponto, considerando que eles ndo sabem o que serd produzido, ¢ valido também
fazer perguntas para instigar a curiosidade dos alunos. Entdo, uma possivel pergunta poderia
ser:

4) Que tipo de construgdo vocé acha que estamos fazendo?

FIGURA 43 — Slide 6: Atividade 2

Insira as abas nos bolsos,
conforme o diagrama.

Fonte: Proprio autor
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Aproveitando que a proxima instrugdo envolve justamente um &ngulo reto, para
lembrar os alunos, a pergunta poderia ser:

5) Quanto angulos retos vocé consegue localizar apds essa etapa?

FIGURA 44 — Slide 7: Atividade 2

T

)

Dobre e levante de acordo
com linhas pontilhadas,
deixando as abas em 90°.

Fonte: Proprio autor

Apds esse processo, como as abas ficardo em pé, existe uma transicdo das figuras
planas para a tridimensional mais claramente. Como o processo esta se encaminhando para o

final, ¢ importante que o professor certifique-se que todos estdo no mesmo passo.

FIGURA 45 — Slide 8: Atividade 2

Insira mais duas pecas,
conforme o diagrama.

Fonte: Proprio autor

Sem perguntas apds essa etapa.
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FIGURA 46 — Slide 9: Atividade 2

Dobre e levante de acordo com linhas pontilhadas,
deixando as abas em 90°.

Fonte: Proprio autor

ApOs essa etapa, espera-se que os alunos ja tenham quase certeza que se trata de um
cubo, entdo aqui podemos voltar a quarta pergunta:

6) Vocé consegue agora dizer o que esta sendo construido? Seu palpite anterior passou perto?

FIGURA 47 — Slide 10: Atividade 2

Encaixe a pecga restante.

Fonte: Proprio autor

Apbs terminada a construgdo, os alunos terdo um cubo parecido com o da figura 48.
Na préxima parte da atividade, eles irdo fazer um outro cubo, mas agora com um papel de

tamanho diferente ao utilizado nessa primeira parte.
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FIGURA 48 — Slide 11: Atividade 2

E esta pronto o nosso cubo!

Fonte: Proprio autor

Os niveis de Van Hiele esperados em cada questdo da construgdo estdo dispostos no

quadro 8.
Quadro 8 - Nivel de Van Hiele das perguntas na atividade 2.
Questio Nivel de Van Hiele
1) Que formas geométricas podemos identificar nessa etapa? Nivel 0 - Visualizacio
2) Que forma geométrica se formou apos essas trés etapas? Nivel 0 - Visualizagio
3) Que fracdo da folha original corresponde a essa figura formada? Nivel 2 - Abstragio
4) Que tipo de construgdo vocé acha que estamos fazendo? Nivel 0 - Visualizagio
5) Quanto angulos retos vocé consegue localizar apos essa etapa? Nivel 1 - Analise
6) Vocé consegue agora dizer o que esta sendo construido? Seu palpite anterior
Nivel 1 - Analise
passou perto?

Fonte: Proprio autor
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Parte 2: Proporc¢ao

Assim como na atividade anterior, os alunos deverao construir outro cubo utilizando
papéis de tamanhos diferentes. Essa ¢ uma generalizagdo da atividade anterior, mas que dessa
vez utiliza as habilidades que envolvem o calculo de volume. Um dos principais objetivos

dessa parte da atividade ¢ mostrar que, ao dobrar a aresta de um cubo, seu volume nao dobra.

Nao se faz necessario responder as mesmas perguntas respondidas na primeira

construcao, portanto dessa vez os alunos irdo construir diretamente o cubo.

Apos realizada a constru¢do do segundo cubo, os alunos podem responder as

perguntas sobre propor¢ao, area e volume.

FIGURA 49 - Primeira parte da atividade 2.

Proporcdes no Cubo

1) Meca as arestas dos cubos e calcule a drea de uma das faces de cada um. Anote os
resultados:

CUBO | CUBO 2

Medida da aresta

Medida da area

Fonte: Proprio autor

Diferentemente da atividade da raposa, a primeira pergunta, presente na figura 49, esta
no nivel 1 de Van Hiele, pois o aluno deve identificar uma caracteristica do cubo, que ¢ a
aresta. Em comparacdo a dobradura anterior, na primeira pergunta, onde ele estava medindo

elementos do animal, como orelha, cauda, cabega e etc.
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FIGURA 50 - Segunda parte da atividade 2

2) Calcule a razdo entre as arestas dos cubos 1 e 2.

3) Calcule o volume dos cubos.

Fonte: Proprio autor.

J& na figura 50, a segunda pergunta ainda esta no nivel 1 de Van Hiele, uma vez que o
comando de calcular a razdo j4 foi dado, entdo neste momento o aluno sé precisa relacionar as
medidas sem ter um entendimento maior.

A terceira pergunta ja pode ser considerada uma pergunta de nivel 2, dependendo de

como as medidas de capacidade ja foram abordadas pelo professor.

FIGURA 51 - Terceira parte da atividade 2

4) Calcule a raziio entre os volumes dos cubos 1 e 2.

Fonte: Proprio autor
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Assim como na questdo 3, esse questionamento da figura 51 ainda se mantém no nivel
1 de Van Hiele, uma vez que o comando ja dito na questdo e os alunos nio sdo levados a

discutir sobre.

FIGURA 52 - Ultima parte da atividade 2

5) A razfo encontrada na questdo 5 € a mesma encontrada na questio 27 Justifique.

) Desafio para a turma:

Quantos cubos podemos empilhar sem que a torre formada desabe?

Fonte: Proprio autor

Na quinta pergunta, da figura 52, os alunos sao levados a refletir sobre a relagdo entre
a razao das arestas e a razao dos volumes, exigindo que eles compreendam que, a0 aumentar
ou diminuir as arestas de um cubo, o volume se altera de maneira ctibica. Essa reflexdo
envolve a aplicacdo do conceito de poténcias e uma andlise mais abstrata das propriedades
geométricas, o que caracteriza o Nivel 3 da teoria de Van Hiele. Nesse nivel, os alunos
desenvolvem a capacidade de deduzir e explicar relacdes geométricas mais complexas.

Uma vez concluida a parte 2 desta atividade, e considerando a construc¢do no capitulo
2, da duplicac¢do do cubo, uma atividade adicional sugerida ¢ que o aluno construa esses dois
cubos, comparando as medidas dos lados, conforme observado no final da se¢do 2.6.2, cuja

atividade pode ser aplicada no ensino médio.
3.3 Atividade 3: Elementos em trés dimensdes com origami

Uma das caracteristicas do programa Origametria ¢ raramente analisar a geometria do
produto final, uma vez que na maioria das atividades o modelo final ¢ um animal, objeto, etc.
No entanto, nesta adaptacdo, analisaremos exclusivamente o produto final, por serem
elementos geométricos que ja seriam estudados, com ou sem o uso de origami, sem descartar

a considerac¢ao dos niveis da Teoria de Van Hiele.
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Habilidade BNCC: (EFO6MA17) Quantificar e estabelecer relacdes entre o nimero de
vértices, faces e arestas de prismas e piramides, em fun¢do do seu poligono da base, para
resolver problemas e desenvolver a percepcao espacial.

Tempo para execuc¢ao: 2 aulas de 50 minutos.

Pré-requisitos: Conceito basico de poligonos e conhecimento dos elementos dos poliedros.

Parte 1: Passo a passo para a construcio dos solidos.

J4

O principal objetivo desta atividade €, primeiro, analisar os poliedros em relagdo a
quantidade de vértices, arestas e faces, e, em seguida, verificar que a formula de Euler
funciona para esses poliedros. Por esse motivo, foram escolhidos trés solidos cuja construcao,
apesar de modular, produz faces que ndo possui dobras Algumas construgdes, como as
realizadas com modulos de Sonobe, como da figura 53 por exemplo, podem resultar em
poliedros com faces complexas e divididas em muitos elementos, o que pode gerar confusao

dependendo da série e do nivel dos alunos.

FIGURA 53 — O cubo feito com modulos de sonobe

Fonte:

https://mathcraft.wonderhowto.com/how-to/modular-origami-make-cube-octahedron-icosahedron-from-sonobe-

units-0131460/ - Acesso em 23/08/2024.

Nessa atividade, sera utilizada uma abordagem semelhante a da atividade anterior,
com a constru¢do de um cubo como o da figura 54, que apresenta seus elementos de forma
clara e ¢ mais simples de realizar. O foco permanece no estudo dos elementos dos poliedros, e

ndo no aprimoramento das habilidades de origami.


https://mathcraft.wonderhowto.com/how-to/modular-origami-make-cube-octahedron-icosahedron-from-sonobe-units-0131460/
https://mathcraft.wonderhowto.com/how-to/modular-origami-make-cube-octahedron-icosahedron-from-sonobe-units-0131460/
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FIGURA 54 - O cubo de Paul Jackson

Fonte: Proprio autor

Os solidos escolhidos para esta atividade foram: o tetraedro, a bipiramide triangular
(hexaedro) e o octaedro. Embora a bipirdmide ndo seja um sélido comumente estudado e
raramente apareca nas bibliografias, sua facilidade de construgdo e a simplicidade de sua
composicao justificam sua inclusdo entre os s6lidos geométricos selecionados.

Para essa atividade, ¢ ideal que a turma seja dividida em grupo, pois como o0s
poliedros sdo feitos com base modular, pode ser que seja um pouco cansativo para apenas um

aluno construir todos e ainda responder ao questionario ap6s as construgdes.

FIGURA 55 - Primeira parte do manual da bipiramide

BIPIRAMIDE

© Dobre e desdobre © Dobre e desdobre © Vire afolha e faca
para marcas as na horizontal. adobradura na
diagonais. vertical, em seguida

vire novamente.

@ Serdo necessarios

@ Faca as dobrasem trés modulos iguais
definitivo, seguindo aesse para realizaro
as diregoes. encaixe.

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001).
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Conforme a primeira parte do manual mostra, serdo necessarios trés papéis para
formar a bipiramide, esse trabalho pode ser dividido entre o grupo. E interessante que os
alunos variem as cores para uma visualizacdo melhor apos a conclusio, mas fica a cargo do
aluno decidir. Esse modulo também pode ser usado para confeccionar o octaedro esquelético,

mas nao iremos explora-lo neste trabalho.

FIGURA 56 - Segunda parte do manual da bipiramide

@ Insira as abas
dentro dos médulos
conforme as
direcoes.

@ Insira até o meio
das abas e encaixe
as restantes.

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001)

No encaixe dos modulos, apesar de ser um unico trabalho, pode ser necessario a ajuda
do grupo para encaixar as trés pecas conforme o diagrama. De acordo com o manual
produzido por Kawamura (2001) e indicado pelas setas em vermelho, o encaixe das abas ¢
intercalado, por exemplo, na figura 56, note que no momento de encaixar o médulo laranja
com o verde, uma aba do laranja encaixa no verde e uma aba do verde encaixa no laranja.
Essa descrigdo ¢ muito minuciosa ¢ deve ser destacada pelo professor, porém, caso o aluno
encaixe, por exemplo, as duas laranjas dentro da verde ou ao contrério, ainda assim teremos

como resultado um bipiramide, mudando apenas o esquema de cor do produto final.
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FIGURA 57 - Terceira parte do manual da bipiramide

® Termine o encaixe as
pecas. Nessa etapa, um
pouco de paciéncia e
necessario, nao force
muito os modulos!

© E assim ficara a bipiramide!

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001)

Apos finalizado, o modelo ficard parecido com o da figura 58. No geral, o sélido fica
firme se ndo for muito tocado ¢ manipulado com forca, caso o professor opte por fazer um

trabalho para ser exibido e apresentado pelos alunos, por exemplo, os modelos podem ser

reforgados com algum tipo de cola ou fita.

FIGURA 58 - Bipiramide pronta

Fonte: Proprio autor
Apoés a primeira construcdo, ainda ndo faremos um questionario sobre, esse sO ird
aparecer apos as trés construgdes prontas.
Uma possibilidade de explorar melhor a bipiramide seria a composi¢ao de

bipirdmides, unindo um total de quatro modelos iguais ao da figura 59, podemos formar um

poliedro com 13 faces ou tridecagono.
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FIGURA 59 - As quatro bipirdmides

Fonte: Proprio autor

Usando algum tipo de cola para manter os solidos unidos, obteremos o poliedro da
figura 60. E daria para ir além, usando oito bipiramides poderiamos formar um s6lido com 24

faces, combinando dois so6lidos iguais ao da figura 60.

FIGURA 60 - O tridecagono

Fonte: Proprio autor

A proxima a ser feita pelos alunos € o tetraedro, que também ¢ feito com origami

modular, e parte do seu modulo também servird para a constru¢ao do octaedro.
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FIGURA 61 - Primeira parte do manual do tetraedro

TETRAEDRO

a3

(

(3) Junte os
. (2) Leve o vértice inferior esquerdo dois pontos
1) Dobre ao meio e desdobre.
M até a linha do meio de modo que a marcados com
dobradura contenha o canto inferior @ ¢ dobre.

direito.

(4) Junte os dois pontos (5) Junte os dois pontos
marcados com ® e dobre. marcados com @ e dobre.

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001)

Espera-se que o tetraedro seja o modelo mais simples de ser montado, embora o

manual pare¢a mais extenso, a pratica de montagem ndo € tdo complexa.

FIGURA 62 - Segunda parte do manual do tetraedro

(6) Apos as primeiras etapas,
teremos o resultado acima. Repita
0s mesmos passos para fazer a
segunda peca, de preferéncia de
cor diferente igual a essa de baixo:

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001)

O modulo que foi construido na figura 62 serd usado de base também para o octaedro,
portanto, o manual da proxima constru¢do pode ser resumido, comecando desse ponto. Além

disso, usando apenas um modulo desse ¢ possivel construir um tetraedro, porém nessa
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construcdo ele fica sem a base. Outras constru¢des sdo possiveis além desse mesmo modulo

como por exemplo: tridngulo equildtero, hexdgono e o icosaedro.

FIGURA 63 - Terceira parte do manual do tetraedro

(8) Tome cuidado, pois as
duas pecas serdo dobradas
de formas diferentes. Siga
os diagramas na diregao
correta.

(7) Desdobre as duas
pecas. E dobre seguindo as
orientacoes.

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001)

Assim como na bipiramide, a construgdo sera feita em grupos, no caso do tetraedro,
como sdo necessarias apenas duas folhas, se o grupo tiver entdo, por exemplo, quatro

integrantes, pode se considerar que eles realizem a dobradura de dois modelos de tetraedros.

FIGURA 64 - Quarta parte do manual do tetraedro

(10) Dobre e desdobre
seguindo o diagrama e os
modulos estarao prontos.

(9) Dobre e desdobre.

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001)

Assim como foi com o cubo e a bipiramide, essas constru¢des ficam visualmente mais
agradaveis quando realizadas com cores diferentes, o que pode ajudar inclusive no processo

de identificagdo das faces.
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FIGURA 65 - Quinta parte do manual do tetraedro

(11) Insira conforme o
diagrama.

(12) Faga a dobradura ficar
em pé ao longo das trés
linhas pontilhadas, isso
dard forma ao tetraedro.

¥

(13) Faga a dobradura seguindo o
formato do tetraedro e encaixe a parte

J

| (13) Tetraedro pronto!

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001).

branca.

Apo6s terminado, os alunos devem conseguir algo parecido com o sélido da
figura 66. Esse tipo de constru¢do pode ser feita com papel maiores, tipo 20 cm x 20 cm, ja o
da bipiramide, quanto maior o papel e menor a gramatura, o encaixe final pode ser um tanto

trabalhoso de realizar, pois a folha acaba dobrando com mais facilidade no atrito entre os

papéis.

FIGURA 66 - O tetraedro pronto

Fonte: Proprio autor
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Para a proxima construgdo, partiremos dos modulos que foram realizados conforme a

figura 67, o manual completo do octaedro pode ser encontrado no apéndice.

FIGURA 67 - Passos 9 a 11 do octaedro

(9) Dobre trazendo o canto esquerdo

da parte inferior até a extremidade. (10) Dobre o canto superior esquerdo (11) Dobre e desdobre
até a linha de vinculo. seguindo o diagrama ao
lado.

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001)

A partir dessa parte do mddulo, sdo feitas dobraduras diferentes da do tetraedro.
Dependendo de como o professor quer adaptar essa aula, ele pode explorar mais as
dobraduras que ocorrem aqui, pois nessa parte irdo surgir alguns poligonos que ndo surgiram

nas outras duas.

FIGURA 68 - Passos 12 ao 15 do manual do octaedro

&,
0{ e,
7

(12) Daobre ¢ desdobre as p
abas seguindo o diagrama. (13) Esse & o modulo do

octaedro, serio necessario ABA
um total de 4 iguais a essa.

(15) Insira os outros médulos.

(14) Insira a aba de um
médulo no bolso de outro,

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001).



74

Os encaixes sdo parecidos com o do tetraedro, com uma diferenga apenas no médulo

utilizado ao final. Dependendo do planejamento do professor, ele pode deixar que os alunos

tentem evoluir ao tetraedro sem dar o passo 15 que esta na figura 68, por exemplo.

@

FIGURA 69 - Parte final do manual do octaedro

i (16) Dobre conforme as linhas pontilhadas.

(17) Insira as abas restantes.

(18) E aqui estd ele!

Fonte: Adaptado e traduzido de Kawamura (2001)

Apos finalizado, os alunos terdo algo parecido com o modelo da figura 70.

FIGURA 70 - O octaedro pronto

Fonte: Proprio autor

Essa dobradura ¢ menos firme, em comparagdo com as anteriores, pode ser que seja
interessante refor¢a-lo com alguma fita para que ele ndo fique desmanchando durante a

manipula¢do. Uma construgdo alternativa ¢ repetir o passo 14 duas vezes, com dois modulos
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diferentes separados. Isso iria criar a parte superior e a parte interior do octaedro, e 0 encaixe

poderia ser realizado dessa forma também, conforme mostrado na figura 71.

FIGURA 71 - O octaedro separado

Fonte: Proprio autor

Parte 2: Questionario sobre as dobraduras realizadas

O questiondrio tera apenas trés questdes, cada uma em um nivel de Van Hiele. Apesar
do trabalho ter sido feito em grupo até o momento, ¢ preferivel que, nessa parte, eles o facam

de forma individual.

FIGURA 72 - Primeira pergunta da atividade 3

Questionario sobre os poliedros

1) O tetraedro e a bipirdmide sdo 0 mesmo solido, mas em tamanhos diferentes?

Fonte: Proprio autor

A primeira pergunta se encontraria dentro do nivel 0 de Van Hiele, pois nela o aluno

apenas tem que comparar visualmente os solidos.
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FIGURA 73 - Segunda pergunta da atividade 3

2) Preencha a tabela a seguir com a quantidade de vértice, face e aresta de cada figura:

Nome do poliedro Vertices Faces Arestas

1 -

2.

3.

Fonte: Proprio autor

Ja a segunda pergunta se encontra no nivel 2 de Van Hiele, pois aqui o aluno nao esta
apenas reconhecendo as formas, mas estd analisando as caracteristicas individuais de cada
poliedro. Embora os alunos consigam identificar as propriedades, eles ainda nao relacionam
essas caracteristicas umas as outras de forma dedutiva. Eles estdo mais focados em contar e

listar, como ¢ exigido nesta questao.

FIGURA 74 - Terceira pergunta da atividade 3

3) Leonhard Euler é um dos grandes matemdticos da
histéria e, certamente, o mais prolifico de todos os
tempos. Seus trabalhos contém indmeras contribuicdes
fundamentais a diversas dreas da matemadtica (da teoria
dos niimeros até a probabilidade), da fisica (actstica,
otica), da astronomia (do movimento planetas e cometas

até a geofisica e o estudo das marés), da mecanica (da

teoria dos corpos rigidos a ciéncia naval), da légica, da

filosofia e até da musica.

Euler, o matematico mais prolifico da historia.
Disponivel em: www] folha nel com br. Acesso em 26 ago. 2024

Uma das suas contribui¢des ¢ a férmula de Euler, onde ele afirma que para qualquer poliedro

convexo, o nimero de vértices (V), arestas (A) e faces (F) obedece a seguinte equacdo:
V-A+F=2

Usando os poliedro que construimos em sala e os dados coletados na tabela da questdo

anterior, verifique se a formula de Euler funciona corretamente para os trés solidos.

Fonte: Proprio autor

Ja na terceira pergunta, além de trabalhar outra habilidade fora de geometria, os alunos
terdo uma questdo que estaria no nivel 3 da teoria de Van Hiele pois, nessa parte, eles
comecam a compreender como as propriedades geométricas estdo inter-relacionadas. Eles ndo

apenas reconhecem e identificam as propriedades das figuras, mas também fazem conexdes
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entre essas propriedades e utilizam dedugdes para verificar relagdes, ou seja, os alunos

conseguem usar teoremas ou formulas para justificar suas respostas.

Na mesma linha de Origametria, observando as figuras geométricas intermediarias no
passo o passo da constru¢do do origami, € possivel iniciar uma atividade com a folha
quadrada, posicionando de forma distinta, ao reconhecer e construir figuras obtidas por
simetria de translacdo, rotagdo e reflexdo, (EFO7MAZ21), usando o origami ao invés somente

instrumentos de instrumentos de desenho e software (Nivel 2- abstragdo), ver Figura 75.

FIGURA 75 - Outras ideias (parte 1)

OO

Fonte: Proprio autor.

Usar uma ferramenta auxiliar, EFO7MA20, como uma malha quadriculada, figura 76
abaixo, ao reconhecer e representar o simétrico de figuras em relacao aos eixos e a origem e,

transportar para o plano cartesiano (EFO07MA20), também no nivel de abstragao.

FIGURA 76 - Outras ideias (parte 2)

Fonte: Proprio autor.

Em todas as constru¢des no Origami, pode se usar a sobreposi¢do para reconhecer
tanto a congruéncia de angulos (EFOSMA18), como a congruéncia de tridngulos para avangar
a deducdo formal, nivel 3, como na habilidade EFO8MA14 de demonstrar propriedades de

quadrilateros por meio da identificagdo da congruéncia de tridngulos.
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Ao observar a figura 77, virando esses papéis, uma sugestao de atividade ¢ observar o
nimero de lados desse poligonos, classificando-os em tipos de poligonos e se sdo regulares ou
ndo, por exemplo, o primeiro ¢ um pentagono ¢ nao ¢ regular. Pode incluir a figura 32, a

raposa com a face virada para baixo e construir atividades com poligonos ndo convexos.

FIGURA 77 - Outras ideias (parte 3)

1

Fonte: Proprio autor.

Ja na figura abaixo, ao desfazer as dobras e tracejar os vincos, pode-se classificar os
triangulos obtido pelas dobras/vincos em relagdo aos lados: isosceles, equilatero, existe
triangulo escaleno? Quantos tridngulos sdo possiveis de obter? E possivel encontrar um
trapézio? Quantos trapézios?

Além disso, na figura da direita pode-se explorar a planificagdo de um tetraedro, com
a pergunta: Com o trapézio obtido por trés tridngulos equilateros, € possivel obter um

tetraedro? Se sim, justifique. Se ndo, o que falta? Justifique.

FIGURA 78 - Outras ideias (parte 4)

G
-
.
-
-
-
.
-~

Fonte: Proprio autor.

Por fim, pode-se explorar os conceitos de ponto médio, mediatriz e bissetriz, nas
construgoes, como indicados nas habilidades EFOSMA15 ¢ EFOSMA17, do 8° ano, nivel 2.

Por exemplo, na figura 14, ao dobrar a folha de tal maneira que B, coincida com B 'e F com
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F', tal que F' e B' sejam pontos dos segmentos EB e HI, respectivamente, como abordar o uso
do axioma 6, de Huzita-Hatori?

Nao foi possivel aplicar em sala de aula o conjunto de atividades apresentado nesta
dissertacao. Ao ser testada em turmas de anos distintos, pode se verificar 0s ajustes

necessarios e fazer uma analise comparativa com o programa de Origametria.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado uma proposta para o uso do origami como ferramenta
pedagdgica no ensino da geometria, fundamentada na Teoria de Van Hiele e alinhada a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC). A sequéncia didatica sugerida foi desenvolvida com o
objetivo de promover o desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos do Ensino
Fundamental, tornando a aprendizagem concreta e envolvente por meio de atividades praticas

de dobraduras.

Embora as atividades propostas ndo tenham sido aplicadas no decorrer desta pesquisa,
a sequéncia didatica desenvolvida estd fundamentada em autores que reconhecidamente
contribuem para o campo da educagdo matematica. Esperamos que as sugestdes aqui
apresentadas possam servir de inspiragdo para educadores que desejam incorporar o origami
em suas praticas pedagogicas. As metodologias propostas t€ém o potencial de auxiliar a
transicao dos alunos entre diferentes niveis de abstracdo geométrica, além de promover uma

maior interagdo com os conceitos matematicos de forma ludica e significativa.

Por fim, reconhece-se que o uso do origami no ensino da geometria oferece um campo
vasto de possibilidades a serem exploradas. Estudos futuros podem expandir as aplicagdes
dessa técnica, integrando-a com outras dreas da geometria e explorando novas formas de
contribuir com o aprendizado dos alunos. Também pode-se explorar o uso do origami para a
unidade tematica de Geometria no ensino médio, bem como a unidade tematica de Grandezas
e Medidas. Assim, espera-se que este trabalho contribua para a diversificagdo das praticas
pedagogicas em geometria, que podem dar mais sentido as constru¢des geométricas € ao

estudo da geometria.

Como trabalhos futuros, pretende-se aplicar as atividades desenvolvidas, em especial a
atividade 3, substituindo a abordagem atual que envolve corte e colagem por dobraduras de
origami, de forma a explorar as vantagens do processo de constru¢do manual para o ensino da
geometria. Além disso, serdo elaboradas novas atividades que abordem habilidades
especificas dos 6° e 7° anos, visando ampliar o repertorio de praticas pedagogicas e melhor

atender as demandas dos diferentes niveis de desenvolvimento dos alunos.
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1. INTRODUCAO

Esse recurso educacional ¢ fruto da dissertacdo de mestrado intitulada “GEOMETRIA
COM DOBRADURAS: EXPLORANDO A TEORIA DE VAN HIELE COM ORIGAMI” e

consiste em wuma proposta que se inspira nos moldes do programa Origametria

(https.//origametria.com/), desenvolvido pelo Centro de Origami de Israel, que utiliza a arte

do origami para ensinar geometria nas escolas. Ele foi aprovado pelo Ministério da Educacao
de Israel e esta implementado em diversas escolas do pais desde 2017. Um dos aspectos desta
abordagem ¢ que, durante o processo de dobragem de algumas atividades, os alunos nao serdo
informados sobre o produto final, o que permitira que eles concentrem sua ateng¢ao nas formas
geométricas em si, em vez de associarem as partes dobradas a elementos concretos, como
animais ou objetos.

Antes da aplicacdo das atividades, ¢ ideal que seja realizada uma avaliagao diagnostica
para identificar o nivel de compreensdo prévio dos alunos de acordo com os niveis de Van
Hiele. Essa avaliagdo ajudara a ajustar as atividades subsequentes de acordo com as
necessidades especificas dos alunos. Nesse recurso educacional, utilizaremos uma avaliagdo
diagnostica adaptada de Nasser (2011) e Ursinski (1982).

A proposta aqui apresentada ndo substitui as atividades regulares da aula de
matematica, mas sim as complementam, oferecendo um recurso extra para que os alunos
consolidem seus conhecimentos de forma divertida e engajadora. E importante ressaltar que

os conteudos devem ser trabalhados em sala de aula antes da aplicacdo desta atividade.


https://origametria.com/

2. PROPOSTAS

Avaliacdo Diagnostica: O teste de Van Hiele

O teste presente no apéndice foi adaptado dos testes de Usiskin (1982) e Nasser (2011)
para servir como uma ferramenta diagndstica eficaz no inicio do ano letivo, permitindo que o
professor determine o nivel de compreensao geométrica dos alunos.

Como os niveis de Van Hiele sdo estruturados de forma hierarquica, espera-se que um
aluno que atinge o nivel de abstragdo também tenha dominado os niveis anteriores. No
entanto, isso nem sempre ocorre. Por exemplo, um aluno pode compreender as propriedades
de certas figuras geométricas sem, no entanto, conseguir reconhecer todas as formas
correspondentes. Isso sugere que o aluno pode ter lacunas na formagdo de seu pensamento
geométrico. Geralmente, essas deficiéncias podem ser corrigidas ao longo de alguns meses
com um curso de geometria bem planejado e executado.

Nasser (2011) afirma que um aluno ¢ considerado como tendo alcangado determinado
nivel quando responde corretamente a pelo menos 60% das questdes do teste correspondente.
Ou seja, 3 em cada 5 questdes propostas. Usiskin (1982) escolheu o critério de "3 de 5" para
equilibrar os tipos de erro estatistico envolvidos, especialmente entre o erro do Tipo I (falso
positivo) e do Tipo II (falso negativo). O critério "3 de 5" reduz a probabilidade de erro do
Tipo II, ou seja, a chance de ndo identificar um aluno que realmente tem o nivel de
proficiéncia desejado. Ao definir que o aluno deve acertar 3 de 5 questdes, ele aumenta a
probabilidade de classificar corretamente os estudantes que realmente estdo prontos para o
proximo nivel, mesmo que haja um risco um pouco maior de cometer um erro do Tipo I
(classificar um aluno erroneamente).

Apo6s identificar os niveis de compreensdo dos alunos, o professor pode planejar a
abordagem pedagdgica mais adequada para a turma. E comum encontrar alunos em diferentes
estagios de raciocinio geométrico dentro de uma mesma classe, e, dependendo do tamanho da
turma, as atividades propostas aqui sao um caminho para poder alencar essa heterogeneidade
da turma, mas, mesmo assim, o ensino deve ser direcionado levando em considera¢ao o nivel
de compreensdo alcangado pela maioria dos alunos da turma.

Apds um certo periodo de trabalho, 0 mesmo teste pode ser reaplicado, esse tempo ndo

¢ pré-definido e varia de acordo com os alunos e turmas.

O progresso de niveis ndo ocorre num periodo muito curto de tempo. E
necessario o amadurecimento nas estratégias, objetos de estudo e linguagem
caracteristicas daquele nivel. (NASSER, 2011)



Atividade 1 - Dobrando e Classificando Triangulos

Objetivo: Classificar os tridngulos com base nas medidas dos seus lados ou nos angulos
internos.

Ano escolar: 6° ano do Ensino Fundamental

Habilidade: (EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos tridngulos e classifica-los em relagao
as medidas dos lados e dos angulos.
Material necessario:

- Projetor/tela para exibir os slides.

- Folhas quadradas para origami (15cm x 15 cm).

- Material impresso.

- Régua.

Os alunos irdo fazer duas constru¢des de papel: uma régua simples que eles irdo
utilizar para medir os lados e os angulos de um cisne. Durante as construcdes, os alunos
deverdo responder as perguntas destinada a cada etapa, sendo que, na construg¢do do cisne, o
ideal ¢ que o aluno ndo tenha conhecimento do que esta sendo dobrado, para que ele possa
focar nos elementos somente pensando na geometria nas dobras.

1° Parte: Construcio da Régua

Projete os diagramas seguido das instru¢des e peca que os alunos respondam as
perguntas de cada etapa.

Quadro 1: Diagramas, instrugdes e perguntas na parte 1 da atividade 1

Diagrama Perguntas apés essa etapa.
:
1
! Nivel 0: Visualizagao
T ¢
: 1) Quais poligonos podemos identificar?
1
1
Nivel 0: Visualizacao

2) Que angulos podemos identificar na figura?




Nivel 0: Visualizacao
3) Desenhe todos os angulos retos presentes nessa régua.

Sem perguntas nessa parte. Mostre aos alunos como podem
utilizar a régua.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Orientacdes ao professor:
A régua produzida pode ser utilizada para verificar se um tridngulo possui lados
iguais, basta fazer a marcagdo com um lapis ou caneta e comparar os lados, conforme a figura

1, onde se vé que o tridngulo possui dois lados diferentes

Figura 1: Usando a régua para medir.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com isso, os alunos podem chegar a conclusdo depois da medi¢do, e com o valor
aproximado, ao classificar um tridngulo quanto ao tamanho dos lados, j& que essas perguntas
fardo parte da proxima parte da atividade.

A régua também pode ser usada para determinar se algum angulo ¢ maior, menor ou
igual a 90°, basta alinha-lo ao angulo tentando encaixa-lo.

Por exemplo, na figura 2, ¢ notado que os angulos sdo menores do que 90°.



Figura 2: Usando a régua para medir angulos agudos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Caso o angulo seja obtuso, ele irad sobrar além dos 90° marcados em vermelho,

conforme a figura 4, por exemplo.

Figura 3: Usando a régua para medir angulo obtuso.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Caso o angulo seja reto, o angulo da régua ird encaixar perfeitamente, conforme a

figura 4, por exemplo.



Figura 4: Usando a régua para medir &ngulo reto.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim como mencionado anteriormente, com essa medicdo, os alunos podem
classificar os tridngulos em relagdo aos angulos, pois essas perguntas irdo aparecer ao longo
da proxima parte da atividade. Para treinar o uso dessa ferramenta, alguns exemplos podem
ser apresentados para os alunos se familiarizarem com a régua produzida, incluindo uma
atividade de incentivar aos alunos para classificar os angulos de objetos presentes na sala de

aula.

2° Parte: Construcao do Cisne

A dindmica desta atividade sera semelhante a da constru¢ao da régua, mas desta vez
com um processo um pouco mais extenso. Durante o procedimento, ao responder questdes
sobre a igualdade dos lados de um tridangulo, por exemplo, os alunos devem utilizar a régua
construida na primeira parte, usando um lapis para fazer as marcagdes. Para classificar os
triangulos encontrados em relacdao aos angulos, os alunos também podem utilizar os cantos da

régua construida.

Quadro 2: Diagramas, instru¢des e perguntas da parte 2

Diagrama Pergunta apés a etapa

01 Nivel O: Visualizagéo
1) Quais poligonos podemos encontrar?

Nivel 2: Andlise
2) Qual é a soma dos angulos internos em qualquer tridangulo?




10

Sem perguntas apo6s essa etapa.

Nivel 0: Visualizacéo
3) Que tipos de angulos podemos identificar?
4) Que tipos de tridngulos podemos identificar?

04

Nivel 0: Visualizacao
5) Quantos tridngulos retangulos estao presentes nessa

parte?

6) Que tipos de poligonos podemos encontrar aqui?

Nivel 2: Andlise
7) O quadrilatero formado possui pares de lados paralelos?
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06

Nivel 0: Visualizacao
8) Quantos triangulos obtusangulos aparecem aqui? E
quantos triangulos acutangulos?

Nivel 0: Visualizacao
9) Nessa etapa contém alguém tridngulo isésceles? Quantos?

Sem perguntas apos essa etapa.

Sem perguntas apos essa etapa.
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10

Sem perguntas apos essa etapa.

Nivel 0: Visualizacao
10) Quais tipos de triangulos podemos encontrar?

Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguir, seguem-se as perguntas a serem realizadas e o manual do cisne.

PERGUNTAS DA ATIVIDADE 1

1) Que tipo de poligonos podemos identificar?

2) Que angulos podemos identificar na figura?

3) Desenhe todos os angulos retos presentes na régua que vocé produziu.

4) Quais poligonos podemos encontrar?

5) Qual é o resultado da soma dos angulos internos em qualquer tridngulo?

6) Que tipos de angulos podemos identificar?

7) Que tipos de triangulos podemos identificar?
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8) Quantos tridngulos retangulos estao presentes nessa parte?

9) Que tipos de poligonos podemos encontrar aqui?

10) O quadrilatero formado possui pares de lados paralelos?

11) Quantos tridngulos obtusangulos aparecem aqui? E quantos tridngulos acutangulos?

11) Nessa etapa contém algum tridngulo isésceles? Quantos?

12) Nessa etapa contém algum tridngulo isésceles? Quantos?

13) Quais tipos de tridngulos podemos encontrar?
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J
g

Manual do CISNE

Dobre para tras!




10

11

Segure o0 modelo no ponto
vermelho e erga seguindo
a seta.

15
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Atividade 2 - Explorando propor¢des com origami

Objetivo: Classificar os tridngulos e poligonos. Identificar as caracteristicas que
definem se uma figura representa uma ampliacdo ou reducdo de outra.

Habilidade: (EFO6MA21) Construir figuras planas semelhantes em situacdes de
ampliacdo e de redugdo, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias
digitais.

Material necessario:

- Projetor/tela para exibir os slides.

- Folhas quadradas para origami de dois tamanhos distintos: 10cm x 10cm e 15 cm x
15¢m (os tamanhos ficam como sugestao).

- Material impresso.

Seguindo a mesma légica da atividade anterior, em um primeiro momento os alunos
ndo saberdo o que sera construido e responderdo as perguntas sobre os elementos
geométricos. Em um segundo momento, os alunos irdo fazer a mesma construcao e realizar
uma atividade sobre ampliacdo e reducdo de figuras. Essa atividade serve como complemento

para a habilidade da BNCC citada acima.

1° Parte: Construcio da Raposa

Projete os diagramas seguido das instru¢des e peca que os alunos respondam as
perguntas de cada etapa.

Quadro 3: Diagramas e perguntas na parte 1 da atividade 2

Diagrama Perguntas apos essa etapa

Nivel 1 - Anélise
1) Quais sdo os tipos de tridngulos formados pela extremidade da

folha e a linha de vinco?
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Sem perguntas apos esta etapa.

Nivel 1 - Anélise

2) Os triangulos formados sdo retidngulos?

Nivel 1 - Anélise
3) Existe algum angulo obtuso formado por alguma extremidade

ou linha de vinco?

Nivel 0 - Visualizacao

4) A figura formada ¢ um quadrado?

Nivel 2 - Ordenacgao
5) Se sim, o lado do quadrado do papel é quantas vezes maior que

a desse quadrado?

Sem perguntas apos esta etapa.

Nivel 0 - Visualizacao

6) Quantos triangulos vocé consegue identificar no momento?

¢4o 0¥V

Sem perguntas apds esta etapa.
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Sem perguntas apos esta etapa.

Sem perguntas apds esta etapa.

Fonte: Elaborado pelo autor.

As perguntas também podem ser projetadas ou entregues em uma folha separada.

2° Parte: Proporcoes
Peca que os alunos executem a dobradura novamente, dessa vez usando um papel de

tamanho diferente do utilizado na primeira construgao.

Ap6s finalizada a dobradura da segunda raposa, entregue a segunda parte da atividade
para que os alunos possam responder. Para essa atividade, ¢ necessario que os alunos possuam
uma régua, uma alternativa também, pensando em ampliacao e reducgdo, ¢ o uso de uma malha

quadriculada para que os alunos possam fazer a comparagao.

A seguir, seguem-se as perguntas a serem realizadas na parte 2 € o manual completo
da raposa.
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PERGUNTAS DA ATIVIDADE 2

Proporg¢des na Raposa

1) D& um nome para cada raposa, mega trés partes das raposas e escreva aqui:

Raposa 1: Raposa 2:

Exemplos: orelha, cabeca, etc.

2) Quantos tridngulos vocé consegue identificar em cada raposa? De quais tipos?

3) Agora vamos fazer uma medicao especifica, meca a altura da raposa que seria a extremidade da sua
orelha até seus pés, como destacado em vermelho na figura abaixo.

Anote as medidas aqui:

Raposa 1 Raposa 2

Em seguida, responda as perguntas abaixo:

a) Essa medida poderia ser considerada a altura da
raposa? Por qué?




b) Qual ¢ a razdo entre a altura das duas raposas?

20

¢) Se usarmos um papel quadrado medindo 50 cm x 50 cm, quanto mediria a altura da raposa?

d) Que tamanho deveria ser o papel para que a altura da raposa fosse igual a 20 cm?
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Manual da RAPOSA
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Atividade 3 - Proporcdes em trés dimensées com origami

Para essa atividade, a dindmica € a mesma das atividades anteriores. Dessa vez havera

uma transicao clara entre as figuras de duas dimensodes para os sélidos geométricos, portanto
essa atividade pode ser usada como introducao para o ensino de alguma habilidades, como

citado pela BNCC, por exemplo:

Figura 5: Habilidades da atividade 3.

(EFOSMAZ21) Reconhecer volume como grandeza associada a solidos geométricos e medir
volumes por meio de empilhamento de cubos, utilizando, preferencialmente, objetos
concretos.

(EFO7TMA30) Resolver e elaborar problemas de cédlculo de medida do volume de blocos
retangulares, envolvendo as unidades usuais (metro cubico, decimetro cubico e centimetro
cubico).

(EFO8MAZ21) Resolver e elaborar problemas que envolvam o calculo do volume de recipiente
cujo formato € o de um bloco retangular.

Fonte: BNCC.

Para a atividade sugerida, utilizaremos a habilidade pensando em turmas do 7° ano.

Objetivo: Compreender e aplicar os conceitos de volume e propor¢des por meio da
constru¢dao de cubos de origami, explorando as relagdes entre as dimensdes das figuras e o
espago ocupado.

Habilidade: (EFO7TMA30) Resolver e elaborar problemas de célculo de medida do
volume de blocos retangulares, envolvendo as unidades usuais (metro cubico, decimetro
cubico e centimetro cubico).

Material necessario:

- Projetor/tela para exibir os slides.

- Folhas quadradas para origami de dois tamanhos distintos: 10cm x 10cm e 20 cm x
20cm (os tamanhos indicados sdo apenas sugestoes, mas ¢ preferivel que as dimensdes
de um papel sejam o dobro da outra).

- Material impresso.

1° Parte: Construcao do Cubo

Projete os diagramas seguido das instrugdes e peca que os alunos respondam as
perguntas de cada etapa.
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Quadro 4: Diagramas e perguntas na parte 1 da atividade 3

Diagrama

Perguntas apos essa etapa

Sem perguntas nesta etapa.

g g

Nivel 0 - Visualizagao
1) Que formas geométricas podemos identificar nessa etapa?

;\D

Nivel 0 - Visualizacao
2) Que forma geométrica surgiu apos essas trés etapas?

Nivel 2 - Abstragao
3) Que fragdo da folha original corresponde a essa figura

formada?

Sem perguntas nesta etapa.

<IN | 2 N
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ABA

BOLSO

Nivel 0 - Visualizagao
4) Que tipo de construgdo vocé acha que estamos fazendo?

Nivel 1 - Anélise
5) Quanto angulos retos vocé consegue localizar apos essa

etapa?

Sem perguntas nesta etapa.

Sem perguntas nesta etapa.

Nivel 1 - Anélise
6) Vocé consegue agora dizer o que esta sendo construido?

Seu palpite anterior passou perto?
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Sem perguntas nesta etapa.

Fonte: Préprio autor.

2° Parte: Proporcao

Assim como na atividade anterior da raposa, peca que os alunos executem a dobradura
novamente, dessa vez usando um papel de tamanho diferente do utilizado na primeira
construgdo. Para essa atividade, ¢ necessario que os alunos possuam uma régua, uma
alternativa também, pensando em ampliagdo e reducdo, ¢ o uso de uma malha quadriculada
para que os alunos possam fazer a comparagao.

Ap6s finalizada a dobradura da segunda raposa, entregue a segunda parte da atividade
para que os alunos possam responder, as perguntas se encontram no apéndice.

Dessa vez, o objetivo da atividade ¢ mostrar que ao dobrar a aresta do cubo, ndo faz
diretamente com que seu volume dobre.

As perguntas e o manual completo do cubo estdo a seguir.



PERGUNTAS DA ATIVIDADE 3

Proporc¢oes no Cubo

1) Meca as arestas dos cubos e calcule a drea de uma das faces de cada um. Anote os

resultados:

26

CUBO 1

CUBO 2

Medida da aresta

Medida da area

2) Calcule a razdo entre as arestas dos cubos 1 e 2.

3) Calcule o volume dos cubos.




4) Calcule a razao entre os volumes dos cubos 1 ¢ 2.

27

5) A razdo encontrada na questdo 5 ¢ a mesma encontrada na questdo 2? Justifique.

6) Desafio para a turma:

Quantos cubos podemos empilhar sem que a torre formada desabe?




28

MANUAL DO CUBO

)
/

(3) Dobre em 1/4 da folha na

outra extremidade, as pontas

(2) Dobre em 1/4 da folha o .
irdo se encontrar no meio.

(1) Dobre na metade. (metade da metade).

ABA
BOLSO
(4) Desdobre.
(5) Esse é o médulo do
cubo, serdo necessarios
6 iguais a esse.
ABA

(7) Levante e dobre de
(6) Insira. acordo com as
indicagdes.
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(8) Insira.

(9) Levante e dobre de
acordo com as
indicagdes.

(10) Encaixe a peca
restante.

(11) O CUBO estara pronto!
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Atividade 4 - Elementos em trés dimensdes com origami

Para essa atividade, sairemos da dindmica utilizada nas anteriores, pois as construcoes
serdo um pouco mais trabalhosas. Recomenda-se que essa atividade seja feita em grupo, para

que os alunos possam ter uma facilidade maior em manusear os encaixes das dobraduras.

Um dos focos da atividade ¢ observar os elementos que aparecem em um soélido,

especialmente: faces, arestas e vértices.
Objetivo: Resolver problemas envolvendo os elementos de prismas e pirdmides.

Habilidade: (EFO6MA17) Quantificar e estabelecer relacdes entre o numero de
vértices, faces e arestas de prismas e piramides, em fun¢do do seu poligono da base, para
resolver problemas e desenvolver a percepcao espacial.

Material necessario:
- Folhas quadradas para origami.
- Material impresso.

Em um primeiro momento, os alunos irdo realizar a constru¢do de trés solidos e,
somente apos as construgdes, serdo entregues as perguntas que eles irdo responder como parte

da atividade.

Para essa atividade, os so6lidos escolhidos foram: tetraedro, hexaedro (bipiramide) e o
octaedro. Dependendo do nivel da turma e do tempo disponivel, ¢ interessante que os alunos

realizem a constru¢ao do cubo também, seguindo o manual da atividade anterior.

Os manuais para a construg¢ao dos solidos e as perguntas se encontram a seguir.
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PERGUNTAS DA ATIVIDADE 4

Questionario sobre os poliedros

1) O tetraedro e a bipiramide sdo o mesmo so6lido, mas em tamanhos diferentes?

2) Preencha a tabela a seguir com a quantidade de vértice, face e aresta de cada figura:

Nome do poliedro Vértices Faces Arestas

3) Leonhard Euler ¢ um dos grandes matematicos da
histéria e, certamente, o mais prolifico de todos os
tempos. Seus trabalhos contém inumeras contribui¢des
fundamentais a diversas areas da matematica (da teoria
dos nimeros até a probabilidade), da fisica (acustica,
oOtica), da astronomia (do movimento planetas e cometas

até a geofisica e o estudo das marés), da mecanica (da

teoria dos corpos rigidos a ciéncia naval), da logica, da

filosofia e até da musica.

Euler, o0 matematico mais prolifico da histéria.

Disponivel em: www] folhauol.combr. Acesso em 26 ago. 2024.

Uma das suas contribui¢des ¢ a formula de Euler, onde ele afirma que para qualquer poliedro

convexo, o numero de vértices (V), arestas (A) e faces (F) obedece a seguinte equagao:
V-A+F=2

Usando os poliedro que construimos em sala e os dados coletados na tabela da questao

anterior, verifique se a formula de Euler funciona corretamente para os trés solidos.


http://www1.folha.uol.com.br

32

MANUAL DO TETRAEDRO

(1) Dobre ao meio e desdobre.

(4) Junte os dois pontos
marcados com @ e dobre.

(6) Apds as primeiras etapas,
teremos o resultado acima. Repita
0s mesmos passos para fazer a
segunda pega, de preferéncia de
cor diferente igual a essa de baixo:

(2) Leve o vértice inferior esquerdo
até a linha do meio de modo que a
dobradura contenha o canto inferior

direito.

(5) Junte os dois pontos
marcados com @ e dobre.

(7) Desdobre as duas
pecas. E dobre seguindo as
orientacdes.

(8) Junte os
dois pontos
marcados com
® e dobre.

(8) Tome cuidado, pois as
duas pecas serdo dobradas
de formas diferentes. Siga
os diagramas na diregao
correta.



(9) Dobre e desdobre.

(11) Insira conforme o
diagrama.

(12) Faga a dobradura ficar
em pé ao longo das trés
linhas pontilhadas, isso
dara forma ao tetraedro.

(13) Faga a dobradura seguindo o
formato do tetraedro e encaixe a parte
branca.
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(10) Dobre e desdobre
seguindo o diagrama e os
modulos estardo prontos.

(13) Tetraedro pronto!
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MANUAL DA BIPIRAMIDE

.

© Dobre e desdobre ® Dobre e desdobre © Vire afolha e faca
para marcas as na horizontal. a dobradura na
diagonais. vertical, em seguida

vire novamente.

A

O Serdo necessarios
trés modulos iguais
a esse pararealizaro
encaixe.

O Faca as dobras em
definitivo, seguindo
as direcoes.

O Insira as abas
dentro dos mdédulos
conforme as
direcdes.

@ Insira até o meio
das abas e encaixe
as restantes.



O Termine o encaixe das
pecas. Nessa etapa, um
pouco de paciéncia é
necessario, nao force
muito os moédulos!

O E assim ficara a bipiramide!
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MANUAL DO OCTAEDRO

; ® (3) Junte os
' dois pontos
(1) Dobre ao meio e desdobre. (2) Leve o vértice inferior esquerdo marcados com
até a linha do meio de modo que a @ e dobre.
dobradura contenha o canto inferior
direito.

(4) Junte os dois pontos (5) Junte os dois pontos (6) Ap6s as primeiras etapas,

marcados com @ e dobre. marcados com @ e dobre. teremos o resultado acima.

Desdobre tudo apds esse passo.

(7) Dobre conforme o diagrama. (8) Dobre conforme o diagrama.

(9) Dobre trazendo o canto

esquerdo da parte inferior até a (10) Dobre o canto superior (11) Dobre e desdobre

extremidade. esquerdo até a linha de vinculo. seguindo o diagrama ao
lado.
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(12) Dobre e desdobre as
abas seguindo o
diagrama.

(13) Esse é o médulo do

octaedro, serao ABA
necessario um total de 4

iguais a essa.

(15) Insira os outros médulos.

(14) Insira a aba de um
maodulo no bolso de outro.

g

(18) E aqui esta ele!

(16) Dobre conforme as linhas pontilhadas.

(17) Insira as abas restantes.



38

3. APENDICE: TESTE DE VAN HIELE - Adaptado de Usiskin e Nasser

Nivel 0 - Reconhecimento

1) Quais desses sao quadrados?

AN

K L M

N

(a) Apenas K (b) Apenas L (c) Apenas M (d) ApenasL e N  (E) Todos s@o quadrados

2) Quais desses sao triangulos?

SRV

(a) Nenhum. (b) ApenasV  (¢) Apenas W  (d) Apenas We X (e) Apenas Ve W

3) Quais desses sdo retangulos?

(a) Apenas S (b) Apenas T (¢) Apenas SeT (d) Apenas Se U (e) Todos sdo retangulos
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4) Quais desses sao retangulos?

S 74

(a) Nenhum. (b) Apenas G (c¢) Apenas Fe G (d) Apenas Gel (e) Todos sdo quadrados

5) Quais desses sao paralelogramos?

=)

(a) ApenasJ (b) Apenas L (c¢) ApenasJ e M

(d) Nenhum destes ¢ um paralelogramo  (e) Todos sdo paralelogramos

Nivel 1 - Analise

6) PQRS ¢ um quadrado. P Q

Qual relacao ¢ verdadeira em todos os quadrados?
(a) PR e RS tém o mesmo comprimento.

(b) QS e PR sido perpendiculares.

(¢) PS e QR sdo perpendiculares.
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(d) PS e QS tém o mesmo comprimento.

(e) O angulo Q é maior que o angulo R.

7) No retangulo GHJK, GJ e HK sdo as G H
diagonais.

Qual das opgdes ¢ falsa em qualquer retangulo?
(a) Existem quatro angulos retos.

(b) Existem quatro lados.

(c) As diagonais tém o mesmo comprimento. K I
(d) Os lados opostos tém 0 mesmo comprimento.

(e) Todos os lados tém comprimentos diferentes.

8) Um losango ¢ uma figura de quatro lados com todos os lados de mesmo comprimento.
Aqui estdo alguns exemplos.

Qual das opgdes nao ¢ verdadeira em todos os losangos?
(a) As duas diagonais tém o mesmo comprimento.

(b) Cada diagonal bissecta dois angulos do losango.

(¢) As duas diagonais sdo perpendiculares.

(d) Todos os angulos sdo retos.

(e) Os angulos opostos tém a mesma medida.
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9) Um triangulo isosceles ¢ um tridngulo com dois lados de comprimento igual. Aqui estao
trés exemplos.

Qual das opgdes ¢ verdadeira em todo tridngulo isosceles?

(a) Os trés lados devem ter o mesmo comprimento.

(b) Os trés lados devem ter comprimentos diferentes.

(¢) Um lado deve ter o dobro do comprimento de outro lado.
(d) Deve haver pelo menos dois angulos com a mesma medida.

(e) Os trés angulos devem ter a mesma medida.

10) Duas circunferéncias com centros A e B se intersectam nos pontos X e Y, formando o
quadrilatero AXBY. Veja um exemplo abaixo:

Qual das seguintes afirmagoes ¢ falsa?

(a) AXBY sempre tera dois pares de lados de igual comprimento.

(b) O quadrilatero AXBY sempre terd pelo menos dois angulos de medidas iguais.



(c) A reta AB ¢ perpendicular a reta XY.

(d) Os angulos em AXB e AY B sempre terdo medidas iguais.

(e) Todas as afirmacdes (A) - (D) sdo verdadeiras.
Nivel 2 - Abstracao

11) Considere as duas afirmagdes:

Afirmagdo 1: A figura F ¢ um retangulo.

Afirmacao 2: A figura F € um triangulo.

Qual ¢ a correta?
(a) Se 1 ¢ verdadeira, entdo 2 ¢ verdadeira. (b) Se 1 ¢ falsa, entdo 2 ¢ verdadeira.
(¢) 1 e 2 ndo podem ser ambas verdadeiras. (d) 1 e 2 ndo podem ser ambas falsas.

(e) Nenhuma das opg¢des anteriores € correta.

12) Considere as duas afirmacgdes:

Afirmacao S: AABC tem trés lados de mesmo comprimento.
Afirmagdo T: Em AABC, o angulo B e o angulo C tém a mesma medida.

Qual ¢ a correta?

(a) As afirmagdes S e T ndo podem ser ambas verdadeiras.
(b) Se S ¢ verdadeira, entao T ¢ verdadeira.

(c) Se T é verdadeira, entdo S ¢ verdadeira.

(d) Se S ¢ falsa, entao T ¢ falsa.

(e) Nenhuma das opg¢des (A) - (D) € correta.
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13) Qual das figuras abaixo pode ser chamada de retangulo?

| ]
(a) Todas.
(b) Apenas Q. H H
(¢) Apenas R.
(d) Apenas P e Q.

| N R
(e) Apenas Q e R. P m 5 [

14) Qual ¢ a alternativa verdadeira?

(a) Todas as propriedades dos retangulos sdo propriedades de todos os quadrados.
(b) Todas as propriedades dos quadrados sdo propriedades de todos os retdngulos.
(c¢) Todas as propriedades dos retdngulos sdo propriedades de todos os paralelogramos.
(d) Todas as propriedades dos quadrados sdo propriedades de todos os paralelogramos.

(e) Nenhuma das opg¢des anteriores ¢ verdadeira.

15) O que todos os retangulos tém que alguns paralelogramos ndo tém?

(a) Lados opostos iguais.
(b) Diagonais iguais.

(c) Lados opostos paralelos.
(d) Angulos opostos iguais.

(e) Nenhuma das opc¢des anteriores.
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