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Resumo

O principal tema abordado por esse trabalho serda a Féormula de Pick. Uma férmula
simples que por meio de contagem de pontos determina-se a area de um poligono. E uma
formula que pode ser manipulada por qualquer aluno que estd no Ensino Fundamental 11
ou acima deste estéigio.

Inspirado em elaborar um trabalho acessivel para um aluno que esta no Ensino Médio,
a demonstracao dessa férmula é elementar. Apesar disso, toca em vérios assuntos de
interesses desse segmento de ensino como, por exemplo:

a) A demonstracao de que todo poligono simples de n lados pode ser decomposto como
unido de (n — 2) tridngulos ;

b) A determinagao do nimero T;
¢) A Féormula de Euler para poliedros planos.

No quarto capitulo sao apresentadas sugestoes de atividades envolvendo a Formula de
Pick.



Abstract

The main theme covered by this assignment is going to be The Pick Formula, a simple
formula that let us determine a polygon’s area by counting points on the Cartesian plane,
and can be manipulated by any Junior High school or higher student.

Inspired on elaborating an accessible assignment for a High School student the demon-
stration of this formula is elementary. In addition to that, it covers many subjects of
interest from this segment of teaching, such as:

a) Demonstrating that every simple polygon of n sides can be decomposed as a com-
bination of (n — 2) triangles;

b) The determination of r;
¢) The Euler’s Formula for plane polyhedra;

In the fourth chapter it’s presented a few suggestions for workclasses involving Pick’s
Formula.
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Introducao

O célculo de areas de figuras planas nem sempre é simples, principalmente quando a
regiao da qual se queira determinar a area é irregular. Um dos métodos para determi-
narmos essa area é fazermos uma aproximacao dessa regiao por um poligono simples e
utilizar a Formula de Pick, uma férmula simples que faz tal calculo por meio de contagem
de pontos. E uma formula que pode ser manipulada por alunos que estdo no Ensino Fun-
damental I ou acima deste estégio. Esse trabalho tem como tema principal essa Formula
de Pick. Para a demonstracao dessa féormula tocamos em varios assuntos, interessantes e
inspiradores para os alunos citados anteriormente.

No primeiro capitulo apresentaremos e definiremos alguns conceitos que serao tuteis
para o entendimento das demonstragoes. Nesse capitulo demonstraremos que todo poli-
gono simples de n lados pode ser decomposto como uniao de (n — 2) triangulos. Este
teorema é interessante, nao s6 para o uso feito aqui mas para outras aplicacoes.

No segundo capitulo apresentaremos a demonstracao da Formula de Pick que envolvem
conceitos da Geometria Analitica e uma propriedades dos nimeros primos. O argumento
utilizado para essa demonstracao é muito belo e inspirador.

No terceiro capitulo apresentaremos exemplos de como aplicar a Férmula de Pick para
o calculo da area de uma regiao irregular como a do campus da UFABC do municipio de
Santo André e para a determinagao do nimero 7. Também apresentaremos o Teorema
de Euler para poliedros planos e utilizando o mesmo belo argumento da demonstragao da
Formula de Pick, demostraremos esse teorema.

No ultimo capitulo apresentaremos algumas atividades como o célculo da area da
palma da mao (para alunos do Ensino Fundamental II); determinagao da estimativa da
quantidade de pessoas presentes em uma passeata (para alunos do Ensino Médio) e uma

determinagio da Formula de Pick utilizando resolugdes de sistemas lineares (para alunos
do Ensino Médio).



1 Conceitos Basicos

Neste capitulo vamos introduzir alguns conceitos bésicos sobre a geometria no reticu-
lado. Muitos desses conceitos serao necessarios para o entendimento das demonstragoes
que estao adiante.

Entre os conceitos, vamos apresentar o plano reticulado e definir alguns entes geométri-
cos a ele vinculados.

1.1 O Reticulado

Chamamos de plano reticulado, ou apenas reticulado, a representacao no plano carte-
siano do produto Z2. Essa representacao é composta por pontos em que as coordenadas
sao inteiras.

. . e B4 . . .
. . o 54 . . .
. . o 44 . . .
. . « 34 . . .
. . « D4 . . .
. . . 14 . . .
»> * * 0 * * *
-3 -2 -1 0 1 2 3
. . o 14 . . .

Figura 1: Plano Reticulado.

A distancia horizontal ou vertical, entre dois pontos adjacentes é igual a uma unidade
(1u), e qualquer distancia horizontal ou vertical entre pontos do reticulado é um inteiro
positivo.
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Figura 2: Distancia horizontal e vertical.

1.2 O Ponto

Definicao 1.1 P(a,b) é um ponto do reticulado se, e somente se, suas coordenadas $ao
inteiras. Esse ponto serda denominado ponto do reticulado.

(a,b) € Z* & a,b € Z

1.3 A Reta

Definicao 1.2 r ¢ uma reta do reticulado se, e somente se, contém dois pontos distintos
do reticulado. Essa reta serd denominada reta do reticulado.

r € uma reta do reticulado < 3 (a,b),(c,d) € T com (a,b) # (c,d) e a,b,c,d € Z

Teorema 1.3 O coeficiente angular de uma reta do reticulado que nao € vertical é um
numero racional.

Demonstragao: Sendo (a,b) e (c,d) dois pontos distintos do reticulado que determinam
uma reta r, com a # c. O coeficiente angular m da reta r serd m = g que é um namero

racional. O
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1.4 A semirreta

Definicao 1.4 1@ € uma semirreta do reticulado com origem no ponto A e que passa
pelo ponto B se, e somente se, os pontos A e B sao pontos do reticulado.

1.5 O Segmento de reta

Definicao 1.5 PQ € um segmento de reta do reticulado se, e somente se, suas extremi-
dades sao dois pontos distintos do reticulado. Este segmento serd denominado segmento
do reticulado.

Chamamos de interior de PQ o conjunto de pontos de PQ que sio distintos de P e Q.

O comprimento de um segmento do reticulado que é vertical ou horizontal ¢ um ntimero
inteiro positivo. No entanto, o comprimento de um segmento do reticulado obliquo (isto
é, nao vertical e nem horizontal) ndo precisa ser um ntmero inteiro.

e

Figura 3: Segmento do reticulado de comprimento /2.

Teorema 1.6 Se ! é a medida de um segmento de reta AB, entdo (> € wm nimero inteiro.

Demonstracao: Sejam A(a,b) e B(c,d) pontos do reticulado.
Se o segmento for horizontal ¢ = |a — ¢| é inteiro = ¢? ¢ inteiro.
Se o segmento for vertical, £ = |b — d| ¢ inteiro = £? ¢é inteiro.

Se o segmento for obliquo, este seré a hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos
de medidas inteiras |a — ¢| e |b — d| . Aplicando o teorema de Pitagoras, (2 = (a — ¢)* +
(b— d)? é inteiro. O
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Figura 4: Segmento de reta AB.

1.6 O Angulo

Definicao 1.7 ZPQR € um dngulo do reticulado se, e somente se, seus lados J@ e
QR sao semirretas do reticulado. !

1.7 O Poligono

Definicao 1.8 Um poligono serd chamado de poligono do reticulado se, e somente se,
seus vértices sao pontos do reticulado.

Nesta dissertacao, trabalharemos apenas com poligonos do reticulado que sao simples,
ou seja, poligonos em que a intersecao entre lados nao adjacentes é vazia.

'Um angulo é a unido de duas semirretas de mesma origem.
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Figura 5: O poligono da esquerda é simples e o da direita nao é simples.

Definicao 1.9 Poligonos justapostos sao poligonos que nao possuem pontos interiores
em comum.

Figura 6: Os poligonos ABCDEF e BCGHI sao justapostos.
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Figura 7: Os poligonos ABCDEFG e BCHIJKL sao justapostos.

Lema 1.10 Todo poligono simples possui ao menos um par de lados consecutivos AB e
BC tais que o segmento AC' estd totalmente contido no poligono.

Demonstracao: Primeiramente, vamos provar que todo poligono simples possui ao
menos uma diagonal interior. Para isso, tome lados consecutivos AB e BC tais que o
angulo interno em B seja menor do que 7 rad (tal par sempre existe, pois do contrério
o poligono teria interior ilimitado). Para cada ponto P do lado AB, tome a reta para-
lela ao segmento AC que passa por P e considere o segmento op dessa reta contido no
triangulo ABC'. Se nenhum desses segmentos contém, em seu interior, algum vértice do
poligono, entdo o segmento AC' ¢ uma diagonal totalmente contida no poligono (note, por
curiosidade, que neste caso os lados consecutivos AB e BC' j4 satisfazem as condicoes do
lema). Caso contrario, seja @ (Q € AB) o ponto mais proximo de B tal que o segmento
0@ possul um vértice em seu interior (note que @) pode ser o vértice A). Dos vértices do
poligono que pertencem ao segmento og, seja D o mais proximo ao lado AB. Entdo o
segmento BD é uma diagonal totalmente contida no poligono.

14



Figura 9: BD é uma diagonal interior.
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Provemos agora o lema, seguindo por indugao sobre o ntimero n de lados. com n > 4.

I) Paran = 4, seja ABC' D um poligono nao convexo 2 Por ser nao convexo, certamente
um dos vértices esta no interior do triangulo formado pelos demais vértices. Sem perda de
generalidade, suponhamos que D seja esse vértice e que B seja o seu vértice oposto. Como
a diagonal BD esté contida em ABCD, entdo os lados consecutivos BC' e C'D satisfazem
as condi¢oes do lema.

A

Figura 10: BD é uma diagonal totalmente contida no poligono.

IT) Suponha que a afirmagao do lema seja valida para todo poligono de k lados, com
4 < k < n. Vamos provar sua validade para qualquer poligono de n lados. Seja PQ
uma diagonal interior do poligono, como visto acima. Tal diagonal divide o poligono em
dois poligonos justapostos, dos quais ao menos um possui um numero de lados k, com
4 < k < n (note que os dois poligonos que resultam dessa divisdo possuem menos de n
lados, mas um deles pode ter menos de 4 lados, nao podendo ser objeto da hipotese de
indugao). Denotemos com § tal poligono.

2Poligono convexo é o poligono em que qualquer que seja o segmento de reta com extremidades em
dois pontos interiores sempre estara contido na sua regiao interior. Caso contrario, este serd denomindado
poligono nao convexo ou cdncavo.
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Figura 11: P() é uma diagonal contida no poligono.

Q

Figura 12: Poligono § gerado a partir da figura anterior.

Pela hipotese indutiva, o poligono § possui um par de lados consecutivos cujos vértices
"livres"formam um segmento totalmente contido em §. Caso nenhum desses lados seja o
segmento P(), entdo esse mesmo par satisfaz a condicdo do lema. Caso PQ seja um dos
lados e, digamos, QV seja o outro, consideremos o poligono & obtido de § excluindo o
triangulo PQV e acrescentando o segmento PV .

Fazemos procedimento acima com o poligono ¢’, repetindo tantas vezes quantas forem
necessérias. Esse processo é finito, levando ao cabo a um par de lados consecutivos como
desejado. O
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Figura 13: O poligono da esquerda é o poligono § com a diagonal PV o da direita ¢ o
poligono ¢’ .

Teorema 1.11 Todo poligono p do reticulado com n lados pode ser decomposto como
unido de (n — 2) triangulos justapostos.

Demonstragao: Se p é um poligono com n = 3 lados nao ha o que discutir.

Se p & um poligono convexo com n > 3 lados, a partir de um vértice arbitrario P
construimos (n — 3) diagonais, pois dos n vértices de p, sdo diagonais os segmentos com
extremidades em P e em todos os outros vértices com excegao de dois que sao adjacentes
a P e o proprio P. Essas diagonais dividirdo p como uma uniao de (n —3)+ 1= (n —2)
triangulos justapostos.

Figura 14: Poligono convexo dividido como unido de (n — 2) tridngulos justapostos.
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Se p é um poligono nao convexo com n lados, vamos utilizar o método da indugao
finita para provarmos o teorema.

) Seja ABC'D um poligono nao convexo. Por ser nao convexo, certamente um dos
vértices estd no interior do tridngulo formado pelos demais vértices. Sem perda de gener-
alidade, suponhamos que D seja esse vértice e que B seja o seu vértice oposto. Entao, os
tridngulo ABD e C'BD sao justapostos e sua uniao é o poligono ABC'D. Ou seja, todo
poligono nao convexo de 4 lados pode ser dividido como uniao de 4 — 2 = 2 triangulos
justapostos.

Figura 15: Quadrilatero ndo convexo dividido como unido de (4 — 2) = 2 tridngulos
justapostos.

IT) Supondo que um poligono 6 com k > 4(k € Z) lados pode ser dividido em (k — 2)
triangulos justapostos devemos provar que um poligono com (k + 1) lados também pode
ser dividido como uniao de (k+ 1) — 2 = (k — 1) tridngulos justapostos.

[IT) Tomando um poligono nao convexo com (k + 1) lados. Escolhemos dois dos seus
lados consecutivos, digamos que sejam P.P; e P,P,. Se o segmento P, P, nao for interior
a esse poligono entdo, escolhemos outro par de lados consecutivos (a existéncia de tal par
é garantida pelo Lema 1.10). Caso contrario, este segmento o dividird como uniao de um
triangulo (P.P;P;) com outro poligono de (k+ 1) — 1 = k lados.

19



Figura 16: Poligono § com (k + 1) lados dividido como unido do triangulo P.P;P; e do
poligono com k lados, justapostos.

Como este poligono de k lados pode ser dividido como uniao de (k — 2) triangulos
justapostos, concluimos que o poligono § sera a uniao de (k — 2) triangulos justapostos
com o tridngulo P,P;P;. Logo, ¢ ficara dividido como uniao de (k —2) +1 = (k — 1)
triangulos justapostos. [

1.8 Movimentos rigidos de um poligono no reticulado

Para o que se segue, sera 1til considerarmos movimentos de um poligono do reticulado
de modo que o "novo"poligono também seja um poligono do reticulado. S6 nos interessam
os assim chamados movimentos rigidos, que sao movimentos que preservam a distancia
dos pontos. Descreveremos os seguintes movimentos: translacao, rotacao de um quarto
de giro (ou seus multiplos inteiros), reflexao vertical e reflexao horizontal.

Dado um segmento AB, denote por r a sua reta suporte e escolha, para essa reta,
a orientacao "de A para B". Dado qualquer ponto P do plano, uma translacio de P
segundo o segmento AB é um deslocamento do ponto P ao longo de uma reta paralela
a r, no sentido da orientagao escolhida para r e por uma distancia igual ao comprimento
de AB. Para uma figura F' do plano, uma translacao de F' segundo o segmento AB é
constituida pela translacao de cada um de seus pontos segundo o mesmo segmento AB.

E possivel provar que uma translacido pode ser expressa através de coordenadas da
seguinte forma. Dados A(ay,as) e B(b1,bs), tome ¢; = by —ay e co = by — ay. Entao, para
cada ponto P(z,y), o resultado da translagao de P segundo o segmento AB é o ponto de
coordenadas (x4 c1,y+cz). Nota-se assim que, se AB for um segmento do reticulado e se
P também for um ponto do reticulado, as coordenadas = + ¢; e y + co sao inteiras. Logo,
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uma translacao segundo um segmento do reticulado leva pontos do reticulado em pontos
do reticulado.

Dado um ponto O do plano, uma rotacao de um quarto de giro em torno de O é um
movimento que leva cada ponto P do plano em um ponto ) de modo que: (i) a com-
primento de OQ é o mesmo de OP; (ii) o angulo ZPOQ é reto. Em outras palavras, o
ponto P gira em torno de O por um angulo de 90° no sentido anti-horario (o ponto O é
deixado fixo por essa rotagao). Se o angulo de rotagao for 180°, dizemos que se trata de
uma rota¢ao de meia volta. Se tal angulo for 270°, uma rotacao de trés quartos de giro.

A expressao de uma rotacao em coordenadas é um pouco mais complicada do que no
caso das translagoes, mas também é possivel provar que rotagoes de um quarto de giro ou
de meia volta em torno de pontos do reticulado leva pontos do reticulado em pontos do
reticulado.

Dada uma reta r, uma reflexao relativa a r € um movimento que leva cada ponto P
do plano no ponto simétrico de P em relacao a r, isto é, um ponto () tal que PQ seja
perpendicular a r e tal que a distancia de ) a r seja a mesma da de P a r. No caso
particular em que r é uma reta horizontal, dizemos que a reflexao é horizontal. Caso r
seja vertical, dizemos que a reflexao ¢é vertical.

Se r & um reta horizontal de equagdo y = b, entdo dado um ponto P(z,y), é fa-
cil mostrar que a reflexao relativa a reta r leva o ponto P no ponto de coordenadas
(x,2b—1y). Assim, se a reta r € uma reta do reticulado (isto é, se b for um nimero inteiro)
e se P for um ponto do reticulado, entao a reflexdo horizontal de P também é um ponto
do reticulado. Ou seja, uma reflexao horizontal relativa a uma reta do reticulado leva
pontos do reticulado em pontos do reticulado. De modo anélogo, mostra-se que o mesmo
vale para reflexoes verticais.

Chamaremos de movimento rigido compativel qualquer movimento rigido que preserve
o reticulado, isto é, leve pontos do reticulado em pontos do reticulado. As observagoes
acima mostram que as translacoes segundo segmentos do reticulado, as rotagoes de um
quarto de giro ou meia volta em torno de um ponto do reticulado, assim como as reflexoes
horizontais e as verticais sao movimentos rigidos compativeis.
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2 Triangulo Fundamental e a Féormula de Pick

Neste capitulo vamos definir um triangulo fundamental e vamos provar que um poli-
gono do reticulado pode ser decomposto em tridngulos fundamentais. Apresentaremos
e determinaremos a prova da area de um tridngulo fundamental, contudo para que sua
demonstracao seja acessivel a um aluno do Ensino Médio, evitaremos ao maximo o uso
de vetores.

Apresentaremos e provaremos a Formula de Pick 3 que apareceu em um artigo publi-
cado em Praga em 1899*. E uma maneira prética para o calculo da &rea de poligonos, mas
em alguns casos pode transformar esses problemas em uma simples contagem de pontos.

Acreditamos que isto pode despertar o interesse de alguns estudantes pelo assunto. A
formula pode também ser explorada de varias formas e varios niveis de profundidade. Ao
mesmo tempo, um exame mais atento revela sutilezas e conexoes entre varios assuntos
de interesse para o ensino de Matematica. Em particular, apresentaremos uma atividade
que pode ser aplicada para o calculo da area aproximada de qualquer regiao conhecendo
apenas a escala utilizada.

2.1 Triangulo fundamental

Definicao 2.1 Um tridngulo sera denominado triangulo fundamental se, e somente se,
apenas seus vértices sao pontos do reticulado.

Figura 17: Os triangulos ABC, DEF e GHI sao fundamentais. Os triangulos JKL e MNP
nao sao fundamentais.

3Georg Alexander Pick nasceu em Viena em 1859 e morreu no campo de concentracdo de Theresien-
stadt em 1942. Escreveu 67 artigos nas mais diversas areas da Matematica.
4Geometrisches Zahlenlehre zur publicada em Praga em Sitzungber
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Nosso proximo objetivo é provar que a area de qualquer triangulo fundamental é sempre
%. Para isso, sera til o seguinte

Lema 2.2 Dado um triangulo fundamental ABC, considere o palalelogramo ABCD,
onde D € o simétrico do ponto A em relacao ao ponto médio do lado BC. Entdao o
paralelogramo nao contém nenhum outro ponto do reticulado, além de seus vértices.

Demonstragao: Considere a rotagao de meia volta em torno do vértice B, seguida da
translacao segundo o segmento BC. Essa composi¢ao de movimentos rigidos compativeis
leva o triangulo ABC no triangulo BC'D. Assim, os triangulos ABC e BC'D sao con-
gruentes através de um movimentos rigido compativel, logo o triangulo BC'D também é
necessariamente fundamental (caso existisse um ponto do reticulado interior ao triangulo

BCD, existiria um ponto do reticulado correspondente a esse no interior do triangulo
ABC), donde a tese.

[ ] B [ ] [ ]
[ ] D [ ]
A
C

Figura 18: Paralelogramo ABCD.

OJ

Por simplicidade, no que se segue, diremos que o paralelogramo ABC'D construido
conforme o enunciado do Lema 2.2 é o paralelogramo associado ao tridngulo ABC, acres-
centando o vértice oposto a A. Podemos agora demonstrar o seguinte

Teorema 2.3 A drea de um tridngulo fundamental é %

Demonstracao: Seja ABC' um triangulo fundamental. A menos de uma translacao
compativel, podemos supor A(0,0). Além disso, a menos de reflexdes e/ou rota¢oes com-
pativeis, podemos assumir B(m,n), com m > 0en > 0.

Consideremos inicialmente o caso m = 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir
(a menos de uma reflexao vertical) que o terceiro vértice C' possui abscissa positiva. Para
que o tridngulo ABC seja fundamental, devemos ter, por um lado, n = 1 (caso contrario,
o lado AB passaria por outro ponto do reticulado). Por outro lado, C' devera estar na
reta de equagao x = 1. De fato, considere o paralelogramo ABC'D associado ao triangulo
ABC', com o acréscimo do vértice oposto a A. O segmento vertical da reta x = 1 contido
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no paralelogramo tem comprimento lu (igual ao segmento AB), logo possui ao menos
um ponto do reticulado. Pelo Lema 2.2, tal paralelogramo é fundamental, logo a tnica
possibilidade é que os extremos desse segmento sejam os pontos C' e D.

Das observagoes acima, segue que a area do tridngulo ABC sera %, pois a base AB e
a altura relativa medem 1u .

L] D .

L] C .

L] B< .
A

x=1

Figura 19: A &rea do triangulo ABC é %

Tomemos agora m > 0. Devemos ter m e n primos entre si, pois se existir d > 1
divisor comum de m e de n, o ponto P(m/d,n/d) seria um ponto do reticulado interior
ao segmento AB, contrariando o fato de que ABC' ¢ fundamental (Figura 20).

4(0,0)

Figura 20: P € AB
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Seja rg a reta suporte do segmento ABe seja r a reta paralela a ry que passa pelo ponto
C. A equagao der éy = Zx+p, em que p ¢ a ordenada do ponto P onde a reta intersecta o
eixo vertical (podemos supor, sem perda de generalidade, que p > 0, pois, caso contrario,
é facil construir um tridngulo congruente a ABC por um movimento rigido compativel,
por exemplo, tomando o paralelogramo associado a ABC' acrescentando o vértice oposto
a C: o triAngulo complementar de ABC nesse paralelogramo satisfaz a condi¢do acima).

AA(0,0) ) ) ) )

Figura 21: r:y = ~x + p.

Assim, qualquer triangulo que tem base AB e terceiro vértice pertencente a reta y =
~2 + p tem a mesma area do triangulo ABC. Desse modo, a érea do triangulo ABC
p

¢ igual & area do triangulo ABP que ¢ dada por: Z*. Precisamos entdo mostrar que

pm = 1, o que significaria que a area do tridngulo ABC' é %

Notemos, inicialmente, que pm deve ser um inteiro positivo. De fato, como a reta r
passa por pontos do reticulado (por exemplo, o proprio C'), entdo existem z,y € Z que
satisfazem a equacao de 7, e portanto pm = ym — xn € Z. A positividade segue da
positividade de p e m.

Ainda, como m e n s@o primos entre si, entao existem inteiros x e y tais que my —nx =
. ~ _n 1 .
1. Assim, a reta s de equagao y = - + - pzissa por pontos do reticulado. Observe que
a reta s ¢ paralela a reta r e que, sendo 0 < -~ < p, s estd contida na faixa determinada
pelas retas rg e r e nao coincide com ry.

Por fim, considere o paralelogramo ABC'D associado ao triangulo ABC', com o acréscimo
do vértice D oposto a A. Pelo Lema 2.2, o interior desse paralelogramo nao contém ne-
nhum ponto do reticulado. O mesmo acontece, portanto, com todos os paralelogramos
obtidos de ABC'D por uma translagao segundo "multiplos inteiros"de AB (isto é, seg-
mentos com mesma direcao de AB e cujo comprimento seja um multiplo natural do
comprimento de AB, em ambos os sentidos), uma vez que tais translagoes sao todas com-
pativeis. Mas a imagem de todas essas translagoes ¢ a faixa delimitada pelas retas rg e r.
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Assim, o interior dessa faixa nao contém nenhum ponto do reticulado, o que, juntamente
com as consideracoes anteriores, implica que s = r. Portanto, p = % e a area do triangulo

ABC ¢ 3. O

2.2 Decomposicao do poligono em tridangulos fundamentais justapos-
tos

Teorema 2.4 Todo poligono do reticulado pode ser decomposto como uniao de tridngulos
fundamentais.

Demonstracao: De acordo com o Teorema 1.11, todo poligono do reticulado pode
ser decomposto como uniao de triangulos justapostos. Para cada um desses triangulos,
analisemos:

Se o triangulo é fundamental, nao ha o que discutir. Se o triangulo nao é fundamental,
entao ele contém pontos do reticulado (no interior ou sobre os lados).

Se existir algum ponto no interior, tracamos segmentos de reta com extremidades
nesse ponto (interior) e nos vértices do triangulo e assim dividimos ele como unido de trés
triangulos justapostos. Desse modo, o ponto interior se torna vértice de um novo triangulo
fazendo com que a quantidade de pontos interiores diminua. Repetimos o processo até se
esgotarem os pontos interiores.

Se existir pontos sobre o lado (que nao sejam vértices), escolhemos um desses pontos e
a partir dele tracamos segmentos de reta com outra extremidade no vértice oposto a esse
lado. Desse modo, o ponto sobre o lado se torna vértice de um novo tridangulo fazendo
com que a quantidade de pontos sobre os lados diminua. Repetimos esse processo tantas
vezes quantas sejam necessarias, até se esgotarem os pontos nos interiores dos lados.

Como todos os procedimentos acima foram feitos para todos os triangulos, o poligono
original pode ser decomposto como uniao de triangulos justapostos.

OJ

2.3 Formula de Pick

Teorema 2.5 Seja p um poligono do reticulado em que o nimero de pontos do reticulado
sobre seus lados (incluindo os vértices) € B e o nimero de pontos no seu interior é I. A
drea A do poligono p € dada por:

B
A(p):5+1—1

Demonstracao: Seja p um poligono do reticulado e ) a quantidade de tridngulos
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fundamentais justapostos cuja uniao é p e cuja area é o produto de ) e da area de um
triangulo fundamental ou seja, @ - %

Para provarmos o teorema de Pick, devemos mostrar que @ = (B + 2I — 2) pois,
Q-3=(B+20-2)-;=0Q=(B+2[-2).

Vamos calcular, de dois modos, a soma dos angulos internos de todos os triangulos
fundamentais justapostos de p.

2

O primeiro modo é imediato, como ) é a quantidade de tridngulos fundamentais
justapostos, a soma dos seus angulos internos sera o produto de ) pela soma dos angulos
internos de um triangulo fundamental ou seja, () - 7 rad.

O segundo modo consiste em calcular a soma dos angulos internos em trés parcelas:

A primeira parcela é a soma s; dos angulos cujos vértices sao pontos no interior de p.
Como cada um desses angulos mede 27 e a quantidade de pontos interiores é I, s; = I - 2.

Figura 22: Angulo com vértice em um ponto interior, sua medida é 27

A segunda parcela é a soma s, dos angulos cujos vértices coincidem com os vértices
de p. Como esses angulos sao os angulos internos do poligono em questao, que possui v
lados, s, sera a soma das medidas dos seus dngulos internos. Assim, s, = (v — 2) - 7.

Figura 23: Angulos com vértices coincidentes com os vértices do poligono.

A terceira parcela é a soma s, dos angulos cujos vértices estao sobre os lados de p
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(mas nao sao vértices de p). Como cada um desses dngulos mede 7 e a quantidade de
pontos sobre os lados que nao coincidem com os vértices de p é n, s, =n - 7.

Figura 24: Angulo com vértice sobre o lado do poligono, sua medida é .

Desse modo,

Si:I'Zﬂ'
Sp=(—=2)7
Sp=N-T

Somando membro a membro as equagoes:
Sitsy+sp=12r+@w—-2)-71+n- -7

Sit+Sy+sp=02-I4+v—2+n)m

Sit+Sytsp,=|n+v+2l -2 | =w
B

Sit sy +s,=(B+2[—2)7
[gualando & soma calculada do primeiro modo com a do segundo modo:

Qr=(B+2[—2)1=Q=DB+2] -2

Como a quantidade de triangulos fundamentais justapostos que compoem p é @) e
como a area de cada triangulo fundamental é % , a area A(p) do poligono p sera dada por:

B
A(p):Q-%:(B+21—2)-%:>A(p):§+]—1
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3 Aplicacoes da Formula de Pick

3.1 CaAlculo da area de uma regiao irregular

Uma interessante aplicacao desse teorema se faz presente na engenharia florestal, onde
a area de uma regiao com arvores distribuidas regularmente pode ser calculada com base
no nimero e na distribuicao dessas arvores por meio da Férmula de Pick. Outra aplicagao
é o calculo da area aproximada de uma regiao irregular. Primeiramente escolhemos a
regiao da qual iremos determinar a area. Como por exemplo, a area da UFABC do
campus de Santo André.

i

{i={+[=) [*

Universidade
/= Federal do ABC

WOIeID OP H

Universidade
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]

EBCT-Empresa
a de

Correios e Telégrafos

ci Pa g 4 <
Coatings
A 100 m. N Q -
|zuu pes | 7 -
e

B

Figura 25: Aproximagao da area da UFABC.

Acrescentando um reticulado de modo que a unidade tenha a mesma medida do seg-
mento apresentado na escala do mapa e construindo um poligono, nesse reticulado, que
seja a aproximacao da area da UFABC, temos:

[. Ntimero de pontos internos: [ = 4.
I1. Ntimero de pontos sobre o bordo: B = 8.
III. A dreaserd: A=5+1—-1=53+4—-1=7.

Como a unidade apresentada na escala da figura é 100 m, a area aproximada da
UFABC seré:
7 x 100 = 70 000 m?

um valor préximo do valor real que é em torno de 74 mil m?.

Se for necessario aumentar a precisao do calculo da area, basta tomar como unidade
um segmento que seja divisor do segmento apresentado.
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Na figura seguinte, a unidade serda a metade da unidade apresentada.
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=
EBCT-Empresa
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. Cofteios e Telégrafos * p e
A 100 m . “o\.
| 200 pés T B 7
",._ A

Figura 26: Melhor aproximagao da area da UFABC.

Sendo assim:

I. Nimero de pontos internos: I = 23.

I1. Ntimero de pontos sobre o bordo: B = 13.

ITI. A area sera: A = §+I—1 = %%—23—1 = 28, 5.

Como a unidade utilizada é a metade da apresentada, ou seja, 50 m, a area aproximada
da UFABC sera:

28,5 x 50% = 71 250 m?
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3.2 Uma determinacao do nimero 7

Neste capitulo, apresentaremos uma aplicagao da Férmula de Pick para a determinagao
do numero 7.

Definicao 3.1 Uma circunferéncia C' é uma circunferéncia do reticulado se, e somente
se, seu centro € um ponto do reticulado e o quadrado do seu raio € um niumero inteiro
estritamente positivo.

Definicao 3.2 Um quadrado € denominado quadrado unitdrio se, e somente se, apenas
seus veértices sao pontos do reticulado.

Figura 27: Somente o quadrado da esquerda é unitario.

Teorema 3.3 Seja S(n) a drea do maior poligono do reticulado interior & circunferéncia

do reticulado C(y/n) de raio \/n, entdo:

Figura 28: Maior poligono interior a circunferéncia.
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Demonstragao: O numero S(n) é igual a area do maior poligono do reticulado interior
a circunferéncia do reticulado C'(y/n) de raio v/n. A diferenga entre S(n) e a area mn do
circulo associado a circunferéncia C'(y/n) é no maximo igual a area A(n) dos quadrados
unitarios que sao intersectados pela circunferéncia C'(y/n), assim:

1S (n) = 7n| < A(n)

Segue que
A(n)

n

<

— T

'S(m

Uma vez que a distancia maxima entre dois pontos de um quadrado unitario ¢ v/2
todo quadrado intersectado pela circunferéncia esta contido em uma coroa circular de
area R(n) dada por:

R(n)zﬁ(\/ﬁ+\/§)2—ﬂ<\/_—\/§)2:4\/%7r

Figura 29: Quadrados intersectados pela circunferéncia que estao contidos na coroa cir-
cular.

Como A(n) < R(n), temos

S(n) e A(n) _ R(n)  4V2nm 421
n —n n n  Jn
Logo,
lim S ) =
n—oo N



Seguem alguns exemplos:

vn o S(n) T

10 317 3,1700
20 1257 3,1425
30 2821 3,1344
100 31417 3,1417
200 125629 3,1407
300 282697 3,1411

3.3 O Teorema de Euler para poligonos

O Teorema de Euler para poliedros ¢ muito conhecido; V — A+ F =2em que V, A e
F sao, respectivamente, o nimero de vértices, arestas e faces do poliedro. Neste capitulo
vamos apresentar e demonstrar o Teorema de Fuler para poligonos aplicando a mesma
ideia utilizada para provarmos a Férmula de Pick: o argumento de somar as medidas dos
angulos internos dos triangulos.

Seja p um poligono simples decomposto em uma uniao de poligonos menores que
chamaremos de faces em analogia com o caso de um poliedro. Cada lado de uma dessas
faces sera chamado aresta.

Definicao 3.4 Um poligono que pode ser decomposto como uniao de poligonos menores
serd denominado poliedro plano se, e somente se, duas faces quaisquer da decomposicao
satisfizerem a pelo menos uma das condigoes:

1. sao disjuntas;
1. tém um vértice em comum

III. tém uma ou mais arestas em comum, isto €, se a intersecao entre essas faces €
uma aresta, esta deve ser aresta das duas faces.

Teorema 3.5 Um poliedro plano com F faces, A arestas e V vértices satisfaz a condi¢ao:

V-A+F=1

Demonstracao: Seja p um poliedro plano. Se decompusermos cada uma das faces de
p como uniao de triangulos, sem acrescentar novos vértices, na forma do Teorema 1.11,
os nimeros A e F se alterarao, V permanecerd com o mesmo valor. Assim, quando se
acrescenta uma nova aresta, cada um dos nimeros A e F aumenta de uma unidade, logo
esses aumentos se cancelam em V' — A + F. Consequentemente, para efeito do célculo da
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Figura 30: Essa decomposi¢gao do poligono ABCDE o torna poliedro plano. Essa decom-
posicao do poligono FGHIJKL nao o torna poliedro plano, pois na sua decomposi¢cao em
poligonos menores, a intersegao entre a face pentagonal e a face quadrangular é apenas
aresta da face pentagonal.

expressao V — A 4+ F, nao ha perda de generalidade em supor que as faces de p sejam
triangulares, o que admitiremos a partir de agora.

Escrevamos V =V, + V}, em que V; é o nimero de vértices interiores e V}, o nimero de
vértices sobre o bordo de p.

Calculando, de dois modos distintos, a soma dos angulos internos de todas as faces
triangulares de p obtemos:

Primeiro modo: como a soma das medidas dos angulos internos de cada um dos F
triangulos é m, a soma dos angulos internos de todos esses triangulos é dada por

F-x

Segundo modo: V} é a soma entre o nimero de vértices que coincidem com os vértices
de p e o niimero de vértices sobre os lados de p. A soma das medidas de todos os angulos
com vértices nesses pontos é (V, — 2) - 7, ja que uma parcela desses angulos sdo internos
a p e a outra parcela sao angulos rasos.

Os vértices dos triangulos justapostos coincidem com os Vj, vértices de p, a soma das
medidas desses angulos internos dos triangulos justapostos nesses vértices é a soma das
medidas dos adngulos internos de p que é dada por (V, —2)-m. Como cada um dos angulos
com vértices nos V; pontos interiores medem 27, a soma das medidas desses angulos é
dada por V; - 2m. Assim:

34



Figura 31: Angulo com vértice sobre o lado (angulo raso) e angulo com vértice coincidente
com o vértice do poligono.

Vy—=2)-m+V,-2r = (V, +2V, = 2)m
Igualando a soma do primeiro modo com a do segundo modo:

For=Ws+2Vi—2)n

F=V,+2V; -2

E como V =V, 4+ V,, temos:

F=V,+2Vi—=2=V,+2(V = V) —2

F=2V-V,-2

Cada face de p tem 3 arestas, cada aresta interior é lado de duas faces e cada aresta
do bordo é lado de uma face. Como o ntmero de arestas A é igual ao nimero de vértices
do bordo V, temos:

3F =2A-1YV,

Subtraindo membro a membro as igualdades 3F = 2A —V, e FF =2V =V, — 2 |
obtemos:

3F=2A-YV,

F_oy vy S =22V AL F =]
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3.4 A Foérmula de Pick para poligonos com "buracos"

A area de um poligono simples ou nao com m buracos é dada por:

A(p):a+§+m—1

em que « é o nimero de pontos interiores e 5 é o nimero de pontos sobre o bordo do
poligono.

Demonstragao: Seja p um poligono com B pontos sobre o bordo e I pontos interiores.
Se p possui m buracos e, cada um desses buracos, possuem b, pontos sobreo bordo e i,
pontos interiores, com 0 < n < m. Utilizando a Férmula de Pick, area de p serda dada

por:
_B bl . bQ . bm . .
A(p)—5+1_1_<E+Zl_1>_(§+Z2_1)_'--_<?+Zm_1> =
B b b b , . .
= (2 2 ) AT (st A =1+ (1+14...1) =
2 2 2 2 ~—_——
m parcelas
B b b b . . .
:E+(§l+§2+...+7)—(b1+b2+...bm)+1—(zl+22+...+zm)—1+m:

B+bi+b+...by o .
:( 1 22 )JK]_(Zl+22+"'+zm)_(b1+52+-~bml+m—1:

(& J/

~
quantidade de pontos interiores

Vv
metade do quantidade de pontos
sobre o bordo
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4 Atividades

4.1 Exercicios para aplicagcao da Férmula de Pick.

Piblico alvo: alunos a partir do 6° ano do Ensino Fundamental II.
Objetivo: determinar a area de uma regiao irregular.

Pré-requisitos: operar com niimero racionais.

Material de apoio: nenhum em especial.

Tempo previsto: 1 aula.

Procedimentos: Imprimir as figuras a seguir e entregar para os alunos.

1. Utilizando a Férmula de Pick, determine as areas dos poligonos destacados.

2. Utilizando a Formula de Pick, determine a area da regiao hachurada.
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4.2 Calculo da area da palma da mao pela contagem pontos.

Piblico alvo: alunos do 7° ano do Ensino Fundamental II.

Objetivo: determinar a area de uma regiao irregular.

Pré-requisitos: operar com niimero racionais.

Material de apoio: régua e papel transparente com o reticulado impresso.
Tempo previsto: 1 aula.

Procedimentos:

Peca que os alunos contornem a palma da mao com lapis em um papel. Em seguida,
peca para eles fixarem, na folha onde a palma foi contornada, o papel transparente com o
reticulado ja impresso. Cada quadrado deve ter 1 cm de lado. Peca para eles construirem
poligonos com vértices nos pontos do reticulado que seja aproximadamente a regiao da
palma da mao. Pega para eles contarem os pontos interiores e os pontos sobre o bordo e,
utilizando a Formula de Pick, peca para calcular a area da sua palma da mao.
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4.3 Determinar uma estimativa da quantidade de pessoas pre-
sentes em uma passeata.

Publico alvo: alunos do Ensino Médio.
Objetivo: estimar a quantidade de pessoas numa passeata.
Pré-requisitos: nenhum.

Material de apoio: régua, fotos aéreas da passeata e papéis transparentes com
reticulados, de diferentes densidades, impressos.

Tempo previsto: 1 aula.
Procedimentos:

Peca para os alunos fixarem, na foto aérea da passeata, o papel transparente com o
reticulado impresso. Peca para eles escolherem o melhor posicionamento do reticulado, de
modo a melhorar a aproximacao da regiao da qual se queira determinar a area. Peca para
escolherem um quadrado unitario da malha e contarem o ntmero de pessoas que estao
dentro dele, digamos que seja q. Peca para eles construirem poligonos do reticulado que
seja aproximadamente a regiao ocupada pela multidao; contarem os pontos interiores e
os pontos sobre o bordo e, utilizando a Féormula de Pick, calcular a area A dessa regiao.
Assim, para termos uma estimativa da quantidade de pessoas basta multiplicar a drea A
pela quantidade ¢ por quadrado unitario.

Peca agora que esses alunos repitam o processo com o papel transparente que tem
impresso o reticulado com densidades maior.

Ao final pega para eles:
i) compararem os resultados obtidos com os reticulados de densidades diferentes;

ii) chegarem a alguma conclusao.

4.4 Uma determinacao da Féormula de Pick

Piblico alvo: alunos do Ensino Médio.

Objetivo: determinar a Féormula de Pick.

Pré-requisitos: sistema lineares.

Material de apoio: régua.

Tempo previsto: 1 aula.

Procedimentos:

Primeiramente admitiremos que a area de um triangulo fundamental é %

Pega para os alunos construirem uma malha quadriculada e destacarem os pontos de
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intersecao. Esses pontos serao os pontos do reticulado. Em seguida, pega para consider-
arem algumas figuras simples e diferentes de modo que saibamos previamente o valor da
sua area.

Por exemplo:

Figura 32: As areas de P, P, P; e P4 sao, respectivamente, 1,%, 2 eb.
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Inicialmente, peca para eles suporem que a soluc¢ao do problema é uma fungao polino-
mial do 1° grau com uma variavel. Ela é expressa por A(P) = ax+b, com a e b constantes
reais e a nao nulo, que varia de acordo com o niimero z de pontos no interior do poligono
P. Essa hipotese sera facilmente descartada pelos poligonos Py e Ps.

Peca, agora, para eles pensarem em uma outra hipotese: a area deve estar relacionada
ao nimero = de pontos interiores ao poligono e ao nimero y de pontos sobre o bordo do
mesmo. Assim, a fungao sera polinomial do 1° grau com duas variaveis que é expressa
por A(P) = ax + by + ¢ com a, b e ¢ constantes reais e a e b ndo nulos. Pega para eles
aplicarem esse modelo nos poligonos, no nosso exmplo, em Py, P3 e P;. Desse modo:

AP)=a-0+b-4+c=1 db+c=1 a=1

APs)=a-1+b-4+c=2 =¢ a+4b+c=2 = b=

APy)=a-2+b-84c=5 204+8b+c=5 c=-1
Portanto,

A(P):x%—%y—l

Agora eles precisam verificar se essa relagao funcionara sempre.

Considere dois poligonos do reticulado F e F; justapostos. Sejam x; e xo, respectiva-
mente, o namero de pontos no interior das figuras Fi e F5 e sejam y; e 15, respectivamente,
o namero de pontos sobre os bordos de F} e F5. Suponha que essas figuras tém em comum
apenas pontos da borda, e seja n o nimero de pontos do reticulado, comum a ambas. Seja
A(Fy) e A(F3), respectivamente, as areas das figuras F} e Fy. Aplicando a Formula de
Pick temos:

A(R) +A(R) =

1 1
= —yp — 1 —yy— 1) =
(931 + 2y1 ) + ($2+ 2y2 )

1 1
e — —_ —2:
x1+:1:2+2y1+2y2

1 1
:x1+x2+§y1+§y2—2+n—n:

1
=@tz tn=2)+ 5 +p-2n+2)-1

Observe que (z1 + x5 +n — 2) é o numero de pontos interiores da uniao entre Fj e F, e
(y1 + y2 — 2n + 2) é o numero de pontos sobre o bordo da uniao de F} e Fy. Assim, como
a Formula de Pick vale para duas figuras ela vale também para a juncao dessas figuras.
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