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Resumo

XAVIER, Alison da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, outubro 2024. As
Geometrias na Astronomia. Orientador: Alexandre Alvarenga Rocha.

O presente trabalho aborda a importancia da matematica, mais especificamente das
geometrias no desenvolvimento da astronomia. A geometria desempenha um papel
crucial na astronomia, permitindo que os astronomos compreendam e descrevam
o universo de maneira precisa. Desde a Antiguidade, civilizagoes como os gregos
e babilonios utilizaram principios geométricos para estudar os corpos celestes. Na
Astronomia moderna podemos citar o Heliocentrismo proposto por Nicolau Copérnico
(1473-1543) e a Gravitagao Universal de Isaac Newton (1643-1727). J& no século
vinte, Albert Einstein (1879-1955) publica em 1915 a Teoria da Relatividade Geral
(nova teoria da gravitagdo) que nos fornece uma nova concepc¢ao da gravidade
como geometria do universo possibilitando fazer previsoes sobre o comportamento
do universo. Com o avanco da tecnologia, a geometria continua a ser essencial
para calcular distancias, tamanhos, 6rbitas e movimentos dos planetas e estrelas,
possibilitando previsoes precisas de fenomenos astronomicos.

Além disso, a geometria é vital para o desenvolvimento de instrumentos astrono-
micos, como telescopios e satélites, que dependem de calculos geométricos para
funcionar corretamente. Através da geometria, os astronomos podem criar modelos
do universo, ajudando a visualizar e testar teorias sobre a formacao e evolugao dos
corpos celestes. Desta forma se faz necessario um resgate histérico mostrando a

importancia da geometria no desenvolvimento da astronomia.

Palavras-chave: Geometria; Astronomia antiga; Astronomia moderna; Relatividade

Geral.



Abstract

XAVIER, Alison da Silva, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, October, 2024.
Geometries in Astronomy. Advisor: Alexandre Alvarenga Rocha.

This work addresses the importance of mathematics, more specifically of geometries in
the development of astronomy. Geometry plays a crucial role in astronomy, allowing
astronomers to understand and describe the universe accurately. Since Antiquity,
civilizations such as the Greeks and Babylonians have used geometric principles to
study celestial bodies. In modern Astronomy we can mention the Heliocentrism
proposed by Nicolaus Copernicus (1473-1543) and the Universal Gravitation of Isaac
Newton (1643-1727). Already in the twentieth century, Albert Einstein (1879-1955)
published in 1915 the Theory of General Relativity (new theory of gravitation)
that provides us with a new conception of gravity as geometry of the universe
making it possible to make predictions about the behavior of the universe. With
the advancement of technology, geometry remains essential to calculate distances,
sizes, orbits, and movements of planets and stars, enabling accurate predictions of
astronomical phenomena.

In addition, geometry is vital for the development of astronomical instruments,
such as telescopes and satellites, which depend on geometric calculations to function
properly. Through geometry, astronomers can create models of the universe, helping
to visualize and test theories about the formation and evolution of celestial bodies.
In this way, a historical rescue is necessary showing the importance of geometry in

the development of astronomy.

Keywords: Astronomy Ancient; Astronomy Modern; Geometry; General Relativity.
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Introducao

Desde os tempos antigos, a humanidade olha para o céu em busca de respostas e
compreensao da sua existéncia. A astronomia, uma das ciéncias mais antigas, tem sido
um campo fértil para o desenvolvimento e aplicacao de diferentes geometrias. Desde
a Grécia Antiga até os avancos da relatividade geral, a geometria tem desempenhado
um papel crucial na compreensao do cosmos.

A maior parte das grandes civilizagoes antigas tais como os babilonios, chineses,
egipcios e gregos usava seu conhecimento em matematica para prever fenomenos
astronomicos e explicar o universo. Estes povos observavam os céus e os astros
e usavam a geometria para calcular as distancias, os tamanhos e os periodos de
revolugao dos corpos celestes. Ja os gregos usaram a geometria para medir o diametro
da Terra e a distancia do Sol e da Lua ‘a Terra através do matematico e astronomo
Eratéstenes de Cirene (276 a.C.—194 a.C). Ptolomeu, outro astronomo grego (85-165),
em seu livro “Almagesto” criou um modelo geocéntrico do sistema solar.

A geometria foi fundamental para o desenvolvimento da astronomia moderna
iniciada no século XVI através do polonés Nicolau Copérnico (1473-1543) quando
o mesmo propds em 1543 em seu livro De revolutionibus orbium coelestium (“Da
revolucao de esferas celestes”) o modelo heliocéntrico que afirmava que o Sol estd fixo
no centro do sistema solar e os planetas giram em torno dele em “orbitas circulares.
A lua, por sua vez, girava em torno da terra, que se movia em torno de seu proprio
eixo. Esta teoria foi corroborada e aprimorada por outros cientistas, tais como
Kepler, Galileu e Newton. Galileu Galilei matemaético e fisico italiano (1564-1642)
através de suas observacoes, em 1610, conseguiu enxergar quatro satélites em jupiter
dando for¢a ao Heliocentrismo. O astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630)
descreveu trés leis explicando o movimento dos planetas e suas “orbitas elipticas.
René Descartes (1596-1650) em 1637 publica uma de suas grandes obras “Discurso
sobre o método” na qual em um dos trés apéndices uniu a geometria com a algebra
criando a Geometria Analitica, o que possibilitou o surgimento do célculo (Diferencial
e integral). Gragas a Descartes, os conceitos geométricos tais como coordenadas e
graficos, vetores e tensores, angulos e curvatura possibilitaram dentre outras coisas
uma ideia mais abstrata e revoluciondria: a ideia do espago curvo. O inglés Isaac
Newton (1643-1727) em sua obra "Principia” formulou as leis do movimento e da

12



1. Introducao 13

gravitacao universal.

O fisico alemao Albert Einstein (1879-1955) publica em 1915 a Teoria da Re-
latividade Geral (nova teoria da gravitagao) que nos fornece uma nova concepcao
da gravidade como geometria do universo possibilitando fazer previsoes sobre o
comportamento do universo transformando a cosmologia em uma ciéncia.



2

A Geometria e a Astronomia na Grécia
Antiga

A Grécia Antiga é amplamente reconhecida como o bergo da ciéncia e da filosofia
ocidental, e a astronomia nao foi excecao. Durante este periodo, matematicos gregos
fizeram avancos significativos que moldaram a compreensao do cosmos. A intersecao
entre matematica e astronomia foi crucial, pois permitiu que os gregos desenvolvessem
modelos geométricos e aritméticos para descrever o universo. A seguir falaremos
de alguns dos principais matemaéticos, filésofos e astronomicos e suas contribuigoes
geométricas na astronomia.

2.1 Os matematicos / astronomos e suas contribuicoes

2.1.1 Tales de Mileto (624 - 546 a.C.)

Comerciante grego, filésofo, matematico e astronomo foi quem preparou o cenario
para as grandes descobertas dos pitagoricos e para os Elementos de Euclides. Se-
gundo (MLODINOW, 2004), nas suas viagens a Babilonia, ele estudou a ciéncia e a
matematica da astronomia e ganhou fama local ao trazer este conhecimento para a
Grécia. Um dos feitos de Tales foi ter predito o eclipe solar no dia 28 de maio de 585
a.C. Herédoto o historiador, relata que este eclipse aconteceu durante uma batalha
entre os lidios e os persas, interrompendo a luta. Tales passou longos periodos de
tempo no Egito. Foi capaz de deduzir técnicas geométricas e deixou os egipcios
impressionados quando lhes mostrou como medir a altura da piramide utilizando
um conhecimento das propriedades dos triangulos semelhantes. Tales utilizou uma
técnica semelhante para medir a distancia de um navio no mar. Deu os primeiros
passos para a sistematizacao da geometria e acreditava que a terra era um disco
plano com vastas extensoes de agua.

2.1.2 Pitagoras de Samos (572 - 497 a.C.)

Acreditava que os corpos celestes eram esféricos, sendo o primeiro a chamar o
céu de cosmos. Pitagoras e seus seguidores descobriram muitos padroes numéricos,
os quais eles achavam ser a origem de muitas das coisas que a matematica tinha de

14



2. A Geomelria e a Astronomia na Grécia Antiga 15

intrigante.

“A proépria ideia de que o Universo é um “cosmos”, ou um todo harmoniosa-
mente ordenado, parece ser uma contribuigao pitagérica [...] uma ideia que na
época tinha pouca base de observacao direta, mas que foi enormemente frutifera no
desenvolvimento da astronomia” (BOYER, p.60, 2012).

2.1.3 Aristételes (384-322 a.C.)

Discipulo de Platao, explicou que as fases da Lua estao relacionadas com a parte
da face da Lua iluminada pelo Sol, ou seja, voltada para a Terra. Explicou, que um
eclipse do Sol ocorre quando a Lua passa entre a Terra e o Sol; um eclipse da Lua
ocorre quando a Lua entra na sombra da Terra. Aristételes também argumentou que
a Terra é esférica, uma vez que a sombra da Terra na Lua durante um eclipse lunar
é sempre arredondada. .

Postulou a existéncia do éter como quinto elemento (além de terra, ar, dgua e
fogo). (Astronomia Antiga. Os astronomos da Grécia antiga, 2023. Disponivel em:
http://astro.if. ufrgs.br/antiga/antiga.htm. Acesso em 15/07/2023) .

2.1.4 Heraclides ( 388-315 a.C.)

Propos que a Terra gira diariamente sobre seu préprio eixo, que Vénus e Mercurio
orbitam o Sol, e a existéncia de epiciclos. (Astronomia Antiga. Os astronomos
da Grécia antiga, 2023. Disponivel em: http://astro.if.ufrgs.br/antiga/antiga.htm.
Acesso em 15/07/2023).

2.1.5 Euclides (323-283 a.C)
Pouco se sabe sobre a vida de Euclides. Segundo (MLODINOW, 2004), sabe-se

que ele abriu uma escola em Alexandria, teve alunos brilhantes e escreveu pelo menos
dois livros. Um deles, sobre conicas formou mais tarde a base da importante obra
de Apolonio, que fez progredirem substancialmente as ciéncias da navegacao e a
astronomia. A sua obra mais famosa, Os Elementos, ¢ um dos “livros” mais lidos de
todos os tempos. Na verdade nao se trata de um livro, mas uma série de 13 rolos de
pergaminhos. Nenhum dos originais sobreviveu, mas foram transmitidos mais tarde
através de uma série de copias posteriores.

“Fuclides nao rewvindicou ter sido original em relacao a qualquer dos teoremas
contidos nesta obra monumental. FEle viu seu papel como o de organizador e sis-
tematizador da geometria conforme compreendida pelos gregos. Ele foi o arquiteto
do primeiro relato abrangente sobre a natureza do espaco bidimensional através do
raciocinio puro, sem menhuma referéncia ao mundo fisico” (MLODINOW, p.40,
2004).

Um método logico inovador, tornando explicitos os termos, formulando defini¢oes
precisas e assim garantindo um entendimento das palavras e simbolos. Além disso,
apresentando de forma clara os axiomas ou postulados de modo que nao possam ser
usadas pressuposicoes nao declaradas. Finalmente, deduzir as consequéncias logicas
do sistema empregando somente regras de légica aceitas, aplicadas aos axiomas e
teoremas previamente demonstrados.
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“O objetivo de Euclides era que o seu sistema fosse livre de suposi¢coes nao
reconhecidas baseadas na intui¢ao, em conjecturas e na inexatidao. Ele formulou 23
definicoes, cinco postulados geométricos e cinco postulados adicionais que chamou de
“nogoes comuns”. A partir dessa base ele demonstrou 465 teoremas (essencialmente
todo conhecimento geométrico de seu tempo)” (MLODINOW, p.43, 2004).

O contetudo geométrico do fundamento da geometria de Euclides reside nos seus
cinco postulados. Os quatro primeiros sao simples. Em termos modernos sao eles:

1. Dados quaisquer dois pontos, pode ser tracada uma linha tendo estes pontos
como suas extremidades.

2. Qualquer linha pode ser prolongada indefinidamente em qualquer direcao.

3. Dado qualquer ponto, pode ser desenhado um circulo com qualquer raio, com
aquele ponto no centro.

4. Todos os angulos retos sao iguais.

Ja o quinto postulado, denominado de postulado das paralelas, nao parece tao
intuitivo ou claro como os demais, tanto que o proprio Euclides evitava de usa-
lo. Matematicos posteriores sentiam que nao era suficientemente simples para um
postulado e que o mesmo deveria ser demonstravel como um teorema. Eis uma das
varias formulagoes do quinto postulado:

Dada uma linha e um ponto fora dela, ha exatamente uma outra reta (no mesmo
plano) que passa pelo ponto e é paralela a linha dada.

Veremos mais adiante que o postulado das paralelas poderia ser violado de duas
maneiras: poderia nao existir retas paralelas, ou poderia existir mais do que uma
reta paralela passando por algum ponto externo.

Figura 2.1: Imagem artistica de Euclides
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2.1.6 Eratostenes de Cirena (276-194 a.C.)

O bibliotecério principal de Alexandria (antigo Egito), tornou-se a primeira pessoa
na historia a medir a circunferéncia da Terra. Um feito comparavel nos dias atuais
seria revelar pela primeira vez que o universo nao termina nos limites longinquos do
nosso sistema solar. “Como Einstein, Eratdstenes teve sucesso utilizando a Geometria”
(MLODINOW, p.51, 2004).

(MLODINOW, 2004) ainda destaca que Eratéstenes percebeu que ao meio-dia
na cidade de Siena, durante o solsticio de verao, uma vara cravada verticalmente
no chao nao projetava sombra. Para Eratdstenes, isso significava que uma vara
fincada verticalmente no solo era paralela aos raios do Sol. Imaginando a Terra
como uma circunferéncia, uma reta tracada a partir do seu centro passando por um
ponto na circunferéncia representando Siena e prolongada para fora no espago sera
paralela as outras linhas representando os raios solares. Agora, mova-se ao longo da
circunferéncia (superficie da Terra) para longe de Siena em dire¢ao de Alexandria.
Desenhe novamente uma reta a partir do centro da Terra até o ponto que representa
esta cidade. Esta linha nao é paralela aos raios solares. Ele os intercepta formando um
angulo e com isso tem-se a sombra. Utilizando o comprimento da sombra juntamente
com um teorema presente no livro “Os elementos de Euclides” (uma linha cruzando
duas linhas paralelas) Eratdstenes conseguiu calcular a parte da circunferéncia da
Terra representada pelo arco ao longo da Terra, de Siena a Alexandria. Ele descobriu
que isso valia 1/50 da circunferéncia da Terra. Eratostenes atribuiu a um homem cujo
nome nao sabemos a “missao” de andar entre as duas cidades medindo a distancia cujo
valor relatado por esse homem foi de 800 quilometros. Multiplicando esse valor por
50, Eratdstenes determinou que a circunferéncia tinha cerca de 40 mil quilometros, o
que foi um valor notavel (erro em torno de 4%) digno de prémio Nobel.

Figura 2.2: Eratostenes medindo o tamanho da Terra
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Fonte: https://www.silvestre.eng.br/astronomia/artigos/asdi0108/

2.1.7 Aristarco de Samos (310-230 a.C.)

Um astronomo trabalhando em Alexandria, calculou com uma aproximacao
notavel, o tamanho da Lua e sua distancia da Terra.
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Vejamos o calculo de Aristarco para comparar as distancias da Terra a Lua e da
Terra ao Sol.

H& duas posicoes da Lua em sua érbita, o “quarto crescente” e o “quarto min-
guante”, quando o disco lunar apresenta-se, para um observador terrestre, com metade
iluminada e outra metade escura (Fig. 2.3).

(A/VILA7 2004), destaca que nesta situacao, o triangulo Terra-Lua-Sol é retangulo,
com angulo reto no vértice ocupado pela Lua. Aristarco teria medido esse angulo,
encontrando para ele o valor de 87°. Dai basta construir um triangulo retangulo
com esses angulos (90°, 87° e 3°) e verificar o valor da razao T'S/T'L, que é a mesma
para todos os triangulos a ele semelhantes. Aristarco verificou que essa razao estava
compreendida entre 18 e 20, de sorte que a distancia da Terra ao Sol seria cerca de
vinte vezes a distancia da Terra a Lua.

Figura 2.3: Representacao Terra , Lua e Sol .

Crescenie

AVILA7 GERALDO. A Geometria e as distancias astronomicas na Grécia Antiga,
2004.

Voltemos a considerar o problema de medir o angulo « (Fig. 2.3). O ciclo lunar
dura 29,5 dias e, ao que tudo indica, Aristarco teria observado que a passagem de
minguante a crescente durava 14,25 dias, um dia menos que a passagem de crescente
a minguante. Utilizando uma propor¢ao podemos escrever

360° 2o
295 14,25

segue-se que o = 86,95°, portanto, ;—i = seca = sec86,95° = 18,8. Logo T'S =

18,8TL.

Este valor encontrado por Aristarco estda muito longe do valor correto, pois
sabemos hoje que a distancia da Terra ao Sol é a cerca de 400 vezes a distancia da
Terra a Lua. Entretanto, o angulo a obtido esta préximo de 90°, ou seja, os raios
solares que se dirigem a Terra e a Lua sao praticamente paralelos.

De acordo com (AVILA, 2004), Aristarco observou ainda que o Sol e a Lua tém o
mesmo tamanho angular, ou seja, o angulo « sob o qual um observador terrestre vé
o Sol é 0 mesmo sob o qual ele vé a Lua (Fig. 2.4). Esse fato, alids, é comprovado
pela observagao de um eclipse total do Sol (quando ocorre tal eclipse, o disco lunar
coincide com o disco solar, encobrindo-o por inteiro.)
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Figura 2.4: Representacao da Terra, Lua e Sol.
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AVILA, GERALDO. A Geometria e as distancias astronomicas na Grécia Antiga,
2004.

TS
TL = 20,

de sorte que SS" = 20L L, segundo Aristarco, ou seja, o raio do Sol, é aproxima-
damente a vinte vezes o raio da Lua.

Sejam Dg =TS (Fig. 2.4) a distancia da Terra ao Sol, Dy, = T'L a distancia da
Terra & Lua, Rg = S5’ o raio do Sol e Ry, = LL’ o raio da Lua. Entao:

Rs Rp Dg

Ds Dy °
onde, para Aristarco, aproximadamente, a = 1 e b = 20, quando, na realidade,
a = 0,25 e b =400.

(AVILA7 2004) ressalta que Aristarco calculou as distancias e os tamanhos do Sol
e da Lua ao raio da Terra, observando o que acontece durante um eclipse da Lua,
quando este satélite atravessa o cone de sombra da Terra (Fig.2.5). Pelo tempo gasto
nesse fenémeno, ele calculou que o diametro do cone de sombra da Terra, era 8/3 do
diametro da Lua.

Na (Fig. 2.6.) L,T, S sdo os centros da Lua, da Terra e do Sol, respectivamente;
LH = R;, TC = Rr e SA = Rg sao os respectivos raios; LD é o raio do cone de
sombra da altura da Lua, de sorte que LD = 8Ry, /3. Da semelhanga dos triangulos
DFC e CEA resulta:

CF AE
DF CE

Figura 2.5: Alinhamento Terra, Sol e Lua
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AVILA, GERALDO. A Geometria e as distancias astronomicas na Grécia Antiga,
2004.
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Figura 2.6: Alinhamento Terra, Sol e Lua

A

AVILA, GERALDO. A Geometria e as distancias astronomicas na Grécia Antiga,
2004.

Mas
CF=TC—-TF=Ry—LD =Ry —8R./3;DF = Dy;
AE =AS — SE = Rs — Ry;CE = Ds.

Substituindo estes valores na igualdade anterior,

Rr— %R, Rs— Ry

Dy, Dg

Da secao anterior temos que

Ds = bDL,RS = OéD5 = CkaL,RL = OédL

de sorte que a igualdade anterior pode ser escrita na forma

RT — ECLDL . CLbDL — RT

Dy, bDy,
Daqui segue-se que
1 8
<1 + g) RT = (g + 1) CLDL,
ou ainda
D - 3(B+1)Ry
LT b
Entao,
3(b+1)Rr
Dg=bD; = ————,
11a
b+1
Rs — abDy, — S0+ D
11
Obs: (a = «)
Rr — aD» — 3(b+ 1)Rr
T

Deste modo, substituindo a = a = tg1° = 0,017 e b = 20, podemos obter as
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quatro grandezas, DL, DS, RS, e RL, em termos do raio da Terra RT', com os dados
de Artistarco:

Dy = 16,8Ry, DS = 337Ry,
Rs = 5,7Rr, Ry = 0,29Ry.

[a¥)

Ao contrério, com os valores mais corretos a = tg1/4° = 0,0044 e b = 400,
encontramos valores bem préximos dos valores modernos:

Dy = 62Rp, Dg = 24855Ry,
RS = 109RT (§ RL = 0,27 TR.

Segundo Baptista e Ferracioli (2003), Aristarco propoe que a Terra tem um movi-
mento de rotagao em torno do seu préprio eixo num periodo de 24 horas, e também
um movimento de revolu¢ao em torno do Sol com um periodo de 365,25 dias. Propoe
ainda que a Lua gira em torno da Terra num periodo de 29,5 dias em média. E desta
forma, assim como a Terra, os outros planetas também giram em trono do Sol cada
qual com seu periodo, enquanto o Sol e as Estrelas sao fixas. Arquimedes que defendia
o geocentrismo discorda deste modelo de Aristarco. Apenas um astronomo chamado
Seléuco concorda com a teoria de Aristarco. Somente ap6s 1800 anos que Nicolau
Copérnico ird propor novamente o Heliocentrismo. (Aristarco de Samos. Universo
da Fisica. Disponivel em: https://universodafisicaufes.wordpress.com/aristarco-de-
samos/. Acesso em 25/08/2023).

Figura 2.7: Universo na visao de Aristarco

Fonte: https://universodafisicaufes.wordpress.com/aristarco-de-samos/

2.1.8 Hiparco de Nicéia (160 - 125 a.C.)

E considerado por muitos o maior astronomo da era pré - crista. Hiparco catalogou
a magnitude de 850 estrelas. Ele também deduziu o valor correto de 8/3 para a razao
entre o tamanho da sombra da Terra e o tamanho da Lua. Além disso, observou que
a distancia entre a Lua e a Terra era de 59 vezes o raio da Terra; o valor correto
¢ 60. (Astronomia Antiga. Os astronomos da Grécia antiga, 2023. Disponivel em:
http://astro.if.ufrgs.br/antiga/antiga.htm. Acesso em 15/07/2023).
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2.1.9 Ptolomeu (85 d.C. - 165 d.C.)

Considerado o ultimo astronomo importante da antiguidade, compilou na sua obra
denominada Almagesto treze volumes sobre astronomia, e sendo esta, a maior fonte
de conhecimento sobre a astronomia na Grécia. (Astronomia Antiga. Os astrénomos
da Grécia antiga, 2023. Disponivel em: http://astro.if.ufrgs.br/antiga/antiga.htm.
Acesso em 15/07/2023).

Figura 2.8: Traducao do Almagesto em Latim, de 1451.
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Fonte:

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Almagest_1.jpeg?uselang=pt#Licenciamento

Mlodinow destaca a importancia de Hiparco e Ptolomeu:

“A astronomia atingiu seu dpice em Alexandria, com a obra de Hiparco, no século
2 a.C, e Cldudio Ptolomeu (nao € parente dos reis com aquele nome), no século 2
d.C. Hiparco observou os céus durante 35 anos, depois combinou suas observagoes
com dados babilonicos para desenvolver um modelo geométrico do nosso sistema solar
no qual os cinco planetas conhecidos, o Sol, a Lua, todos se moviam em orbitas
compostas de circulos em redor da Terra. Teve tanto éxito em descrever o movimento
do Sol e da Lua vistos da Terra, que pode prever eclipses lunares com um erro de
apenas duas horas. Ptolomeu aperfeicoou e expandiu esta obra num livro chamado
Almagesto, que completou o programa de Platao de dar uma explicacdo racional
para os movimentos dos corpos celestes e dominou o pensamento astronomico até
Copérnico” (MLODINOW, p.52, p.53, 2004).

Ptolomeu também escreveu um livro chamado Geografia, descrevendo o universo
terrestre. Este livro representou o comeco da elaboragao criteriosa de mapas.
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A Geometria no Desenvolvimento da
Astronomia Moderna

A geometria tem sido uma ferramenta essencial na astronomia desde os tempos
antigos, e sua importancia sé cresceu com o avango da ciéncia. Neste contexto,
falaremos da heranca de grandes cientistas como Nicolau Copérnico, Tycho Brahe,
Johannes Kepler, Galileu Galilei, René Descartes e Isaac Newton.

3.1 Nicolau Copérnico (1473-1543)

Polonés, em sua famosa obra (Da Revolugao de Esferas Celestes) que foi publicada
no ano de sua prépria morte, aborda sua teoria heliocéntrica do sistema solar. Segundo
(AVILA, 1988), essa obra de Copérnico veio a se tornar mais tarde como o impulso
inicial mais importante para o desenvolvimento cientifico. Por esse fato o ano de
1543 é tido como o inicio da ciéncia moderna.

(AVILA, 1988) ressalta que Aristarco no séc III a.C ja havia proposto 1800
anos antes de Copérnico a ideia de que o Sol esta fixo no espaco e os planetas,
inclusive a Terra, giram em torno dele. No entanto, nao obteve crédito de tais
ideias principalmente devido as objegdes de Arquimedes (defendia o Geocentrismo)
e Hiparco, um eminente astronomo, que argumentava: Se a Terra girasse em torno
do Sol, a direcao em que vemos uma estrela particular deveria variar durante o ano
(Fig. 3.1).

Figura 3.1: Variacao da diregao de uma estrela

Estrela

Terra

Fonte: https://www.rpm.org.br/cdrpm/13/2.htm
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Hoje sabemos que as estrelas efetivamente “se deslocam” ao longo do ano. A
esse deslocamento das estrelas da-se o nome de Paralaxe. Segundo (AVILA, 1988),
esse fenomeno foi medido pela primeira vez pelo astronomo russo Struve em 1837 e
pelo alemao Bessel em 1838. Essas descobertas mostraram que as estrelas estao a
diferentes distancias de nds. A estrela mais proxima é a Alfa Centauro (estd a 4,3
anos-luz' de distancia), que se encontra & esquerda do Cruzeiro do Sul (Fig. 3.2).

Figura 3.2: Cruzeiro do Sul - Alfa do Centauro
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Fonte: https://www.rpm.org.br/cdrpm/13/2.htm

Como o Sol esta a 8,3 minutos-luz da Terra, temos:

4,3 anos —luz 4,3 x 365 x 24 X 60

= = 272000
8,3 minutos — luz 8,3

O que significa que essa estrela esta distante de nés 272000 vezes mais que o Sol.

Copérnico, em sua obra - Sobre as revolucoes das esferas celestes - compatibiliza
suas ideias com os dados de observacao acumulados ao longo de milénios. No entanto,
ele teve de introduzir vérias modificagbes em sua ideia original. Uma das quais
consistia em supor o Sol um pouco deslocado dos centros das érbitas. (Fig. 3.3).

Figura 3.3: Sol deslocado do centro das érbitas

Fonte: https://www.rpm.org.br/cdrpm/13/2.htm

Vejamos uma pequena amostra do trabalho de Copérnico na elaboracao de sua
teoria heliocéntrica envolvendo alguns calculos sobre o periodo de revolucao dos
planetas e suas distancias ao Sol no pressuposto de que eles se deslocassem com
velocidades constantes em Orbitas circulares centradas no Sol.

'Um ano - luz é a distancia percorrida pela luz em um ano.
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Consideraremos o planeta Marte nestes calculos onde o periodo de revolugao do
planeta Marte em torno da Terra é denominado periodo sinédico e o periodo de
revolucao do planeta Marte em torno do Sol é chamado periodo sideral.

Sejam T e M as posicoes da Terra e de Marte, respectivamente, quando ambos
se encontram de um mesmo lado do Sol S e com ele alinhados (Fig. 3.4). Nesta
situacao, diz-se que Marte estd em oposicao ao Sol relativamente a Terra. Através
de observacoes, desde a Antiguidade, sabe-se que Marte volta a ficar em oposicao a
cada 780 dias. Esse é o periodo de revolucao do planeta em torno da Terra.

Figura 3.4: Alinhamento entre o Sol, a Terra e Marte.

Fonte: https://www.rpm.org.br/cdrpm/13/2.htm

Para calcularmos o periodo sideral (periodo de revolugao do planeta Marte em
torno do Sol), observemos primeiro que a velocidade angular de Marte é menor que
a da Terra. Como a Terra vai ganhando dianteira sobre Marte e esse planeta voltara
a ficar novamente em oposicao quando a dianteira da Terra sobre ele for de 360°
(uma volta completa), teremos em 780 dias partir de uma oposigao, que a Terra tera
dado duas voltas em torno do Sol e se deslocado ainda, ao longo de um arco TT
(Fig. 3.4), durante os 50 dias restantes (pois 780 = 2 x 365 + 50 ). Assim, devido a

uniformidade do movimento da Terra, teremos a proporcao:

TT' _ 360 .. v _ 400
50 = 305 -1 =49

Durante o periodo de 780 dias, Marte completou uma volta em torno do Sol
mais o arco MM' =TT" = 49°. Entao, se P ¢é o periodo sideral de Marte teremos a

proporcao:
P 780
— = ——— . P =687 di
360 ~ 36049 1~ 087 dias

Seguindo esse mesmo raciocinio, Copérnico calculou os periodos siderais dos
planetas Jupiter e Saturno. Sabendo que os periodos sinddicos desses planetas sao
399 dias e 378 dias respectivamente, obtemos os periodos siderais correspondentes,
sendo aproximadamente, 11,8 anos (Jupiter) e 29,5 anos (Saturno).

Distancia de Marte ao Sol

O conhecimento do periodo sideral de um planeta superior é essencial para o
célculo de sua distancia ao Sol. No caso de Marte, imaginemos, como ilustra a (Fig.
3.5) que Marte em M esteja em oposi¢ao a Terra estando em 7" e o Sol em S.
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Sabemos, por dados de observacao, que 106 dias apds, a Terra e Marte se

Figura 3.5: Distancia de Marte ao Sol.

Fonte: https://www.rpm.org.br/cdrpm/13/2.htm

encontrarao em posigoes 1" e M’ respectivamente, tais que ST/’\M "=90°. Durante
esse tempo, o angulo descrito pela Terra, é de aproximadamente 105°, (106/X =

365/360°). Quanto a Marte, ele terd descrito um angulo 3 & 56°, pois 1%6 = 3665;

Como consequéncia, TSM' = 105 — 56 = 49°. Finalmente, o triangulo retangulo
ST'M’ nos da:
T’ T
S — S -~ S
cos49°  0,65606

~ 1,558T"

Fica assim calculada a distancia de Marte ao Sol como 1,5 vezes a distancia da
Terra ao Sol e com o mesmo raciocinio Copérnico calculou as distancias de Jupiter e
Saturno ao Sol.

Depois de sua publicacao em 1543, decorreriam cerca de 100 anos para que a
comunidade cientifica aceitasse de fato a teoria Heliocéntrica de Copérnico.

Figura 3.6: O sistema heliocéntrico tem o sol como seu centro fixo
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Fonte: https://www.ufmg.br/espacodoconhecimento/geocentrismo-e-heliocentrismo

E importante ressaltar que os dados de observacao e as tabelas astronomicas
existentes na época de Copérnico deixavam muito a desejar com relagao a precisao.
Neste sentido, entra em cena o Dinamarqués Tycho Brahe, de quem falaremos a
seguir.
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3.2 Tycho Brahe (1546-1601)

Segundo (AVILA, 2010), ao observar um eclipse do Sol aos 14 anos de idade,
Tycho Brahe se apaixonou pela Astronomia. A partir de entao e por toda sua
vida, ele iria dedicar-se integralmente a Astronomia. Em 1563, aos 17 anos de idade,
observando os céus, ele notou que os planetas Jupiter e Saturno estavam praticamente
coincidentes. Ao consultar as tabelas astronomicas existentes na época, dentre elas a
de copérnico, verificou que as mesmas continham imprecisoes grosseiras sobre esse
evento.

A partir deste acontecimento, Tycho se viu compelido a construir instrumentos
adequados e desenvolver métodos precisos de observacao dos astros. Dos 17 aos 26
anos de idade, Tycho estudou em varias universidades européias, viajou, conheceu
astronomos, adquiriu varios instrumentos de observacgao e construiu muitos outros,
maiores e cada vez mais precisos. Passou grande parte de sua vida coletando o mais
rico acervo de observagoes astronomicas até entao conseguido. Eram observagoes
de alta precisao, ou seja, o melhor que podia se conseguir naquela época ja que os
instrumentos 6pticos s6 comecariam a aparecer a partir de 1609. Tycho Brahe fez um
levantamento completo das coordenadas de mais de 700 estrelas fixas; as observacoes
dos planetas, da Lua e do Sol.

“De posse dessa riqueza de dados, Tycho Brahe podia concluir com seguranca que
o sistema heliocéntrico, tal qual exposto por Copérnico, era insustentavel. Exigia
modiﬁca@ées”(AVILA, p.04, 2010). Desta maneira propdem um sistema em que todos
os planetas, exceto a Terra, giravam em torno do Sol e este por sua vez girava em
torno da Terra. Um modelo que se mostraria equivocado.

Figura 3.7: O quadrante de mural de Tycho Brahe

Fonte:
https://pt.wikipedia.org/wiki/Instrumento_de_mural# /media/Ficheiro:Tycho_Brahes
_stora_murkvadrant,_Nordisk_Familjebok.jpg
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3.3 Johannes Kepler (1571-1630)

Astronomo, Astrélogo e Matematico alemao, nasceu na cidade de Weil-der-Stadst,
sudoeste da Alemanha.

Segundo (AVILA, 2010), aos 23 anos de idade, quando ainda estudante de
Teologia em Tiibingen, Kepler foi indicado para preencher o posto vago de Professor
de Astronomia e Matematica na Universidade Protestante de Gratz, na Austria. A
principio Kepler nao tinha planos de ser astronomo, mas acabou aceitando a proposta,
e em uma de suas aulas que ocorrera em 1595 que Kepler teve uma indagacao: Por
que exatamente “seis” planetas?

Na época os planetas conhecidos eram Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter e
Saturno. Nesta mesma aula Kepler obteve a “resposta” Seis planetas significavam
cinco espacos entre os possiveis pares de planetas consecutivos. Ora, cinco eram
os possiveis poliedros regulares ou poliedros de Platao. Portanto, pensava Kepler,
entre as esferas de dois planetas consecutivos devia encaixar-se um poliedro regular,
circunscrito a uma esfera e inscrito na outra. A partir dessa ideia Kepler “se
rende” a Astronomia e surge o tema do primeiro livro do jovem astronomo, intitulado
Mysterium Cosmographicum, publicado em Tiibingen em 1596.

De acordo com (AVILA, 2010), ao examinar o livro de Kepler, Tycho Brahe
reconhece de imediato o talento matematico de Kepler, algo que Tycho nao possuia, e
que aliado ao seu talento em observagoes poderia gerar grandes frutos. Eles trocaram
correspondeéncia por cerca de dois anos, e, decerto, perceberam o quanto cada um
necessitava do outro. Foram esses interesses mutuos que acabaram fazendo de Kepler
um assistente de Tycho Brahe, em Benatek, a partir de fevereiro de 1600.

Tycho Brahe morreu em outubro de 1601, sem concluir seu sistema planetario
e a Kepler deixou a recomendacao de terminar o trabalho matematico de seu sis-
tema. Kepler, por sua vez, esperava servir-se do legado de Tycho em seu préprio
beneficio, para aperfeicoar sua estranha teoria cosmica. O destino, todavia, nao iria
permitir nem uma coisa nem outra. Durante sua permanéncia em Benatek, nos seis
primeiros anos ele descobriu suas duas primeiras leis planetarias, que aparecem no
seu segundo livro, publicado em 1609, intitulado de Astronomia Nova. Kepler teve
muito trabalho envolvendo interminéveis calculos na tentativa de acertar hipdteses e
que frequentemente levava a conclusoes falsas.

A ideia que se tinha desde Aristoteles era de que os corpos celestes dada sua
perfeicao s6 podiam mover em circulos e com velocidade uniforme.

“Nunca se chegou a por em duvida esse juizo (circularidade e uniformidade)
durante os 2000 anos de astronomia computacional técnica. Copérnico nao o fez, e
Ptolomeu nao o poderia ter feito. Como alguém poderia por em divida tal principio
dado o contexto intelectual em que se movia o pensamento antigo? As razoes dessa
aceitacao completa eram em parte observacionais e em parte filosdficas, estando
fortemente refor¢adas por outros fatores estéticos e culturais” (Hanson, p.255, 1985).

Coube a Kepler abandonar os dogmas da érbita circular e do movimento uniforme.
A partir dai ele resolve calcular as érbitas da Terra e de Marte.

Utilizando dados e tabelas obtidas por Tycho Brahe, Kepler calculou vérias
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distancias da Terra ao Sol com o engenhoso procedimento de considerar sucessivas
posicoes da Terra a partir de uma oposicao de Marte e nos sucessivos retornos de
Marte a posicao inicial. Kepler notou que a Terra se deslocava com velocidade nao
uniforme, mais depressa quanto mais perto estivesse do Sol e mais devagar quanto
mais longe. Ele construiu uma tabela do movimento da Terra, com as posigoes
didrias do planeta. Kepler entao passou a estudar a érbita de Marte, usando agora
seu conhecimento das distancias da Terra ao Sol. Realizados esses calculos, Kepler
pode verificar que a érbita de Marte nao podia ser circular, e apds varias tentativas
concluiu que a orbita era eliptica, com o Sol em um dos focos.
Leis de Kepler

(AVILA, 2010) destaca que Kepler estendeu a todos os planetas do sistema solar
a lei da drbita eliptica, que descobrira para o planeta Marte, a qual ficou conhecida
como sua primeira lei (Lei das Orbitas) e que assim se enuncia: Cada planeta descreve
uma orbita eliptica, da qual o Sol ocupa um dos focos.

Apesar de elipticas, algumas érbitas, como a da Terra, sao muito proximas de
um circulo, pois sao elipses que apresentam uma excentricidade muito pequena. A
excentricidade, por sua vez, ¢ a medida que mostra o quanto uma figura geométrica
difere-se de um circulo e pode ser calculada pela relagao entre os semieixos da elipse.

Figura 3.8: Orbita dos Planetas ¢ eliptica e que o Sol estd em um dos
focos.

L

Planeta

Fonte: https://www.todamateria.com.br/leis-de-kepler/

Kepler encontrara outra regularidade interessante no movimento dos planetas.
Depois de muitas tentativas, erros e recuos, ele acabou acertando na lei correta,
também generalizada para todos os planetas. Conhecida como sua segunda lei (Lei
das dreas), ela tem o seguinte enunciado:

Os raios vetores que unem um planeta ao Sol varrem dreas iguais em tempos
1GUaLS.

Raio vetor é uma linha imaginéria no espaco que liga o Sol ao planeta que esta
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sendo estudado. Conforme o movimento do planeta ocorre, essa linha vai 'varrendo
o espago’. Retirado de: https://www.todamateria.com.br/leis-de-kepler/.

Em dois momentos diferentes ao longo da trajetéria do planeta, se consideramos
um mesmo intervalo de tempo e comparamos as areas varridas no espago, encontramos
0 mesmo valor.

Figura 3.9: Para o mesmo intervalo de tempo, as areas Al e A2 sao iguais.

1 més

Al = A2

Fonte: https://www.todamateria.com.br/leis-de-kepler/

Como vimos anteriormente, a 6rbita dos Planetas sao elipticas e que o Sol esta
em um dos focos, como ilustra a (Figura 3.10), onde S designa a posi¢ao do Sol e
AO o semi-eixo maior da elipse. Como se vé,

Figura 3.10: Orbita eliptica dos planetas

Fonte: AVILA, Geraldo. Kepler e a orbita eliptica. Revista do Professor de
Matemaética, RPM 15, 1987.

AO = OB = semi-eixo maior e OC = OD = semi-eixo menor.

AO = (SA+ SB)/2. SA ¢é a distancia maxima do planeta ao Sol e a posicao A é
chamada o apogeu do planeta. Ja, SB é a distancia minima do planeta ao Sol e a
posicao B é o perigeu do planeta. Seja T" o tempo gasto por determinado planeta
para completar uma revolugao (por exemplo, a Terra gasta aproximadamente 365
dias e 6 horas) e seja R o semi-eixo maior de sua érbita.

A terceira Lei de Kepler (lei dos periodos ou lei da harmonia) diz:
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Os quadrados dos tempos gastos pelos planetas em suas revolugoes em torno do
Sol sao proporcionais aos cubos do semi-eixos maiores de suas orbitas.

Ou seja, ela afirma que T2 é proporcional a R?, isto é,

2
T? = kR?, ou%:k
onde k é a constante de proporcionalidade, a mesma para todos os planetas do
sistema solar. Vale ressaltar que esta lei é valida para qualquer sistema solar ou
planetério, como é o caso da Terra e seus satélites (a Lua e os satélites artificiais).

Vejamos um exemplo de aplicagao:

Calcule o periodo de revolucdo de um satélite artificial em orbita circular, a
200 km de altitude, sabendo-se que, aproximadamente, o raio da terra é Ry =
6400 km, o periodo de revolugao da Lua é Ty, = 27,3 dias e a distancia da Terra a
Lua ¢ Dy = 60 vezes o raio da Terra.

Seja T' o periodo do satélite e R = Ry + 200 = 6400 + 200 = 6600 km o raio de
sua orbita. Como

_T
B D3
temos:

_ R*x T} 6600° x 27,32
D3P (60 x 6400)3

T2

donde se segue

33 3/2
T= (32 ” 60) x 27,3 dias =2 1h29 min.

A tabela abaixo nos mostra o periodo de revolugao dos Planetas do nosso Sistema
Solar onde a razao entre os quadrados dos periodos de translacao dos planetas e os
cubos dos respectivos raios médios das érbitas serd sempre constante:

Tabela 3.1: Periodo de revolucao dos Planetas

Planeta  Periodo de revolugao ( 7°) Raio da érbita (r) K = %2

Mercurio 0,241 anos 0,387 u.a. 1,002
Veénus 0,615 anos 0,723 u.a. 1,000
Terra 1 ano 1 u.a. 1,000
Marte 1,8881 ano 1,524 u.a. 0,999
Jupiter 11,86 anos 5,204 u.a. 0,997

Saturno 29,6 anos 9,58 u.a. 0,996
Urano 83,7 anos 19,14 u.a. 1,000
Netuno 165,4 anos 30,2 u.a. 0,993

Fonte: https://www.todamateria.com.br/leis-de-kepler/
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Figura 3.11: Representagao artistica do telescépio Kepler (Foto: NASA
Ames/ W Stenzel/Wikimedia Commons)

Fonte: https://revistagalileu.globo.com/Ciencia/noticia/2018/11/kepler-o-que-
voce-precisa-saber-sobre-o-finado-telescopio-da-nasa.html

Lancado em 2009, o telescopio Kepler tinha como objetivo navegar pelo espago
observando estrelas e procurando planetas extrassolares. Primeiro “cacador de
planetas” da NASA, ele encontrou mais de 2,6 mil exoplanetas ao longo de diferentes
missoes. Em 2018, sua jornada chegou ao fim.

3.4 Galileu Galilei ( 1564-1642)

Galileu di Vincenzo Binaiuti de Galilei nasceu em Pisa, Italia. Foi um Fisico,
Matematico, Astronomo e Filésofo. Um dos primeiros pensadores a desafiar as
doutrinas de Aristoteles e testar suas proprias ideias por meio de experimentos.

De acordo com Hart- Davis (2010), em 1589 torna-se professor de Matematica na
Universidade de Pisa, mas em 1592 vai para a Universidade de Padua onde ensina
geometria, astronomia e mecanica e descreve esse periodo como o melhor de sua vida.
Em 1609 toma conhecimento das lunetas inventada pelo holandés Hans Lippershey.
Inspirado nas lunetas, Galileu construiu seu préprio instrumento e depois melhorou
o poder de ampliacao de 3 para 30 vezes, criando a primeira luneta astronomica.
Galileu obteve promessas e favores oferecendo lunetas aos militares e depois as usou
para observar o céu e em uma dessas observagoes percebeu que a Lua nao era a
esfera lisa e perfeita concebida por Aristoteles, mas tinha a superficie rugosa com
montanhas e crateras. Em 1610 Galileu descobre as 4 luas de Jupiter. Publica o
resultado de suas observagoes em Sidereus Nuncius (Mensageiro Sideral) obra que
enriqueceu os conhecimentos astronomicos da época.
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Figura 3.12: Jupiter e as quatro luas vistas por Galileu.

Fonte: http://www.discoverybrasil.uol.com.br/
https://www.sbfisica.org.br/v1/portalpion/index.php/artigos/26-galileu-galilei-o-
mensageiro-das-estrelas

(HART-DAVIS, 2010) comenta que em 1623 Galileu publica a obra O ensaiador
e que em 1632 publica em Florenca o livro Didlogos, onde aborda os problemas da
mecanica e também analisa com clareza a situacao da astronomia comparando os
sistemas ptolomaico e copernicano. Os dados astronomicos da época nao sao muito
diferentes daqueles ja abordados em O Mensageiro das Estrelas publicado em 1610.
E neste grande livro (Os Didlogos) que Galileu combina as Ciéncias Mateméticas, A

Fisica e a Nova Astronomia para discutir o Principio da Relatividade e o Problema
da Gravidade.

Figura 3.13: Didlogos sobre os dois maximos sistemas do mundo.
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Fonte: https://library.si.edu/digital-library /book/dialogodigalileo00gali
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Ainda em 1632, segundo (HART-DAVIS, 2010), Galileu é intimado a comparecer
diante do Santo Oficio, em Roma. Em 1633 é submetido a julgamento e acusado de
heresia. Galileu é obrigado a abjurar e negar seus préprios ensinamentos. Fica em
regime de prisao domiciliar em sua vila, em Arcetri.

Figura 3.14: Pintura do julgamento de Galileu.

Fonte: www.historiadigital.org.
https://library.si.edu/digital-library /book/dialogodigalileo00gali

“Em 1641 Galileu inventa um mecanismo para determinar intervalos de tempo
de um relégio de péndulo; a ideia é retomada 15 anos depois por Christiaan Huy-
gens” (HART-DAVIS, p.91, 2010).

Figura 3.15: Galileu Galilei, por Justus Sustermans 1636.

https://pt.wikipedia.org/wiki/Galileu_Galilei
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Foram nas obras de Galileu que Isaac Newton encontrou os fundamentos que lhe
permitiram elaborar a teoria matematica do movimento. Nas palavras do proprio
Galileu : “A ciéncia estd escrita na linguagem matematica”.

3.5 René Descartes (1596-1650)

Nascido em Touraine, Franca, transferiu-se para a Holanda em 1628. L& iniciou
uma linha de pensamento baseada na famosa premissa “Cogito ergo sum” (Penso,
logo existo); segundo ele, sé disso se podia ter certeza. Além da Filosofia, suas
contribuigoes para a matematica e 6ptica foram fundamentais.

Figura 3.16: Retrato de René Descartes, por Frans Hals

=

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/René_Descartes

Segundo (HART-DAVIS, 2010), foi juntamente com Pierre de Fermat (1601-1665)
que René Descartes estabeleceu a relagao entre Algebra e Geometria. Eles perceberam
a possibilidade de relacionar a dlgebra com a geometria mediante um sistema de
coordenadas - dois ou mais nimeros que definem uma posi¢ao no plano ou no espaco
relativa a dois eixos tomados como referéncia. Usando coordenadas, toda geometria
pode ser expressa na forma de equacoes algébricas - e, em principio, qualquer equacao
algébrica pode ser representada por um grafico. Ao estudar a geometria das curvas,
em 1629, Fermat constatou que poderia, com uma tunica equacao, localizar cada
ponto de uma curva de acordo com sua distancia a duas retas fixas, os eixos. Em A
Geometria, de 1637, um apéndice do livro Discurso do método, Descartes expressou
melhor sua ideia, descrevendo dois eixos perpendiculares entre si, chamados x e vy,
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que ficaram conhecidos como sistema de coordenadas cartesianas, em sua homenagem
e assim surgindo a geometria analitica.

Figura 3.17: La Géométrie de 1637.

LA

GCEOMETRIE.
LIVRE PREMIER.

Dty probirfmes qu'om conyFruiee fans
¥ empliyer qus JHP:'-’:-HE'J g s
dgmes droayer.

e Dim g Iy Problelioes de Gromende ke
= resurnt Aolement redul l-!';:-fﬂl'ﬂ'ﬂ'h

‘ol ek befiodn pas o e Gf (ORSOE-
: H::h[ﬂrmdtp;ﬂquu ﬁ.iu-rldu-:u,.
UM B M oar bes conthre e
Tz comm pouie [ Ant hmes igee n'elk comrpole, qUe onn
de quatre o6 cing operiion , qui foee FAddalon, o
Soafradtion, la Malvplicics , b Desfion, .HI.'B:llr-l-nm:.
Sion dow racings, e 08 poat feendne pour oo efpece 10
de Dusiliom © Al n'iraes mere cholp o faire en Crooe =a 2
e ponchins by hignes qu'on cherche , posr s Pre- o
rl.l'l'l'il!'ﬂf'l TR brier e il o B | ooz SH
en ol Diabion & SVIE T, U8 W 0Oy [ypird
Pﬁ.mh::wu;l-ﬂ'uiﬂll:-r:tnm Bombes & e

ordisiremeni clize pric 1 duleras, poe en Tyant

cBEGhe Gy EDREY, T IRDRST YT Gt n i | dpia it
il'voe de ces doun eomme Pisee off e Fveatd, of quaelt
temetmogie [ Mukiphaton | pebecn co Digusttvre
q_plr_igfnr,q-uhu Fvme e coi deo |, comoa Precd

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/La_Géométrie

Hart - Davis (2010), comenta que separadamente, a algebra e a geometria ex-
plicam relagoes estaticas, mas juntas - na geometria analitica e no célculo- podem
explorar relagoes dinamicas, sendo assim, fundamentais para os cientistas. Sem
essa combinagao, as leis da gravitacao de Newton, a fisica quantica, a teoria do
Big Bang, dentre outras teorias nao teriam se tornado realidade. Ou seja, além de
sua importancia para o avanco de areas da matematica como a geometria analitica,
os sistemas de coordenadas foram esséncias também na moderna compreensao do

espago, tempo e gravidade.

3.6 Isaac Newton (1642-1727)

Considerado um dos maiores matematicos e cientista de todos os tempos, Isaac
Newton foi um génio que fez conquistas extraordinarias na matematica, na optica
e na mecanica. Ele juntamente com G.W.Leibniz (1646-1716) contribuiram para a
criacao do Célculo, Newton também explicou as cores do arco-iris e observou que a
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forca gravitacional nos atribui peso e controla o movimento da Lua e dos planetas.

Figura 3.18: Newton retratado por Godfrey Kneller, 1689 (com 46 anos
de idade)

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton

De acordo com (HART-DAVIS, 2010), em 1684, persuadido pelo amigo Edmond
Halley, Newton escreveu um artigo sobre érbitas cometarias que continha suas ideias
sobre matematica, 6ptica, gravidade, forcas e as 6rbitas de planetas e cometas. Depois
de revisa-lo, complementou-o e com outros estudos, publica em 1687 Philosophiae
naturalis principia mathematica (normalmente conhecido como Principia). Esta
obra continha as leis do movimento e da gravitacao universal, que revolucionaram o
conhecimento entao vigente no mundo.

Figura 3.19: Capa da obra Philosophiae naturalis principia mathematica
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Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Princ%C3%ADpiosMatem%C3%A1ticos da
Filosofia Natural
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Leis de Kepler e a Gravitacao Universal

Ao estudar as leis de Kepler, Isaac Newton observou que a velocidade dos planetas
ao longo da trajetoria era variavel em valor e direcao. Para explicar essa variacao
concluiu que existiam forgas que atuavam nos corpos celestes e que essas forcas de
atracao dependem das massas dos corpos envolvidos e das suas distancias.

[saac Newton observou que a forga gravitacional que atrai a Lua a Terra equivale
ao valor da forga centripeta da Lua em seu movimento circular em torno da Terra.
Sendo assim:

2
MLua "V

Fyravidade = ™2~~, sendo m (a massa),
v (Velocidade da Lua em relagao & Terra) e
R (raio=distancia entre a Terra e a Lua).

Como,

2R
v = LT (sendo T' o Periodo de Revolugao),

entao:

Mina - 472 R? ‘ l

Fra idade —
sy T2 R

Miua - 472 R

Fgravidade = T2

Utilizando a terceira. Lei de Kepler, K = E—i temos:

T° =K - R
Miua - 4T°R
F, gravidade — K—ng
Miya * 477-2

Fgravidade = R2. K

Newton percebeu que a constante “K” dependeria da massa do corpo que atrai a

N . . 2 .
Lua a Terra, Desse modo, ele simplificou os fatores constantes (%) relacionando
. 2
com a massa terrestre, gerando assim: 4% =G - MTerra

Substituindo na ultima equacao acima, teremos:

Mlya * G * MTerra

F, gravidade — R2
Ja o G- Miua * MTerra
gravidade — R2

(HART-DAVIS, 2010): “Sem essa forca, a Lua ndo pode ser mantida em 6rbita”
Issac Newton, Fisico, Livro I dos Principia, 1687.

A Lei da Gravitagao universal diz:

“Dois corpos atraem-se por uma forga que é diretamente proporcional ao produto
de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia que os separa”

(HART-DAVIS, p.116, 2010).
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Generalizando para quaisquer dois corpos que possuem massa, a férmula mate-
matica da Lei da Gravitacao Universal é:

F= G]\g;” onde F' = Intensidade da forga de atracao gravitacional (N-Newton)

G - constante de gravitacdo universal (6,67408.107''Nm?/kg®) determinada
entre 1797 e 1798 pelo experimento da balanca de torgao, realizado pelo fisico e
quimico britanico Henry Cavendish. O experimento tinha como objetivo inicial a

determinacao da densidade da Terra, mas na época também pode determinar a

constante da gravitacao universal com menos de 1% de erro em relacao ao valor
conhecido atualmente.

M - massa gravitacional ativa (kg - quilogramas)

m - massa gravitacional passiva (kg - quilogramas)

R? - distancia entre as massas ao quadrado

Mas na superficie da terra GM/R? é constante igual g = 9,8 m/s?. Ou seja,
F =mg ou ainda P = PESO = mg.

E importante ressaltar que para chegar nos finalmente em suas equagoes, Newton
utilizou o proprio célculo diferencial e integral que ele mesmo ajudou a desenvolver.
Ou seja, uma matematica mais robusta e sofisticada. Portanto a dedugao acima é
apenas uma simplificacao do feito realizado por Newton.



Novas Geometrias

As novas geometrias, também conhecidas como geometrias nao-euclidianas, sur-
giram a partir do questionamento do quinto postulado de Euclides, que trata das
paralelas. Entre as mais conhecidas estao a geometria hiperbdlica e a geometria
eliptica. Essas geometrias revolucionaram a matemaética no século XIX ao mostrar
que os conceitos tradicionais nao eram os unicos possiveis para descrever o espaco.
Elas tém aplicagoes em diversas areas, incluindo a teoria da relatividade de Einstein,
que utiliza a geometria eliptica para descrever a curvatura do espago-tempo.

4.1 Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Foi um matematico, astronomo e fisico alemao. Considerado um dos maiores
matematicos de todos os tempos, Gauss influenciou e contribuiu em muitas areas da
matematica. Entre 1813 e 1816, como professor ensinando astronomia matematica
na Universidade de Gottingen, Gauss finalmente apds 2 mil anos rompe a barreira
até entao intransponivel da Geometria de Euclides: “Ele desenvolveu equagoes que
relacionavam as partes de um triangulo num espaco nao euclidiano, cuja estrutura
damos o nome hoje de Geometria Hiperbdlica” (MLODINOW, p.122, 2004).

Em 1824 Gauss tinha elaborado uma teoria completa. Neste mesmo ano, mais
precisamente em 06 de novembro, Gauss escreveu para F.A. Taurinus (um advogado
que se aventurava na matemdtica com certa competéncia): “A suposi¢ao de que a
soma dos trés angulos [de um tridngulo] é menor do que 180° leva a uma geometria
especial, bem diferente da nossa [isto é, a euclidianal, que 4 absolutamente consistente
e que eu desenvolvi de modo bem satisfatério para mim mesmo” (MLODINOW, p.122,
2004).

(MLODINOW, 2004) comenta que Gauss nunca publicou isso e insistiu com
Taurinus e outros para que nao tornassem publicas suas descobertas. Mas por qual
motivo? Ciéncia e Filosofia nao tinham se separado completamente naquela época e
denominava-se “filosofia natural” e o filésofo que Gauss mais temia era Immanuel Kant
que publicou o seu livro mais famoso, Critica da razao pura” em 1781. Kant nesta
obra chama o espaco euclidiano de “uma necessidade inevitavel do pensamento” e
Gauss nao quis se opor a Kant naquele momento.

“Nos anos criticos que antecederam a descoberta da nova geometria, a figura
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dominante do mundo matemdtico era Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que deu
uma grande contribuicao no desenvolvimento de ideias que levaram a sua descoberta.
Poucos dos seus resultados, fruto de muitos anos de pesquisa sobre os problemas
associados ao quinto postulado, foram tornados publicos durante sua vida. Algumas
cartas a outros interessados naqueles problemas, criticas de tratados sobre paralelas,
e notas iéditas descobertas entre seus trabalhos, sao toda a evidéncia disponivel
de que foi ele o primeiro a entender claramente a possibilidade de uma Geometria
logicamente precisa e diferente da de Euclides” (BARBOSA, 2009 apud SILVA, p.13,
2011).

Figura 4.1: Carl Friedrich Gauss, por Christian Albrecht Jensen Principe
da matematica

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Carl Friedrich Gauss

Embora Gauss nao tenha publicado suas descobertas feitas no periodo de 1815-24,
dois outros homens que tinha contato com ele o fizeram, quase que simultaneamente.

4.2 (Janos) Bolyai (1775-1856)

Foi um matematico Hingaro que logo cedo foi incentivado pelo seu pai a dedicar-se
a ciéncia.

No dia 23 de novembro de 1823, Johann (Janos) Bolyai, filho de um amigo de
Gauss, Wolfgang Bolyai, escreveu a seu pai que tinha “criado um mundo novo e
diferente, a partir do nada”, querendo dizer com isso que tinha descoberto um espaco
nao euclidiano.

Janos Bolyai escreveu a seu pai :

“Resolvi publicar um trabalho sobre a teoria das paralelas, tao logo tenha organizado
o material e as minhas circunstancias o permitam. Nao completei o meu trabalho,
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mas o caminho que sequi torna quase certo que o objetivo serd alcancado, se isso
for de todo possivel; o objetivo ainda nao foi alcancado, mas tenho feito descobertas
maravilhosas que quase sou esmagado por elas, e seria motivo de lamento se as
perdesse. Quando as vires, querido pai, também perceberds... do nada criei um
universo” (SAMUCO, 2005).

O trabalho de Bolyai foi colocado num apéndice de um dos livros do seu pai
denominado Tentamen, que foi publicado em 1831. Nesta obra Wolfgang Bolyai
publica as tentativas de demonstrar o postulado das paralelas, o qual ele dedicou
grande parte de sua vida. Wolfgang enviou seu trabalho contendo o apéndice de
seu filho para apreciacao de Gauss, que nao se mostrou disposto a torna-lo publico.
Gauss escreveu entao uma bela carta de congratulagdes a Bolyai (mencionando que
ele préprio ja havia descoberto algo semelhante). Janos ficou decepcionado com a
carta de Gauss e nunca mais publicou outro trabalhos sobre matematica.

Figura 4.2: Janos Bolyai

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Janos_Bolyai

4.3 Nikolay Ivanovich Lobachevsky (1792-1856).

Segundo (MLODINOW, 2004), no mesmo ano em que Bolyai escrevera a seu
pai (1823), Nikolay Ivanovich Lobachevsky, em Kazan, na Russia, explorava as
consequencias da violacao do postulado das paralelas de Euclides num livro texto
de geometria nao publicado. A primeira apresentacao publica de seu trabalho foi
apresentada a Sociedade Fisica e Matematica da cidade de Kazan, em 1826, onde
Lobachevsky negava o quinto postulado. O trabalho foi rejeitado.

Em 1829 seu trabalho foi publicado numa revista cientifica de lingua russa,
chamada O Mensageiro de Kazan.

Ainda segundo Mlodinow, Lobachevsky tinha sido ensinado por Johann Bartels,
que assim como Wolfgang Bolyai tinha um grande interesse em espaco nao euclidiano.
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Ambos discutiram suas ideias com Gauss, que propos que Lobachevsky fosse aceito
como membro da Sociedade Real de Ciéncias de Gottingen, a qual ele foi eleito em
1842.
Bolyai, mesmo confiante de suas ideias, nao aprofundou seus estudos como
Lobachevsky o fez em sua obra Pangeometria que foi publicada em frances, em 1855.
O magnifico trabalho de Lobachevsky sé viria a ser reconhecido apds a sua morte.

Figura 4.3: Nikolai Lobachevsky

] i

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Nikolai_Lobachevsky

Em 1871, o matemético alemao Felix Klein (1849-1925) deu o nome de Geometria
Hiperbdlica a nova geometria desenvolvida por Gauss, Bolyai e Lobachevsky.

4.3.1 Geometria Hiperbolica

Para (MLODINOW, 2004), o espago que Gauss, Bolyai e Lobachevsky descobriram
- 0 espago hiperbdlico - é o espaco que resulta substituindo o postulado das paralelas
pela suposicao de que, para qualquer reta, nao existe apenas uma, mas muitas retas
paralelas passando por qualquer ponto externo dado. Ou seja, a Geometria Hiperbdlica
utiliza o Postulado de Lobacheuvsky:

“Por um ponto P fora de uma reta r passa mais de uma reta paralela a reta r”
(COUTINHO, 2001).

Uma das consequéncias do Postulado de Lobachevsky é que a soma dos angulos
internos de um triangulo é sempre menor do que 180°, por um nimero que Gauss
chamou de defeito angular (MILODNOW, 2004).

A visualizagao do novo espago criado por Gauss, Bolyai e Lobachevsky coube
ao matemaético italiano Eugénio Beltrami (1835-1900), e pelo matematico, fisico e
filésofo Henri Poincaré (1854-1912).

“Nem Gauss, nem Lobachevsky, nem Bolyai descobriram qualquer modo simples
de visualizar este novo tipo de espaco. Isso foi realizado por Eugénio Beltrami e, de
uma forma mais simples, por Henri Poincaré” (MLODINOW, p.127, 2004).
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Figura 4.4: Negacao do quinto postulado de Euclides apresentado por
Lobachevsky.

Retas t e u passam por P ¢ r e s@o, simultaneamente, paralelas a reta r

P
t u

Fonte: http://www.benditamatematica.com/2016/06/alguns-fatos-historicos-da-
geometria.html

Pseudo-Esfera de Beltrami

Em 1868, o matemético italiano o Eugénio Beltrami (1835-1900), foi o primeiro a
apresentar um modelo para o espago Hiperbdlico conhecido como Pseudo-Esfera.

Figura 4.5: Pseudo - esfera de Beltrami

Fonte: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2013/09/lobachevsky-e-as-
geometrias-nao.html

Segundo (COUTINHO, 2001), na superficie da pseudo-esfera, encontra-se a
possibilidade da confirmacao do Postulado de Lobachevsky.

Neste modelo temos uma superficie de curvatura negativa onde a soma dos angulos
de um triangulo é menor que 180 graus. Além disso, por um ponto P podem passar
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infinitas “retas” paralelas a outra reta. Na figura, L2 e L3 sao paralelas a L1 e se
cruzam em um ponto P.

Embora interessante, a representacao de Beltrami apresenta algumas falhas,
dentre elas : as “retas” sobre ela nem sempre sao infinitas como deveriam ser.

O Disco de Poincaré

Outra forma de representar o plano hiperbélico foi criada pelo grande matematico

francés Henri Poincaré .

Figura 4.6: Disco de Poincaré

Fonte: https://it.wikipedia.org/wiki/Disco_di_Poincaré

No disco de Poincaré as geodésicas sao arcos de circunferéncia (ou linha reta)
ortogonais a borda. Angulos sao aqueles formados por tangentes. Na figura, quatro
linhas delimitam um quadrilatero com todos os angulos iguais.

Segundo COUTINHO, 2001, p.44, nesse modelo, as retas sao arcos de circulos
perpendiculares ao circulo (do disco), que representa o plano hiperbdlico.

Mauritius Escher (1898-1972) um grande artista grafico holandés, utilizou o disco
de Poincaré em algumas de suas magnificas gravuras.

Figura 4.7: Gravura colorida de Escher, feita em 1959.

Fonte: https://seara.ufc.br/pt/producoes/nossas-producoes-e-colaboracoes/secoes-
especiais-de-ciencia-e-tecnologia/apostilas-eletronicas-da-dfifi /apostilas-sobre-as-
geometrias-nao-euclidianas/

Na gravura acima, temos a percepcao de que quanto mais os peixes se afastam do
centro do disco menor eles ficam a medida que se aproxima do circulo limite. Embora
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os préprios habitantes (peixes) desse mundo hiperbdlico ndo concordem com nossa
percepcao. A medida que se deslocam pelo disco em direcao & borda nada muda em
relacao ao seu tamanho ja que suas “réguas” sao modificadas na mesma proporcao.

Figura 4.8: Uma tesselacao do disco de Poincaré usando triangulos hiper-
bélicos.

Fonte: https://it.wikipedia.org/wiki/Disco_di_Poincar%C3%A9

4.4 Geometria Eliptica

De acordo com MLODINOW (2004) passadas algumas décadas da descoberta
do espaco hiperbdlico, outro tipo de espaco nao euclidiano foi descoberto: o espaco
eliptico, que é o espago obtido se assumirmos outra violagao do postulado das
paralelas: que todas retas de um plano devem se cruzar, ou seja, que nao ha retas
paralelas.

4.4.1 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866)

Com o surgimento da Geometria Hiperbdlica, abriu-se espaco para o surgimento
de novas Geometrias. E neste cenario surge o alemao Bernhard Riemann.

De acordo com (MLODINOW, 2004), em 1846 Riemann matriculou-se na Uni-
versidade de Gottingen, onde Gauss era professor. Inicialmente se matriculou em
Teologia, logo em seguida mudou-se para sua verdadeira paixao: a matematica. Em
1851, Riemann entrega sua tese de doutorado a qual é examinada por Gauss, que
fica impressionado.

Segundo (MLODINOW, 2004), Gauss destaca que Riemann tinha demonstrado
uma mente criativa, “ativa e verdadeiramente matematica e uma imaginacao gloriosa-
mente fértil”. Em 1854 Riemann profere uma palestra na Universidade de Gottingen
com o tema “Sobre as hipdteses em que a geometria se baseia”, onde nao utiliza
o nome de geometria nao euclidiana. Riemann explicou como a esfera podia ser
interpretada como um espago eliptico bidimensional.

(MLODINOW, 2004) destaca que Riemann deu sua prépria interpretagao acerca
dos termos ponto, reta e plano. Os pontos eram posicoes seguindo a ideia de Descartes
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(pares de nimeros ou coordenadas), como plano ele escolheu a superficie da esfera e
as retas eram os circulos maximos, as geodésicas sobre a esfera.

(COUTINHO, 2001) destaca que Bernhard Riemann criou uma Geometria deno-
minada Eliptica, contrariando o axioma das paralelas, estabelecendo que nao existem
retas paralelas a uma reta dada. Conhecida também como Geometria Riemanniana,
¢ uma geometria tal que, dada uma reta L e um ponto P nao pertencente a L,
nao existe reta paralela a L passando por P. Neste contexto, abandona-se a nogao
de ’estar entre’ e as retas nao sao infinitas como na geometria euclidiana, mas sim
ilimitadas.

Substituindo o quinto postulado de Euclides, o postulado de Riemann diz: “Quais-
quer duas retas em um plano tém um ponto de encontro” (COUTINHO, 2001, p.73).

Figura 4.9: Representacao de um triangulo esférico

Fonte: http://www.promath.com.br/
Fonte: https://www.nucleodoconhecimento.com.br/educacao/geometria-hiperbolica

Na figura acima temos as geodésicas ou circulos maximos sobre a esfera. Duas
retas se interceptam em pontos antipodas (extremidades de um mesmo diametro
da esfera), onde esses dois pontos sao os polos da reta. Os circulos méximos se
interceptam e a soma dos angulos internos nos triangulos é maior do que 180°.
Novamente observando a figura acima, temos um triangulo esférico cuja soma dos
angulos internos é 270°. Contextualizando a situagao acima, podemos considerar o
Globo Terrestre onde o triangulo em destaque é formado pela linha do Equador e
dois meridianos ligando o Equador ao pélo Norte.

“A obra de Riemann sobre geometria diferencial tornou-se a pedra angular da
Teoria Geral da Relatividade de Finstein. Se Riemann nado tivesse sido tao imprudente
em incluir a geometria na sua lista de topicos, ou se Gauss nao tivesse sido tao
ousado a ponto de escolhé-la, o instrumento matemadtico que Einstein precisou para
sua revolugcdo na fisica nao teria existido. Mas antes que aquela reviravolta tivesse
comegado, a obra de Riemann sobre os espacos elipticos teve um impacto igualmente
profundo no mundo da matemdtica. A necessidade de alterar postulados além do
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postulado das paralelas foi igual ao desgaste dos fios numa corda. Logo, a corda
se partiu. Foi somente entao que os matemdaticos perceberam que, pendurada na
corda ndo estava somente a geometria, mas toda a matemdtica” (MLODINOW, p.146,
2004).

Figura 4.10: Bernhard Riemann (1826-1866)

Fonte: https://www.famousmathematicians.net/bernhard-riemann/

4.5 Quadro Comparativo de Alguns Conceitos
Geométricos das Geometrias : Euclidiana e
Nao-Euclidianas

A geometria euclidiana, desenvolvida por Euclides, baseia-se em cinco postulados,
incluindo o famoso postulado das paralelas, que afirma que, dada uma reta e um
ponto fora dela, existe uma tnica reta paralela que passa por esse ponto. Em
contraste, a geometria eliptica, como a encontrada na superficie de uma esfera, nao
possui retas paralelas; todas as retas eventualmente se encontram. J4 na geometria
hiperbdlica, existem infinitas retas paralelas que passam por um ponto fora de uma
reta dada. Essas diferencas fundamentais resultam em propriedades distintas para
angulos, triangulos e outras figuras geométricas. Vejamos a tabela abaixo com alguns
conceitos envolvendo as trés geometrias.

Tabela 4.1: Quadro comparativo de alguns conceitos geométricos das
geometrias Euclidiana e Nao-Euclidianas
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CONTEUDO

GEOMETRIA EU-
CLIDIANA

GEOMETRIA HI-
PERBOLICA

GEOMETRIA ESFE-
RICA

Duas retas distintas in-
tersectam em

Nenhum ou um ponto

Nenhum ou um ponto

Dois pontos antipodos

Dada uma reta L e um
ponto P exterior a L,
existe (m)

Uma reta e s6 uma
que passa por P e é
paralela a L.

Pelo menos duas retas
que passam por P e é
paralela a L.

Nao ha reta que passa
por P e é paralela a
L.

Dois triangulos com
angulos corresponden-
tes iguais sao

Semelhantes

Congruentes

Congruentes

A soma das medidas
dos angulos internos
de um triangulo é

Igual a 180°

Menor que 180°

Maior que 180°

Soma dos angulos in-
ternos de quadrilatero

Igual a 360°

Menor que 360°

Maior que 360°

Classificagdo de trian-
gulos quanto aos lados

Isésceles:  dois lados
com a mesma medida
e dois angulos congru-
entes.

Eqiiilatero: trés lados
com medidas iguais e
trés angulos congruen-
tes.

Escaleno: dois lados
quaisquer nao sao con-
gruentes

Retilatero: um lado

mede 90°

Birretilatero: dois la-
dos medem 90°
Trirretildtero: cada
um dos lados mede
90°

A area de um triangulo
é

Independente da
soma dos seus angu-

Proporcional ao de-
feito da soma. de seus

Proporcional ao ex-
cesso da soma de seus

los angulos angulos
Classificagao de trian-
assticacao de Arlan Retangulo: 1 angulo Retangulo: um an-
gulos quanto aos angu-
reto gulo reto

los

Acutangulo: angulos
internos agudos
Obtusangulo: um dos
angulos é obtuso

Birretangulo: dois an-
gulos retos
Trirretangulo: trés an-
gulos retos

Bissetrizes, Alturas e
Medianas de um Trian-
gulo

sao 3
semi-retas que divi-

Bissetrizes:

dem os angulos ao
meio.
Alturas e Medianas:
sao 3 segmentos de
reta

Alturas
Possui

Bissetrizes,
e Medianas:
trés.

Sao circulos méximos.

Fonte: https://www.nucleodoconhecimento.com.br/educacao/geometria-hiperbolica

4.6 As Superficies se Caracterizam por sua Curvatura

A curvatura do espaco é um conceito fundamental na teoria da relatividade geral

de Albert Einstein. Segundo essa teoria, a presenga de massa e energia curva o

espago-tempo ao seu redor, e essa curvatura é o que percebemos como gravidade.
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Tipos de Curvatura
Curvatura Nula (Espago Plano):

Exemplo: O espago tridimensional que usamos no dia a dia, sem considerar a
gravidade, ¢ um exemplo de espaco plano.
Curvatura Positiva (Espago Esférico):

Exemplo: A superficie de uma esfera é um exemplo de espaco com curvatura
positiva. No universo, isso pode ser representado por um espago fechado e finito.
Curvatura Negativa (Espago Hiperbdlico):

Exemplo: A superficie de uma sela de cavalo é um exemplo de espaco com
curvatura negativa. No universo, isso pode ser representado por um espago aberto e
infinito. Esses conceitos sao essenciais para entender como a gravidade funciona e
como o universo é estruturado.

Figura 4.11: Geometrias: Esférica, Euclidiana e hiperbdlica

Curvatura espacial positiva

'vatura espacial negativa

Fonte: https://www.slideserve.com/dallon /aula-n-4-os-pilares-da-cosmologia
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A Teoria da Relatividade Restrita de
Albert Einstein

Em 1903, Einstein publicou um primeiro artigo na revista alema Annalen der
Physik, de grande prestigio na época, onde considerou os fenomenos sob o ponto de
vista de um féton viajando a velocidade da luz.

Em 1905, Einstein publicou trés artigos revolucionérios: um tratava do movimento
browniano de pequenas particulas em suspensao num liquido; outro explicava o efeito
fotoelétrico com base na entao recente hipétese do quantum de luz; e o terceiro,
intitulado “Sobre a eletrodinamica dos corpos em movimento”, foi o primeiro a
introduzir a Teoria da Relatividade Restrita (ou especial), que era aplicada em
movimento retilineo e uniforme.

A relatividade restrita baseia-se em dois postulados. O primeiro é que a velocidade
da luz no espaco livre tem o mesmo valor para todos os observadores, independente-
mente do estado de movimento deles. O segundo postulado, que pode ser chamado
“principo da relatividade”, estabelece que as leis fisicas sao expressas pelas mesmas
equacoes em todos os sistemas inerciais.

De acordo com (MATSUURA, 2003), toda construgao légica da Teoria da Re-
latividade Restrita estd baseada nestes dois postulados. Para isso Einstein se viu
compelido a relativizar o tempo e o espago.

5.1 A Dilatacao do Tempo

“Se a simultaneidade nao é absoluta, o intervalo de tempo entre dois eventos
também nao é o mesmo para todos os referenciais inerciais. Assim, a marcha do
tempo é relativa ao movimento do observador e nao é possivel manter o sincronismo
entre relégios de dois sistemas inerciais em movimento relativo” (MATSUURA, p.48,
2003). (MATSUURA, 2003) ressalta que a expressao ditatacao do tempo significa a
duracao maior de um evento que ocorre num sistema em movimento, quando medida
nao no tempo proprio desse sistema, mas no tempo préprio de um observador parado.

Imaginemos que estamos em um trem em movimento retilineo e uniforme na
velocidade v relativamente a uma estacao; o conjunto inteiro esta no vacuo. Segundo
o principio da invariancia da velocidade da luz, um raio luminoso se propaga na
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velocidade ¢, quer em relacao ao trem, quer em relacao a estacao.

Fagamos entao a seguinte experiéncia no trem: enviamos do vagao um impulso
luminoso para a plataforma do trem, onde ele é refletido por um espelho, retornando
assim ao ponto de partida. Se a altura do trem é d, entao o tempo que o impulso
gasta para fazer o vaivém é dado por:

t'=2d/c. (5.1)

Figura 5.1: Emissao e Reflexado da luz (Perspectiva do passageiro)
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Fonte: https://www.preparaenem.com/fisica/dilatacao-do-tempo.htm

Vamos considerar o mesmo evento agora visto da estacao. Durante a experiéncia o
trem se desloca em relagao a estacao: quando o impulso luminoso que parte do ponto
By chega no espelho, o ponto de impacto estd em M para o observador da estacao e,
quando retornar ao vagao, o ponto estard em B,. Assim, o impulso luminoso tera
percorrido uma distancia maior (os dois lados do triangulo isésceles By M By, em vez
de duas vezes a altura d), mas com a mesma velocidade ¢, o que lhe exigiu mais
tempo.

Figura 5.2: Emissdo e Reflexdo da luz (Perspectiva do observador na
estagao)
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Fonte: https://www.preparaenem.com/fisica/dilatacao-do-tempo.htm
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Consideremos na figura acima: Evento 1 = B;, Evento 2 = B,, Espelho = M e
Intersecao do segmento de medida D com a base do triangulo = C'.
Aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo By M C' obtemos:

(MC)? = (BiM)* — (BB, /2)* (5.2)

Se t designa a duragao (desconhecida) do evento para um observador em repouso
na estacao, a distancia percorrida pelo impulso para ir é, para esse observador:

BiM = ct/2 (5.3)
E a distancia percorrida durante o mesmo tempo pelo trem é:

Substituindo as equagdes (3) e (4) na equagao (2) e sabendo que MC = d,
obtemos:

& = (—v*)t*/4 (5.5)
Ou seja,
= (4d®/?) - (1) (1 = v*/c?)) (5.6)

Substituindo na equagao (1) 2d/c por t’, obtemos a duracao do evento no referen-
cial da estacao:

t=t)(1—v*/*)" (5.7)
Fazendo t = At e t' = Aty teremos:

Aty

_ 2

c2

At =

Aty - tempo medido pelo observador em repouso (tempo préprio)

At - tempo medido pelo observador em movimento

v - velocidade do observador em movimento

¢ - velocidade da luz

O tempo medido pelo observador em movimento ¢é igual ao tempo proprio multi-
plicado por um fator de correcao, denominado fator de Lorentz. Assim, a formula
pode ser reescrita como :

1
V= = At =Al,

Vamos exemplificar.
Suponhamos que dois relégios atomicos estejam perfeitamente sincronizados e
que um deles seja colocado para se mover a 60% da velocidade de luz no vacuo).
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passados 10s no relégio em repouso, quantos segundos terao passado no relégio que
se movia em alta velocidade?
Vamos calcular o fator de Lorentz com as informagoes fornecidas. Observe:

y = 1 - 1
_Z_z 1_(0~§20)2

N TN T
1— 0.3;(25& v/1—10.36
1 1

7:—0.64 — 7:@:1.25

Para obtermos qual foi o tempo medido pelo referencial em movimento, devemos
multiplicar o tempo préprio pelo fator de correcao de Lorentz.

At = yAty — At =1.25 x 10

At =12.5s

Portanto, caso um dos relégios se movesse com velocidade igual a 60% da velo-
cidade da luz (0,6¢), um evento de 10 s teria sua duragao estendida para 12,5s. E
importante ressaltar que s6 perceberiamos a dilatagao do tempo caso observassemos
o evento a partir do referencial em repouso e vice-versa.

O exemplo anterior foi retirado de “Dilatacao do tempo” em:

https://brasilescola.uol.com.br/fisica/dilatacao-tempo.htm

Desta forma concluimos que a duragao do evento nao é a mesma conforme este
é observado a partir do referencial da estacao ou do trem. Para um observador na
estacao, o tempo transcorre mais lentamente no trem em movimento do que na
estagao: o tempo ¢ dilatado.

5.2 A Contracao Relativistica do Comprimento

(MATSUURA, 2003) cita um exemplo bastante didatico:

O tempo para um trem veloz percorrer uma certa distancia entre dois pontos é
medido por um observador na plataforma com o relégio da estacao. A duracao desse
mesmo evento também é medida por um passageiro que viaja neste trem com seu
respectivo relégio. J& sabemos que a duracao medida pelo passageiro sera menor que
a medida pelo observador da estagao. Ora, a velocidade do trem é a mesma para
ambos os observadores. A distancia que cada observador determina é a velocidade
do trem multiplicada pelo tempo de cada observador. Assim, podemos concluir que
para o observador em movimento houve uma contracao do comprimento na direcao
do movimento. B importante ressaltar que a contragao do espago esta intimamente
relacionada com a dilatacao do tempo.

Quando a velocidade é 87% da velocidade da luz a contracao do espaco é de 50%
e o tempo dilata ao dobro. Quando a velocidade é a da luz, o espaco se contrai até
se anular, enquanto o tempo se dilata ao infinito, isto é, fica parado” (MATSUURA,
p.51, 2003).

Quanto mais proximo da velocidade da luz estiver a velocidade relativa entre
objeto e observador, mais evidente fica estes fenomenos relativisticos. A expressao
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abaixo nos fornece a contracao do espago:

Onde, Ly é o comprimento do objeto medido no mesmo referencial (comprimento
préprio),

L é o comprimento do objeto medido por um observador com velocidade relativa ao
objeto nao nula,

v é a velocidade relativa entre o objeto e o observador,

¢ é velocidade da luz,

~(v) é o fator de Lorentz, definido como

1
V1—=v2/c?

Vejamos um exemplo:

Y(v) =

Imaginemos um objeto se deslocando a 80% da velocidade da luz, atravessando
uma distancia igual a 10km, medida por um referencial em repouso. A distancia
percorrida pelo objeto em movimento sera:

Vamos considerar a velocidade v do corpo como 0,8c¢, ou seja, 80% da velocidade
da luz. Sendo Lg a distancia observada pelo referencial em repouso, teremos:

O exemplo anterior foi retirado de:

https: / /exercicios.mundoeducacao.uol.com.br/exercicios-fisica/exercicios-sobre-contracao-
comprimento.

Portanto, o objeto em movimento percorrerd a distancia de 6km.

O comprimento sofreu uma contragao em relagao a medida do comprimento em
repouso.

5.3 Equivaléncia Entre Matéria e Energia (£ = mc?)

Ainda em 1905, Einstein publicou outro artigo sobre a relatividade restrita: A

inércia de um corpo depende do seu conteiudo de energia? Neste artigo Einstein

apresentou sua Célebre Férmula £ = mc?.
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Segundo (MATSUURA, 2003), a variacao da massa requer dispéndio de energia.
Isso estd na base da equivaléncia entre energia e massa. E o que a equagao acima
nos mostra. Nela F denota a energia total da particula, m a massa (que varia com a
velocidade) e ¢? é a velocidade da luz elevada ao quadrado.

“A energia ¢ igual & massa vezes o quadrado da velocidade da luz. A velocidade
da luz, claro, é enorme. Seu quadrado é quase inconcebivelmente maior. Por isso
uma pequena quantidade de matéria, se completamente convertida em energia, tem
um poder enorme. Um quilo de massa convertido em energia resulta em cerca de 25
bilhoes de quilowatts-hora de eletricidade. Em termos mais vividos: a energia da

massa de uma uva-passa poderia fornecer a energia necessaria para a cidade de Nova
York durante um dia” (ISAACSON, p.155, 2007).



6

Teoria da Relatividade Geral de Albert
Einstein

Apos formular a teoria da relatividade restrita em 1905, Einstein percebeu que
a mesma estava incompleta em pelo menos dois aspectos. Primeiramente, a teoria
afirmava que nada poderia se propagar mais rapido que a luz; essa afirmacao conflitava
com a teoria da gravidade de Newton, uma vez que esta concebia a gravidade como
uma forga que agia instantaneamente sobre os objetos distantes. O outro aspecto é
que a relatividade restrita aplicava-se em objetos com velocidade constante, ou seja,
nao contemplava a gravidade.

Segundo (ISAACSON;, 2007), nos 10 anos seguintes Einstein dedicou todos seus
esforgos para elaborar uma teoria de campo da gravidade e com isso generalizar a
sua teoria da relatividade incluido nela movimentos acelerados.

6.1 O Principio da Equivaléncia

Ao fim de 1907, Einstein teve seu primeiro avanco conceitual importante enquanto
escrevia sobre relatividade para um anudrio cientifico.

Segundo (ISAACSON, 2007), um experimento mental sobre o que um observador
em queda livre sentiria levou Einstein a adotar o principio de que os efeitos locais
de acelerar e estar num campo gravitacional eram impossiveis de distinguir. Uma
pessoa numa camera sem janelas com os pés apoiados no chao (base da camera) nao
seria capaz de distinguir se este acontecimento era pelo fato de a camera estar no
espaco sideral sendo acelerada pra cima, ou pelo fato de a camera estar em repouso
num campo gravitacional.

Isso levou Einstein a formular o “principio da equivaléncia”, que guiaria sua busca
por uma teoria da gravidade e sua tentativa de generalizar a relatividade. “Percebi
que seria capaz de estender ou generalizar o principio da relatividade para aplica-lo
a sistemas acelerados, além dos que se moviam em velocidade uniforme”, explicou ele
mais tarde. “E, ao fazé-lo, supus que poderia resolver simultaneamente o problema
da gravitacao” (ISAACSON, p.206, 2007).

Einstein notou que uma consequéncia dessa equivaléncia é que a gravidade deveria
curvar um raio de luz.

57
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6.2 Espaco-Tempo Curvo

(ISAACSON, 2007) comenta que em 1912 Einstein abordou seu amigo Marcel
Grossmann, cujas anotacoes ele usava quando faltava as aulas de matematica na Po-
litécnica de Zurique. Grossmann era um mateméatico em Zurique que se especializara
em Geometria.

“Grossmann, voceé tem que me ajudar ou vou enlouquecer”, disse Einstein.

Segundo (MLODINOW, 2004), ao pesquisar a literatura especializada, Grossmann
descobriu a complexa e misteriosa obra de Riemann sobre geometria diferencial.
Grossmann ressalta que a matematica que Einstein precisava existia e era “uma
confusao terrivel em que os fisicos nao deveriam se envolver”. Mas Einstein nao s6 se
envolveu mas tinha descoberto as ferramentas para formular a sua teoria. “A ideia
central da relatividade geral é que a gravidade deriva da curvatura do espago-tempo”,
diz o fisico James Hartle. “Gravidade é geometria”.

“Gauss e outros desenvolveram diferentes tipos de geometria capazes de descrever
a superficie das esferas e outras superficies curvas. Riemann levou o caso adiante:
desenvolveu um modo de descrever uma superficie curva independentemente de como
sua geometria mudava, mesmo que variasse de uma esfera para um plano e depois
para uma hipérbole de um ponto ao outro. Ele também foi mais longe na analise da
curvatura das superficies bidimensionais e, com base no trabalho de Gauss, explorou
as diversas formas como a matematica poderia descrever a curvatura do espago
tridimensional e até quadridimensional” (ISAACSON, p.210, 2007).

Riemann descobriu maneiras de determinar matematicamente a distancia entre
dois pontos no espaco, independentemente de quao curvo e retorcido seja ele.

(ISAACSON, 2007) comenta que Riemann usou um objeto mateméatico chamado
tensor. Na geometria euclidiana, um vetor precisa mais do que um numero para
representa-lo (médulo, direcao e sentido). Na geometria nao euclidiana, onde o
espago ¢ curvo, utiliza-se algo mais geral para incorporar mais componentes, sao 0s
chamados tensores métricos. Para espagos bidimensionais, o tensor métrico tem trés
componentes. Para o espaco tridimensional, tem seis componentes independentes. E
quando chegamos no espago quadridimensional, ou seja, quatro dimensoes (compri-
mento, largura, altura e o tempo) conhecido como espago-tempo, o tensor métrico
possui dezesseis componentes, sendo dez deles independentes.

Além do tensor métrico de Riemann, Einstein adotou também os tensores dos
matematicos italianos Gregorio Ricci-Curbastro e Tulio Levi Civita.

Segundo (ISAACSON, 2007), ao buscar a teoria da relatividade geral, Einstein
tinha como meta encontrar as equacoes matematicas que descrevessem dois processos
complementares:

1. Como um campo gravitacional age sobre a matéria, dizendo a ela como se
mover.

2. E, por sua vez, como a matéria gera campos gravitacionais, no espago-tempo,
dizendo a ele como se curvar.
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Sua descoberta revolucionaria foi que a gravidade podia ser definida como uma
curvatura do espago-tempo.

Figura 6.1: Grandes massas alteram a curvatura do espaco, produzindo a
gravidade.

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/fisica/teoria-relatividade-geral.htm

Anos depois, quando seu filho mais novo, Eduard, perguntou porque ele era tao
famoso, Einstein respondeu usando uma imagem simples para descrever sua grande
descoberta de que a gravidade era a curvatura no tecido do espago-tempo. Quando
um besouro cego anda sobre a superficie de um galho curvo, ele nao percebe que o
caminho percorrido é uma curva, disse. “Eu tive a sorte de perceber o que o besouro

nao percebeu” (ISAACSON;, p.212, 2007).

6.3 A Formula do Universo

Einstein publicou a obra prima da sua vida, as equagoes de campo da Relatividade
Geral em 1915. A equagao revelou a origem e a forma do Universo, além de descrever
coisas inconcebiveis, como os buracos negros. “A matéria diz ao espago como se
curvar e o espaco curvo diz a matéria como se mover”, diz Jonh Wheeler, fisico
americano.

A equacao de campo de Einstein, parte fundamental da teoria da relatividade
geral, descreve como a matéria e a energia influenciam a curvatura do espago-tempo,
resultando no fenomeno que chamamos de gravidade e representada matematicamente
como:

+ A — %Tm)

9uv C4

1

R — §Rg,w

O lado esquerdo da equacao representa a curvatura do espaco e do tempo.

Temos o tensor métrico g,, que nos permite obter a distancia entre dois pontos
do espacgo-tempo, o tensor de Ricci R, e o escalar de Ricci R.

O lado direito representa a matéria e a energia, onde o tensor de stress-energia-
momento 7}, nos diz quanta massa, velocidade e rotagao existe num corpo.

87G /¢! é a constante gravitacional de Einstein.
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A é a constante cosmolégica de Einstein.

Portanto as equacoes de alguma forma medem como o espago-tempo ¢é distorcido
na presenca dessa massa ou corpo e também nos diz qual a massa que precisamos
ter para ter uma determinada geometria.

“A relatividade geral prediz as trajetérias-do-mundo da luz e dos corpos materiais
no espago-tempo que tem curvatura introduzida pela presenga de matéria e/ou

energia” (MATSUURA, p.79, 2003).

Figura 6.2: Albert Einstein durante aula em Viena, 1921. Foto: Ferdinand
Schmutzer. Restaurada por Adam Cuerden

Fonte: https://www.infoescola.com/biografias/albert-einstein/

(ISAACSON, 2007) destaca sobre o registro do fisico Brian Greene:

“Espaco e tempo tornam-se jogadores no cosmos em expansao. Eles ganham vida.
A matéria aqui faz o espaco se curvar ali, o que leva a matéria aqui a se mover, o
que leva o espaco 14 a se deformar ainda mais, e assim por diante. A relatividade
geral da a coreografia para a ciranda césmica do espacgo, tempo, matéria e energia”.

6.4 Encurvamento Gravitacional da Trajetoria da Luz

De acordo com (MATSUURA, 2003), Einstein predisse um encurvamento gra-
vitacional dos raios luminosos de estrelas que, antes de chegarem aos nossos olhos,
tangenciam a superficie do Sol. Esse encurvamento da trajetéria da luz traga a
curvatura do espago pela presenca do Sol. Esse fenomeno sé pode ser detectado por
ocasiao de eclipses totais do Sol.

Através de comparacao de imagens das mesmas estrelas fotografadas seis meses
antes ou depois, sem a presenca do Sol, torna-se possivel medir os deslocamentos
angulares dessas estrelas de fundo préximas do disco solar.
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O encurvamento gravitacional da trajetoria da luz foi confirmado, no eclipse
solar em 29 de maio de 1919, por uma equipe inglesa de astronomos na ilha de
Principe, na costa da Guiné, Africa. Esse mesmo eclipse foi observado por outra
equipe inglesa no Brasil, mais especificamente na cidade de Sobral, Ceard. Foi a
partir dessa confirmagao que Einstein se tornou uma celebridade mundial.

Figura 6.3: Uma das fotografias do eclipse total tiradas em Sobral, (CE.)

Fonte: https://daed.on.br/sobral/

Figura 6.4: Imagem das equipes que observaram o eclipse total do sol no
dia 29 de maio de 1919, em Sobral (CE).
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Fonte: https://daed.on.br/sobral/

Da esquerda para a direita:
Equipe Brasileira: Luiz Rodrigues (1°), Theophilo Lee (2°), Henrique Morize (4°),
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Allyrio de Mattos (7°), Domingos Costa (9°), Lélio Gama (10°), Antonio C. Lima
(11°) e Primo Flores (12°).

Equipe Inglesa: Charles Davidson (5°) e Andrew Crommelin (6° ).

Equipe Americana: Daniel Wise (3°) ¢ Andrew Thomson (8° ).

6.5 Lentes Gravitacionais

Outro fenémeno explicado pelo encurvamento da trajetoria da luz é o das Lentes
Gravitacionais. Um objeto massivo pode atuar como uma lente para a luz de um
astro mais distante. Segundo (MATSUURA, 2003), numa situacdo ideal, se esse
objeto massivo estiver exatamente na linha-de-visada, e se a Terra estiver na distancia
adequada, os raios luminosos do astro distante poderao ser convergidos na Terra de
modo a concentrar os raios luminosos e aumentar o brilho aparente do astro. Quando
a distancia da Terra nao é a ideal, em vez da concentra¢ao num tinico ponto, forma-se
um anel ou pares de imagens simétricas ao redor da imagem do astro mais distante.

6.6 Buracos Negros

Enquanto servia o exército alemao no fronte russo, durante a Primeira Guerra
Mundial, o astrofisico Karl Schwartzschild (1876-1916) tomou conhecimento da
relatividade geral. Logo comecou a refletir sobre as predigoes que poderiam ser
feitas em relacao as estrelas. Em poucos dias, calculou a curvatura do espago-tempo
ao redor de um objeto perfeitamente esférico e sem rotagao. (MATSUURA, 2003)
comenta que Schwartzschild enviou o trabalho para Einstein que o apresentou, em
1916, na sessao de 13 de janeiro na Academia Prussiana de Ciéncias em Berlim.
Schwartzschild calculou em seguida o espaco-tempo no interior dessa esfera e também
o enviou para Einstein, que o apresentou na Academia. Mas Schwartzschild morreu
poucos meses depois.

Segundo Schwartzschild, se o Sol fosse contraido até um raio critico de 18,5 km,
ele se tornaria um buraco negro. Por causa da dilatagao gravitacional do tempo,
esse marcharia cada vez mais devagar, quanto mais se aproximar desse raio critico
vindo do exterior. Exatamente na superficie da esfera com o raio critico, o tempo
pararia, isto é, dilataria ao infinito. Por isso, essa superficie atua como um horizonte
do buraco negro.

“A geometria de Schwartzschild, concebida para uma situacdo extremamente
simples e idealizada, tornou-se fundamental no estudo, nao s6 dos buracos negros,
mas das mais importantes situagoes da relatividade geral que podem ser modeladas
por uma concentracao esférica de massa, tais como a anomalia do periélio de Merciirio,
o encurvamento gravitacional da trajetéria da luz” (MATSUURA, p.86, 2003).
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Figura 6.5: Pela primeira vez na histéria, imagem de um buraco negro é
divulgada (Foto: Event Horizon / Twitter)

10 de abril de 2019 (Data histérica para a ciéncia mundial).

Fonte: https://revistagalileu.globo.com/Ciencia/Espaco/noticia/2019/04/primeira-
foto-de-um-buraco-negro-um-dia-historico-paraciencia.html
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Consideracoes Finais

A partir deste trabalho, podemos perceber o quanto a Geometria e a astronomia
estao intimamente relacionadas desde a antiguidade, quando os primeiros modelos
geométricos foram criados para explicar os fenomenos celestes. Ao longo da historia,
diversos avancos na matematica foram motivados ou influenciados pela astronomia,
como a trigonometria esférica, a geometria analitica, o calculo diferencial e integral,
a mecanica celeste, a gravitagao universal, a relatividade e a cosmologia. Neste
trabalho, elencamos diversas situacoes de como a geometria, em suas diversas formas,
desempenha um papel fundamental na compreensao e na descricao do universo.

Em particular, realizamos um resgate histérico sobre as geometrias euclidiana e
nao euclidianas comparando alguns conceitos importantes destas geometrias. Além
disso, varias aplicacOes na astronomia tais como: A determinacao da circunferéncia
da Terra, a determinacao das distancias e posicoes dos astros, usando conceitos
de geometria plana, esférica e analitica, a descricao dos movimentos dos planetas,
usando as leis de Kepler, que sao baseadas em propriedades geométricas das elipses,
e as leis de Newton, que usam o calculo para derivar as equacoes diferenciais que
regem as Orbitas.

Abordamos também, através da Teoria da Relatividade Restrita e Geral de
Einstein, as novas concepgoes sobre a matéria, o movimento, o espaco, o tempo,
energia, aceleracao e gravidade. Em particular vimos na Relatividade Geral que a
gravidade é uma consequéncia da curvatura do espago-tempo causada por corpos
massivos (como o Sol por exemplo), que é descrito por uma geometria nao-euclidiana
de quatro dimensoes.

Portanto, a geometria desempenha um papel crucial na definicao das propriedades
do universo, como sua forma, seu tamanho, sua idade e seu destino.

Com este trabalho, esperamos ter contribuido para a divulgacao e o ensino da
geometria e da astronomia, mostrando como essas duas areas do conhecimento
humano se complementam e se enriquecem mutuamente. Também esperamos ter
despertado a curiosidade e o interesse dos leitores por esses temas fascinantes, que
nos permitem explorar a beleza e a complexidade do universo em que vivemos.
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Apéndice |: Propostas de atividades a
serem trabalhadas na educacao basica

A.1 ATIVIDADE 1: Efeitos Relativisticos

Nesta atividade, exploraremos os fascinantes conceitos de espaco, tempo e relativi-
dade, fundamentais para a compreensao da fisica moderna. A Teoria da Relatividade,
desenvolvida por Albert Einstein, revolucionou nossa percepcao do universo, mos-
trando que o tempo e o espago nao sao absolutos, mas relativos ao observador.
Discutiremos a dilatacao do tempo e a contracao do espaco, fendmenos que ocorrem
em velocidades préximas a da luz.

Esta atividade contemplara conceitos como espago, tempo, velocidade, teorema
de Pitagoras; e tem como objetivo incentivar os alunos nas discussoes em grupos,
a aplicar esses conceitos em diferentes contextos, desenvolvendo uma compreensao
critica da relatividade.

Nesta atividade sao contempladas as seguintes habilidades da BNCC:

1. (EM13CNT204) - Elaborar explicagoes, previsdes e calculos a respeito dos
movimentos de objetos na Terra (espago; tempo; distancia; velocidade).

2. (EM13CNT101FISO1PE) - Analisar e representar, com ou sem o uso de disposi-
tivos e de aplicativos digitais, as transformacoes, as conservacoes e as variagoes
em sistemas que envolvam quantidade de matéria, de energia mecanica e de
movimento.

3. (EF09MA14) Resolver e elaborar problemas de aplicagao do teorema de Pité-
goras.

Publico — alvo: Alunos do ensino médio.
Duracao: 1 hora e 40 minutos.

A.1.1 Introducao Teérica

Dilatacao do tempo e Contracao do espaco
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Comece com uma breve explicacao sobre a Teoria da Relatividade Especial,
focando na contragao do comprimento e na dilatagdo do tempo (Ver capitulo 5,
sessao 5.1 e 5.2).

Explique sobre a invariancia da velocidade da luz (c) independentemente do
referencial (ver sessdo 5.1).

Explique como objetos em movimento proximo a velocidade da luz parecem mais
curtos em sua direcao de movimento para um observador estatico e como o tempo
parece passar mais lentamente para o objeto em movimento (ver sessao 5.1 e 5.2).

A.1.2 Cenario Hipotético

Peca aos alunos para imaginarem um trem que viaja a uma velocidade proxima
a da luz (60% por exemplo). Dentro do trem h& um espelho no teto do vagao.

Um raio luminoso é projetado no espelho e refletido.

Tanto o passageiro quanto o observador possui um relogio.

Perspectivas:

e Um observador dentro do trem verd o caminho de ida e volta do raio luminoso
formando um segmento vertical (distancia percorrida pelo raio de luz) (ver

sessdo 5.1).
| Espe].lml M
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e Um observador na estagao vera o caminho de ida e volta do raio luminoso
formando um triangulo isdsceles, ou seja, a distancia percorrida pelo raio
luminoso sera maior, mas com a mesma velocidade ¢, o que lhe exigiu mais
tempo (ver sessao 5.1).

Espelho

L
L D
Evento 1 W Fvento 2
[_._I B ]
Fmissor/receptor Emissoriveceptor
[ sz

! L At

GO



A. Apéndice I: Propostas de atividades a serem trabalhadas na educacao bdsiad

A.1.3 Calculos Relativisticos

Dilatacao do Tempo: Peca aos alunos para calcular o tempo que o pulso de luz
leva para ir de um espelho ao outro dentro do trem, tanto para um observador dentro
do trem quanto para um fora dele, usando a férmula da dilatacao do tempo:

Aty

_ 2

c2

At =

Atg - tempo medido pelo observador em repouso (tempo préprio)

At - tempo medido pelo observador em movimento

v - velocidade do observador em movimento

¢ - velocidade da luz

Indague os alunos com a seguinte pergunta: Passados 10s no relégio em repouso,
quantos segundos terao passado no relégio que se movia em alta velocidade? Os
alunos observarao que a resposta serd de 12,5 segundos (ver sessao 5.1).

Contragao do Comprimento: Peca aos alunos para calcular o comprimento do
trem do ponto de vista de um observador fora do trem, usando a férmula da contracao
do comprimento:

L() v?
c2’

em que

Ly é o comprimento do objeto medido no mesmo referencial (comprimento
préprio),

L é o comprimento do objeto medido por um observador com velocidade relativa
ao objeto nao nula,

v é velocidade relativa entre o objeto e o observador,

¢ é velocidade da luz,

v(v) é o fator de Lorentz, definido como

1
V1—v2/c

Exemplo: Imaginemos um objeto se deslocando a 80% da velocidade da luz,

v(v)

atravessando uma distancia igual a 10 km, medida por um referencial em repouso
(ver sessao 5.2).

Peca aos alunos para efetuarem os calculos para o obter a distancia do objeto em
movimento.

A.1.4 Discussao

Apés os calculos, promova uma discussao sobre os efeitos relativisticos e como
eles desafiam nosso entendimento de espaco e tempo.
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A.1.5 Conclusao

Finalize a atividade com uma reflexao sobre a importancia da Teoria da Relativi-
dade e da Geometria na compreensao do universo.
Observacgao:

a) Essa atividade pode ser trabalhada com os alunos individualmente ou em
grupos.

b) Os célculos podem ser feitos com o uso da calculadora.

c) A atividade engaja os alunos com céalculos matemadticos, conceitos geométricos
(segmento, triangulos, distancias, teorema de Pitdgoras)

d) A atividade pode ser trabalhada de forma interdisciplinar incentivando os
alunos a pensarem criticamente sobre conceitos fundamentais da fisica (Espaco,
velocidade, tempo).

A.2 ATIVIDADE 2: Explorando Geometrias

Nesta atividade, os alunos serao introduzidos aos conceitos fundamentais das
geometrias euclidiana e nao euclidiana. Através de atividades praticas e discussoes
em grupo, eles irao explorar como diferentes postulados geométricos podem alterar a
forma como entendemos o espaco e as formas.

Esta atividade tem como principais objetivos: Despertar a curiosidade dos alunos
sobre diferentes formas de entender o espaco e incentiva-los a pensar de maneira
critica e criativa, explorar as diferencas entre geometria euclidiana, hiperbdlica e
eliptica; e aplicar conceitos de geometria nao euclidiana em situagoes praticas.

Nesta atividade sao contempladas as seguintes habilidades da BNCC:

1. (EFO6MA23) - Reconhecer a abertura do angulo como grandeza associada as
figuras geométricas.

2. (EFO6MA24) - Resolver problemas que envolvam a nogao de angulo em dife-
rentes contextos.

Publico — alvo: Alunos do ensino fundamental e médio.
Duragao: 1 hora e 40 minutos.

A.2.1 Comece com uma discussao sobre os trés tipos de geometria

Explique como a geometria euclidiana é baseada em planos e retas, enquanto
a geometria esférica lida com superficies curvas como uma esfera, e a geometria
hiperbdlica envolve superficies de Sela.

Explique que na geometria euclidiana, as retas paralelas nunca se encontram,;
na esférica, as retas “paralelas” eventualmente se encontram (como os meridianos
na Terra); e na hiperbdlica, hd infinitas retas “paralelas” que podem passar por um
ponto fora de uma reta dada (ver sessao 4.5).
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A.2.2 Geometria Euclidiana:
Atividade Prética:

e Utilize papel quadriculado para que os alunos possam desenhar triangulos e
calcular seus angulos internos (usando transferidor), verificando que a soma é
sempre 180 graus.

e Utilize papel quadriculado para que os alunos possam desenhar quadrilateros e
calcular a soma destes seus angulos internos (usando transferidor), verificando
que a soma € igual a 360 graus.

A.2.3 Geometria Esférica:

Atividade Pratica:

e Forneca aos alunos baloes ou bolas para que eles possam desenhar triangulos
na superficie curva e medir os angulos internos, observando que a soma destes
angulos sera maior que 180 graus.

Fonte: https://es.quora.com/Qué-tan-cierto-es-que-en-geometria-moderna-los-
angulos-internos-de-untriangulo-no-suman-180-grados

e Forneca aos alunos baloes ou bolas para que eles possam desenhar quadrilateros
na superficie curva e medir os angulos internos, observando que a soma dos
angulos sera maior que 360 graus.

e Use uma superficie esférica (como uma bola) para demonstrar geodésicas (o
andlogo de “linhas retas”) e como elas se comportam de maneira diferente do
esperado na geometria euclidiana.


https://es.quora.com/Qu%C3%A9-tan-cierto-es-que-en-geometr%C3%ADa-moderna-los-%C3%A1ngulos-internos-de-untriangulo-no-suman-180-grados
https://es.quora.com/Qu%C3%A9-tan-cierto-es-que-en-geometr%C3%ADa-moderna-los-%C3%A1ngulos-internos-de-untriangulo-no-suman-180-grados
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A.2.4 Geometria Hiperbdlica:
Atividade Pratica:

e Use folhas de papel vegetal para desenhar triangulos e distorcer a folha, for-
mando uma superficie de Sela. Peca para medirem os angulos internos e notarem
que a soma sera menor que 180 graus.

e Use folhas de papel vegetal para desenhar quadrildteros e distorcer a folha,
formando uma superficie de Sela. Peca para medirem os angulos internos e
notarem que a soma sera menor que 360 graus.

e Use modelos de papel apropriado que representem o plano hiperbdlico e mostre
como as linhas se comportam

A.2.5 Curvatura do Espaco

Faca uma breve associacao da curvatura nula, negativa e positiva com as respecti-
vas geometrias euclidiana, hiperbdlica e esférica, respectivamente: nula na euclidiana,
positiva na esférica e negativa na hiperbdlica (ver sessao 4.6).

Curvatura espacial positiva

Fonte: https://www.slideserve.com/dallon /aula-n-4-os-pilares-da-cosmologia

A.2.6 Relatividade Geral

Introduza a ideia de que a teoria da relatividade geral de Einstein descreve a
gravidade como uma consequéncia da curvatura do espaco-tempo causada pela massa
e energia presentes (ver sessao 6).

A.2.7 Conexao com a Relatividade

Explique que, assim como as superficies esféricas e hiperbédlicas tém curvaturas
que afetam as trajetérias das linhas, a presenca de massa e energia no universo afeta
a trajetéria dos objetos, curvando o espago-tempo ao redor deles (ver sessao 6).


https://www.slideserve.com/dallon/aula-n-4-os-pilares-da-cosmologia
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A.2.8 Discussao e Conclusao

Promova uma discussao sobre as diferencas entre os resultados encontrados nas
trés geometrias.

Questione como essas geometrias podem ser aplicadas no mundo real e a impor-
tancia de entender diferentes sistemas geométricos.

Essa atividade pratica permite que os alunos visualizem e compreendam as
propriedades fundamentais de cada tipo de geometria e como elas se diferenciam
uma da outra.

E importante ressaltar que a geometria esférica pode ser associada a gravidade
em torno de corpos massivos como estrelas e planetas.

Fazer com que os alunos percebam a importancia da geometria na gravidade, na
Astronomia e na compreensao do universo.
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