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“A matemdtica é o alfabeto com o qual Deus
escreveu o mundo.”
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RESUMO

Este trabalho explora a aplicagdo da indu¢do matemadtica em geometria, destacando sua impor-
tancia historica e conceitual. Inicia-se com uma introducio aos principios basicos da geometria,
fundamentos essenciais para compreender a indugdo matemética em contexto geométrico. Os
objetivos deste estudo incluem demonstrar a eficicia da indu¢do matematica na prova de teoremas
fundamentais e discutir suas aplica¢des praticas em geometria. A pesquisa realizada envolveu
uma revisao historica e tedrica dos principios da inducdo matematica, seguida de exemplos
praticos de aplicacdo. Pode-se inferir que a inducdo matemadtica oferece uma abordagem robusta
para a prova de teoremas em geometria, promovendo uma compreensdao mais profunda das
estruturas matemdticas fundamentais.

Palavras-chave: inducdo matematica; geometria.



ABSTRACT

This work explores the application of mathematical induction in geometry, highlighting its
historical and conceptual importance. It begins with an introduction to the basic principles of
geometry, essential foundations for understanding mathematical induction in a geometric context.
The objectives of this study include demonstrating the effectiveness of mathematical induction in
proving fundamental theorems and discussing its practical applications in geometry. The research
carried out involved a historical and theoretical review of the principles of mathematical induction,
followed by practical examples of application. It can be inferred that mathematical induction
offers a robust approach to theorem proving in geometry, promoting a deeper understanding of
fundamental mathematical structures.

Keywords: mathematical induction; geometry.
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1 INTRODUCAO

A matemadtica é uma disciplina repleta de conceitos e técnicas que possibilitam a resolucao
de problemas complexos de maneira sistemdtica e l6gica. Entre essas técnicas, o principio da
indu¢do matematica se destaca como uma ferramenta fundamental para provar a veracidade de
afirmacdes que envolvem ndmeros naturais e suas propriedades.

Os PCNs, sugerem que o exercicio da inducdo e da dedugdo em Matematica reveste-se
de importancia no desenvolvimento da capacidade de resolver problemas, de formular
e testar hipdteses, de induzir, de generalizar e de inferir dentro de determinada logica,
o que assegura um papel de relevo ao aprendizado dessa ciéncia em todos os niveis
de ensino. Ao longo de sua histéria, a Matematica tem convivido com a reflexdo de
natureza filoséfica, em suas vertentes da epistemologia e da 16gica. Quando se reflete,
hoje, sobre a natureza da validacdo do conhecimento matemadtico, reconhece-se que, na
comunidade cientifica, a demonstracdo formal tem sido aceita como a tnica forma de
validac@o dos seus resultados. Nesse sentido, a Matematica nio € uma ciéncia empirica.
Nenhuma verificagdo experimental ou medicao feita em objetos fisicos poderd, por
exemplo, validar matematicamente o teorema de Pitdgoras ou o teorema relativo a
soma dos angulos de um tridngulo. Deve-se enfatizar, contudo, o papel heuristico que
tém desempenhado os contextos materiais como fontes de conjecturas matemaéticas.
Essas caracteristicas permitem conceber o saber matematico como algo flexivel e
maledvel as inter-relacdes entre 0s seus varios conceitos e entre os seus varios modos
de representagdo, e, também, permedvel aos problemas nos varios outros campos
cientificos. Um saber matemdtico desse tipo pode ser o motor de inovacdes e de

superacgdo dos obstdculos, desde os mais simples até aqueles que significam verdadeiras
barreiras epistemoldgicas no seu desenvolvimento (Brasil, 1998, p. 26).

A geometria, como disciplina matemaética, desempenha um papel crucial na compreensao
das formas, dos espacgos e das relagdes espaciais. Desde os primoérdios da civilizacdo humana, o
estudo das formas geométricas e de suas propriedades tem intrigado e fascinado os matematicos
e filésofos. Da antiga Grécia aos dias atuais, a geometria, o cdlculo diferencial e integral, e
a algebra linear t€ém se consolidado como pilares do conhecimento geométrico, oferecendo
ferramentas essenciais para a andlise e a resolu¢do de problemas complexos em varias areas do
conhecimento cientifico e tecnolégico.

No contexto académico contemporaneo, a pesquisa em geometria tem se beneficiado
significativamente do uso de métodos indutivos, dos quais a indu¢do matemadtica se destaca como
uma abordagem poderosa e sistemdtica para demonstrar a validade de afirma¢des matemaéticas
que seguem um padrao recursivo. Esta introdu¢do visa contextualizar a importancia da indugdo
matematica na investigacdo geométrica, explorando como essa metodologia pode ser aplicada
para estabelecer e provar teoremas fundamentais que sdo essenciais para a compreensao € o

avango do conhecimento na geometria.
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O problema de pesquisa central deste trabalho reside na investigacdo da aplicag¢do especi-
fica da indu¢do matemadtica em teoremas geométricos, destacando a estrutura 16gica subjacente a
esses teoremas € demonstrando como a indu¢ao matemaética oferece uma maneira sistemaética de
provar suas generalizacOes e extensdes. A lacuna de conhecimento identificada € a necessidade
de uma andlise detalhada e abrangente das técnicas de indu¢do matematica aplicadas a geometria,
explorando tanto os fundamentos tedricos quanto as aplicacdes préticas desses métodos em
problemas geométricos especificos.

Os objetivos deste trabalho sdo claros e definidos: primeiramente, investigar a evolucao
histérica da indu¢do matemadtica e sua aplicacao inicial em teoremas geométricos cldssicos;
em segundo lugar, demonstrar a aplicacdo prética da indu¢do matemdtica em teoremas contem-
poraneos da geometria, evidenciando sua relevancia continua e sua capacidade de estabelecer
resultados precisos e robustos; e finalmente, explorar as implicagdes pedagdgicas da indugdo
matematica, discutindo como essas técnicas podem ser ensinadas e aprendidas de maneira eficaz
no contexto educacional atual.

A justificativa para este estudo reside na importancia crucial da geometria como disciplina
matemadtica fundamental, cujas aplicacdes vao desde a engenharia e a arquitetura até a fisica
tedrica e a ciéncia da computagdo. Ao explorar a inducdo matemdtica como uma ferramenta
para resolver problemas geométricos, este trabalho ndo apenas contribui para o avanco do
conhecimento académico, mas também oferece insights valiosos que podem ser aplicados em
diversas dreas da ciéncia e da tecnologia. A compreensdo aprofundada desses métodos pode levar
a novas descobertas e inovagdes no campo da geometria, promovendo assim o desenvolvimento
continuo da matemadtica como um todo.

Metodologicamente, este estudo adotard uma abordagem analitica e descritiva, utilizando
revisdes bibliogréficas detalhadas, andlise critica de teoremas e demonstragdes matemadticas, e
estudo de casos especificos onde a inducdo matemadtica € aplicada com sucesso na geometria.
As técnicas e métodos empregados neste trabalho visam ndo apenas responder a questio central
de pesquisa, mas também fornecer um quadro metodolégico claro que pode ser replicado e
expandido em futuras investigagdes no campo da matemdtica aplicada.

A estrutura deste trabalho estd organizada de maneira a proporcionar uma anélise abran-
gente e coesa da aplica¢do da inducao matemadtica em geometria. O capitulo inicial introduzira
os conceitos bdsicos da geometria, estabelecendo assim o pano de fundo histérico e conceitual

necessario para uma compreensao mais profunda da geometria como disciplina matematica. O
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segundo capitulo explorard em detalhes a indu¢do matemadtica, desde seus fundamentos histéricos
até suas aplicacdes contemporaneas na prova de teoremas. Por fim, o terceiro capitulo focara
na aplicacao pratica da indu¢do matemadtica em teoremas especificos da geometria, destacando
exemplos concretos e suas implicagcdes tedricas.

Este trabalho foi significativamente enriquecido com o uso de figuras geométricas planas,
proporcionando uma visualizagdo clara e detalhada dos conceitos abordados. Diferente dos
demais trabalhos, ele se destaca ao integrar representagdes visuais diretamente com o desenvolvi-
mento tedrico, facilitando a compreensdo dos temas e oferecendo uma abordagem didética que
combina explicacdes conceituais com ilustracdes geométricas precisas. Essa integracdo torna o
conteddo mais acessivel e dinamico, proporcionando uma experiéncia mais completa ao leitor.

Em suma, este trabalho se propde a oferecer uma contribuicdo significativa para o estudo
da matemadtica aplicada, especificamente no campo da geometria, ao investigar e demonstrar
como a indu¢do matemdtica pode ser efetivamente utilizada para resolver problemas geométricos
complexos e estabelecer teoremas fundamentais. Ao finalizar esta introducao, espera-se que o
leitor tenha uma compreensao clara dos objetivos, da relevancia e da estrutura deste trabalho,
preparando-o para uma exploragdo mais aprofundada das interse¢des entre a indu¢do matematica

e a geometria.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 A importancia da geometria no ensino de matematica

A geometria, como disciplina fundamental na educacdo matematica, tem sido objeto
de estudo e desenvolvimento por diversos pesquisadores ao longo dos anos. Autores como
Aires, Campos e Pogas (2015) exploraram o raciocinio geométrico em contextos educacionais
especificos, destacando a importancia da defini¢do conceitual, como no estudo da defini¢do de
quadrado entre alunos do 6° ano. Suas pesquisas evidenciam a necessidade de compreender ndao
apenas a aplicagdo de conceitos geométricos, mas também os processos cognitivos envolvidos
na aprendizagem matematica.

Almeida e Silva (2012), por meio de uma abordagem semidtica, analisaram as agdes
cognitivas dos alunos em atividades de Modelagem Matematica, contribuindo para uma melhor
compreensao dos modos de inferéncia matemadtica. Essa perspectiva revela como a semiose
pode influenciar a forma como os estudantes interagem e interpretam problemas geométricos,
ampliando suas capacidades de raciocinio matematico.

O uso do Geogebra como ferramenta didética € explorado por Amado, Sanchez e Pinto
(2015), que investigaram a demonstracdo matematica em sala de aula, focando na reta de Euler.
Seu estudo destaca como a tecnologia pode facilitar a visualizagc@o e a compreensdo de conceitos
geométricos complexos, promovendo uma aprendizagem mais interativa e eficaz.

Aristoteles (1995), em sua obra Ethics, aborda questoes filosoficas que permeiam o
pensamento 16gico e ético, influenciando indiretamente o desenvolvimento da I6gica matemética
ao longo da histéria. Seus principios €ticos e 16gicos continuam a fornecer fundamentos para
investigacdes mais profundas no campo da geometria e da mateméatica como um todo.

Balieiro Filho (2018) conduziu um estudo sobre a 16gica matematica, explorando con-
ceitos em companhia de Malba Tahan. Sua pesquisa destaca como a 16gica € fundamental para
o entendimento dos principios geométricos e como diferentes abordagens filoséficas podem
enriquecer o ensino e a aprendizagem da geometria nas escolas.

Barguil (2016) prop6s o Fiplan como recurso didatico para o ensino de geometria
na educacdo infantil e no ensino fundamental. Sua abordagem demonstra como estratégias
educacionais inovadoras podem ser aplicadas para tornar o ensino da geometria mais acessivel e

envolvente para os alunos desde as séries iniciais.
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Beites, Branco e Costa (2020) exploraram esquemas de demonstracdo para proposi¢oes
de Algebra Linear, destacando a importincia da 16gica na construcio e validacdo de argumentos
matematicos. Seu trabalho contribui para uma melhor compreensdo dos processos dedutivos
envolvidos na geometria e em outras dreas da matematica aplicada.

Bicudo (2010) discutiu a Filosofia da Educacdo Matematica, enfatizando a fenomenologia
e suas implicacdes nas concepcoes pedagdgicas da geometria. Sua andlise filosofica revela como
a fenomenologia pode fornecer novas perspectivas para o ensino e a aprendizagem da geometria,
integrando aspectos cognitivos e experienciais.

Braga e Dorneles (2011) realizaram uma anélise do desenvolvimento do pensamento
geométrico no ensino fundamental, destacando os desafios e as estratégias para promover uma
compreensdo mais profunda dos conceitos geométricos entre os alunos. Seu estudo oferece
insights valiosos sobre as etapas do desenvolvimento cognitivo na geometria escolar.

Brandao e Amouloud (2018)investigaram os significados geométricos mobilizados por
estudantes ao criarem situagdes-problema, explorando como a contextualizacdo pode facilitar a
aplicacdo prética dos conceitos geométricos no cotidiano dos alunos. Essa abordagem contribui
para uma aprendizagem mais significativa e integrada dos principios geométricos.

Reid e Knipping (2010) discutiram a prova na educagdo matematica, examinando pesqui-
sas sobre o aprendizado e o ensino de provas matematicas. Sua andlise revela como a compreen-
sdo das estratégias de prova pode influenciar o desenvolvimento do raciocinio 16gico-dedutivo,
essencial para a geometria e disciplinas correlatas.

Romano, Schimiguel e Fernandes (2015) realizaram uma revisao bibliografica sobre
livros didaticos de matematica, tecnologia e ensino de geometria no Ensino Fundamental e
Médio. Sua pesquisa identifica tendéncias e desafios na utilizacdo de recursos tecnoldgicos para
o ensino da geometria, destacando a evolugdo das abordagens pedagdgicas ao longo do tempo.

Salatiel (2012) investigou a logica de Aristételes, explorando os fundamentos filoséficos
que permeiam o pensamento 16gico-matematico. Sua anélise contribui para uma compreensao
mais profunda das raizes historicas da l6gica formal e sua influéncia no desenvolvimento da
geometria como disciplina académica.

Santos, Pereira e Nunes (2017) investigaram as concep¢des de professores de matemética
sobre a algebra escolar, evidenciando como diferentes perspectivas pedagégicas podem influ-
enciar o ensino e a aprendizagem da geometria. Seu estudo destaca a importancia da formacao

docente na promocao de préticas educacionais eficazes em contextos escolares.



20

Silva, Ferreira e Gomes (2016) propuseram uma abordagem inovadora para o ensino de
geometria plana no ensino fundamental, utilizando jogos como instrumento educacional. Sua
pesquisa demonstra como atividades lidicas podem facilitar a compreensdo e a aplicagdo dos
conceitos geométricos, promovendo uma aprendizagem mais dindmica e participativa.

Smith (2012) explorou a légica de Aristoteles, oferecendo uma investigacao filoséfica
sobre os principios que fundamentam o raciocinio 16gico. Sua andlise contribui para uma
compreensao mais abrangente dos fundamentos tedricos da geometria e sua conexao com a
filosofia da l6gica.

Sousa (2013) investigou a elaboragdo coletiva de produtos educacionais por professores
de matemdtica, destacando como essa pratica colaborativa pode enriquecer o desenvolvimento
curricular na geometria e em outras disciplinas mateméticas. Seu estudo oferece insights sobre
estratégias colaborativas para promover a inova¢ao no ensino da geometria.

Souza (2016) explorou o raciocinio abdutivo na produ¢io de conhecimento matemaético,
discutindo como diferentes formas de raciocinio podem influenciar a constru¢ao de argumentos
geométricos. Sua pesquisa evidencia a importancia de abordagens variadas para promover uma
compreensao mais holistica e integrada da geometria entre os estudantes.

Utimura e Curi (2016) investigaram as aprendizagens dos alunos no contexto do pro-
jeto de docéncia compartilhada e estudos de aula, focando no ensino de figuras geométricas
espaciais. Seu estudo destaca como a colaboracao entre professores pode promover uma melhor
compreensao dos conceitos geométricos complexos, integrando teoria e pratica de maneira eficaz.

Vale e Barbosa (2019) exploraram o pensamento algébrico e seu contributo na constru¢ao
da generalizacdo matemadtica, evidenciando como a visualiza¢iao pode facilitar a compreensao
dos principios geométricos abstratos. Sua pesquisa destaca a importancia da visualizacao na
promocao de uma aprendizagem mais intuitiva e conceitualmente robusta na geometria.

Timoéteo (2018) mostra que para resolver certos problemas geométricos, ainda € muito
util encontrar, em uma figura, uma solug@o empirica, que guia a soluc¢do verdade. Logo a primeira
vista, pode parecer que o processo indutivo € extremamente limitado, mas ele € fundamental no
desenvolvimento das generalizagGes sobre figuras geométricas.

Ao integrar as contribuicdes desses diversos autores, é possivel compreender a amplitude
e a complexidade da geometria como campo de estudo na educagdo matematica. Cada pesquisa e
abordagem oferece insights valiosos sobre como os principios geométricos podem ser ensinados e

aprendidos de maneira mais eficaz, promovendo uma compreensdo mais profunda e integrada dos
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conceitos matemadticos. Essas perspectivas ndo apenas enriquecem o corpo tedrico da geometria,
mas também fornecem orientagdes praticas para educadores e pesquisadores interessados em
promover uma educacdo matemética de qualidade.

Em resumo, a geometria tem uma importancia histérica significativa no ensino da mate-
madtica por sua aplicabilidade em diversas dreas, sua conexao com outras dreas da matematica, seu
papel na evolucdo da matematica ao longo do tempo e seu papel no desenvolvimento cognitivo
dos alunos. No entanto, a forma como a geometria € normalmente ensinada pode muitas vezes
ser desvinculada da realidade dos alunos, dificultando assim o processo de aprendizagem.

Para neutralizar isso, € crucial que os professores de matemética contextualizem o ensino
da geometria, devendo demonstrar como ela pode ser aplicada em situag¢des genuinas e relevantes.
Isso € especialmente importante na geometria do ensino basico, pois € durante esse periodo que
muitos alunos s@o apresentados a geometria. Ao contextualizar o assunto de maneira significativa,
os professores podem despertar o interesse dos alunos e possibilitar um aprendizado mais eficaz.

A medida que vamos nos integrando ao que se denomina uma sociedade da informacio
crescentemente globalizada, € importante que a Educacao se volte para o desenvol-
vimento das capacidades de comunicac¢do, de resolver problemas, de tomar decisoes,

de fazer inferéncias, de criar, de aperfeicoar conhecimentos e valores, de trabalhar
cooperativamente (Brasil, 1998, p. 40).

Dessa maneira, a matematica é uma drea do conhecimento que contribui para o desenvol-
vimento de muitas das capacidades que o aluno possui, como a comunicag¢ao, a resolucio de
problemas, a tomada de decisdes, a inferéncia e a criatividade. Tomando como base fundamental
para o nosso estudo, tornando-se uma ferramenta essencial para o ensino da geometria no que
tange a resolucdo problemas por meios de comandos.

O ensino da geometria plana, incluindo a classificacio e propriedades dos poligonos, é
enriquecido pelo uso de ferramentas tecnoldgicas como o Geogebra, conforme discutido por
Amado, Sanchez e Pinto (2015). O Geogebra permite visualizacdes interativas das propriedades
matemadticas dos poligonos, facilitando a compreensao dos conceitos geométricos e promovendo
uma aprendizagem mais dindmica e participativa em sala de aula.

A classificacdo dos poligonos € um tema central na geometria plana, oferecendo uma
ampla gama de conceitos matemadticos e aplicacdes praticas. A compreensao das propriedades
geométricas dos poligonos, como area, soma dos dngulos internos e numero de diagonais, €

essencial para o desenvolvimento do raciocinio l6gico e habilidades analiticas dos estudantes,
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preparando-os para desafios matematicos mais complexos e para aplicacdes praticas em diversas

areas do conhecimento.

2.2 Angulos e Poligonos

2.2.1 Angulo

Chama-se angulo a reunido de duas semirretas de mesma origem, ndao contidas numa

mesma reta (nao colineares).

Figura 1 — Angulo definido por duas retas nio colineares

A

Fonte: Autor (2024)

AOB = OA U OB
. (o A . — ‘E ~
Conforme mostrado na Figura 1 ponto O € o vértice do angulo. As semirretas OA e OB sdo os
lados do angulo.
2.2.1.1 Classificagdao dos angulos

Angulo reto é todo angulo que mede 90°, como ilustra a Figura 2,
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Figura 2 — Angulo reto ab

by

Fonte: Autor (2024)

Angulo agudo € um angulo menor que um angulo reto.

Figura 3 — Angulo agudo cd

O C

Fonte: Autor (2024)

Angulo obtuso é um angulo maior que um angulo reto.

Figura 4 — Angulo agudo gf

O e

Fonte: Autor (2024)
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2.2.2  Angulos formados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal

Sejam r e s duas retas paralelas (r || s) e seja ¢ uma reta transversal a r e a s, como ilustra

a Figura 5

Figura 5 — Retas paralelas cortadas por uma transversal

A
>
\
<

h»
ISEN

A
Y

Fonte: Autor (2024)

Tem-se as seguintes relacdes entre os dngulos que aparecem na figura:

)

Il
Q>

Angulos alternos internos sao congruentes (d = f e ¢

>

A~

Angulos alternos externos sio congruentes (4 = g ¢ b = h)

A~

Angulos correspondentes sao congruentes (d = é, d

>

A N

hbh=fee

8)

Angulos colaterais internos sao suplementares (d+é=180°¢ é+ f=180°

Angulos colaterais externos sdo suplementares (4 + /i = 180° e b+ g = 180°)

2.2.3 Poligonos

A palavra poligono tem origem grega, em que poli indica muitos e gonos, angulos.

Denominamos poligono toda figura geométrica plana formada por uma regido e por seu
contorno, fechada e composta apenas de segmentos de reta que ndo se cruzam. O perimetro de
um poligono corresponde a soma das medidas de seus lados.

A Figura 6 mostra alguns aspectos importantes sobre poligonos.



Figura 6 — Principais conceitos relacionados a um poligono

O segmento de reta que compoe
o contorno de um poligono é
chamado de lado. O segmento
AB é um dos lados do poligono
ABCDE.

O segmento de reta que conecta
vértices nao adjacentes de um
poligono é chamado de diago-
nal. O segmento BD é uma das
diagonais do poligono ABCDE

O angulo formado por dois la-
dos adjacentes de um poligono é
chamado de angulo interno. O
angulo BCD é um dos angulos in-
ternos do poligono ABCDE.

Fonte: Autor (2024)
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O ponto onde dois lados de um
poligono se encontram é chamado
de vértice. O ponto E é um
vértice do poligono ABCDE.

O angulo formado por um lado
do poligono e o prolongamento
de um lado adjacente é chamado
de angulo externo. O angulo
CDD' é um dos angulos externos
do poligono ABCDE.

Podemos classificar um poligono de acordo com a quantidade de vértices, lados e angulos

internos. Essas trés quantidades sdo iguais, como ilustra a Figura 7.
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Figura 7 — Classificagao dos poligonos em funcao do nimero de vértices, lados e angulos internos

Tridngulo Quadrilatero Pentagono
3 lados, 3 vértices e 4 lados, 4 vértices e 5 lados, 5 vértices e
3 angulos internos 4 angulos internos 5 angulos internos
Hexagono Heptagono Octégono

/ AN

N /

6 lados, 6 vértices e 7 lados, 7 vértices e 8 lados, 8 vértices e
6 angulos internos 7 angulos internos 8 angulos internos
Eneagono Decagono Undecagono

// \\ /

/ \
\ / \
N .

9 lados, 9 vértices e 10 lados, 10 vértices e 11 lados, 11 vértices e
9 angulos internos 10 angulos internos 11 angulos internos

Fonte: Autor (2024)

Essa classificacdo bdsica permite categorizar os poligonos conforme sua complexidade e
caracteristicas estruturais.
Quando um poligono possui todos os lados congruentes e também todos os angulos

internos congruentes, dizemos que € um poligono regular. Observe um exemplo.
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Figura 8 — Poligono regular com seis lados (Hex4dgono)

Fonte: Autor (2024)

Quando € possivel tragar um segmento de reta com extremidades no poligono, de maneira
que algum ponto desse segmento seja externo ao poligono, dizemos que esse é um poligono nao
convexo. Caso isso ndo seja possivel, dizemos que esse € um poligono convexo.

Veja os exemplos.

Figura 9 — Poligonos convexo e ndo convexo

(a) Poligono nao convexo (b) Poligono convexo

Fonte: Autor (2024)

2.2.4 Area das principais figuras planas
2.2.4.1 Area do retingulo e do quadrado

Para calcular a drea de um retangulo, podemos multiplicar a medida do comprimento b

pela medida da largura a, ou seja,

A=a-boub-a
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Como o quadrado € um caso particular de retangulo, em que os lados tém medidas iguais

a a, podemos calcular sua drea multiplicando a medida de um lado por ela mesma. Entdo,

A=a-a=A=d

Figura 10 — Quadrilateros Retangulares

] o *

b
(a) Retangulo

Fonte: Autor (2024)

2.2.4.2 Area do paralelogramo

a

(b) Quadrado

Podemos deduzir uma expressdo para calcular a drea de um paralelogramo, em que

b é a medida da base e h é a medida da altura. Para isso, decompomos esse paralelogramo

e deslocamos um triangulo obtido de maneira a compor um retingulo de mesma éarea do

paralelogramo, conforme representado a seguir.

Figura 11 — Paralelogramo

[ [

\An|

\An|

Fonte: Autor (2024)

Assim, a drea desse paralelogramo € dada por

A=b-h.
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2.2.4.3 Area do losango

Considere um losango em que D é a medida da diagonal maior e d, a medida da diagonal
menor. Para deduzir uma expressao que calcule a drea desse losango, podemos inicialmente
tragar suas diagonais. Depois, podemos construir um retangulo tragcando cada lado de maneira

que passe por um vértice desse losango e seja paralelo a uma de suas diagonais.

Figura 12 — Losango

Fonte: Autor (2024)

A érea do losango corresponde a metade da drea do retangulo obtido. Assim, podemos

expressar a area desse losango por:

D-d

A= —
2

2.2.44 Area do trapézio

Considere o trapézio azul representado na Figura 13, em que b € a medida da base menor,
B ¢ a medida da base maior e s € a medida da altura.

Podemos deduzir uma expressao para calcular a drea desse trapé€zio, construindo um novo
trapézio congruente a ele, em outra posicao, conforme representado a seguir. Depois, com esses

dois trapézios congruentes, compomos um paralelogramo.
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Figura 13 — Trapézio

B b B+b

Fonte: Autor (2024)

A drea do trapézio em azul corresponde a metade da drea do paralelogramo obtido. Assim,

podemos expressar a drea desse trapézio por:

(B+b)-h

A=
2

2.2.4.5 Area do tridngulo

Considere o triangulo representado na Figura 14, em que b é a medida da basee i € a

medida da altura.

Figura 14 — Triangulo de base b e altura &

b

Fonte: Autor (2024)

Podemos deduzir uma expressao para o cdlculo da drea desse tridngulo, construindo um
novo tridngulo congruente a ele, em outra posicao, conforme representado na Figura 15. Observe

que, unindo esses dois triangulos congruentes, compomos um paralelogramo.
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Figura 15 — Justaposi¢ao de tridngulos congruentes

b b

Fonte: Autor (2024)

Como os dois tridngulos sao congruentes, a drea do tridngulo azul corresponde a metade
da 4rea do paralelogramo obtido, entdo a area do tridngulo pode ser calculada pela férmula:
b-h

A= —
2

Outra expressiao que pode ser utilizada para calcular a drea de um tridngulo qualquer,
conhecidas as medidas de seus trés lados, é a férmula de Herao. Tal expressao recebe esse nome
em homenagem ao estudioso grego Herdo de Alexandria (c. 10 d.C.-70 d.C.), que a apresentou
em um de seus trabalhos.

Férmula de Herao: Seja s o semiperimetro definido como metade do perimetro de uma figura

geométrica plana. Para um tridngulo cujos lados medem a, b e ¢ tem-se:

a+b+c
§=—
2

Figura 16 — Triangulo ABC de lados a, b e ¢

A

a

Fonte: Autor (2024)

E possivel verificar que a drea desse triangulo € dada por:

A= \/s-(s—a)-(s—b)-(s—c)
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2.2.5 Soma das medidas dos angulos internos de um triangulo
A soma das medidas dos dngulos interno de um triangulo € igual a 180°.

Demonstragcdo. Observe o esquema:
Figura 17 — Tridngulo ABC de angulos internos o, B e Y
A

A
‘ 7/?5/

(0%

45 87 \ 40 YA o

Fonte: Autor (2024)

Qualquer que seja o tridngulo, € possivel conduzirmos por um de seus vértices uma reta
(neste caso r) que seja paralela a reta (s) que contém o lado oposto ao vértice considerado.
Assim, os outros lados do tridngulo resultam transversais das paralelas r e s, determinando

angulos alternos internos Ye Y e B e B'. Logo,

y=YeBp=p

Como o+ B +7Y = 180°, entdo

o+ pB+y=180°

2.2.6 Soma dos angulos interno de um poligono de n lados (n > 3)

A soma dos angulos internos de um poligono € um conceito cldssico da geometria plana,
explorado por matematicos desde os tempos de Euclides. Esta propriedade € essencial para
compreender a estrutura geométrica dos poligonos e suas implicac¢des tedricas e priticas, como
discutido por Poincaré (1902) em “Science and Hypothesis™.

A soma dos angulos internos de um poligono convexo é:

S=(n—2)-180°
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Demonstracdo. Seja A1A2A3---A, um poligono de n lados, conformo ilustrado na Figura

Figura 18 — Angulos internos de um poligono de n lados

Fonte: Autor (2024)

De um vértice qualquer conduzimos todas as diagonais que tém esse vértice como
extremo.

O poligono fica entdo dividido em n — 2 tridngulos e a soma S dos angulos internos do
poligono S =i; +ir +i3+---+i, € igual a soma dos angulos internos dos n — 2 tridngulos.

Logo,

S=(n—-2)-mtouS=(n—2)-180°

2.2.7 Numero de diagonais de um poligono de n lados (n > 3)

Diagonal de um poligono € um segmento cujas extremidades sdo vértices ndo consecuti-

vos do poligono.
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Figura 19 — Diagonais AC e BD em um quadrilétero convexo (a) e um quadrildtero concavo (b)

A A
D

D

B
C
(a) Quadrildtero ABC'D convexo (b) Quadrildtero ABC'D cdéncavo

Fonte: Autor (2024)

O ndmero de diagonais d de um poligono de n lados (n > 3) é dado por:

_n-(n—3)
d=—5

Demonstragdo. Seja A1A2Az---A, um poligono de n lados, conformo ilustrado na Figura 20.

Figura 20 — Diagonais de um poligono de n lados

Fonte: Autor (2024)

Consideremos, por exemplo o vértice Aj. Por esse vértice, temos: (n — 3) diagonais,
destacadas em tracejado na Figura 20. De forma semelhante, na mesma figura, sdo mostradas as
(n—3) diagonais que passam pelo vértice A3, destacadas em pontilhado.

Se com extremidade em cada vértice temos (n — 3) diagonais, entdo com extremidades

nos n vértices, temos: n- (n —3).
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Porém, nesta conta n - (n — 3) cada diagonal é contada duas vezes, pois tem extremidades
em 2 vértices. (Por exemplo, na conta acima, A1A3 e A3A; sdo contadas como duas diagonais,
quando na realidade € uma s6 A1A3 =A3A1)

Logo, o nimero d de diagonais é:

_n-(n—3)
d=—5

2.2.8 Nuameros binomiais

, . . , n .
Chama-se nimero binomial o nimero ( , com n € p naturais, n > p, tal que
p

Note que ") = n,p-
p

Propriedades:

.(g)zl
.@:n

2.2.9 Relagoes de Euler

Essa formula, que foi descoberta pelo matemético sui¢co Leonhard Euler no século X VIII,
nao apenas unifica varios aspectos da geometria dos poliedros, mas também serve como uma
ponte para a topologia, uma drea da matemaética que estuda as propriedades dos espacos que siao
mantidos sob deformacdes constantes. A relacao de Euler demonstra uma unidade fundamental
nas configuracdes geométricas tridimensionais e é aplicdvel a todos os poliedros convexos,
independentemente de sua forma especifica.

A relagdo de Euler € util ndo apenas na teoria, mas também na prética, em dreas como
computagdo gréfica, design de estruturas e quimica molecular, onde a compreensio das formas e

conexdes dos poliedros € fundamental.
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Compreender a relacdo de Euler nos dd uma ferramenta poderosa para analisar e interpre-
tar a geometria e as propriedades topoldgicas dos poliedros. Isso revela a beleza e a simplicidade
que podem surgir das formas mais complexas.

Leonhard Euler descobriu uma importante relacdo entre o nimero de vértices (V), o
nimero de arestas (A) e o nimero de faces (') de um poliedro convexo.

Observe estes exemplos:
Figura 21 — Exemplos de poliedros convexos

Tetraedro Piramide de Cubo
base quadrangular

-~ B

F=4V=4A=6 5V =5A F=6,V=8A=12
Tronco de piramide Prisma de Dodecaedro
de base quadrangular base pentagonal

1 °

F=6V=8A=12 F=7V=10A4A=15 F =12,V =20,A =30

Fonte: Autor (2024)

Observe que, para cada um dos poliedros, o nimero de arestas € exatamente 2 unidades
menos do que a soma do nimero de faces com o nimero de vértices.

Essa relacdo pode ser escrita assim:

V-A+F=2

O valor 2 dessa expressao ¢ uma caracteristica de todos os poliedros convexos.
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3 INDUCAO MATEMATICA

Neste capitulo, serd apresentada uma breve histéria do surgimento do Principio de

Inducao, abordando-o através dos Axiomas de Peano.

3.1 O aparecimento do principio de inducao

O Principio da Indugdo Matematica, conforme relatado por Costa (2020), teve suas
primeiras men¢des nos tempos de Euclides, quando ainda se caracterizava por pouca clareza e
rigor na matematica. Naquela época, a matemadtica ndo tinha o cardter de ciéncia exata, que exige
uma linguagem precisa, onde todas as afirmagdes necessitam de prova. Nao havia, portanto,
a obrigacdo de demonstrar ou provar teorias, o que eliminava a preocupa¢do em nomear €
caracterizar conceitos.

Nos trabalhos de Mauro Lico e Pascal, segundo Dias e Reis (2011), mesmo com uma
maior clareza, o raciocinio indutivo ainda ndo possuia uma denominacdo especifica. Wallis,
conforme Lima et al. (1997), foi o primeiro a utilizar o termo “indu¢@o” para descrever uma
forma de demonstrar teoremas, embora seu trabalho “Aritmética Infinita”, publicado em 1656,
tratasse a inducdo mais como uma ciéncia experimental do que como uma indu¢ao matematica.

De acordo com Luchetta (2020), foi apenas em 1838 que De Morgan, em seu artigo
“Indugdo (Matematica)”, criou a expressao “Inducdo Matemdtica”, demonstrando que a inducao
€ um raciocinio que permite a transi¢ao de n para n+ 1. Posteriormente, Grassmann, em 1861,
utilizou extensivamente o processo de Inducdo Matematica em seu “Tratado de Aritmética”,
embora ainda sem nomeé-lo e demonstrd-lo explicitamente. Esse método, contudo, foi bem
aceito por seus contemporaneos.

Dedekind, conforme Prodanov e Freitas (2013), em seu trabalho “O que sd@o os nimeros
e qual o seu significado”, nomeou o processo como “Inducdo Completa”. Somente em 1889,
Peano, um dos precursores do logicismo, deu uma constru¢do axiomatica a aritmética, reduzindo-
a a um puro simbolismo formal. Peano, em seu trabalho sobre a fundamentagdo tedrica dos
nimeros naturais, buscou simplificar e organizar a matematica, publicando diversas edi¢des
de seu trabalho. Em “Arithmetices Principia nova methodo exposita”, ele introduziu simbolos
usados até hoje.

Peano, conforme descrito por Ferreira (2011), organizou a matematica de maneira légica,
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culminando na quinta e Gltima edi¢do do “Formulario Mathematico” em 1908, que continha 4200
férmulas e teoremas, a maioria deles provados. Trabalhando na escrita, ele organizou o latim de
forma a criar um idioma matematico. Este método atingiu um novo nivel de precisdo, eliminando
ambiguidades nas resolu¢des de problemas matematicos. Sua obra “Principio aritméticos: novo
método de exposi¢cao”, destaca que os axiomas de Peano representaram a tentativa mais singular
do século XIX de reduzir a aritmética comum ao simbolismo formal, atingindo um grau de
precisdo sem precedentes.

Ap6s essa breve historia sobre a inducao matemética, encontrada nos trabalhos de Dias e
Reis (2011) e Lima et al. (1997), inicia-se a discussao de um dos conceitos mais fundamentais
da matematica: O Principio de Indu¢do Finita, um instrumento eficaz para a demonstragdo de

diversas propriedades no conjunto dos nimeros naturais.

3.2 Axiomas de Peano

Os axiomas de Peano sdo fundamentos cruciais da teoria dos nimeros naturais e da
matemadtica em geral. Eles foram propostos pelo matemaético italiano Giuseppe Peano no final
do século XIX e servem como uma base axiomadtica para a aritmética dos nimeros naturais.
Estes axiomas sdo formulados para definir os nimeros naturais, come¢ando com o nimero 1, e
descrevem suas propriedades e operacdes basicas.

Os axiomas de Peano consistem em um conjunto de axiomas que delineiam as proprieda-
des essenciais dos nimeros naturais € da operagdo de sucess@o. Esses axiomas sdo fundamentais
porque permitem a construcdo de todo o conjunto dos nimeros naturais a partir de um ponto de
partida simples, garantindo a consisténcia e a completude da aritmética bésica.

Conforme afirmam Morgado e Carvalho (2009), os axiomas de Peano sdo assim citados:

1. Todo nimero natural tem um tnico sucessor, que também € um nimero natural.
2. Nameros naturais diferentes tem sucessores diferentes.
3. Existe um unico numero natural, designado por 1, que ndo € sucessor de nenhum outro.

4. Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X C N). Se 1 € X e se, além disso, o

sucessor de cada elemento de X ainda pertence a X, entdo X = N.
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A nocao de sucessor de um nimero natural estd intimamente relacionada a ideia de
adicao: tomar o sucessor € equivalente a somar uma unidade. Os axiomas de Peano podem ser

reescritos como se segue, representando como n + 1 o sucessor de n:

1. Todo nimero natural n tem um sucessor, representado por n+ 1.
2. Sem+1=n+1, entdo m = n.
3. Existe um tnico nimero natural, designado por 1, tal que n+ 1 # 1, para todo n € N.

4. Seja X um conjunto de ndmeros naturais (isto é, X C N). Se 1 € X e se, além disso,

n+1 € X, paracadan € N, entdo X = N.

3.3 A caracterizacdo dos métodos de inducio: a inducio empirica

Galvao (2007) e Oliva (1990) exploram a universalidade das observa¢des humanas desde
tempos antigos, como perceber que o amanhecer e o anoitecer determinam o dia e a noite,
ou notar as mudancas climdticas que definem as estacdes, até as migracdes de animais. Esses
exemplos, baseados na repeticao de eventos, demonstram que o raciocinio indutivo existia antes
de ser formalizado cientificamente. Francis Bacon (1561-1626), segundo Costa (2020), foi um
filésofo que sistematizou a generaliza¢cdo como método cientifico, defendendo a indu¢do empirica
como forma de conferir cientificidade a qualquer drea do conhecimento. Bacon afirma que sua
l6gica indutiva se aplicaria a todas as ci€ncias, ndo apenas as ciéncias naturais, contrastando com
a logica silogistica tradicional.

O descontentamento de Bacon com os métodos de pesquisa anteriores, conforme relatado
por Galvao (2007), motivou sua busca por um método mais adequado, capaz de superar as
limitagdes cognitivas humanas. Conforme o autor, Bacon propds que a tinica maneira de dominar
a natureza seria através da indug¢do empirica. Oliva (1990) reforca essa visdo, destacando a con-
vic¢do de Bacon de que a inferéncia indutiva poderia tornar a descoberta cientifica independente
da imaginacao.

Bacon (2003) critica a indug@o puramente metafisica e a induc¢do por enumeragado simples,
que considera superficial e suscetivel a erros, como exemplificado pela faldcia de que todos os
cisnes sdo brancos apos observar apenas cisnes brancos. Ele argumenta que a inducao valida deve
analisar a natureza considerando também os casos negativos antes de concluir sobre os positivos.

Este método, baseado na experimentacdo e observacao, contrasta com a tradi¢do metafisica que
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Bacon critica, embora Zaterka (2012) argumente que a indu¢ao de Bacon mantém elementos
metafisicos ao tentar acessar a natureza através de tdbuas que organizam fatores influentes.

Bacon (2003) propde que o conhecimento, ao analisar fatores diversos que influenciam
os eventos, serve como ferramenta para o pesquisador dominar e estudar a natureza. Chalmers
(1993) explica que Bacon e seus contemporaneos enfatizavam a consulta direta a natureza em
vez de aos textos aristotélicos para compreensao cientifica. Bacon também delineia o papel do
pesquisador, que deve buscar observacdes puras, livres de preconceitos e influéncias pessoais.
Para isso, ele identifica quatro tipos de ilusdes cognitivas, ou idolos, que obscurecem a mente do
pesquisador e impedem a busca pela verdade.

Bacon (2003) argumenta que os idolos e nocdes falsas, implantados no intelecto humano,
ndo so dificultam o acesso a verdade, mas também podem ressurgir como obstaculos a instaura¢ao
das ciéncias, a menos que os homens, cientes deles, se precavenham. Os quatro idolos definidos
por Bacon sdo: idolos da tribo, da caverna, do foro e do teatro. Cada um estd associado a
caracteristicas humanas que, segundo Bacon, influenciam negativamente o desenvolvimento da
ciéncia, tornando o processo subjetivo.

Bacon (2003) identifica nos idolos da tribo a natureza humana como um obstaculo, uma
vez que nossas concepgoes e atitudes podem nos desviar da verdade. Nos idolos da caverna, ele
destaca a influéncia da vivéncia pessoal de cada individuo na sua observagdo e conclusdes. Nos
idolos do foro, a relagdo entre as pessoas, principalmente através das palavras, € vista como um
obstaculo, pois “as palavras, impostas de maneira imprépria e inepta, bloqueiam espantosamente
o intelecto” (Bacon, 2003, p. 15). Finalmente, nos idolos do teatro, Bacon aponta que as verdades
absolutas ditadas por dogmas, tradicdo, fé ou negligéncia sdo ilusdes que impedem a percepgao
da realidade.

Segundo Bacon, a indu¢@o empirica permite ao pesquisador afastar esses idolos, embora
ele também afirme que o pesquisador deve abrir mao deles para o verdadeiro desenvolvimento
do conhecimento cientifico. Bacon acreditava que, se a indu¢c@o empirica fosse influenciada
pelos idolos, os resultados seriam distorcidos, pois estariam contaminados por preconceitos
e subjetividades do pesquisador. Silva (2008, p. 5) ressalta que, na visdo de Bacon, “com o
afastamento dos ‘idolos’, das nocdes falsas, seria possivel alcancar a observacao pura e neutra
sobre a natureza, a Unica capaz de propiciar a efetiva explicagao dos fendmenos”.

Bacon também discute a necessidade de construir tibuas com instiancias do evento, sua

presenca, auséncia e grau, para contribuir no processo de inducdo. Na tdbua de esséncia e
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presenca, deveriam ser anotados todos 0s casos possiveis em que um fendmeno aparece. A tdbua
de desvio ou auséncia de fendmenos préximos verifica os casos semelhantes em que o fendmeno
ndo ocorre. Por fim, a tdbua de graus ou de comparacao anota a intensidade da ocorréncia do
fenomeno, buscando correlagdes entre as modificacdes. Esses experimentos, independentemente
de serem classificados como luciferos ou frutiferos, deveriam ser registrados nessas tabuas
(Raicik; Peduzzi; Angotti, 2018, p. 115).

Embora Bacon nio considere a metafisica como forma de se fazer ciéncia, a constru¢ao
dessas tabuas indica que o conhecimento e a filosofia estdo presentes no processo. O método
de Bacon busca evitar generalizacdes apressadas, observando um fendmeno em diferentes
circunstincias e correlacionando as observagdes para construir conhecimento cientifico. Na
segunda parte de sua obra, Bacon apresenta vinte e sete prerrogativas de seu método experimental
e, apos desenvolver tdbuas “dispostas de tal modo que o intelecto com elas possa operar” Bacon
(2003, p. 82), sugere recorrer a outras técnicas de indugao.

Raicik, Peduzzi e Angotti (2018, p. 115) descrevem os recursos que Bacon identificou
para a metodologia cientifica, incluindo instancias prerrogativas, auxilios da inducio, retificacio
da indug@o, variac¢do da investigacdo conforme a natureza do assunto, prerrogativas da natureza,
limites da investigacdo, dedugdo e prética, preparativos para a investigacao e a escala ascendente
e descendente dos axiomas. Silva (2008, p. 16) destaca que o método de pesquisa cientifica de
Bacon consiste em eliminar os obstdculos a instauracio das ciéncias, como os idolos, conhecer a
forma e a lei que regula o processo, organizar um registro completo da histéria do fendmeno ou
natureza estudados por meio das tdbuas de presencga, auséncia e graus, enunciar uma primeira hi-
pétese explicativa provisoria, testar a hipotese pelas instancias prerrogativas e, por fim, confirmar
ou nao a hipédtese, retomando o método indutivo se necessario.

Bachelard e Popper, citados por Silva (2008), criticam a perspectiva metodoldgica de
Bacon. Wright (1951) citado por Oliva (1990, p. 16) argumenta que Bacon supunha que a
acumulagdo de dados empiricos levaria automaticamente a descoberta de uniformidades naturais,
uma visao que desconsidera a curiosidade cientifica moderna. Laudan (2011, p. 5) critica Bacon
por ndo apresentar uma proposta para o desenvolvimento da ci€ncia em um ambito metafisico,
comparando sua abordagem a de Rudolf Carnap, que admitiu que a 16gica indutiva ndo poderia
ser aplicada em todos os contextos cientificos, como a teoria da relatividade geral de Einstein
(Carnap, 1962 apud Laudan, 2011).

Apesar das criticas, € inegdvel que a obra de Bacon revolucionou a ciéncia de sua época e
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continua a influenciar métodos cientificos contemporaneos. Sua filosofia permite um contraponto
com epistemologias posteriores, evidenciando contribui¢cdes que permanecem relevantes nos

estudos da filosofia das ciéncias.

3.4 A caracterizacio dos métodos de inducio: a inducio matematica

Uma das principais distingOes entre a Matematica e outras ciéncias naturais, como as
ciéncias exatas e da terra, reside nos objetos de estudo de cada drea. Nas ciéncias naturais,
os objetos de conhecimento estdo presentes na natureza e sao perceptiveis, como a chuva, a
gravidade ou organismos. Ja os objetos matematicos sdo completamente tedricos ou formais.
Duval (2008, p. 21) aponta que, diferentemente de outros dominios do conhecimento cientifico,
0s objetos matemdticos ndo sdo acessiveis por meio de observacdo direta ou microscdpica, como
com o uso de microscépios, telescopios ou aparelhos de medida. O acesso a esses objetos €
realizado através de representagdes semioticas, o que explica o desenvolvimento e diversificacido
dos registros de representag¢do ao longo da evolu¢do do conhecimento matematico.

Duval (2008) sugere que os objetos matemdticos s6 se tornam acessiveis por meio dos
registros de representacdo desses objetos. Damm (2002, p. 137) refor¢a essa ideia ao afirmar
que ndo existe conhecimento matematico que possa ser mobilizado sem o auxilio de uma
representacdo. Um exemplo disso é o objeto “circunferéncia centrada na origem e de raio
dois”, que pode ser representado por “x” + y* = 4” no registro algébrico ou por um desenho
no plano cartesiano no registro gréfico. Esses registros sdo essenciais para a manipulagdo dos
objetos matemadticos. Duval ainda ressalta que essas representacdes permitem acesso a partes do
objeto representado, mas o objeto em si nao deve ser confundido com sua representacao, pois €
inteiramente conceitual.

Portanto, o método de Bacon ndo pode ser aplicado na Matematica da mesma forma
que nas ciéncias empiricas, ja que os objetos matematicos ndo sdo perceptiveis aos sentidos
humanos da mesma maneira. O desenvolvimento do conhecimento matematico deve ocorrer por
métodos distintos, especialmente no que diz respeito a indugdo. No entanto, alguns aspectos do
desenvolvimento matematico sdo apoiados por Bacon. Por exemplo, em um nivel superficial, o
desenvolvimento da matemadtica ndo € influenciado por subjetividades do pesquisador, pois suas
opinides e crencas nao afetam os resultados ou teorias propostas, desde que sejam bem construi-
dos e demonstrados verdadeiros. No entanto, a criatividade do pesquisador e sua histéria pessoal

impulsionam o desenvolvimento da ciéncia, um aspecto que Bacon considerava secundario.
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A constru¢do do conhecimento matemadtico ocorre pela criagdo e desenvolvimento de
teorias, que sdo constituidas por conceitos e resultados. Cada resultado deve ser provado verda-
deiro, ou seja, demonstrado. Embora seja possivel supor um resultado, ele s6 serd considerado
verdadeiro quando for encontrada uma demonstracao que o comprove. As demonstracdes ma-
temdticas possuem caracteristicas especificas: sdo aceitas pelos matematicos, respeitam certas
regras, partem de axiomas considerados verdadeiros e sao deduzidas a partir de regras 16gicas.
Almouloud (2007, p. 3) explica que esses enunciados trabalham sobre objetos matemdticos com
um estatuto tedrico, que ndo pertencem ao mundo sensivel, embora facam referéncia a ele.

Segundo Almouloud (2007, p. 2), a demonstracdo € um procedimento de validacdo que
caracteriza a matematica e a distingue das ciéncias experimentais. Na Matematica, existem
verdades absolutas, pois um resultado demonstrado serd verdadeiro dentro do conjunto de
hipéteses, definicdes e resultados anteriores. Assim, a Matematica apresenta uma perspectiva
contrdria a filosofia das ci€ncias empiricas, sendo uma ciéncia cumulativa em diversos campos
do conhecimento. O desenvolvimento do conhecimento matemaético corrobora conhecimentos
anteriores, e mesmo que resultados de dreas distintas sejam contraditérios, continuam sendo
verdadeiros dentro de seus campos de restri¢ao.

Na Matemdtica, a ci€ncia se desenvolve por meio de diversos métodos, sem que nenhum
se sobressaia como absoluto. Em geral, esses métodos estdo associados a l6gica dedutiva,
conforme proposto por Popper, mas também hd o uso de métodos indutivos. Nesse contexto,
destaca-se a inducao matematica. Morgado e Carvalho (2009) atribui a origem do processo de
demonstracao por inducao matematica a Blaise Pascal (1632-1662). Entretanto, em um artigo
de 1909, Giovanni Vacca credita ao matematico italiano Francesco Maurolico (1494-1575) a
derivacdo e uso deste método.

Conforme Boyer e Merzbach (2011, p. 524), Giuseppe Peano, ao fundamentar sua
aritmética, define trés conceitos primitivos: zero, nimero e a relacdo “é sucessor de”. Esses
conceitos devem satisfazer axiomas como: zero € um ndmero; se a € um ndmero, Seu sucessor €
um nimero; zero nao € sucessor de nenhum nimero; dois nimeros com sucessores iguais sao
iguais; e se um conjunto S de nimeros contém zero e o sucessor de cada nimero em S, entdao
todo niimero estd em S. O tltimo axioma, conhecido como Principio de Indugdo, indica a relagio
entre inducdo matematica e o conjunto dos nimeros naturais. Morgado e Carvalho (2009, p. 23)
explica que a inducdo matematica € utilizada exclusivamente na Matemaética para demonstrar

teoremas especificos.
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A inducdo matematica aplica-se a resultados que estabelecem uma relagdo com os nime-
ros naturais, permitindo o uso do principio da inducao. Portanto, nem todas as demonstra¢des
podem utilizar a indu¢do matemadtica, devido ao conteudo e a drea do que se quer demonstrar.
Quando aplicavel, a indu¢do matematica segue trés passos: verificar se 0o primeiro caso da
inducao € verdadeiro; supor que a indugdo € valida para um caso qualquer n; e verificar se a

inducao € vélida para o préximo caso n+ 1.

Teorema 3.1 (Principio da Inducfo Finita). Seja P(n) uma proposicdo relativa ao niimero

natural n. Suponha que:
i) P(1) évalida.
ii) Paratodo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n+1).
Entdo, P(n) é vdlida para todo n € N.

Em termos simples, se a indugdo € verdadeira para um caso qualquer e também para o
préximo caso, entdo, sempre que a afirmacao for verdadeira para um caso, serd para o préximo.
Assim, se o primeiro caso da inducdo for verdadeiro, todos os casos subsequentes também serdo.
Dessa maneira, a verificagdo da verdade para o primeiro caso implica que todos os casos da
inducdo serdo verdadeiros.

Exemplo:
Teorema 3.2. “A soma dos n primeiros niimeros impares é igual a n>.”

Demonstracdo. Vejamos como usar esse método para mostrar a validade, para todo natural n, da
férmula

14343+ +2n—1)=n’

Observe que P(1) é verdadeira, jd que a férmula é trivialmente vélida para n = 1. Suponha agora

que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira; ou seja, que
143454+ 2n—1)=n%

Queremos provar que P(n+ 1) é verdadeira. Somando 2n + 1, que é o préximo niimero impar

apos 2n — 1, a ambos os lados da igualdade acima, obtemos a igualdade também verdadeira:

14345+ +2n—1)+Q2n+1)=n*+(2n+1)

143454+ +2n—1)+Q2n+1)=(n+1)>
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Isso mostra que P(n+ 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira. Pelo teorema, a férmula

¢ vélida para todo niimero natural 7. [

Vocé tem ideia de quando foi feita pela primeira vez a demonstragdo acima? Bem, o
primeiro registro que se tem € de 1575 e foi realizada por Francesco Maurolycos.

Hefez (2009) destaca que na demonstra¢do acima, poderia parecer que estamos usando o
fato de P(n) ser verdadeira para deduzir que P(n+ 1) é verdadeira para em seguida concluir que
P(n) é verdadeira. O que estd ocorrendo? Estamos usando a tese para provar o teorema?

A resposta € nao! Preste bem atenc¢ao, pois essa € a parte mais delicada de toda a histdria.

Dado um numero natural n, temos duas possibilidades:
(a) P(n) é verdadeira, ou
(b) P(n) é falsa.

A hipétese (if) do Teorema 3.1 ndo exige em absoluto que assumamos P(n) verdadeira
para todo n € N, podendo eventualmente ser falsa para algum valor de n, ou mesmo para todos os
valores de n. O que a hipétese (ii) exige € que sempre que algum n pertenga a categoria (a) acima.
Entdo, n+ 1 também pertenca a essa mesma categoria; nao exigindo nada quando n pertencer a
categoria (b).

Por exemplo, a sentenga aberta P(n) : n = n+ 1 satisfaz (por vacuidade) a hipétese (if)
do Teorema 3.1, j4 que nenhum pertence a categoria (a). O que falha para que o Teorema nos
garanta que P(n) é verdadeira para todo n é que a hipétese (i) ndo € verificada, pois P(1) : 1 =2
¢ falsa!

Essa distingdo entre inducdo empirica e matematica € ressaltada por Polya (2006), que
afirma que na primeira, a observacao de casos finitos leva a suposi¢do de uma conclusio, enquanto
na segunda, hé a verificacdo de que todos os casos sdo verdadeiros, garantindo a certeza da
afirmacdo proposta. Morgado e Carvalho (2009) complementa que, na matematica, nao ha espaco
para afirmacdes verdadeiras até prova em contrdrio. A prova por indu¢do matemadtica estabelece
que uma determinada sentenca aberta sobre os naturais é sempre verdadeira.

No entanto, isso ndo exclui o uso de observacgdes de casos verdadeiros na busca pelo
conhecimento matematico. Esse método € frequentemente usado para identificar padroes e
formular hipéteses e teoremas, que s6 serdo aceitos como verdadeiros quando demonstrados
por algum método, ndo necessariamente o de indu¢do matematica. Morgado e Carvalho (2009)

aponta que matematicos concluem que tais observagdes fortalecem a sugestao de que talvez sejam
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vélidas. Polya (2006) observa que muitos fatos mateméticos foram inicialmente encontrados por
inducgdo e posteriormente demonstrados. A matemadtica, quando apresentada com rigor, € uma
ciéncia dedutiva sistemadtica, mas em seu desenvolvimento € uma ciéncia indutiva experimental.

Sominski (1996) acrescenta que a indu¢ao desempenha um papel heuristico importante
na matemadtica, permitindo a formulacao de solucdes provdveis, mas as proposi¢des matematicas
sao sempre demonstradas dedutivamente. Nenhum resultado matemaético pode ser considerado
verdadeiro se nao for deduzido das proposi¢des iniciais. Morgado e Carvalho (2009) também
destaca que a passagem de n para n+ 1 € a fase dedutiva da indu¢do matemadtica, essencial para

a validade da indu¢c@o matematica.

Teorema 3.3 (Principio da Inducao Finita Generalizado). A partir do Principio da Inducdo
Finita, podemos obter variantes que sdo titeis para construir determinadas demonstragoes.
Comegcamos com uma variante que é titil para demonstrar propriedades que sdo vdlidas para
niimeros naturais a partir de um certo nimero natural ng (o valor de ng pode ser 0, naqueles
casos em que seja de interesse considerar 0 como um niimero natural).

Seja P(n) uma proposicdo relativa ao nimero natural n e seja ng um niimero natural.

Suponhamos que:
i) P(ng) é vdlida.
ii) Para todo n > ny, a validez de P(n) implica a validez de P(n+1).
Entdo, P(n) é vdlida para todo n > ny.
Exemplo: Demonstrar a proposicao:
P(n) :2" < n!, para todo natural n > 4.
Demonstracdo. (i) P(4) é verdadeira, visto que:

24 <41 =16 < 24

¢é verdadeira.

(ii) Supde-se que a proposi¢do P(n) é verdadeira, isto é, que:

P(n) :2" < n!, para todo natural n > 4.
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Entdo, por ser 2 < n—+1 paran > 4, tem-se:
2 =2.2" < (n+1)-n!

que equivale a 2""! < (n41)! isto &, a proposicdo P(n+ 1) é verdadeira. Logo, Pelo

Teorema 3.3, a proposi¢do P(n) é valida para todo nimero natural n > 4.
Observa-se que a proposi¢ao P(n) é falsa paran = 1,2,3, pois, tem-se:
paran=1:21=2>1=11,
paran=2:2>=4>2=2!,

paran=3:2>=8>6 =3I
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4 APLICACAO DA INDUCAO MATEMATICA EM GEOMETRIA

A aplicagdo da indu¢do matematica em geometria ¢ um campo vasto e crucial para a
demonstracdo de teoremas fundamentais e propriedades estruturais de figuras geométricas. Este
capitulo explora em profundidade como a inducdo matematica € utilizada para estabelecer e
provar teoremas geométricos, desde os fundamentos cldssicos até aplicacdes avancadas em

geometria euclidiana, ndo-euclidiana e algébrica.

4.1 A relagio entre a Inducao Matematica e a Geometria

A indu¢do matemadtica € um método fundamental na matemdtica que permite provar
proposi¢des para todos os nimeros naturais, baseando-se em dois passos principais: o caso base,
onde a proposicdo € verificada para um nimero inicial, e o passo indutivo, onde assume-se que a
proposi¢ao € valida para um nimero arbitrario n e demonstra-se que ela também € valida para
n+ 1. Este método é amplamente utilizado para estabelecer propriedades sobre nimeros naturais,
mas também encontra aplicacdes em outras dreas da matematica, incluindo a geometria.

Na geometria, a indu¢do matematica é frequentemente utilizada para provar teoremas
sobre figuras geométricas e suas propriedades.

Além disso, a inducdo matematica € aplicada na geometria para provar propriedades de
sequéncias geométricas, como a sequéncia de Fibonacci, que tem aplicagdes em modelagem de
padrdes naturais e estruturas em plantas e conchas. O método permite nao apenas demonstrar
que certas propriedades sdo verdadeiras para casos especificos, mas também estender essas
propriedades para um nimero infinito de casos através de um raciocinio indutivo estruturado.

Um exemplo cléssico de aplicacdo da indu¢do matematica na geometria € a prova de que
um poligono convexo com n lados pode ser dividido em n — 2 triangulos através de diagonais
nao-intersectantes. Inicia-se a prova mostrando que o teorema € valido para um triangulo (caso
base) e, em seguida, assume-se que € vdlido para um poligono com n lados e prova-se que
¢ verdadeiro para um poligono com n + 1 lados, baseando-se na estrutura do poligono e na
defini¢do de diagonais ndo-intersectantes.

Autores como Euclides, em seus Elementos, utilizaram principios de indugdo para
estabelecer teoremas fundamentais sobre geometria euclidiana. O método de construgcdo de

provas geométricas através de passos indutivos influenciou significativamente o desenvolvimento
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da geometria cldssica e sua formalizacdo em sistemas axiomaticos.

Além disso, matematicos modernos como Hilbert e Poincaré exploraram as implica-
coes da inducao matemdtica na geometria ndo-euclidiana e na topologia, dreas onde as nogdes
tradicionais de distancia e paralelismo sdo estendidas e generalizadas. A aplicacio da indu¢do ma-
temadtica nestes contextos envolve a adaptac@o de técnicas indutivas para estruturas geométricas
mais complexas e abstratas, como espacos métricos e variedades diferencidveis.

Na geometria algébrica, a indu¢cao matemadtica € utilizada para provar teoremas sobre
curvas e superficies definidas por equagdes polinomiais, como a curva eliptica e a superficie
cubica. A estrutura indutiva das provas permite estabelecer propriedades fundamentais dessas
estruturas geométricas e sua relacdo com conceitos algébricos mais abstratos, como grupos e
anéis.

Em suma, a relacdo entre a indu¢do matemadtica e a geometria € profunda e multifacetada,
influenciando tanto o desenvolvimento histérico da matematica quanto suas aplicagdes contem-
poraneas em diversas dreas. Através de exemplos concretos e aplicativos, este texto explorou
como o método da indu¢c@o matematica € empregado para estabelecer teoremas e propriedades
geométricas, conectando a teoria matemadtica pura com suas aplicacdes praticas na andlise e

modelagem de estruturas geométricas complexas.

4.2 Exemplos de Aplicacoes da Inducio Matematica em Geometria

A aplicacdo da inducdo matemdtica na geometria vai além dos conceitos basicos e
explora teoremas mais avancados e complexos. Este subtdpico aborda como a técnica de inducdo

matemadtica € utilizada para demonstrar propriedades geométricas mais sofisticadas e aplicadas.

4.2.1 Numero de diagonais de um poligono convexo

Prove que o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados é dado por

D(n) = @ (1)

diagonais.
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Figura 22 — Diagonais em um poligono convexo de vértices Vi, V,, ---, Vi

Vi

Fonte: Autor (2024)

Demonstragdo.

1) Para n = 3, o poligono convexo e um tridngulo, portanto o nimero de diagonais € igual a
zero.
3-(3-3)

DB3)="—7—"=0

ii) Suponha que a férmula expressa na Equagao (1) € verdadeira para um poligono convexo
de k lados. Ou seja,
k-(k—3)

Dk) = ——— (2)

iii) Precisamos mostrar que a férmula é verdadeira para um poligono convexo de k + 1 lados.
Procedimento para adi¢do de um lado ao poligono de k lados:

Adicionamos um novo vértice a um poligono de k lados para formar um novo poligono de

k+ 1 lados.
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Figura 23 — Diagonais em um poligono convexo de vértices Vi, Va, -+, Vi
i Vi+1
‘/2 7 Vk
//
/
PR V/SS O VA
//

g
/

Fonte: Autor (2024)

Este novo vértice cria kK — 1 novas diagonais.

Entao o nimero de diagonais no poligono de k + 1 lados é:

D(k+1) =D(K)+ (k—2) +1

D(k+1)=D(k)+ (k—1) (3)

Substitua D(k) em 3 pela hipdtese de indugao 2, temos:

D(k+1):%_3)+(k+l)
D(k+1)= k2_3k+k+1
D(k+1):k2—3kzz(k—1)
D(k+1):k2—3k;2k—1
D(k+1):kz_#

Simplificando a expressdo para obter a férmula desejada, temos:

k+1)-[(k+1)—3]
2

D+ 1) = ¢

Portanto, pelo principio da indu¢cdo matematica, a férmula para o ndmero de diagonais de um

-(n—3
poligono convexo de n lados é %) [
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4.2.2 Numero de tridngulos formados pela divisao de um poligono convexo através de diagonais

nao-intersectantes

Prove que o nimero de tridngulos formados ao dividir um poligono convexo de n lados é

igual a
T(n)=n-—2 4)
Figura 24 — Divisdo de um poligono convexo em triangulos
I3
ly l3
I3 I I 2 Iy
1 1 ls lo
h h g
Fonte: Autor (2024)
Demonstragdo.

1) Para n = 3, o poligono de 3 lados e ja € um tridngulo em si. Portanto, o nimero de
triangulos formados é 1.

T(3)=3-2=1

i1) Suponha que a férmula é verdadeira para um poligono convexo de k lados. Ou seja, o
numero de tridngulos formados ao dividir um poligono convexo de k lados € igual a k — 2.

iii) Precisamos mostrar que a férmula é verdadeira para um poligono convexo de k + 1 lados.
Procedimento:

Considere um poligono convexo de k + 1 lados. Escolha um vértice e desenhe diagonais a
partir desse vértice para todos os outros vértices nao adjacentes. Isso dividird o poligono

de k+ 1 lados em k — 1 triangulos.

Pela hipdtese de indugdo, sabemos que o nimero de tridngulos formados ao dividir um

poligono convexo de k lados € k — 2.

Ao adicionar um novo vértice e conectar esse vértice aos outros, estamos essencialmente

adicionando 1 novo tridngulo para cada nova conexao feita a partir do novo vértice até o
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vértice base. Isso resulta em um tridngulo adicional ao jé existente nimero de tridngulos

no poligono de k lados.

Portanto, ao adicionar o novo vértice, a soma total dos triangulos no poligono de k+ 1

lados é:
Tk+1)=Tk) +1=(k—2)+1=k—1
Ajustando a férmula para o nimero de tridngulos no poligono de £+ 1 lados, temos:

Tk+1)=(k+1)—2

Portanto, pelo principio da indu¢do matemadtica, mostramos que a férmula para o nimero de

triangulos formados ao dividir um poligono convexo de n lados é
T(n)=n-2

Essa férmula € valida para qualquer n > 3. [

4.2.3 Soma dos angulos internos de um poligono convexo
Prove que a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados € igual a
T(n)=(n—-2)-180°

Figura 25 — Soma dos angulos internos de um poligono convexo de k vértices

Vi

Vg V4

Fonte: Autor (2024)
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Demonstragdo.

1) Para n =3, o poligono € um tridngulo, € a soma dois dngulos internos como ja sabemos é
igual a 180°.
T(3)=(3—2)-180°=1-180° = 180°

Portanto, a férmula € valida para n = 3.

ii) Suponha que a férmula é verdadeira para um poligono convexo de k lados. Ou seja, a soma
dos angulos internos de um poligono de & lados é igual a T'(k) = (k—2) - 180°.

ii1) Precisamos mostrar que a férmula € verdadeira para um poligono convexo de k4 1 lados.
Procedimento:

Ao adicionar um novo vértice a um poligono convexo de k lados, desenhamos uma diagonal
a partir desse novo vértice para um vértice nao adjacente. Isso divide o poligono em dois

poligonos menores: um tridngulo e um poligono de k lados.

Figura 26 — Soma dos angulos internos de um poligono convexo de k+ 1 vértices

i Vi1

V3 Vy

Fonte: Autor (2024)

A soma dos angulos internos do poligono de k lados € pela hipétese de inducao e a soma

dos angulos internos do triangulo € 180°.

Entdo, a soma dos angulos internos do poligono de k + 1 lados é a soma dos angulos

internos do poligono de k lados mais a soma dos angulos internos do triangulo adicional:
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T(k+1

T (k) + 180°

T(k+1)=(k—2)-180°+ 180°

180° -k —360° 4 180°

T(k+1)=180°-k—180°

(k+1)
(k+1)
Tk+1)
(k+1)
Tk+1)=(k—1)-180°
Ajustando a férmula para n = k+ 1, temos:

T(k+1)=[(k+1)—2]-180°
Portanto, a férmula é valida para k+ 1 lados.

Pelo principio da indu¢éo matemadtica, mostramos que a férmula (n —2) - 180° para a soma dos

angulos internos de um poligono convexo € vélida para qualquer n > 3. 0

4.2.4 Numero de triangulos formados por n pontos em um plano, onde nenhum dos trés pontos

sdo colineares

Prove que o nimero de tridngulos formados por n pontos em um plano, onde nenhum

T(n) = @ 5)

Figura 27 — Triangulos formados por n pontos ndo colineares

dos trés pontos sdo colineares € igual a

(a) Caso 1: n =3 (b) Caso 2: n =4
Vi
V1 Vl

Va Vs Va Vs

Fonte: Autor (2024)
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Demonstragdo.

1) Para n = 3, o nimero de tridngulos formados € exatamente 1, pois todos os 3 pontos

T(3) = @) g

i1) Suponhamos que a férmula 5 seja vélida para o nimero de tridangulos formados por k

T(k) = (’3‘) ©)

onde (]3‘) € o coeficiente binomial que representa “k escolhe 3”, ou seja, o numero de

formam um tnico tridngulo.
pontos em um ponto é:

maneiras de escolher 3 pontos a partir de k pontos num plano, seja verdadeira.
iii) Vamos mostrar que, se a formula € verdadeira para k pontos, entdo ela também € verdadeira
para k+ 1 pontos.
Procedimento:
Considere os k+ 1 pontos.

O numero de triangulos que podem ser formados a partir desses k + 1 pontos € igual ao
nimero de tridngulos formados pelos k pontos, mais o numero de tridngulos formados

escolhendo 2 pontos dos k pontos e adicionando o novo ponto (k+ 1).

v Nimero de tridngulos formados pelos k pontos (Hipétese de Inducio):

Tk = <k) _ k- (k=1)-(k=2)

3 6

v" Numero de tridngulos formados escolhendo 2 pontos dos k pontos e adicionando o

K\  k-(k—1)
2] 2

Entdo, o nimero total de triangulos formados por £+ 1 pontos é:

Tk+1)=T(k)+ (g) = (g) + (l;)

e e

novo ponto:
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Vamos simplificar a expressdo acima. Colocando — 5 em evidéncia e resolvendo

dentro dos parénteses, temos:

T 1= 0D (k_2+1)

2 3
T(k+1):k'<k2_1) ‘ (k;rl)
Tt 1) = (k—l—l)-lg-(k—l)

Vemos que:

T(k+1) = <"§1>

Portanto, pelo principio da indu¢do matematica, mostramos que a férmula para o nimero de

triangulos formados por n pontos, onde nenhum trés pontos sao colineares, é:

()

Essa formula € vélida para todos os n > 3. [

4.2.5 Relagdo entre a drea de um poligono convexo de n lados e a drea dos tridngulos formados

ao ligar um ponto interno P aos vértices do poligono
Prove que a soma das dreas desses tridngulos € igual a drea do poligono.

Demonstragdo.

1) Para n = 3, o poligono convexo € um tridngulo. Se P € um ponto dentro do tridngulo, ao
tracar segmentos de reta de P para os trés vértices do tridngulo, obtemos trés tridngulos

menores.

Figura 28 — Ponto P interno ao tridangulo ABC

A

Fonte: Autor (2024)
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Entdo a soma das dreas desses trés triangulos menores € igual a drea do triangulo original,

ou seja:

Area(AABC) = Area( AABP) + Area( AACP) + Area( ABCP)
Este fato € facilmente observavel, pois estamos apenas dividindo a drea do tridngulo

original em trés partes menores.

i1) Suponha que a relacdo seja verdadeira para um poligono convexo de k lados. Ou seja, se P
¢ um ponto dentro de um poligono convexo de k lados, a soma das dreas dos tridngulos

formados ao conectar P aos vértices do poligono € igual a drea do poligono.
iii) Vamos mostrar que, se a formula é verdadeira para k pontos, entdo ela também € verdadeira
para k+ 1 pontos.
Procedimento:
Vamos considerar um poligono convexo de k+ 1 lados, com vértices ViV, - - Vi Vi 1.

Seja P um ponto dentro desse poligono, ligando P a todos os Vi1 vértices do poligono,

entdo obtemos k + 1 tridngulos.

Figura 29 — Triangulo V1V, V, | adicionado ao poligono V1V, ---Vj

Vi

Fonte: Autor (2024)

Dividindo o poligono de k + 1 lados em dois, obtemos um poligono de k lados (por

exemplo, formado pelos vértices ViV, - - - Vj e o tridngulo adicional de vértices ViV Vi 1.
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Figura 30 — Ponto P interno ao poligono de k + 1 lados

Fonte: Autor (2024)

Pela hipétese de inducdo, a soma das areas dos tridngulos formados ao conectar P aos

vértices do poligono de & lados € igual a drea desse poligono de k lados.

Portanto, ao adicionar o novo vértice Vi1, temos um novo tridngulo de vértices V1V Vi 1.
A soma das areas dos triangulos formados no poligono de k + 1 lados inclui esse novo

triangulo, ou seja:

Area do poligono de k + 1 lados = Area do poligono de k lados + Area(Vl ViVir1)

Area(Vl V2 ce Vka+1) = Area(VIVZ e 'Vk) + Area(Vl Vka+1)

Pelo principio da inducdo matemadtica, mostramos que a soma das dreas dos tridngulos
formados ao conectar um ponto interno P aos vértices de um poligono convexo de n lados

€ igual a drea do poligono, para qualquer n > 3.

Essa relacdo € de extrema importancia para se entender como a drea de um poligono con-
vexo pode ser decomposta em dreas menores (tridngulos), e isso vale independentemente

do ndmero de lados do poligono convexo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A conclusao deste trabalho marca o encerramento de uma jornada dedicada a exploracao
e aplicacdo da inducao matemadtica em geometria. Ao longo dos capitulos anteriores, foi possivel
mergulhar na histdria e nos fundamentos dessa poderosa técnica matemadtica, desde seus axiomas
fundamentais até suas aplicacdes praticas em teoremas cldssicos. Este capitulo final retine os
resultados alcancados, avalia a contribui¢do do estudo para a drea de matematica e reflete sobre
as implicacdes de tais descobertas.

O cerne deste trabalho reside na aplicagdo da indu¢do matematica em contextos geomé-
tricos, visando ndo apenas demonstrar teoremas especificos, mas também destacar a relevancia
histérica e conceitual dessa técnica. Iniciamos nossa investigacdo com a formulacio do problema
central: como a indu¢do matemética pode ser aplicada de maneira eficaz na geometria, ampliando
nossa compreensao dos principios mateméaticos fundamentais?

Para responder a essa questao, estabelecemos objetivos claros que guiaram nossa pesquisa.
Primeiramente, mergulhamos nos fundamentos da geometria. Esses conceitos basicos ndo apenas
fundamentaram nossa andlise tedrica, mas também serviram como exemplos cruciais para ilustrar
a aplicacdo pratica da indu¢ao matemaética.

Em seguida, exploramos a histéria da indu¢do matematica, desde suas origens com Fran-
cesco Maurolico até sua formalizacdo nos axiomas de Peano. Este estudo histérico proporcionou
uma base sélida para compreendermos a evolucdo e a aplicagdo contemporanea dessa técnica.

Nosso objetivo seguinte foi aplicar diretamente a indu¢do matematica em problemas
geométricos especificos. Demonstramos como € possivel utilizar o método indutivo para provar
teoremas complexos. Essa aplica¢do ndo apenas reforcou a eficicia da inducdo matemética, mas
também destacou sua versatilidade em contextos geométricos avancados.

Por fim, refletimos sobre a relevincia dessas descobertas para o ensino e pesquisa em
matematica. O uso da induc@o matemdtica nao se limita a prova de teoremas isolados; ele
também promove uma compreensao mais profunda das estruturas matemadticas e estimula o
desenvolvimento de novas teorias e aplicacdes praticas.

Ao longo deste estudo, obtivemos resultados significativos que corroboram a eficicia e a
aplicabilidade da indu¢do matematica em geometria, a partir da andlise dos teoremas provados.

A luz dos resultados obtidos, é crucial reconhecer as implicagdes mais amplas dessa
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pesquisa. A indu¢do matemdtica ndo € apenas uma ferramenta de prova tedrica; ela € um pilar
fundamental para o avanco continuo da matemadtica pura e aplicada. A aplicacdo bem-sucedida
da inducdo em contextos geométricos refor¢a sua posi¢cdo como uma técnica essencial para
investigar e desvendar novos principios matematicos.

No contexto educacional, nossas descobertas tém o potencial de transformar a maneira
como a geometria € ensinada e compreendida. Ao integrar exemplos concretos de aplicacao
da inducdo matematica, podemos enriquecer o curriculo escolar e inspirar futuras geracoes de
estudantes a explorar o vasto mundo da matematica com uma abordagem rigorosa e criativa.

Este estudo ndo apenas consolidou o uso da inducdo matemadtica em geometria, mas
também abriu novas dire¢Oes para pesquisas futuras.

Por fim, a conclusdo deste trabalho destaca a importancia de continuar explorando e
refinando técnicas matematicas tradicionais, como a indu¢do matemadtica, para enfrentar os
desafios contemporaneos da ciéncia e da tecnologia. Através de um compromisso continuo com a
exceléncia académica e a inovagdo cientifica, podemos garantir que a matemaética continue a ser

uma fonte de descobertas e solucdes para os problemas mais complexos da sociedade moderna.
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TEMA DA ATIVIDADE:

“Descobrir a Formula para o Numero de Diagonais de um Poligono Convexo”

1. Objetivo:
Os alunos irdo explorar e deduzir a férmula para o nimero de diagonais de um poligono

convexo, aplicando conceitos basicos de contagem e observacao de padroes.
2. Competéncia Especifica:

* Competéncia 2: “Compreender e aplicar conceitos e procedimentos matematicos para
resolver problemas, desenvolver o raciocinio 16gico, critico e criativo, € comunicar-se

matematicamente.”
3. Habilidades Relacionadas:
* Habilidade EM13MTO01: “Reconhecer e utilizar propriedades de figuras geométricas
planas e espaciais para resolver problemas.”
* Habilidade EM13MT02: “Utilizar conceitos e propriedades geométricas para resolver
problemas em contextos diversos.”

4. Material Necessario:

v Papel quadriculado;
v’ Lépis e borracha;

v' Régua;

v' Marcadores coloridos;

v’ Calculadora (opcional).
5. Passo a Passo da Atividade:

* Introducao ao Conceito de Diagonais:
Explique o que é uma diagonal: uma linha reta que conecta dois vértices nio adjacentes de

um poligono.

Comece com exemplos simples como um triangulo, um quadrado e um pentdgono. Desenhe

os poligonos e peca aos alunos que identifiquem e contem as diagonais.

* Exploracao com Poligonos Simples:
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— Triangulo (3 lados): Desenhe um tridngulo e pergunte: “Quantas diagonais podemos
desenhar?”” Os alunos verdo que um triangulo nao tem diagonais.

— Quadrado (4 lados): Desenhe um quadrado e pergunte: “Quantas diagonais podemos
desenhar?” (Resposta: 2 diagonais).

— Pentagono (5 lados): Desenhe um pentdgono e pergunte: “Quantas diagonais podemos
desenhar?” (Resposta: 5 diagonais).

— Continue com hexdgono (6 lados) e heptdgono (7 lados), pedindo aos alunos para contar

as diagonais.



* Identificacdao de Padroes:
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Poligono

Numero de lados (n)

Nuamero de diagonais (D)

Triangulo

3 lados, 3 vértices e
3 angulos internos

Quadrilatero
/ \

4 lados, 4 vértices e
4 angulos internos

Pentiagono

5 lados, 5 vértices e
5 angulos internos

Hexagono

N/

6 lados, 6 vértices e
6 angulos internos

Heptégono

7 lados, 7 vértices e
7 angulos internos
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* Peca aos alunos para observar e tentar identificar um padrao ou formula que relaciona

o nimero de lados (n) ao niimero de diagonais (d).
Desenvolvendo a Formula:

* Oriente os alunos a pensarem no total de conexdes possiveis entre os vértices de um
poligono de n lados. Para cada vértice, hd n — 1 conexdes possiveis (com os outros n — 1
vértices).

* No entanto, dessas conexdes, 2 sdo as arestas adjacentes ao vértice, que nao sao diagonais.

Portanto, para cada vértice, ha n — 3 diagonais possiveis.

* Explique que como cada diagonal conecta dois vértices, acabamos contando cada diagonal
duas vezes. Entdo, a férmula para o nimero total de diagonais é:

D(n) = n- (n2—3)

Verificacao e Aplicacao da Formula:
Peca aos alunos para aplicar a férmula em diferentes poligonos (por exemplo, octégono,
enedgono) para verificar se os resultados coincidem com o nimero real de diagonais que eles

poderiam desenhar.

Discussao e Reflexao:
Discuta como a férmula foi derivada e como a observacado de padrdes levou a descoberta de

uma relacdo geral.

Pergunte aos alunos sobre outros tipos de padrdes ou férmulas que poderiam ser descobertos

em geometria usando métodos semelhantes.
Caso necessario, comente sobre:
v" Nuamero de triangulo formados pela divisdo de um poligono convexo através de diagonais
nao-intersectantes.
v Soma dos angulos internos de um poligono convexo.
Conclusao da Atividade:
Os alunos devem compreender como a contagem e a observacao de padrdes podem levar a

descoberta de féormulas matemaéticas, além de ganharem uma compreensao pratica de como

as diagonais em poligonos convexos sdo calculadas.
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