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RESUMO

O principal objetivo dessa dissertagao é identificar técnicas de ensino que facilitem a com-
preensao da matematica e promovam o interesse por essa disciplina. Para isso, busca-se
especialmente estratégias que auxiliem na interpretagdo de problemas e no entendimento
da linguagem matematica. Nesse contexto, é apresentada a Metodologia de George Polya e
sua aplicacao em questoes da prova da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pu-
blicas (OBMEP). Essa metodologia consiste em quatro etapas: Compreensao do Problema,
Estabelecimento de um Plano, Execucao do Plano e Revisao. Cada problema olimpico
selecionado para esta dissertacao é abordado por meio dessas quatro fases, com énfase
em questdes relacionadas a contagem e aritmética, apresentando conceitos fundamentais
e exemplos que facilitam a compreensao.



ABSTRACT

The aim of this dissertation is to identify teaching techniques that ease the understanding
of mathematics. For this, strategies are sought to assist in problem interpretation and
understanding of the mathematical language. In this context, George Polya’s Methodology
is presented, along with its application in mathematical competitions, with emphasis on
the Brazilian Public School Mathematics Olympiad (OBMEP). This methodology consists
of four stages: Understanding the Problem, Establishing a Plan, Executing the Plan, and
Reviewing. Each selected problem is addressed through these four phases, with focus on
couting and arithmetic questions, presenting fundamental concepts and examples that
facilitate our understanding.
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1 INTRODUCAO

Todos os dias, nos deparamos com desafios a serem enfrentados em diversas areas da
vida e, por isso, um dos propositos da educacao é promover o crescimento da independéncia
intelectual do estudante. E essencial que ele perceba o conhecimento académico como um
meio de compreender e se envolver com o mundo ao seu redor.

Entendemos um problema como uma questdao que requer solugao, embora nao
tenhamos uma abordagem pré-definida. Tal problema pode servir como um ponto inicial
para a formacao de conceitos, antes de sua formalizacao, com foco na ag¢ao do aluno: ele
deve interpretar o enunciado, analisar e ponderar sobre os dados e elaborar uma ou mais
estratégias para sua resolucao.

Durante esse processo, esperamos que ele desenvolva um espirito investigativo,
raciocinio logico e pensamento critico, habilidades fundamentais para desempenhar seu
papel como cidadao. Porém, uma das dificuldades do aluno do ensino fundamental, na
matematica, é a interpretacao na resolucao de problemas, em que muitos se questionam:
O que fazer? Qual das quatro operagoes devo usar? Por onde comego?

Por isso, a resolugao de exercicios por repeticao de algoritmos e a resolucao com-
preendida de problemas tém seus méritos e sdo importantes em diferentes contextos de
aprendizagem.

Ao repetir algoritmos, o aluno pode desenvolver habilidades técnicas como a im-
plementacao precisa de procedimentos ou féormulas. Essa pratica repetida pode levar a
automacao dos procedimentos, tornando a resolucao de problemas mais rapida e eficiente,
especialmente em situagoes em que a rapidez é essencial. Também, pode ajudar na memo-
rizagdo de procedimentos ou padroes comuns, o que pode ser util em situagoes em que a
solucao de problemas é baseada em um conjunto fixo de etapas.

Resolver um problema entendendo cada etapa do processo promove uma compre-
ensao mais profunda dos conceitos subjacentes. Isso é essencial para a aplicagao flexivel
do conhecimento em novas situagoes e desenvolver habilidades analiticas, permitindo aos
alunos identificar padroes, estratégias eficazes e abordagens alternativas para resolver
problemas. Além disso, a compreensao profunda dos conceitos permite aos alunos aplicar
seu conhecimento de forma flexivel em uma variedade de contextos, adaptando-se a cada
situacao.

Em dltima andlise, uma abordagem equilibrada que combine a repeticao de al-
goritmos para a consolidacao de habilidades técnicas com a resolucao compreendida de
problemas para promover uma compreensao profunda e habilidades analiticas é geral-
mente a mais eficaz. Ambas as abordagens tém seu lugar na aprendizagem, e o desafio
estd em encontrar o equilibrio certo entre elas, dependendo dos objetivos educacionais e
das necessidades individuais dos alunos.

Para facilitar esse equilibrio, o objetivo dessa dissertacao é propor de uma maneira
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organizada e didatica, para professores do ensino fundamental, a aplicacao da técnica de
resolucao de George Polya, visto que ela contempla com exatidao as propostas elencadas
na BNCC.

A BNCC ¢ a principal guia da Educacgao Bésica, garantindo uniformidade curricular,
com foco no desenvolvimento integral dos alunos. De acordo com ( , ), a criagao
da BNCC teve inicio em 2015, durante o I Seminario Interinstitucional, que contou com
a participagao de assessores e especialistas. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
tem como objetivo principal promover a formagao completa do individuo e a construgao
de uma sociedade mais justa, democratica e inclusiva.

De acordo com a BNCC, competéncia é definida como a habilidade de utilizar e
combinar conhecimentos, habilidades, atitudes e valores para solucionar questoes cotidia-
nas e responder as demandas que requerem analises criticas, condutas éticas e abordagens
criativas, tanto no contexto profissional quanto em situagoes relacionadas a participacao
cidada. O principal objetivo das competéncias é destacar a importancia do conhecimento,
aticar a curiosidade e facilitar a comunicagao entre os alunos. Adicionalmente, elas buscam
preparar os alunos para aplicar seus aprendizados de maneira critica e respeitosa em suas
vidas cotidianas, incentivando-os a agir em prol da justica social, dos direitos humanos e
da sustentabilidade. E relevante salientar também a valorizacdo do desenvolvimento emo-
cional, cultural e fisico, os quais se integram ao conhecimento intelectual para enriquecer
a formagcao dos estudantes.

O quadro a seguir apresenta exemplos de habilidades, conforme definido na BNCC,
que demonstram essa abordagem, organizadas por Unidades Tematicas e seus respectivos
objetos de conhecimento, com enfase na resolucao de problemas, tema abordado nessa

dissertacao:
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Tabela 1.1 — Habilidades da BNCC na Resolugao de Problemas

Unidade Objetos de Habilidade Envolvendo

Temaéatica Conhecimento Resolugao de Problemas
- Fragdes: significados (parte/todo, (EFO6MAOQ9) Resolver e elaborar
quociente), equivaléncia, comparagdo, | problemas que envolvam o célculo

Nuiimeros adicao e subtragao; da fragdo de uma quantidade e cujo
- Célculo da fracdo de um ntimero resultado seja um niimero natural,
natural. com e sem uso de calculadora.

(EF0O5MA12) Resolver problemas

que envolvam variagao de
proporcionalidade direta entre duas
grandezas, para associar a quantidade
de um produto ao valor a pagar,
alterar as quantidades de ingredientes
de receitas, ampliar ou reduzir escala
em mapas, entre outros.

- Grandezas diretamente
proporcionais;

Algebra - Problemas envolvendo a
particao de um todo em duas
partes proporcionais.

(EFO6MA17) Quantificar e estabelecer
relagbes entre o nimero de vértices,
faces e arestas de prismas e piramides,
em funcdo do seu poligono da base, para
resolver problemas e desenvolver a
percepcao espacial.

- Prismas e piramides: planificactes
Geometria e relagOes entre seus elementos
(vértices, faces e arestas).

(EFO6MA24) Resolver e elaborar
problemas que envolvam as grandezas
comprimento, massa, tempo, temperatura,

- Probl b did [ o R .
roblemas sobre medicas area (tridngulos e retangulos), capacidade

Grandezas envolvendo grandezas como .
. e volume (sélidos formados por blocos
e comprimento, massa, tempo, .
. , . retangulares), sem uso de férmulas,
Medidas temperatura, area, capacidade . . ,
inseridos, sempre que possivel, em
e volume. . . ~ .
contextos oriundos de situagdes reais e/ou
relacionadas as outras areas do
conhecimento.
Probabilidade | - Leitura, 1r£terpreta§ao e (EFOSMA~26) Resolver problemas cujos
o representacao de dados em dados estao apresentados em tabelas de
. tabelas de dupla entrada e dupla entrada, graficos de barras ou de
Estatistica .
graficos de barras. colunas.

Fonte: Elaborada pelo autor

As habilidades sao definidas por um cédigo alfanumérico, como o c6digo EFO6MAQ9,
o qual se refere a nona habilidade (09) do componente curricular Matemética (MA) do
sexto ano (06) do Ensino Fundamental (EF). Vale salientar que sdo dez competéncias
gerais, disponiveis em http://basenacionalcomum.mec.gov.br.

No segundo capitulo, foi dada énfase a metodologia de George Polya na Resolugao
de Problemas. Primeiramente, ao compreender o problema, os alunos aprendem a analisar
cuidadosamente a questao em maos, identificando os dados fornecidos e o que ¢ solicitado
na resolugao. Em seguida, ao estabelecer um plano, os alunos sao incentivados a pensar
em estratégias possiveis e a desenvolver um plano de agao claro e organizado para resol-
ver o problema. Durante a execuc¢ao do plano, os alunos implementam suas estratégias,
realizando calculos, aplicando teoremas ou testando hipdteses conforme necessario.

Finalmente, na etapa de revisao, os alunos revisam sua solucdo, verificam sua


http://basenacionalcomum.mec.gov.br
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precisao e refletem sobre o processo utilizado, identificando possiveis erros ou areas para
melhorias futuras. Ao seguir essa metodologia, os alunos aprendem nao apenas a resolver
problemas de forma eficiente, mas também a desenvolver habilidades importantes, como
pensamento critico, criatividade e perseveranca. Além disso, ao destacar exemplos praticos
e exercicios que seguem a metodologia de Polya, o capitulo proporciona aos alunos a
oportunidade de aplicar essas habilidades em uma variedade de contextos, preparando-os
para enfrentar desafios académicos e da vida real com confianca e sucesso.

Nesse capitulo ainda, foi contada um pouco da histéria da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) para enriquecer significativamente a experi-
éncia de aprendizagem dos alunos na resolugdo de problemas matematicos. Ao explorar a
origem e evolugao da OBMEP, os alunos sao expostos ao contexto e a importancia dessa
competicao nacional, que visa promover o interesse e o estudo da matematica entre os
estudantes brasileiros. A historia da OBMEP também destaca o impacto positivo que a
competicao teve no ensino e aprendizagem da matematica no Brasil, incluindo o reconhe-
cimento de talentos matematicos e a criagdo de oportunidades educacionais para jovens
talentosos.

Além disso, ao destacar os problemas matematicos desafiadores e as solugoes criati-
vas que surgiram ao longo das edi¢oes passadas da OBMEP, o capitulo inspira os alunos a
abordar problemas com confianca e criatividade. Ao combinar a histéria da OBMEP com
exemplos praticos e exercicios baseados em problemas semelhantes aos encontrados nela,
o capitulo oferece aos alunos a oportunidade de aplicar suas habilidades matematicas em
um contexto realista e desafiador, preparando-os para enfrentar nao apenas a OBMEP,
mas também desafios matematicos em suas vidas académicas e profissionais.

O terceiro capitulo apresenta uma selecdo de alguns problemas de Aritmética
da OBMEP, especificamente em questoes da segunda fase, Nivel 1 (alunos do sexto e
sétimo ano do Ensino Fundamental), sem sua resolu¢ao. O objetivo aqui é que o leitor se
desafie a tentar resolvé-los utilizando a metodologia de Polya e, por isso, apresentamos
dicas que podem contornar alguns dos desafios que encontramos em suas resolugoes. Este
capitulo é uma preparacao para o proximo, onde aplicamos a metodologia de Polya em sete
daqueles problemas. Ao seguir a metodologia de Polya, os alunos nao apenas desenvolvem
habilidades matemaéticas sélidas, mas também aprimoram habilidades importantes, como
pensamento critico, criatividade e perseveranca.

Por fim, no Apéndice A, apresentamos conteiidos matematicos especificos conecta-
dos a tais problemas, para fornecer uma revisao abrangente dos conceitos fundamentais
necessarios para abordé-los. Isso inclui, por exemplo, revisdes sobre Aritmética e Matema-

tica Basica, de acordo com o nivel de complexidade dos problemas a serem resolvidos.
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2 CONTEXTO HISTORICO

O ensino de matematica através da Resolucao de Problemas tem recebido maior
atenc¢ao nos ultimos tempos. Isso comegou a ganhar destaque por volta de 1980, em um
contexto em que as principais teorias de aprendizagem eram o Construtivismo, a Psicologia
Cognitiva e a Teoria Sociocultural de Vygotsky. Nessa fase, o objetivo era reintroduzir
a aprendizagem pela descoberta, baseada na Resolucao de Problemas, de acordo com
( , , p- 36-37).

A partir disso, a resolucgao de problemas pode ser uma ferramenta fundamental para
atribuir significado a Matematica, motivando os alunos a se envolverem com a disciplina
e, principalmente, compreendé-la. E, neste trabalho, investiga-se a relevancia da aplicacao
de abordagens no Ensino da Matematica, em especial, a Resolugao de Problemas, que
pode ter um impacto significativo na melhoria do processo de ensino e aprendizagem nas
aulas de Matematica.

Uma das razoes pelas quais os alunos podem desenvolver aversao ou desinteresse
pela Matematica esta relacionada ao fato de que a abordagem Matematica frequentemente
adotada na escola nao os incentiva a investigar, explorar e descobrir. Além disso, muitas
vezes nao se considera o contexto, o que torna a aprendizagem distante da realidade do
aluno. Dessa forma, os estudantes frequentemente questionam: “Qual a utilidade desse
conceito? Onde vou usar isso em minha vida? Por que estudar isso?” E a Matematica, ao ser
apresentada como algo de dificil compreensao e com pouca conexao com a realidade, gera
representagoes e sentimentos que podem influenciar no desenvolvimento da aprendizagem.

( : , p. 19) afirma que: “O fracasso do ensino de matematica e as difi-
culdades que os alunos apresentam em relacao a essa disciplina nao é um fato novo, pois
varios educadores ja elencaram elementos que contribuem para que o ensino da matemaética
seja assinalado mais por fracassos do que por sucessos”. Portanto, é crucial compreender
o processo de ensino e aprendizagem em Matematica, especialmente neste século XXI,
quando ainda encontramos professores mais preocupados com a quantidade de contetdo
que conseguem cobrir em suas aulas do que com o proprio aprendizado. Nesse contexto,
acredita-se que a maneira como um tema especifico é apresentado em diferentes faixas
etarias pode influenciar significativamente o processo de aprendizagem do aluno. Conhecer
e compreender algumas das dificuldades enfrentadas por esses alunos pode ser um passo
fundamental para reduzi-las ou mesmo resolvé-las.

Se o professor de Matematica dedicar todo o seu tempo em sala de aula a pratica
repetitiva de exercicios, aplicando diretamente algoritmos e férmulas sem contextualizacgao,
apenas resolvendo calculos em vez de problemas, isso ndao permitird que os alunos demons-
trem criatividade e variedade na resolugao. Isso resultara na diminuicao do interesse dos
estudantes e prejudicara seu desenvolvimento intelectual.

Por outro lado, se o professor adotar uma abordagem de resoluc¢ao de problemas,
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adaptada ao conhecimento prévio dos alunos, despertara a curiosidade, desenvolvera a
capacidade de interpretacao e argumentacao, gerando interesse por desafios matematicos
e, principalmente, proporcionando novos aprendizados, confianga e o prazer da descoberta,
como afirmado por ( , ). E fundamental que os alunos compreendam que a
Matematica é uma linguagem propria, com uma logica propria.

A Resolugao de Problemas é uma metodologia de ensino altamente eficaz para
desenvolver o raciocinio légico e motivar os alunos a estudar Matematica. O processo de
ensino e aprendizagem pode ser construido a partir de desafios e problemas que possam
ser explorados, nao apenas resolvidos, ja que a Resolugao de Problemas esta presente na
vida cotidiana, exigindo soluc¢oes que frequentemente demandam estratégias especificas.

De acordo com ( , ), a Resolucao de Problemas possibilita que os
alunos mobilizem seus conhecimentos, desenvolvendo, assim, a capacidade de gerenciar
as informacoes disponiveis. O objetivo é que o aluno amplie seus conhecimentos sobre os
conceitos e procedimentos matematicos e, dessa forma, desenvolva uma maior confianca
ao enfrentar situagoes-problema.

Conforme aponta ( , ), é fundamental distinguir entre exercicios de
fixagdo e problemas matematicos. O exercicio serve para praticar e exercitar um algoritmo
ou um processo matematico especifico. Ja4 o problema descreve uma situagdo em que
se procura algo desconhecido e para o qual nao existe previamente um algoritmo que
garanta sua solucao. Resolver problemas demanda iniciativa, criatividade e conhecimento
de estratégias.

E essencial definir o que é um problema e um problema matemaético, além de des-
tacar as particularidades de cada um, apontando as principais diferencas. Para ( ,

), um problema é qualquer situagido que exige o pensamento mateméatico e conhe-
cimentos especificos para ser resolvido. Mas, ao desenvolver um raciocinio matematico,
nem sempre se pensa em uma aplicagao imediata para resolver problemas. Muitas teorias
e ferramentas matematicas, embasadas em principios matematicos estruturados, foram
desenvolvidas anos ou séculos antes de se descobrirem aplicagoes praticas. Assim, é impor-
tante que o estudante compreenda que resolver um problema demanda tempo, paciéncia,
organizacao e, principalmente, persisténcia. Quando o professor ensina o aluno a resolver
problemas matematicos através da resolucao de problemas, ele esta fornecendo um meio
para o aluno desenvolver sua propria compreensao.

Polya (1981, Vol. 2, p.139), em ( , ) nos deu uma bela classificagao de
problemas do ponto de vista pedagdgico, em uma traducao livre:

1. Uma regra debaixo do seu nariz - o tipo de problema a ser resolvido pela aplicacao
mecanica de uma regra que acabou de ser apresentada ou discutida.

2. Aplicacdo com alguma escolha - um problema que pode ser resolvido pela
aplicacao de uma regra ou procedimento dado anteriormente na aula, de modo que o

solucionador tenha que usar algum julgamento.
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3. Escolha de uma combinagao - um problema que exige que o solucionador combine
duas ou mais regras ou exemplos dados em aula.

4. Aproximagao ao nivel de investigagdo — um problema que também exige um
elevado grau de independéncia e a utilizagdo de raciocinios plausiveis.

Ja os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) descrevem um problema mate-
matico como “uma situacao que demanda a realizacao de uma sequéncia de ac¢oes ou
operagoes para obter um resultado. Ou seja, a solugao nao esta disponivel de inicio, mas
é possivel construi-la.”

Visto que um problema é uma determinada questao ou um determinado assunto
que requer uma solugao, podemos também compreendé-lo a nivel social: trata-se de um
assunto particular que, uma vez resolvido, se torna benéfico para a sociedade (por exemplo,
conseguir diminuir a taxa de pobreza de um pais).

A proposta de trabalhar com a resolugao de problemas em sala de aula requer
do professor um planejamento que inclua uma determinada sequéncia de passos. E pre-
ciso prever para os estudantes como iniciar a interpretacao, como lidar com dificuldades
significativas, a motivagdo para persistir, os procedimentos para iniciar a resolucao, os
conceitos pré-requisitos envolvidos e os novos conceitos que serao apresentados. Além disso,
¢é necessario incluir nesse planejamento uma boa conclusao dessa proposta, incentivando
os alunos a questionarem sua resolugao, analisando criticamente se o que fizeram esta
correto ou nao.

( : ) nos informa que “o aluno adquire conhecimento através da
experiéncia de vida, mas aprende adaptando-se a fatores de dificuldades e desequilibrio,
por isso um meio sem intencoes didéaticas ¢ incapaz de induzir o aluno a adquirir todos os
conhecimentos que se espera que obtenha”.

Segundo ( , ), muitas dessas dificuldades podem ser as
razoes do insucesso na matematica, como a falta de relacao dos contetdos aprendidos em
sala de aula com a realidade, o contexto em que o aluno esta inserido ou até mesmo a
falta de recursos tecnologicos nas escolas.

( , ) destaca que o papel do professor criativo deve estar alinhado com a
seguinte proposta: “O professor criativo, de espirito transformador, esta sempre buscando
inovar sua pratica, e um dos caminhos para isso seria dinamizar as atividades desenvolvidas
em sala de aula. Uma alternativa para dinamizacao seria a variacao das técnicas de ensino
utilizadas; outra seria a introducao de inovagao nas técnicas ja amplamente conhecidas e
empregadas”.

Portanto, é importante considerar que muitas das questoes de dificuldades em
matematica nao se referem apenas ao déficit de aprendizagem, mas também a forma
como o conteudo é abordado e a falta de contextualizagdao. Levando em consideracao a
abordagem aqui tratada, destaca-se a importancia de aproximar a mateméatica da realidade

do aluno.
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De acordo com ( : ), “Contextualizar a matematica é essencial
para todos. Afinal, como deixar de relacionar os Elementos de Euclides com o panorama
cultural da Grécia Antiga? [...] ndo se pode entender Newton descontextualizado. Sera
possivel repetir alguns teoremas, memorizar tabuadas e mecanizar a efetuacao de operacoes,
e mesmo efetuar algumas derivadas e integrais, que nada tem a ver com qualquer coisa

nas cidades [...]”

2.1 GEORGE POLYA

Segundo consta em ( , 5.1.), George Polya nasceu em 13
de Dezembro de 1887 em Budapeste, de uma familia judaica com origem polonesa. Ele foi
um excelente estudante no ensino secundario, embora a escola que frequentava valorizasse
muito a aprendizagem baseada na memoria, pratica que Polya considerava mondtona e
sem utilidade.

Formou-se em 1905, sendo considerado um dos quatro melhores alunos do seu ano, o
que lhe permitiu ganhar uma bolsa de estudo na Universidade de Budapeste. Inicialmente,
ele comecou a estudar Direito, seguindo os passos de seu pai. No entanto, achou o curso
tedioso e mudou para o curso de linguas e literaturas. Posteriormente, desenvolveu interesse
em Latim, Fisica, Filosofia e, finalmente, em Matematica, concluindo seu doutorado em
1912.

No Outono de 1913, foi para Gottingen, onde conheceu Hilbert. Nesse mesmo ano,
publicou um de seus maiores resultados, a solu¢ao do problema do passeio aleatério. Em
1913, foi para Paris para trabalhar em seu pés-doutorado.

Em 1914, assumiu um cargo na Universidade de Zurique, onde conheceu Hurwitz.
No mesmo ano, seu pais o convocou para a guerra, mas ele se recusou a prestar servigo
militar. O medo de ser preso por nao ter respondido a convocacao fez com que ele retornasse
a Hungria apenas apdés o fim da Segunda Guerra Mundial. Em Zurique, conheceu sua
futura esposa, Stella Weber, com quem se casou em 1918, permanecendo juntos até a
morte de Polya.

Em 1924, trabalhou com Hardy e Littlewood em Oxford e Cambridge. Publicou
a classificagdo em dezessete grupos dos planos de simetria, resultado que mais tarde
inspiraria Escher. Em 1925, juntamente com Szegd, publicou “Aufgaben und lehrsitze aus
der Analysis” e “Die grundlehren der mathematischen wissenschaften”.

Em 1940, com receio de uma possivel invasao alema da Suica, decidiu ir para os
Estados Unidos, aceitando, em 1942, um cargo de professor na Universidade de Stanford,
onde permaneceu até se aposentar do ensino em 1953.

Foi um dos mais destacados educadores matematicos de todos os tempos. Seu
método de Resolugao de Problemas nao foi pioneiro na Matematica, mas contribuiu para
a teoria do conhecimento. Muitos de seus livros foram traduzidos para diversos idiomas,

destacando-se especialmente “How to Solve It” (1945), um classico nessa area. Fundamen-
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tado em alguns membros proeminentes da comunidade hingara, contemporaneos de Polya,
como Theodore von Karman, John von Neumann, Michael Polanyi, Leo Szilard, Edward
Teller e o Nobel Eugene Wigner, o método de Polya traga suas origens na matematica
e na educacao cientifica em Budapeste, por volta do século XIX, demonstra como até
mesmo a Competicao Matematica de Stanford (1946-1965) tinha suas raizes na Competi-
¢ao de Eotvos, realizada em Budapeste desde 1894. Criticos observaram com acerto que
a influéncia de Polya ultrapassava a comunidade da educagao mateméatica: em muitos
casos, ele auxiliou na transferéncia da rica tradicao liberal de raciocinio independente e
na abordagem para resolver problemas da Hungria e do Império Austro-hiingaro para os
Estados Unidos.
George Polya faleceu em 7 de Setembro de 1985.

2.2 METODO DE POLYA

De acordo com a proposta de ( , ), em seu livro “A Arte de Resolver
Problemas”, a metodologia de Resolucao de Problemas apresenta dois aspectos fundamen-
tais no ensino de matemadtica: uma matematica de forma axiomaética (ciéncia dedutiva
e sistematizada), que exige rigor e conhecimentos fundamentados, e uma matematica
experimental, inventiva, nao sendo mais um produto acabado transmitido aos alunos.

Para resolver uma questao utilizando a técnica de resolugao de Polya, segundo

( , ) podemos seguir os seguintes passos:
1. Compreensao do problema:

Embora possa parecer 6bvia, esta etapa é frequentemente negligenciada. Muitos
iniciantes tentam fornecer uma resposta apressadamente a partir de uma leitura superficial,
sem realmente compreender o que esta sendo proposto e solicitado no problema. Polya
sugere algumas perguntas que podem auxiliar nesta etapa:

Quais sao os dados do problema?

Quais sao as incognitas?

Quais sao as condig¢oes ou restri¢oes?

E possivel satisfazer as condicdes pedidas?

Elas sao suficientes para determinar a incognita? Nao sao redundantes? Nao sao
contraditérias?

Ele também sugere algumas estratégias nesta fase: ler e reler o enunciado para
entender o que é pedido, fazer um desenho ou esquema para visualizar melhor a situacao,

dividir os dados em partes e introduzir uma notacao adequada.

2. Planejamento:
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Esta é, sem duvida, a etapa mais desafiadora e “artistica”. Encontrar um plano
viavel dependera tanto de conhecimentos prévios e experiéncia em problemas similares,
quanto, em muitos casos, de uma dose de intuicao e criatividade. O objetivo é estabelecer
conexoes entre os dados do problema e a incégnita. E claro que uma execucao cuidadosa
da Etapa 1 pode ser 1til, além de fazer uma lista de passos a serem seguidos. Em alguns
casos, uma conexao “surge” de forma aparentemente misteriosa e algumas perguntas que
podem auxiliar nesta etapa crucial sao:

Vocé lembra de algum problema semelhante?

Vocé consegue adaptar métodos utilizados em problemas semelhantes para este
problema?

Vocé conhece resultados ou féormulas que possam ser tteis?

Vocé pode reformular o problema de maneira diferente?

Vocé consegue resolver parte do problema?

Polya também propde algumas estratégias nesta fase: transformar o problema em
um caso particular ou em um caso geral mais acessivel, além de transformar o problema
em outro equivalente.

Uma estratégia nao mencionada por Polya, mas que funciona as vezes em pro-
blemas mais dificeis, é: “deixe o problema de lado por algum tempo”. Aparentemente,
o inconsciente continua trabalhando enquanto nos ocupamos de outras atividades (mas

somente apds ja termos trabalhado bastante no problema).
3. Execucgao:

Se um bom plano foi identificado na Etapa 2, sua implementacao frequentemente
se torna uma tarefa muito mais simples.

Enquanto criatividade e habilidade sao necessarias na Etapa 2, aqui, o que geral-
mente se requer é paciéncia e atencao. Um ponto importante a ser lembrado é a distin¢ao
entre intuicao e formalizacao, isto é, entre perceber ou pressentir um fato e comprova-lo
(aqui, prova significa um argumento valido com base em fatos aceitos, ndo uma demons-
tragao rigorosa). As perguntas sugeridas por Polya que podem auxiliar aqui sao:

Vocé consegue perceber claramente que cada passo estd correto?

Vocé pode fornecer uma prova de que cada passo esta correto?

Muitas vezes, surge alguma dificuldade durante a execugao do plano. Essa dificul-
dade pode ser apenas técnica, e o que se requer é persistir no mesmo caminho, ou pode
acontecer que o plano, afinal, nao seja exequivel ou apresente dificuldades de realizagao,
ou até mesmo seja impossivel. Nesse caso, pode ser necessario retornar a etapa anterior e
modificar ou encontrar um novo plano. E crucial monitorar constantemente o processo de
resolucao para evitar persistir em uma direcao que se revele infrutifera.

Lembrando sempre de realizar os calculos necessarios, seguindo a lista de passos
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definida no planejamento e verificar se os resultados obtidos fazem sentido e estao de

acordo com o que foi pedido no enunciado.
4. Verificagao:

Este passo é frequentemente deixado de lado, mas Polya ressalta a importancia de
que, ao revisar a solugao, o estudante pode consolidar seu conhecimento e desenvolver sua
habilidade de resolucao de problemas.

Também pode ocorrer que uma revisao acabe mostrando algum erro ou imprecisao
no raciocinio ou entao indicar uma solugao mais simples.

Polya sugere perguntar:

Vocé pode checar o resultado, ele parece razoavel?

Vocé pode checar os argumentos usados, eles sdo mesmo convincentes?

Vocé pode encontrar uma maneira alternativa de resolver o problema?

Vocé pode usar o mesmo método em outro problema?

Vocé consegue testar a solugdo com outros exemplos ou situagdes semelhantes?

Cada uma dessas etapas tem sua relevancia. Destaca-se que o método é apenas
uma ferramenta para a resolucdo. Nao existe uma formula que, se seguida, garantira que
o aluno consiga resolver todos os exercicios corretamente. E importante salientar que
o método possibilita visualizar o exercicio como um todo e posteriormente dividi-lo em

pequenos topicos que auxiliam e facilitam na organizacao das ideias.

2.3 UM POUCO SOBRE A HISTORIA DAS OLIMPIADAS

As Olimpiadas de Matematica tém como objetivo estimular o estudo da matematica
e o desenvolvimento de habilidades logicas e de Resolucao de Problemas. Essas competicoes
ocorrem em diferentes niveis, abrangendo desde o ensino fundamental até o ensino superior,
e podem ser organizadas por escolas, universidades ou instituicoes especializadas.

Geralmente, elas envolvem a resolugao de desafios que exigem conhecimentos avan-
cados de matematica e habilidades de raciocinio logico. Os participantes sao avaliados com
base na precisao e na criatividade de suas solug¢oes, bem como na clareza e na elegancia
de suas demonstracoes.

Além de estimular o estudo da matematica, elas também podem auxiliar na iden-
tificacao de jovens talentos e prepara-los para carreiras em areas relacionadas, como
engenharia, ciéncia da computacao e financas. Ademais, as Olimpiadas de Matematica
promovem a cooperacao e o intercambio cultural entre estudantes de diferentes paises e
regioes.

Em resumo, as Olimpiadas de Matematica proporcionam uma excelente oportuni-

dade para os estudantes desenvolverem suas habilidades mateméticas e de raciocinio légico,
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além de promoverem a cooperagao e o intercambio cultural entre alunos de diferentes partes
do mundo.

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) ¢ um pro-
jeto nacional direcionado as escolas publicas e privadas do Brasil. Criada em 2005, pelo
Ministério da Educacao (MEC) e pelo Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada
(IMPA), com o apoio da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) e promovido com
recursos do Ministério da Educagao (MEC) e do Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Ino-
vagdo (MCTI), tem o objetivo de estimular o estudo da matematica e identificar jovens
talentos na area.

A OBMEP é destinada a estudantes de escolas ptblicas e privadas de todo o Brasil,
desde o 6° ano do Ensino Fundamental até o 3° ano do Ensino Médio, e é composta por
duas fases, sendo a primeira composta por uma prova objetiva e a segunda por uma prova
discursiva. A OBMEP ¢é considerada a maior olimpiada de matematica do mundo, com a
participacao de milhoes de estudantes a cada edicao e possui como principais objetivos:

- Estimular e promover o estudo da Matematica;

- Contribuir para a melhoria da qualidade da educacao basica, proporcionando um
maior acesso dos alunos brasileiros a material didatico de qualidade;

- Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades nas areas
cientificas e tecnolégicas;

- Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas ptublicas, contribuindo
para sua valorizagao profissional;

- Promover a integracao das escolas brasileiras com as universidades publicas,
institutos de pesquisa e sociedades cientificas;

- Propagar a inclusao social por meio da dissemina¢ao do conhecimento.

A seguir, apresentamos alguns programas desenvolvidos ao longo dos anos e convi-

damos vocé a conhecer um pouco mais sobre a OBMEP.
Programa de Iniciagao Cientifica Jr. (PIC)

Destinado aos alunos premiados da OBMEP, o PIC é realizado por meio de uma
rede nacional de professores em poélos distribuidos pelo pais. Seu objetivo é despertar nos
alunos o interesse pela Matematica e pela Ciéncia em geral. Para conhecer mais sobre o

PIC, visite o site: https://obmep.org.br/pic.htm.
Portal da OBMEP

O Portal da OBMEP, disponivel em https://portaldaobmep.impa.br, oferece
gratuitamente uma variedade de materiais relacionados a grade curricular do ensino funda-

mental e médio, além de topicos adicionais. Com o intuito de complementar o aprendizado
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de Matematica e Fisica, sao disponibilizados videoaulas, exercicios resolvidos, cadernos

de exercicios, material tedrico e aplicativos interativos.
Olimpiada Mirim — OBMEP

O sucesso da OBMEP Nivel A, voltada para alunos do 4° e 5° ano do ensino
fundamental, motivou o IMPA a criar a Olimpiada Mirim - OBMEP, que busca identificar
novos talentos da Matematica nos primeiros anos do ensino fundamental.

Na primeira edi¢cao da Olimpiada Mirim - OBMEP, realizada em 2022, mais de dois
milhGes e setecentos mil alunos do 22 ao 5° ano, de mais de dezoito mil escolas publicas,
tiveram a oportunidade de testar seus conhecimentos matematicos por meio da Prova
da 1% Fase e da Prova da 2* Fase. Para saber mais sobre a Olimpiada Mirim, acesse:

https://olimpiadamirim.obmep.org.br.
Portal Clubes de Matematica

Em http://clubes.obmep.org.br, é possivel criar um clube de Matematica para
participar de gincanas e competi¢gdes nacionais. Além disso, o clube oferece acesso a um
forum em que se pode discutir questoes relacionadas a Matematica com outros alunos do

pais.
POTI - Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo

O programa POTTI ¢ destinado a estudantes matriculados no 8° ou 9 ano do ensino
fundamental ou em qualquer série do ensino médio que desejam se preparar para as provas
da OBMEP e da Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM). Para mais informagoes,
acesse: https://poti.impa.br.

PICME - Programa de Iniciacao Cientifica e Mestrado

O PICME oferece aos estudantes universitarios que se destacaram nas Olimpiadas
de Matemaética a oportunidade de realizar estudos avancados em Matematica simultanea-
mente com sua graduacgao. Os participantes recebem bolsas por meio de parcerias com o
CNPq (Iniciagao Cientifica) e a CAPES (Mestrado e Doutorado).
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3 PROBLEMAS SOBRE CONTAGEM E ARITMETICA

Conforme visto anteriormente, resolver questoes é uma habilidade fundamental em
muitas areas do conhecimento, especialmente na Matematica. Neste capitulo, sugerimos
alguns problemas para que o leitor, ou a leitora, teste sua habilidade nas resolugoes.

O objetivo aqui é instigar vocé a tentar aplicar a metodologia de Polya nas questoes
através da apresentacao de seus quatro passos.

Algumas duvidas surgiram no decorrer da resolucao de cada um dos problemas e,

por isso, colocamos uma pequena lista de dicas apds cada um deles.
PROBLEMA 01 (QUESTAO 02 - OBMEP 2005)

Numa aula de Matematica, a professora inicia uma brincadeira, escrevendo no
quadro-negro um numero. Para continuar a brincadeira, os alunos devem escrever outro
numero, seguindo as regras abaixo:

e Se o numero escrito s tiver um algarismo, ele deve ser multiplicado por 2.

e Se o numero escrito tiver mais de um algarismo, os alunos podem escolher entre

apagar o algarismo das unidades ou multiplicar esse nimero por 2.

Tabela 3.1 — Regras da brincadeira

Regras da brincadeira

Numeros com Numeros com mais
1 algarismo de 1 algarismo
multiplicar por 2
ou

multiplicar por 2 .
apagar os algarismos

das unidades
Fonte: Solugéo - Prova da 2% Fase - OBMEP 2005

Depois que os alunos escrevem um novo numero a brincadeira continua com este
nimero, sempre com as mesmas regras.

Veja a seguir dois exemplos desta brincadeira, um comecando com 203 e o outro
com 4197:

203 b, 1o 2P 4o P90, 4

4197 P90, 419 dobra, gag PO9a, gq

(a) Comece a brincadeira com o niimero 45 e mostre uma maneira de prosseguir

até chegar ao ntimero 1.
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(b) Comece agora a brincadeira com o niimero 345 e mostre uma maneira de pros-

seguir até chegar ao ntmero 1.

(c) Explique como chegar ao nimero 1 comecando a brincadeira com qualquer

numero natural diferente de zero.
Dicas:

- Obedecer as regras estabelecidas com muita atencao;

- Observar o passo a passo de cada critério da brincadeira;

- Lembrar que pode repetir a operagao dobrar ou apagar na sequéncia;

- Nao esquecer de registrar o nimero apods a operacao;

- Uma forma ideal, seria iniciar apagando os algarismos até obter - se apenas um

algarismo, e ai, iniciar as operagoes dobra, com apenas um algarismo facilitaria o processo.
PROBLEMA 02 (QUESTAO 04 - OBMEP 2005)

A caminhonete do Tio Barnabé pode carregar até 2000 quilos. Ele aceita um servico
para transportar uma carga de 150 sacas de arroz de 60 quilos cada e 100 sacas de milho

de 25 quilos cada.

(a) Vocé acha possivel que o Tio Barnabé faga esse servigo em cinco viagens? Por

qué?
(b) Descreva uma maneira de fazer o servigo em seis viagens.
Dicas:

- Analisar, com bastante cautela, a quantidade de sacas de arroz e de milho;

- Perceber a diferenca entre a massa da saca de arroz e milho;

- Distribuir as sacas de tal forma que nao extrapole o peso maximo da caminhonete;

- Ao invés de cinco ou seis viagens conforme descrito no enunciado, existem outras
possibilidades;

- Carregar somente sacas de milho ou de arroz é uma opgao?

- Lembrar que nao héa necessidade de que as cargas em cada uma das viagens seja

igual.
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PROBLEMA 03 - (QUESTAO 06 - OBMEP 2005)

Pedrinho escreveu todos os nimeros inteiros compreendidos entre 100 e 999 cuja
soma dos algarismos é 12. Por exemplo, os niimeros 129 e 750 aparecem entre os nimeros

escritos.
(a) Quantos nimeros escritos tém apenas dois algarismos iguais?
(b) Quantos nimeros escritos sao formados apenas por algarismos impares?
Dicas:

- Existe a necessidade real de escrever todos os nimeros entre 100 e 9997
- Nao esquecer a diferenca entre ntimero e algarismo;

- Analisar a soma dos trés algarismos de tal forma que a mesma seja 12;
- Quais algarismos impares que adicionados resultam na soma pedida;

- Obedecer as regras estabelecidas sem restri¢oes.
PROBLEMA 04 - (QUESTAO 02 - OBMEP 2006)

Os alunos do professor Augusto Matraga fizeram quatro provas bimestrais no ano.
O professor pede a cada aluno que escolha trés dessas provas e depois calcula a média

anual, até a primeira casa depois da virgula, pela férmula:

Média 10 x (total de questoes respondidas corretamente nas trés provas escolhidas)
1 =

total de questoes das trés provas escolhidas

Veja os resultados do aluno Quim durante o ano:

Tabela 3.2 — Resultados do Quim

Resultados do Quim
Bimestre 19129 3°|4°
Questoes respondidas corretamente | 20 | 6 | 32 | 40
Numero de questoes da prova 20 | 10 | 40 | 40

Fonte: Solugao - Prova da 2% Fase - OBMEP 2006

(a) Qual serda a média anual do Quim se ele escolher as provas dos trés primeiros

bimestres? E se ele escolher as provas dos trés tltimos?

(b) Complete a tabela abaixo com a porcentagem de acertos do Quim em cada

prova.
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Tabela 3.3 — Porcentagem de acertos de Quim

Bimestre 19 29| 39| 4°
Porcentagem
de
acertos
Fonte: Solugao - Prova da 2* Fase - OBMEP 2006

(c) Quim acha que sua média anual serd a mais alta possivel se escolher as trés

provas com as maiores porcentagens de acerto. Ele esta certo? Por qué?
Dicas:

- Diferenciar média aritmética e ponderada;

- Utilizar a formula descrita no enunciado com atencao;

- Analisar a tabela dos resultados de Quin, retirando os dados para aplicar na
formula proposta;

- Combinar os diferentes bimestres e aplicar seus valores para calcular a melhor
média pedida;

- Calcular a porcentagem de diferentes formas para um entendimento mais objetivo;

- Perceber que nem sempre a maior quantidade de acertos, pode resultar em uma
melhor média;

- Estabelecer uma compreensao entre média ponderada e porcentagem de acertos,
pode facilitar uma melhor resolucéo;

- O peso de cada avaliagdo bimestral é um fator muito importante na obtencao da

média final.
PROBLEMA 05 - (QUESTAO 03 - OBMEP 2006)

Um ntmero A de dois algarismos é um supernimero se é possivel encontrar dois
numeros B e C, ambos também de dois algarismos, tais que:

« A= B+

e soma dos algarismos de A = (soma dos algarismos de B) + (soma dos algarismos
de C).

Por exemplo, 35 é um superntimero.

Duas maneiras diferentes de mostrar isto sao 35 = 11 4+ 24 e 35 = 21 + 14, pois
345=(14+1)+(2+4)e3+5=(2+1)+ (1+4). A tnica maneira de mostrar que 21 é

um supernimero é 21 = 10 + 11.

(a) Mostre de duas maneiras diferentes que 22 é um supernimero e de trés maneiras

diferentes que 25 é um superntimero.
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(b) De quantas maneiras diferentes é possivel mostrar que 49 é um superntmero?
(¢) Quantos supernimeros existem?
Dicas:

- Entender com clareza, o conceito de supernimero descrito no enunciado da
questao;

- Compreender através de exemplos que nao existe somente uma maneira de de-
monstrar um supernimero;

- Ter bastante atencao ao somar os algarismos, ndo misturar os niimeros; e observar
se misturar ha divergéncia no resultado;

- Estabelecer uma conjectura entre a soma dos algarismos de A com B e C;

- Aplicar a propriedade comutativa da adicdo com bastante atencgao;

- Utilizar uma tabela com a soma dos algarismos facilita a visualizagdo e compre-

ensao do resultado.
PROBLEMA 06 - (QUESTAO 05 - OBMEP 2006)

Diadorim, Mimita e Riobaldo dividiram todo o conteido de uma garrafa de suco
em trés copos iguais, enchendo metade do copo de Diadorim, um terco do copo de Mimita

e um quarto do copo de Riobaldo.

(a) Como cada um queria um copo cheio de suco, eles abriram outras garrafas iguais
a primeira até encher completamente os copos. Quantas garrafas a mais eles tiveram que

abrir?

(b) Se o suco de uma garrafa tivesse sido dividido igualmente entre eles, que fragao

de cada copo conteria suco?
Dicas:

- Compreender como foi feito a divisdo do suco entre as trés pessoas;

- Ap0s a primeira garrafa, perceber que os copos nao precisam ser preenchidos com
a mesma quantidade adicionada pela primeira garrafa, e sim ate completar o copo;

- Todas as garrafas possuem a mesma quantidade de suco, e os copos sao do mesmo
tamanho;

- Identificar se existe a necessidade de saber a quantidade em ml, de cada copo ou
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de cada garrafa, ou se a solugao é geral,;
- Calcular a soma das fracoes de cada copo;
- Relacionar a divisao de fragoes com ntimeros decimais;
- Transformar fragoes impréprias em niimeros decimais;

- Observar que pode sobrar suco na garrafa, porém os copos devem estar cheios.
PROBLEMA 07 - (QUESTAO 02 - OBMEP 2007)

Um antigo método para codificar palavras consiste em escolher um nimero de 1 a
26, chamado chave do c6digo, e girar o disco interno do aparelho ilustrado na figura até
que essa chave corresponda a letra A. Depois disso, as letras da palavra sao substituidas
pelos niimeros correspondentes, separados por tracinhos. Por exemplo, na figura a seguir

a chave é 5 e a palavra PAI é codificada como 20-5-13.

Figura 3.1 — Disco para codificar palavras

Fonte: Solugdo - Prova da 2* Fase - OBMEP 2007

(a) Usando a chave indicada na figura, descubra qual palavra foi codificada como
23-25-7-25-22-13.

(b) Codifique OBMEP usando a chave 20.
(c) Chicé codificou uma palavra de 4 letras com a chave 20, mas esqueceu-se de
colocar os tracinhos e escreveu 2620138. Ajude o Chicé colocando os tracinhos que ele

esqueceu e depois escreva a palavra que ele codificou.

(d) Em uma outra chave, a soma dos niimeros que representam as letras A, B e C

é 52. Qual é essa chave?
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Dicas:

- Nao esquecer de separar com tracinhos os nimeros correspondentes a cada letra;

- Fazer uma tabela de correspondéncia com cada letra, de acordo com a chave
pedida;

- A chave do disco é sempre correspondente a letra A;

- Na questao da soma de nimeros correspondentes as letras A, B e C, que sao
consecutivas, é de fundamental importancia que se observe que a soma de trés niimeros
consecutivos é sempre um nimero multiplo de 3;

- Na troca da chave percebe-se que basta adicionar, a cada letra, a quantidade que
foi aumentada na chave e subtrair 26, caso a soma ultrapasse 26, pois é o maior nimero

da chave.
PROBLEMA 08 - (QUESTAO 04 - OBMEP 2007)

A professora da Dorinha passou para seus alunos um questiondrio com duas per-
guntas:(1) “Vocé come peixe?” e (2) “Vocé come verdura?”. Todos os alunos responderam

as duas perguntas e a professora, depois de ler as respostas, calculou as fragoes

numero de alunos que comem peixe 13
total de alunos 18

numero de alunos que comem verdura 5

total de alunos 12

(a) Ajude a professora, completando a tabela com as fragoes que estao faltando.

Tabela 3.4 — Fracoes de peixe e verdura

peixe | verdura
sim | 13/18 | 5/12

nao
Fonte: Prova - OBMEP 2007

(b) Observando a tabela, Dorinha afirmou que havia alunos que comiam tanto

peixe como verdura. Explique como ela chegou a essa conclusao.

(¢) Analisando os questionarios, a professora notou que todos os alunos que comem
verdura também comem peixe e que 22 alunos comem peixe mas nao comem verdura.

Quantos alunos nao comem verdura?



Capitulo 3. Problemas sobre contagem e aritmética 30

Dicas:

- Usar o complemento de uma fracao para determinar o inteiro;

- Alguns alunos responderam que gostam de peixe e de verdura, e alguns que nao
comem verdura conforme enunciado;

- A andlise dos dados foi fundamental para determinar que alguns nao comiam
verdura;

- Ter muita atencao que os denominadores das fragoes dadas sao diferentes, deixando
o mesmo denominador em ambas fragoes facilita a visualizagao do resultado;

- Com trés perguntas, a andlise dos dados seria a mesma? E se os alunos pudessem
deixar a resposta em branco?

- Compreender o conceito de fragao propria e imprépria facilita na resolugao.
PROBLEMA 09 - (QUESTAO 05 - OBMEP 2007)

Caroba tem varias pecas em forma de cilindro, de trés tipos: brancas de 2 cm de
altura, cinzas de 3 cm de altura e pretas de 4 cm de altura. Com essas pecas ela pode
montar torres de 10 cm de altura de varias maneiras diferentes, algumas delas ilustradas
na figura. Descrevemos cada torre listando as alturas de suas pecas, de baixo para cima;
por exemplo, as torres ao lado sao descritas por (2,2,4,2), (2,4,2,2), (3,2,3,2) e (2,2,2,2,2).

Figura 3.2 — Pegas em forma de cilindro

[~ s I
2 cm 2cm 2or 2 om
I { e
2 em 2em
3 cm
4 em —
.
i I 4 cm 2 om H -\_._,_o-ril
2em f I“‘-— — 2om
P I f—
B = 3 om
8 o 2 em
(2,2,4,2) (2,4,2,2) (3,2,3,2) (2,2,2,2,2)

Fonte: Solugao - Prova da 22 Fase - OBMEP 2007

(a) Descreva todas as diferentes torres de 10 cm que a Caroba pode fazer com trés

pecas.

(b) Com 12 pegas, sendo 4 de cada uma das cores, a Caroba conseguiu montar 3

torres de 10 c¢m, tendo sobrado 2 pecas de 3 cm, como na figura abaixo. Descreva como a
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Caroba pode montar 7 torres de 10 cm, se ela possuir 27 pegas, sendo 9 de cada uma das

cores.

Figura 3.3 — Torres com duas pecgas sobrando

SURD 4 g

Fonte: Solugao - Prova da 2* Fase - OBMEP 2007

(c) Explique porque a Caroba nao vai conseguir montar 8 torres de 10 cm, se ela

possuir 27 pegas, sendo 9 de cada uma das cores.
Dicas:

- Perceber que nao existem tamanhos diferentes da mesma cor;

- Agrupar as pegas de forma que a soma seja dez;

- Trocar a posicao de uma peca dentro da mesma torre nao formara uma nova
torre;

- Uma peca de 4 cm pode ser substituida por duas de 2 cm;

- Dentro de um mesmo exercicio pode se usar torres iguais desde que nao se use as

mesmas pecas para ambas torres.
PROBLEMA 10 - (QUESTAO 03 - OBMEP 2008)

Para obter o resumo de um nimero de até 9 algarismos, deve-se escrever quantos
sao seus algarismos, depois quantos sao seus algarismos impares e finalmente quantos sao
seus algarismos pares. Por exemplo, o nimero 9103405 tem 7 algarismos, sendo 4 impares

e 3 pares, logo seu resumo ¢ 743.
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Figura 3.4 — Resumo de algarismos

Fonte: Solugao - Prova da 2% Fase - OBMEP 2008

(a) Encontre um ntimero cujo resumo seja 523.
(b) Encontre um nimero que seja igual ao seu préprio resumo.

(c) Para qualquer niimero de até 9 algarismos, podemos calcular o resumo do re-
sumo de seu resumo. Mostre que esse procedimento leva sempre a um mesmo resultado,

qualquer que seja o nuimero inicial.
Dicas:

- Diferenciar ntimeros pares e impares;

- Identificar com clareza a definicao de “resumo” de um ntmero;

- Perceber que a soma do segundo com o terceiro algarismo, no resumo, sempre
resulta no primeiro algarismo;

- Fazer a correspondéncia de algarismos com letras para facilitar a visualizacao do
“resumo”;

- Nao alterar a ordem proposta pela definicao, para evitar possiveis erros, e caso

feito, perceber se houve mudancas.
PROBLEMA 11 - (QUESTAO 01 - OBMEP 2009)

Joaozinho coleciona nimeros naturais cujo algarismo das unidades ¢ a soma dos

outros algarismos. Por exemplo, ele colecionou 10023, pois 1 +0+ 0+ 2 = 3.
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Figura 3.5 — Joaozinho

2349V 24344=9 7

ﬁ 3+1+04£5

Fonte: Prova da 2% Fase - OBMEP 2009

(a) Na cole¢ao de Jodozinho ha um niimero que tem 4 algarismos e cujo algarismo

das unidades é 1. Que niimero é esse?
(b) Qual é o maior nimero sem o algarismo 0 que pode aparecer na cole¢ao?
(c) Qual é o maior niimero sem algarismos repetidos que pode aparecer na colegao?
Dicas:

- O ultimo algarismo é sempre a soma dos outros;

- Usando diversos zeros, entre o primeiro e o iltimo algarismo, torna a cole¢ao de
Joaozinho infinita;

- A soma dos alagarismos nunca podera ser superior a nove;

- Os ntimeros nao podem comegar com o algarismo zero;

- Nao deve somar o ultimo algarismo com os demais.
PROBLEMA 12 - (QUESTAO 03 - OBMEP 2009)

Ana e Cristina estao jogando contra Beatriz e Diana. No inicio de cada partida,
elas embaralham nove cartoes numerados de 1 a 9 e cada uma pega dois cartoes, sobrando
sempre um cartao na mesa. Cada menina calcula seus pontos somando os niimeros de seus
cartoes e o numero de pontos da dupla é a soma dos pontos das duas parceiras. Vence a

dupla que fizer o maior niimero de pontos. Veja um exemplo de uma partida na tabela:



Capitulo 3. Problemas sobre contagem e aritmética 34

Tabela 3.5 — Pontuacao das partidas

Ana Cristina Beatriz Diana
Cartoes Recolhidos led 5e7 2e9 3eb
Pontos de cada menina | 1+4=5|5+7=12 | 2+9=11 3+6=9
Pontos da dupla 5412 =17 114+9=20
Resultado Beatriz e Diana ganhariam, pois 20 é maior que 17

Fonte: OBMEP-2009

(a) Numa partida, Ana e Cristina tiraram somente cartoes com nimeros impares,

e sobrou o cartao de nimero 7. Qual foi o resultado da partida? Por qué?
(b) Uma partida pode terminar empatada se sobrar o cartao de nimero 8? Por qué?
(c) Uma partida pode terminar empatada se sobrar o cartao de ntimero 57 Por qué?

(d) Em outra partida, uma das meninas tirou o cartao de nimero 3. Ana fez um
ponto a menos que Beatriz, que fez um ponto a menos que Cristina, que fez um ponto a

menos que Diana. Quantos pontos fez a dupla que ganhou?
Dicas:

- Usar as iniciais dos nomes e separar cartoes ficticios facilita a resolucao;

- Fazendo a soma méxima com todos os cartoes, e subtraindo o cartdo que sobra
em cada rodada, ajuda na analise dos resultados;

- Construir tabelas com os resultados é uma boa estratégia de resolugio;

- Somar os cartoes da dupla juntos quando nao havia restricao também facilitou o
resultado final;

- O exemplo do enunciado em que sobrou o cartao 8, demonstrou de forma clara a

estratégia utilizada.
PROBLEMA 13 - (QUESTAO 01 - OBMEP 2010)

Daniela gosta de brincar com ntiimeros de dois ou mais algarismos. Ela escolhe um
desses numeros, multiplica seus algarismos e repete o procedimento, se necessario, até
chegar a um nimero com um algarismo, que ela chama de nimero-parada do nimero
escolhido. Por exemplo, o nimero-parada de 32 é 6, pois 32 — 3 x 2 = 6 e 0 nimero-parada
de 236 ¢ 8, pois 236 -+ 2x3Xx6=36 >3 x6=18 > 1x8=8.
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Figura 3.6 — Numero Parada

R

J‘\Z:G

Fonte: Solugao - Prova da 2* Fase - OBMEP 2010

(a) Qual é o nimero-parada de 937

(b) Ache um ntimero de 4 algarismos, sem o algarismo 1, cujo niimero-parada seja 6.
(¢) Quais sao os nimeros de dois algarismos, cujo nimero-parada é 27

Dicas:

- O conceito de nimero parada ¢ uma sequéncia de multiplicacdes de algarismos;
- O elemento neutro da multiplicacao é 1;
- Multiplicar os algarismos até se obter apenas um algarismo final;

- Diferenciar o conceito de niimero e algarismo.
PROBLEMA 14 - (QUESTAO 02 - OBMEP 2010)

Um “matemagico” faz mégicas com cartoes verdes, amarelos, azuis e vermelhos,
numerados de 1 a 13 para cada cor. Ele mistura os cartoes e diz para uma criancga: “Sem que
eu veja, escolha um cartao, calcule o dobro do ntimero desse cartdao, some 3 e multiplique
o resultado por 5. Depois

e some 1, se o cartao for verde;

» some 2, se o cartao for amarelo;

e some 3, se o cartao for azul;

e some 4, se o cartao for vermelho.

Diga-me o resultado final e eu lhe direi a cor e o nimero do cartao que vocé escolheu”.

(a) Joaozinho escolheu o cartdo vermelho com o nimero 3. Qual é o nimero que

ele deve dizer ao mateméagico?

(b) Mariazinha disse “Setenta e seis” para o matemégico. Qual é o niimero e a cor

do cartao que ela escolheu?
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(¢) Ap6s escolher um cartdao, Pedrinho disse “Sessenta e um” e o matemagico res-

pondeu “Vocé errou alguma conta”. Explique como o matemagico pdde saber isso.
Dicas:

- Lembrar das operagoes inversas da adicao e multiplicacao, que sao a subtragao e
divisao respectivamente;

- Atividades préaticas facilitam o entendimento dos alunos;

- O dominio de operagoes basicas é fundamental no processo;

- Divisoes com resto excluem o resultado correto na execucao do exercicio;

- Relacionar as cores com os ntiimeros que devemos adicionar ¢ fundamental para

encontrar o resultado correto.

PROBLEMA 15 - (QUESTAO 04 - OBMEP 2010)

Dois niimeros naturais formam um casal quando eles tém o mesmo ntmero de
algarismos e em sua soma aparece apenas o algarismo 9. Por exemplo, 225 e 774 formam
um casal, pois ambos tém trés algarismos e 225 + 774 = 999.

(a) Qual é o nimero que forma um casal com 20107

(b) Quantos sao os casais formados por nimeros de dois algarismos?

Casais especiais sao casais em que os dois niimeros tém os mesmos algarismos e, em
cada nimero, os algarismos dao distintos. Por exemplo, 36 e 63 formam um casal especial,
mas 277 e 722 nao.

(c) Dé um exemplo de um casal especial com ntmeros de quatro algarismos.

(d) Explique por que nao existem casais especiais com ntimeros de trés algarismos?

Dicas:

- Esquematizar adi¢bes em que a soma ou total seja 9, foi a primeira estratégia;

- Assimilar o conceito de casal e de casais especias do enunciado do problema;

- Diferenciar algarismo de ntimero;

- Aplicar a propriedade comutativa com muita cautela.
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PROBLEMA 16 - (QUESTAO 06 - OBMEP 2010)

Gabriel desenha quadrados divididos em nove casas e escreve os numeros naturais
de 1 a 9, um em cada casa. Em seguida, ele calcula a soma dos nimeros de cada linha e
de cada coluna. A figura mostra um dos quadrados do Gabriel; observe que a soma dos
numeros da terceira linha é 54+ 8 + 2 = 15 e a soma dos nimeros da segunda coluna é

9+ 7+ 8 = 24. Nesse exemplo, as seis somas sao 6, 12, 15, 18 e 24.

Figura 3.7 — Quadrado de Gabriel

93
711
812

Fonte: Solugao - Prova da 2* Fase - OBMEP 2010

(a) Gabriel preencheu um quadrado e fez apenas cinco somas: 9, 13, 14, 17 e 18.

Qual é a soma que esta faltando ?

(b) Explique por que nao é possivel que, em um quadrado do Gabriel, todas as

somas Sejarn nimeros pares.

(¢) Preencha o quadrado de modo que as somas sejam 7, 13, 14, 26, 18 e 22.

Dicas:

- Entender a estrutura do quadrado magico, ¢ uma matriz de nimeros onde a soma
de cada linha, coluna e diagonal principal deve ser a mesma;

- Se estiver resolvendo um quadrado magico de ordem impar (como 3x3, 5x5),
comecar preenchendo o niimero 1 no centro superior. Depois, siga para a célula superior
direita. Se essa célula estiver ocupada ou fora dos limites, mova-se para a célula diretamente
abaixo da tultima preenchida, também conhecido como método siamés;

- A medida que preenche o quadrado, fazer verificacbes constantes para garantir
que a soma das linhas, colunas e diagonais se aproxima da constante mégica. Isso ajuda a

corrigir possiveis erros cedo;
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- Um quadrado mégico deve conter cada niimero apenas uma vez, sem repeticoes.
Certifique-se de nao repetir nenhum ntimero ao preencher o quadrado;

- Resolver um quadrado magico pode ser desafiador, especialmente em ordens
maiores. Mantenha a calma e seja metddico, conferindo cada passo para evitar erros;

- Fazer rascunhos e anotacoes ajuda a visualizar a disposicao dos ntimeros e a

entender a légica da construcao.
PROBLEMA 17 - (QUESTAO 01 - OBMEP 2011)

Claudia gosta de brincar com nimeros de dois ou mais algarismos. Ela escolhe um
desses niimeros, multiplica seus algarismos e, caso o produto tenha mais de um algarismo,
ela os soma. Ela chama o resultado final de transformado do ntimero escolhido. Por
exemplo, o transformado de 187 é 11, pois 1 x 8 x 7 =56 e 5+ 6 = 11; ja o transformado
de 23 é 6, pois 2 X 3 = 6.

Figura 3.8 — Transformado do ntimero

Fonte: Solugdo - Prova da 2% Fase - OBMEP 2011

(a) Qual é o transformado de 797

(b) Quais sdo os nimeros de dois algarismos cujo transformado é 37
(¢) Quantos sao os nimeros de trés algarismos cujo transformado é 07
Dicas:

- Entender o processo de transformacao é fundamental;

- Verificar a decomposi¢ao correta do niimero no processo da resolucao;

- Utilizar a multiplicagdo e soma com cuidado;

- Pode perceber que alguns nimeros tém um transformado recorrente. Por exemplo,
todos os nimeros que contém zero ou incluem um algarismo 1 no processo de multiplicacao
tendem a ter transformados semelhantes. Para ntimeros como 10, 100, etc., que contém

um zero, o transformado serd sempre 0 (pois a multiplicagdo por zero anula o resultado);
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- Se for um ndmero com trés ou mais algarismos, a multiplicacdo dos algarismos
pode gerar um produto grande;

- Praticar com diferentes ntimeros de dois ou mais algarismos para reconhecer
possiveis padroes. Isso ajudara a entender melhor o comportamento dos nimeros no
processo de transformacao;

- O transformado deve ser sempre um unico digito. Portanto, ao final do processo,

vocé sempre vai chegar a um ntmero entre 0 e 9.
PROBLEMA 18 - (QUESTAO 02 - OBMEP 2012)

A calculadora de Raquel é um pouco diferente. Além das 10 teclas numéricas de 0

a 9, ela s6 tem trés teclas de operacoes:

o a tecla Q, que multiplica o nimero do visor por ele mesmo;
« a tecla D, que multiplica o niimero do visor por 2;

 a tecla C, que divide o niimero do visor por 5.

Raquel se diverte colocando um niimero inteiro no visor e produzindo novos ntmeros
usando apenas as teclas de operagoes. Por exemplo, comegando com o niimero 20 e usando

a sequéncia de teclas CDQ, Raquel obteve o niimero 64, como se pode ver na figura.

Figura 3.9 — Calculadora de Raquel
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(a) Raquel comegou com 15 e obteve 18 apertando trés teclas de operagoes. Qual

foi a sequéncia de teclas que ela usou?

(b) Usando a sequéncia de teclas DCQC, Raquel obteve o niimero 7,2. Com qual

nimero ela comegou?

(c) Apresente uma maneira de Raquel obter o niimero 0,08 em sua calculadora,

indicando o nimero inicial e a sequéncia de teclas de operacoes.
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Dicas:

- Essa questao envolve dedugao e experimentagao para entender como cada sequén-
cia de operacoes afeta o ntimero inicial;

- Compreender as operagoes de cada letra do enunciado;

- Aplicar as operagoes inversas com muita atencao;

- Testar diferentes combinagoes de trés operacgoes a partir de 15 até encontrar a
sequéncia que resulta em 18;

- A ordem das operagoes comutativas pode mudar drasticamente o resultado. Testar
diferentes sequéncias requer atencdo e paciéncia;

- Lidar com nimeros decimais pode ser um desafio, especialmente ao realizar opera-

¢oes como multiplicacao ao quadrado ou divisao por 5, onde resultados fracionéarios surgem.
PROBLEMA 19 - (QUESTAO 03 - OBMEP 2012)

Alberto, Beatriz, Carlos, Dulce e Eduardo ainda dormiam quando sua mae saiu e
deixou uma vasilha com jabuticabas e a instrugao para que fossem divididas igualmente
entre eles. Alberto acordou primeiro, pegou 1/5 das jabuticabas e saiu. Beatriz acordou
depois, mas pensou que era a primeira a acordar e, por este motivo, pegou 1/5 das jabuti-
cabas restantes e também saiu. Os outros trés irmaos acordaram juntos, perceberam que
Alberto e Beatriz ja haviam saido e dividiram as jabuticabas restantes igualmente entre

eles.
(a) Que fragao do total de jabuticabas coube a Beatriz?

(b) Quem ficou com a menor quantidade de jabuticabas? Quem ficou com a maior

quantidade de jabuticabas?

(c) Ao final da divisdo, nenhum dos irmaos ficou com mais do que 20 jabuticabas.

Quantas jabuticabas havia na vasilha?
Dicas:

- A questao apresentada envolve a divisao fracionada de uma quantidade desconhe-
cida de jabuticabas, exigindo uma compreensao solida de fragoes, particao de um todo e
raciocinio logico para interpretar as agoes de cada questao;

- A principal dificuldade do problema ¢ lidar com a divisdo sucessiva das jabuticabas
em fragdes, onde cada irmao retira uma parte do que sobrou. Quando Alberto pega 1/5

das jabuticabas, o que resta é 4/5 do total. Quando Beatriz pega 1/5 do que restou, isso
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significa que ela retira 1/5 de 4/5, o que pode confundir muitos alunos;

- A compreensao de que, apds cada retirada, a fracdo que representa a nova quanti-
dade de jabuticabas muda. Trabalhar com fracoes sucessivas e seus produtos exige atencao;

- Manter o controle sobre as fragoes retiradas e as quantidades que permanecem
apos cada acao € essencial. O erro comum aqui é perder a nogao de quanto da quantidade
original permanece a cada etapa;

- Determinar com precisao quanto sobrou para os trés ultimos irmaos, o que envolve
trabalhar com fra¢oes compostas e uma divisao entre trés, o que pode ser um ponto dificil
para quem nao domina fragoes;

- Comparar as fragdes para determinar quem ficou com a menor e a maior parte.
O desafio aqui é visualizar que, embora Alberto e Beatriz tenham pegado 1/5 em diferen-

tes momentos, Beatriz ficou com menos, porque pegou 1/5 de uma quantidade ja reduzida.
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4 APLICACAO DA METODOLOGIA DE POLYA

Agora, finalmente vamos aplicar a metodologia de Polya, na resolucao de algumas
questoes do capitulo anterior. Faremos uma leitura cuidadosa do problema, identificando
dados importantes e compreendendo as condigoes apresentadas.

Em seguida, aplicaremos métodos especificos para resolvé-los, explicando cada etapa
do processo. O objetivo é nao apenas fornecer solugdes, mas também ensinar o raciocinio
por tras de cada método, capacitando o leitor a enfrentar problemas semelhantes no futuro.

Resolveremos tais exemplos garantindo que cada conceito seja bem compreendido
antes de avancarmos para o proximo, no intuito de aprimorar suas habilidades de Resolugao
de Problemas e aprofundar seu entendimento sobre as técnicas matematicas.

Em cada problema, dentro do Passo 1, apresento percepcoes e dificuldades que
obtive no estudo das mesmas, que podem ser situagoes que o leitor também enfrentara
para o pleno entendimento de cada uma delas.

Para isso, busquei aprimorar nao apenas minha habilidade de encontrar respostas
corretas, mas também aprofundar meu entendimento sobre os conceitos abordados. Sua
resolucao me permitiu explorar diferentes abordagens, além de testar minha criatividade
na busca por solugoes alternativas e expandir meus horizontes além do conteido basico
exigido.

Além disso, pude desenvolver minha capacidade analitica, melhorar minha auto-

confianca e fortalecer minha resiliéncia diante desafios académicos.
PROBLEMA 07 - (QUESTAO 02 - OBMEP 2007)

Um antigo método para codificar palavras consiste em escolher um niimero de 1 a
26, chamado chave do codigo, e girar o disco interno do aparelho ilustrado na figura até
que essa chave corresponda a letra A. Depois disso, as letras da palavra sao substituidas
pelos nimeros correspondentes, separados por tracinhos. Por exemplo, na figura a seguir

a chave é 5 e a palavra PAI é codificada como 20 — 5 — 13.
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Figura 4.1 — Disco para codificar palavras

Fonte: Solugdo - Prova da 2* Fase - OBMEP 2007

(a) Usando a chave indicada na figura, descubra qual palavra foi codificada como
23 —25—T7—25—22—13.

(b) Codifique OBMEP usando a chave 20.

(c¢) Chicé codificou uma palavra de 4 letras com a chave 20, mas esqueceu-se de
colocar os tracinhos e escreveu 2620138. Ajude o Chicé colocando os tracinhos que ele

esqueceu e depois escreva a palavra que ele codificou.

(d) Em uma outra chave, a soma dos niimeros que representam as letras A, B e C

é 52. Qual é essa chave?
1. Compreender o problema:

Alguns aspectos foram fundamentais na resolu¢ao, como a importancia de nao
esquecer de separar com tracinhos os nimeros correspondentes a cada letra. Também, foi
importante fazer uma tabela de correspondéncia com cada letra, de acordo com a chave
pedida.

Ademais, perceba que a chave do disco é sempre correspondente a letra A e, na
questao da soma de ntimeros correspondentes as letras A, B e C, que sao consecutivas, é
de fundamental importancia que se observe que a soma de trés niimeros consecutivos é
sempre um nimero miltiplo de 3

Na troca da chave, percebe-se que basta adicionar a cada letra a quantidade que
foi aumentada na chave, e subtrair 26, caso a soma ultrapasse 26, pois é o maior nimero

da chave.

2. Planejar a solugao:
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O ideal ¢ inicialmente fazer a correspondéncia das letras-nimeros de acordo com
a chave escolhida, utilizando uma tabela, pois isso facilita a resolugao e visualizacao do
resultado.

Em (c), Chicé codificou a palavra usando a chave 20, entao a letra correspondente
ao numero 26 na sequéncia codificada deve ser o inicio da palavra, ja que a chave 20
corresponde & letra A. Portanto, o nimero 26 representa a primeira letra da palavra
codificada, e como a palavra tem 4 letras, devem haver 3 tracinhos separando os nimeros.

Em (d), para encontrar a chave que satisfaz a condi¢ao de que a soma dos niimeros
que representam as letras A, B e C seja 52, precisamos determinar quais sao os nimeros
correspondentes a essas letras usando a nova chave. Como 52 nao ¢ multiplo de 3, e a
soma de trés nimeros consecutivos sempre é multipla de 3, j4 podemos comecar sabendo

que esses numeros codificados ndo sdo consecutivos.
3. Executar o plano:

(a) Usando a tabela de correspondéncia com a chave 5, descrita no enunciado do

problema temos:

Tabela 4.1 — Correspondéncia com a chave 5

Substituindo os niimeros pelas letras correspondentes na tabela acima, temos a

seguinte palavra:

(b) Precisamos usar a chave 20, para codificar OBMEP, sendo assim, temos a

Fonte: Elaborada pelo autor

Letra | Numero Letra | Numero Letra | Nimero Letra | Nimero
A 5 H 12 N 18 T 24
B 6 I 13 O 19 U 25
C 7 J 14 P 20 \% 26
D 8 K 15 Q 21 W 1
E 9 L 16 R 22 X 2
F 10 M 17 S 23 Y 3
G 11 7 4

Tabela 4.2 — Correspondéncia com a palavra Sucuri

seguinte tabela:

23125 | 7252213
S| U|C|U|R|I
SUCURI

Fonte: Elaborada pelo autor
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Tabela 4.3 — Correspondéncia com a chave 20

Letra | Numero Letra | Ntumero Letra | Numero Letra | Numero
A 20 H 1 N 7 T 13
B 21 I 2 O 8 U 14
C 22 J 3 P 9 \% 15
D 23 K 4 Q 10 W 16
E 24 L 5 R 11 X 17
F 25 M 6 S 12 Y 18
G 26 Z 19

Fonte: Elaborada pelo autor

Fazendo a correspondéncia com a nova tabela com a chave 20, temos:

Tabela 4.4 — Correspondéncia com a palavra OBMEP

O/B/ M| E|P
812116 249
8-21-6-24-9

Fonte: Elaborada pelo autor

(c) Sabemos que nao temos o nimero 0 no disco, sendo assim, um dos nimeros
do seu codigo certamente serd 20. Apds o 20 na sequéncia temos 138, como no disco nao
temos 138 e nem 38, e como temos nimeros antes do 20, descartando a possibilidade
de termos 1,3 e 8, pois a palavra possui apenas quatro letras, obviamente os ntimeros
associados as letras sao 13 e 8, o que ja nos da trés letras, 20 — 13 — 8. Logo 26 é o niimero

codificado que falta para completar a palavra com 4 letras, e o codigo seria:

Tabela 4.5 — Correspondéncia com a palavra gato

261201318
G|A|T|O
GATO

Fonte: Elaborada pelo autor

(d) Sabemos que a soma de trés niimeros consecutivos é sempre um miltiplo de 3,
como 52 nao é miltiplo de 3, temos que os niimeros correspondentes as letras A, B e C
nao sao consecutivos, isso somente é possivel, caso um dos nimeros seja 26.

Temos entao trés opgoes:

A=26, B=1e C=2; 26 + 1 + 2 = 29;

A=25 B=26 e C=1; 25+ 26 + 1 = 52;

A=24, B=25 e C=26; 24 + 25 + 26 = 75.

Sendo assim, a chave correspondente a sequéncia pedida é 25.
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4. Verificar a solugao:

Na alternativa (b), como mudamos a chave de 5 para 20, outra forma, seria adicionar
15 aos nimeros do disco da figura inicial, tendo em vista, que se a soma for maior que 26,

deve-se subtrair 26.

O=19+15—-26=38
B=6+15=21
M=17+15-26=6
E=9+15=24
P=20+15—-26=0.

Logo, OBMEP é codificada como 8 — 21 — 6 — 24 — 9.
PROBLEMA 05 - (QUESTAO 03 - OBMEP 2006)

Um ntimero A de dois algarismos é um superntimero se é possivel encontrar dois
numeros B e C, ambos também de dois algarismos, tais que:

« A= B+,

« soma dos algarismos de A = (soma dos algarismos de B) + (soma dos algarismos
de C).

Por exemplo, 35 é um supernimero.

Duas maneiras diferentes de mostrar isto sao 35 = 11 4+ 24 e 35 = 21 + 14, pois
3+45=(1+1)+(24+4)e3+5=(2+1)+ (1 +4). A tnica maneira de mostrar que 21 é

um supernumero ¢ 21 = 10 + 11.

(a) Mostre de duas maneiras diferentes que 22 é um supernimero e de trés maneiras

diferentes que 25 é um superntimero.

(b) De quantas maneiras diferentes é possivel mostrar que 49 é um superniimero?

(¢) Quantos supernimeros existem?

1. Compreender o problema:

Ao iniciar a resolucao foi necessario entender com clareza, o conceito de superntimero
descrito no enunciado da questao e assimilar através de exemplos que nao existe somente
uma maneira de demonstrar um superntimero.

Também, foi preciso ter bastante atengao ao somar os algarismos, e estabelecer uma

conjectura entre a soma dos algarismos de A com B e C, além de aplicar a propriedade
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comutativa da adicdo. Ademais, utilizar uma tabela com a soma dos algarismos facilita a
visualizacao e compreensao do resultado.

Analisando o problema, temos que um supernimero é um nimero A de dois algaris-
mos que pode ser representado como a soma de dois nimeros B e C, ambos também de dois
algarismos, e que satisfaz a condicao de que a soma dos algarismos de A é igual a soma dos
algarismos de B mais a soma dos algarismos de C. Na alternativa (a) o objetivo é mostrar
de duas maneiras diferentes que 22 é um superniimero e de trés maneiras diferentes que 25
é um supernumero., na alternativa (b) precisamos demonstrar de quantas maneiras é pos-

sivel mostrar que 49 é um superntimero, e na alternativa (¢) quantos superniimeros existem.
2. Planejar a solugao:

Em (a), para determinar por que o niimero 22 s6 pode ser escrito de duas maneiras
como a soma de dois niimeros de dois algarismos, precisamos examinar suas propriedades.
Primeiro, vamos considerar a soma dos algarismos de 22. A soma de seus algarismos é
2+2=4

Agora, queremos encontrar dois nimeros de dois algarismos cuja soma seja 22. No
entanto, como a soma dos algarismos de 22 é 4, isso significa que a soma dos algarismos
de B e C, que somam 22, também deve ser 4.

Para obter a soma de 4 usando dois algarismos, temos apenas algumas opcgoes.
Podemos ter 1 +3 = 4 ou 2 + 2 = 4, logo precisamos encontrar nimeros com dois
algarismos cuja soma seja 1 e 3, e também que seja 2 e 2.

Para entender por que o niimero 25 pode ser escrito de trés maneiras como a soma
de dois nimeros de dois algarismos, precisamos também examinar suas propriedades.

Primeiro, vamos considerar a soma dos algarismos de 25. A soma de seus algarismos
é 2+5 = T7. Agora, queremos encontrar dois nimeros de dois algarismos cuja soma seja 25.
No entanto, como a soma dos algarismos de 25 é 7, isso significa que a soma dos algarismos
de B e C, que somam 25, também deve ser 7.

Para obter a soma de 7 usando dois algarismos, temos algumas opgoes. Podemos
ter1+6=7,24+5=70ud+4="7.

Em (b), encontrar pares de niimeros com dois algarismos que a soma seja 49, e em
seguida verificar a soma dos algarismos de cada par seja 13, obedecendo a propriedade
comutativa.

Em (c), encontrar a quantidade de supernimeros existentes.
3. Executar o plano:

(a) Para mostrar que 22 é um supernimero:

uma maneira é 22 =11+ 11, pois 2+ 2 = (1 + 1) + (1 + 1);
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outra maneira é 22 = 10+ 12, pois 2+ 2 = (1 +0) + (1 + 2).

E para mostrar que 25 é um supernimero, temos que:

uma maneira é 25 = 12+ 13, pois 2+ 5 = (1 4+ 2) + (1 + 3);

outra maneira é 25 = 11+ 14, pois 2+ 5= (1 + 1) + (1 +4);

a terceira maneira é 25 = 10+ 15, pois 2+ 5 = (14 0) + (1 + 5).

(b) Para mostrar que 49 é um superndimero:

Primeiro, vamos encontrar todos os pares de niimeros B e C, ambos também de
dois algarismos, que somam 49. Esses pares sao: (10, 39), (11, 38), (12, 37), ..., (39, 10).

Em seguida, verificamos se a soma dos algarismos de cada par de niimeros ¢ igual a
soma dos algarismos de 49. Por exemplo, para o par (10, 39), temos (1+0)+ (3+9) = 13,
que ¢ igual & soma dos algarismos de 49, (4 + 9 = 13). Da mesma forma, para o par (11,
38), temos (14 1) + (34 8) = 13, e assim por diante, conforme tabela abaixo:

Tabela 4.6 — Soma dos algarismos de um supernimero

Soma
A B |C|A=B+C dos
algarismos
4+9=(1+0)+(3+9)
49 110 | 39 | 49 =10+ 39 13=1+12
13=13
44+9=(1+1)+3+8)
49 | 11| 38 | 49 =11+ 38 13=2+11
13=13
44+49=(1+2)+B+7)
49 112 | 37 | 49 =12+ 37 13=3+10
13=13
44+9=(1+3)+(3+6)
49 [ 13 | 36 | 49 =13+ 36 13=4+49
13=13
44+49=(1+4)+(3+5)
49 [ 14 | 35| 49 =14+ 35 13=5+38
13=13
4+9=(1+5)+(3+4)
49 115 |34 | 49=15+34 13=6+7
13=13
44+9=(1+6)+(3+3)
49 | 16 | 33 | 49 =16 + 33 13=74+6
13=13
44+49=(1+7)+(3+2)
49 [ 17 | 32 | 49 =17 + 32 13=8+5
13=13
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44+9=(1+8)+(3+1)
49 | 18 | 31 | 49=18+31 13=9+4
13=13
44+49=(1+9)+(3+0)
49 11930 | 49=19+ 30 13=10+3
13=13
44+49=(2+4+0)+(24+9)
49 120 | 29 | 49 =20+ 29 13=2+11
13=13
4+9=02+1)+(2+8)
49 | 21 | 28 | 49 = 21 4 28 13=3+10
13=13
4+9=02+2)+(2+7)
49 | 22| 27 | 49 =22+ 27 13=4+9
13=13
44+9=(2+3)+(2+6)
49 | 23 | 26 | 49 =23+ 26 13=5+48
13=13
44+49=02+4)+(2+5)
49 | 24 | 25 | 49 =24+25 13=6+7
13=13

Fonte: Elaborada pelo autor

Contamos 15, o nimero total de pares que satisfazem as condigoes dadas no pro-
blema.

(¢) Considerando que 10 é o menor nimero de dois algarismos, entao 10 + 10 = 20
representa o menor numero de dois algarismos que pode ser formado pela soma de dois
numeros de dois algarismos. Agora, se tomarmos qualquer nimero x de dois algarismos,
igual ou superior a 20, onde a ¢é o algarismo das dezenas e b é o algarismo das unidades,
podemos explorar o ntimero x — 10. Este ntimero é pelo menos 10 (pois z é pelo menos
20), o que significa que possui dois algarismos; seu algarismo das dezenas é a — 1 e seu

algarismo das unidades é b, como podemos observar pela subtracao a seguir:

a b
— 1 0
(a—1) b

4. Verificar a solugao:

Na alternativa (a), provando que 22 é um supernimero, temos que

22=11+11

242=(1+D+(1+1)=4=2+2
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Além disso,

22=10+12
e
242=(140)+(1+2)=>4=1+3
Na mesma alternativa, para provar que 25 é um supernimero, basta perceber que:
25=12+13
e

24+5=(142)+(1+43)=7=3+14

ou também,
25=11+14

com
245=(1+1)+(1+4)=>7=2+5

Na alternativa (c), podemos usar um exemplo, para melhor representar o resultado.

Por exemplo, com x = 57 temos que:

5
-1
4

~Nlo

ou seja, © — 10 = 47. Assim, a expressdo x = 10 + (z — 10), neste caso, é 57 = 10 + 47, o

que mostra que 57 é um supernimero, pois:
547T=12=140+4+7

Sendo assim, todos os niimeros de 20 a 99, s@o supernimeros, ou seja, existem

99 — 20 + 1 = 80 supernimeros.
PROBLEMA 16 - (QUESTAO 06 - OBMEP 2010)

Gabriel desenha quadrados divididos em nove casas e escreve os nimeros naturais
de 1 a 9, um em cada casa. Em seguida, ele calcula a soma dos niimeros de cada linha e
de cada coluna. A figura mostra um dos quadrados do Gabriel; observe que a soma dos
nimeros da terceira linha é 54+ 8 + 2 = 15 e a soma dos niimeros da segunda coluna é
94 7+ 8 = 24. Nesse exemplo, as seis somas sao 6, 12, 15, 18 e 24.
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Figura 4.2 — Quadrado de Gabriel

93
711
812

Fonte: Solugao - Prova da 2* Fase - OBMEP 2010

(a) Gabriel preencheu um quadrado e fez apenas cinco somas: 9, 13, 14, 17 e 18.

Qual é a soma que esta faltando 7

(b) Explique por que nao é possivel que, em um quadrado do Gabriel, todas as

somas sejarn nimeros pares.

(¢) Preencha o quadrado de modo que as somas sejam 7, 13, 14, 26, 18 e 22.

1. Compreender o problema:

O problema diz que Gabriel desenha tabelas 3 x 3, onde os nimeros naturais de 1
a 9 sao escritos em cada uma das nove casas, garantindo que cada niimero seja utilizado
uma unica vez. Ele calcula entdo a soma dos nimeros em cada linha e coluna para verificar
se resultam no mesmo valor. Se todas as somas forem iguais, ele construiu um quadrado
magico. Caso contrario, ele faz ajustes nos nimeros para tentar alcancar a igualdade nas
somas das linhas e colunas.

Ao iniciar a resolugdo da questao alguns questionamentos surgiram: como verificar
se a soma de cada linha, coluna e diagonal é igual a soma indicada? Quais nimeros devem
ser usados em um quadrado, ou se fosse possivel usar nimeros negativos ou nao inteiros,
as solugoes seriam infinitas? As rotagoes e reflexdes de um quadrado méagico contam como
solucoes diferentes? No inicio, foi feita a tentativa de ir colocando niimeros aleatorios e
somando linhas e colunas, e trocando-os onde a soma era maior que a solicitada. Porém,
somente ao somar todos os nimeros de 1 a 9 que o caminho para a solugdo da questao foi
obtido.

2. Planejar a solugao:
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Para entender a soma que esta faltando no quadrado, podemos observar que somar
as somas das linhas é o mesmo que somar todos os nimeros no quadrado. Por exemplo,
se somarmos as somas das linhas, obteremos (1+2+3+4+54+6+7+8+9=45). O
mesmo principio se aplica a soma das somas das colunas. Assim, concluimos que a soma

de todas as somas ¢é 2 x 45 = 90.
3. Executar o plano:

(a) Para encontrar a soma que esta faltando, subtraimos a soma total das somas
das linhas e das colunas do quadrado (que é 90) da soma dos nimeros conhecidos (9, 13,
14, 17 e 18). Isso nos d4 90 — (9 + 13 + 14 + 17 + 18) = 90 — 71 = 19. Portanto, a soma
que esté faltando no quadrado é 19.

(b) Temos que se todas as somas das linhas do quadrado fossem nimeros pares,
isso significaria que cada linha individualmente teria uma soma par. Ao somar as somas
das trés linhas, obteriamos um resultado par, ja que a soma de niimeros pares é sempre
par. No entanto, isso contradiz a realidade, pois sabemos que a soma das somas das trés
linhas é 45, um numero impar. Portanto, a hipotese de que todas as somas das linhas sao
pares ¢ impossivel.

(¢) Vamos ampliar um pouco essa abordagem para determinar ndo apenas um, mas
todos os quadrados que possuem as somas especificadas. Antes de iniciar, é importante
observar que a troca da ordem de duas linhas (ou de duas colunas) nao afeta as somas de
um quadrado. Os seis nimeros resultantes precisam ser agrupados em dois conjuntos de
trés nimeros cada, onde as somas de ambos 0os grupos sejam iguais a 45.

No primeiro conjunto, cada niimero representa a soma de uma linha, enquanto no
segundo conjunto, representa a soma de cada coluna. Conforme discutido anteriormente,
cada grupo deve conter um niimero impar; portanto, os nimeros 7 e 13 devem ser atribuidos
a grupos diferentes. Isso nos leva a tinica possibilidade de dividir as somas nos grupos 7,
16, 22 e 13, 14, 18, de tal forma que seja 45 a soma de ambos. Assim, podemos supor que
as somas das linhas sao 7, 16 e 22, enquanto as somas das colunas sao 13, 14 e 18.

Dado que a tnica combinacao para alcancar a soma 7 é 1 + 2 + 4 = 7, podemos

iniciar o preenchimento do quadrado conforme mostrado abaixo:

1,247

Vamos considerar o cenario em que a soma da segunda linha seja 22. As Unicas
combinacgOes possiveis para alcancar a soma de 22 880 5+84+9=22e 6+ 7+ 9 = 22,
que iremos analisar individualmente.

Vamos considerar primeiro a situacao em que os numeros 5, 8 e 9 aparecem na
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segunda linha. Neste caso, o nimero 5 nao pode estar na mesma coluna que o 4, pois
4 + 5 = 9. Para alcancar uma das somas 13, 14 ou 18 nessa coluna, o terceiro niimero
precisaria ser 4, 5 ou 9, respectivamente. No entanto, isso nao é possivel, pois o nimero 4
ja foi utilizado na primeira linha, enquanto os nimeros 5 e 9 estdo na segunda linha.
Um raciocinio semelhante mostra que o nimero 9 também nao pode estar na
mesma coluna que o 4. Portanto, o nimero 8 deve estar abaixo do 4. Como 4 + 8 = 12
e tanto o 1 quanto o 2 ja foram utilizados, a soma desta coluna nao pode ser 13 ou 14.

Consequentemente, a soma deve ser 18.

1,24 |7
8 |22
6 | 16
18

Completando agora de duas maneiras distintas, temos:

11247 112|147
59| 8|22 9|5 | 8|22
713|616 3|76 |16
13 14 18 13 14 18

4. Verificar a solugao:

Na alternativa (a), adicionando o resultado a soma dos niimeros conhecidos (9, 13,
14, 17 e 18), teremos 19+ 9+ 13+ 14 4+ 17 + 18 = 90, que seria a soma de todas as somas.

Na alternativa (b), perceba que os cinco impares s6 podem ser distribuidosnas trés
linhas, como 2,3e0;1,1e30u2, 1e?2.

Dessa forma, concluimos que, ao preencher o quadrado, pelo menos uma linha
contera um ou trés numeros impares, enquanto os restantes serao pares. Portanto, em
qualquer caso, teremos uma linha cuja soma sera impar.

Na alternativa (c¢), quando na segunda linha aparecem os ntimeros 6, 7 e 9, as

possibilidades sao as seguintes:

112 (4|7 1,24 |7 112 |4|7 11 2(4]|7
7196 |22 96 |7 |22 9|7 |6 |22 9 |7 |6 |22
53| 8|16 8 5|3 |16 395|816 8 5|3 |16
13 14 18 18 13 14 13 14 18 18 13 14

PROBLEMA 12 - (QUESTAO 03 - OBMEP 2009)

Ana e Cristina estao jogando contra Beatriz e Diana. No inicio de cada partida,
elas embaralham nove cartoes numerados de 1 a 9 e cada uma pega dois cartoes, sobrando

sempre um cartao na mesa. Cada menina calcula seus pontos somando os niimeros de seus
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cartoes e o numero de pontos da dupla é a soma dos pontos das duas parceiras. Vence a

dupla que fizer o maior niimero de pontos. Veja um exemplo de uma partida na tabela:

Tabela 4.7 — Pontuacao das partidas

Ana Cristina Beatriz Dianah
Cartoes Recolhidos led 5e7 2e9 3eb
Pontos de cada menina | 1+4=5|54+7=12|2+9=11 3+6=9
Pontos da dupla 5412 =17 114+9=20
Resultado Beatriz e Dianah ganhariam, pois 20 é maior que 17

Fonte: OBMEP-2009

(a) Numa partida, Ana e Cristina tiraram somente cartoes com nimeros impares,

e sobrou o cartao de nimero 7. Qual foi o resultado da partida? Por qué?
(b) Uma partida pode terminar empatada se sobrar o cartao de nimero 8? Por qué?
(c¢) Uma partida pode terminar empatada se sobrar o cartdo de ntimero 5?7 Por qué?

(d) Em outra partida, uma das meninas tirou o cartao de nimero 3. Ana fez um
ponto a menos que Beatriz, que fez um ponto a menos que Cristina, que fez um ponto a

menos que Diana. Quantos pontos fez a dupla que ganhou?
1. Compreender o problema:

Sabe-se que Ana e Cristina estdao jogando contra Beatriz e Diana. No inicio de
cada partida, elas embaralham nove cartdes numerados de 1 a 9 e cada uma pega dois
cartoes, sobrando sempre um cartao na mesa. Cada menina calcula seus pontos somando
os numeros de seus cartoes e o niumero de pontos da dupla é a soma dos pontos das duas
parceiras. Vence a dupla que fizer o maior nimero de pontos. A questao pergunta qual
foi o resultado da partida em que Ana e Cristina tiraram somente cartoes com nimeros
impares, e sobrou o cartao de nimero 7. Também se questiona, se sobrar o cartao com
nimero 8 ou H na mesa, se existe a possibilidade de empate nessa suposta rodada.

Para resolver a questao algumas diavidas podem surgir: como ¢é feita a distribuicao
dos cartdes? o que significa “sobrando um cartdo na mesa”? Qual é a importancia dos
cartoes restantes na andlise do resultado? Porém, utilizando cartoes com os numeros e

fazendo simulagoes, a tarefa de obter o resultado fica mais acessivel.
2. Planejar a solugao:

Para resolver o problema, na alternativa (a) podemos seguir os seguintes passos:

- Determinar quais sdo os niimeros possiveis dos cartoes que Ana e Cristina tiraram.
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- Calcular os pontos de Ana e Cristina somando os niimeros dos cartoes impares
que elas tiraram.

- Comparar os pontos obtidos com os pontos da outra dupla para determinar o
vencedor.

Para resolver (b) e (c), podemos seguir os seguintes passos:

- Somar a pontuacao de todos os cartoes e subtrair o cartao que sobrou na mesa,
para que aja empate, o resultado necessariamente devera ser um nimero par, pois o dobro
de qualquer niimero sempre sera um numero par.

E para o item (d), de acordo com o menor e o maior cartdo que podem sobrar, va-
mos analisar a variacao da soma dos pontos feitos pelas duplas e com a pontuacao verificar

as possibilidades restantes para definirmos qual delas se encaixa na situagao apresentada.
3. Executar o plano:

(a) Como Ana e Cristina tiraram somente cartoes com nimeros impares, € o cartao
7, ficou na mesa, temos que os cartoes que elas pegaram foi: 1, 3, 5, e 9. Logo a soma dos
seus cartoes é, 1 +3+5+9 = 18. Como Ana e Cristina pegaram somente cartdes impares,
certamente, Beatriz e Dianah pegaram somente os cartoes pares, 2, 4, 6 e 8, tendo em
vista que o cartao 7 ficou na mesa. Logo a soma dos seus cartoes é, 2+ 4 4+ 6 + 8 = 20.
Comparando as duas somas, temos que Ana e Cristina perderam para Beatriz e Dianah.

(b) A soma dos valores de todos os cartoes é 45, pois, 14+2+34+4+5+6+7+8+9 = 45.
Se o 8 permanece na mesa, como 45 — 8 = 37, para que a partida termine empatada os
37 pontos devem ser divididos igualmente pelas duas duplas. Contudo, essa divisao é
impossivel, ja que 37 é um ntimero impar.

(¢) Quando o cartao de nimero 5 sobra na mesa, a soma dos pontos das duplas é
45 — 5 = 40, um ndmero par. Se uma partida terminar em empate nessa situacao, cada
dupla deve ter feito 40 : 2 = 20 pontos cada. Para justificar que um empate pode de fato
ocorrer nesse cenario, é necessario apresentar uma partida que termine empatada em 20
a 20. Um exemplo disso é quando uma dupla seleciona os cartdes de niimeros 1, 2, 8 e 9,
enquanto a outra escolhe os cartoes restantes, 3, 4, 6 e 7.

(d) O cartdao com o menor nimero que pode sobrar é 1, enquanto o de maior
numero ¢ 9. Portanto, a soma dos pontos feitos pelas duas duplas varia de 45 — 9 = 36,
até 45 — 1 = 44. Em outras palavras, os pontos das meninas formam quatro nimeros
consecutivos cuja soma esta entre 36 e 44.

As possibilidades {1,2,3,4}, {2,3,4,5}, {3,4,5,6}, {4,5,6,7}, {5,6,7,8}, além
de {6,7,8,9} e {7,8,9,10} ndo sdo vidveis, pois em cada uma delas a soma dos nime-
ros é menor que 36. Da mesma forma, {10,11,12 13}, {11,12,13,14}, {12,13, 14,15},
{13,14,15,16} e {14,15,16, 17} também nao sao adequadas, pois a soma dos nimeros em

cada caso é maior que 44.
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Restam as possibilidades {8,9,10,11} e {9, 10,11, 12}. No primeiro caso, o cartao
que ficou na mesa é o de niimero 45 menos a soma de 8, 9, 10 e 11, o que resulta em 7.
No segundo caso, o cartao que ficou na mesa é o de nimero 45 menos a soma de 9, 10, 11
e 12, que é igual a 3. Como o cartao que ficou na mesa nao foi o de niimero 3, sé resta a
primeira possibilidade.

Concluimos, entao, que Ana fez 8 pontos, Beatriz fez 9, Cristina fez 10 e Diana fez
11. A dupla vencedora foi Beatriz e Diana, com 9 + 11 = 20 pontos, contra 8 + 10 = 18,

de Ana e Cristina.
4. Verificar a solugao:

Em (a) também podemos descobrir a pontuagao de Beatriz e Dianah da seguinte
forma: 45 — 18 — 7 = 20, sendo que 45 seria a soma de todos os cartoes, 18 a soma dos
cartoes de Ana e Cristina e 7 o cartao que sobrou na mesa.

Ja em (b), de maneira mais ampla, note que se um cartao de niimero par permanece
na mesa, a soma dos pontos das duplas é igual a 45 menos o ntimero par, resultando em

um numero impar, o que impede um empate nesse caso.
PROBLEMA 14 - (QUESTAO 02 - OBMEP 2010)

Um “matemagico” faz mégicas com cartoes verdes, amarelos, azuis e vermelhos,
numerados de 1 a 13 para cada cor. Ele mistura os cartoes e diz para uma crianga: “Sem que
eu veja, escolha um cartao, calcule o dobro do ntimero desse cartao, some 3 e multiplique
o resultado por 5. Depois

e some 1, se o cartao for verde;

some 2, se o cartao for amarelo;

some 3, se o cartao for azul;

some 4, se o cartao for vermelho.

Diga-me o resultado final e eu lhe direi a cor e o niimero do cartao que vocé escolheu”

(a) Joaozinho escolheu o cartao vermelho com o nimero 3. Qual é o nimero que

ele deve dizer ao matemagico?

(b) Mariazinha disse “Setenta e seis” para o matemdagico. Qual é o niimero e a cor

do cartao que ela escolheu?

(¢) Ap6s escolher um cartao, Pedrinho disse “Sessenta e um” e o matemagico res-

pondeu “Vocé errou alguma conta”. Explique como o matemagico pdde saber isso.
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1. Compreender o problema:

O matemagico mistura cartoes verdes, amarelos, azuis e vermelhos, numerados de
1 a 13 para cada cor. Ele pede para uma crianca escolher um cartao, calcular o dobro
do ntimero desse cartao, somar 3 e multiplicar o resultado por 5. Depois, a crianca deve
somar 1, 2, 3 ou 4, dependendo da cor do cartao escolhido, de acordo com a Figura 4.3, o
matemagico entao diz qual é a cor e o niimero do cartao escolhido pela crianca.

A principal dica para resolver os itens do problema foi lembrar das operagoes
inversas da adi¢ao e multiplicacao, que sao a subtracao e divisao respectivamente, além
de que o dominio de operagoes basicas é fundamental no processo.

Também ¢é importante lembrar que divisdes com resto excluem o resultado correto
do exercicio, e que relacionar as cores com os nimeros que devemos adicionar é fundamental

para encontrar o resultado correto.

Figura 4.3 — Compreensao do Matemagico

’E ' L Somal |

scolha do cartdo

(" Soma2 )

[ Dobra )[Adiciona 3 j Multiplica per 5 .\h Soma3 )
A A A >omad J

| I

Cada cor numerada
\ de1a13 /

Fonte: Elaborado pelo autor.

2. Planejar a solugao:

Para descobrir o nimero que Joaozinho deve dizer ao matemagico, deve-se seguir
0s passos que o matemagico pediu para a crianca seguir.

Agora, para descobrir o niimero e a cor do cartao escolhido por Mariazinha, devemos
seguir os passos inversos que o matemagico pediu para as criangas seguirem. Primeiro,
devemos subtrair 4, 3 , 2 e 1 de 76, ja que o matemagico somou esses valores, dependendo
da cor do cartao escolhido pela crianca. Em seguida, faremos o inverso das operagoes para
poder concluir qual o nimero e cor do cartao dele.

J& no item (c), usamos a mesma técnica desenvolvida na alternativa anterior, para

se ter a certeza de que realmente nao é possivel obter o niimero apresentado por Pedrinho.

3. Executar o plano:
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(a) Primeiro, devemos calcular o dobro do niimero do cartao escolhido por Joao-
zinho: 3 X 2 = 6. Depois, somamos 3, ou seja, 6 + 3 = 9. Em seguida, multiplicamos por
5: 9 x 5 = 45. Por fim, somamos 4, ja que o cartao escolhido por Joaozinho é vermelho:
45 + 4 = 49. Portanto, Joaozinho deve dizer ao mateméagico o ntimero 49.

(b) Usamos o caminho inverso: Mariazinha disse o niimero 76, subtraindo cada uma
das cores, vamos observar qual serd, multiplo de 5, pois a operacao seguinte precisa-se ser
divisivel por 5, sendo assim, temos:

- Caso verde: 76 — 1 =75;75+5=15;15 — 3 = 12; 12 =+ 2 = 6, nesse caso o cartao

seria 6 verde.

- Caso amarelo: 76 — 2 = 74;74 + 5 = 14,8, nesse caso como nao temos um numero
natural, é impossivel o cartao ser amarelo.

- Caso azul: 76 — 3 = 73;73 + 5 = 14,6, nesse caso como nao temos um namero
natural, é impossivel o cartao ser azul.

- Caso vermelho: 76 —4 = 72;72+5 = 14,4, nesse caso como nao temos um numero
natural, é impossivel o cartao ser vermelho.

(¢) Temos que Pedrinho disse o niimero 61, e o matemagico disse, que ele errou
alguma conta, vamos descobrir o erro, utilizando a operagao inversa, conforme item (b):

- Caso verde: 61 — 1 = 60; 60

temos um nimero natural, é impossivel o cartao ser verde.

=5 =12;12—-3=9;9+2 = 4,5, nesse caso como nao

- Caso amarelo: 61 —2 = 59;59 + 5 = 11,8, nesse caso como nao temos um numero
natural, é impossivel o cartao ser amarelo.

- Caso azul: 61 — 3 = 58;58 + 5 = 11,6, nesse caso como nao temos um namero
natural, é impossivel o cartao ser azul.

- Caso vermelho: 61 —4 = 57;57+5 = 11,4, nesse caso como nao temos um numero
natural, é impossivel o cartao ser vermelho.

Logo, Pedrinho errou alguma conta.

4. Verificar a solugao:

Podemos também em (b), analisar o que acontece com o nimero de um cartao
ao realizar as operagoes indicadas. Independentemente do ntimero inicial, apds a terceira
operagao, obtemos um multiplo de 5, ou seja, um niimero cujo algarismo das unidades
¢ 0 ou 5. Portanto, se todas as contas estiverem corretas, o algarismo das unidades do
numero informado ao matematico sera:

1 ou 6, se o cartao escolhido ¢é verde;

2 ou 7, se o cartao escolhido é amarelo;

3 ou 8, se o cartao escolhido é azul;

4 ou 9, se o cartao escolhido é vermelho.
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Assim, se Mariazinha informou o ntimero 76 ao matematico, seu cartdo era verde
e o resultado da terceira operacao foi 76 — 1 = 75. O resultado da segunda operacao foi
75 : 5 = 15. O resultado da primeira operacao foi 15 — 3 = 12, e o niimero no cartao
escolhido por Mariazinha foi 12 : 2 = 6.

Ja em (c), baseado no item anterior, quando Pedrinho disse 61 ao matemagico,
ele também pode ter raciocinado da seguinte forma: se os calculos de Pedrinho estiverem
corretos, o cartao deve ser verde (ja que o algarismo das unidades de 61 é 1). Apés a
terceira operacao, o numero obtido seria 61 — 1 = 60. Apds a segunda operacao, o nimero
seria 60 : 5 = 12. Ap6s a primeira operacao, o nimero seria 12 — 3 = 9. Portanto, o
nimero no cartao deveria ser 9 : 2 = 4,5, 0 que é impossivel, pois os niimeros nos cartoes

sao inteiros. Logo, Pedrinho deve ter cometido um erro em algum calculo.
PROBLEMA 08 - (QUESTAO 04 - OBMEP 2007)

A professora da Dorinha passou para seus alunos um questionario com duas per-
guntas: (1) “Vocé come peixe?” e (2) “Vocé come verdura?”. Todos os alunos responderam

as duas perguntas e a professora, depois de ler as respostas, calculou as fragoes

numero de alunos que comem peixe 13
total de alunos 18

numero de alunos que comem verdura 5

total de alunos 12
(a) Ajude a professora, completando a tabela com as fragoes que estao faltando.

Tabela 4.8 — Fracoes de peixe e verdura

peixe | verdura
sim | 13/18 | 5/12

nao
Fonte: Prova - OBMEP 2007

(b) Observando a tabela, Dorinha afirmou que havia alunos que comiam tanto

peixe como verdura. Explique como ela chegou a essa conclusao.

(¢) Analisando os questionarios, a professora notou que todos os alunos que comem
verdura também comem peixe e que 22 alunos comem peixe mas nao comem verdura.
Quantos alunos nao comem verdura?

1. Compreender o problema:

A professora da Dorinha deu aos seus alunos um questionario contendo duas per-

guntas: uma sobre se eles comem peixe e outra sobre se eles comem verduras.
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Figura 4.4 — Peixe e/ou verdura

Vocé come peixe? <

[ sim ] Nao
Vocé come verdura?%
[] sim [] ndo

Fonte: Elaborado pelo autor

Todos os alunos responderam a ambas as perguntas, sendo necessario completar a
tabela iniciada pela professora, e explicar, analisando as fra¢oes, porque Dorinha afirmou
que tem alunos que comem peixe e verdura. Apos analisar os questionarios, a professora
notou algumas peculiaridades, tais quais, quem come verdura, também come peixe e 22
alunos comem peixe, mas nao comem verdura, e questiona quantos nao comem verdura.

Aqui é importante perceber que alguns alunos responderam que gostam de peixe e
de verdura, e que alguns nao comem verdura. Assim, juntamente com a analise dos dados,
conseguimos determinar que alguns nao comiam verdura.

Também, deve-se ter muita atencao que os denominadores das fragoes dadas sao

diferentes; assim, deixa-las com o mesmo denominador facilita a visualizagdo do resultado.

2. Planejar a solugao:

Utilizando operacoes com fracoes, e as comparando conseguimos resolver as questoes
propostas. Para isso, poderemos analisar as respostas, dos que comem e nao comem peixe,
com a quantidade total, assim como os que comem e nao comem verdura.

Por fim, usaremos denominadores iguais, para uma melhor comparacao.

3. Executar o plano:

(a) Uma forma de expressar o nimero total de alunos é somando o nimero de

alunos que comem peixe com o ntmero de alunos que nao comem peixe, ou seja,

nao comem peixe 4+ comem peixe  nao comem peixe comem peixe
total total total

que nos diz que,
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nao comem peixe 1 comem peixe

total N total

Para calcular a quantidade de alunos que nao comem verdura, calculamos de forma

semelhante:

nao comem verdura comem verdura
total T total
2
12
125
T2 12
T
T 12

Completando a tabela pedida temos:

Tabela 4.9 — Fracoes de peixe e verduras completas

peixe | verdura
sim | 13/18 | 5/12
nao | 5/18 | 7/12
Fonte: Prova - OBMEP 2007

(b) Temos que:

comem peixe + comem verdura  comem peixe comem verdura

total total total
13 5
T 12
26 15
~ 36 36
41
T 36
> 1
como
41
— > 1,
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isso s6 € possivel quando parte dos alunos coma peixe e verdura.
(c) Por defini¢do temos que todos os alunos que comem verdura também comem

peixe, sendo assim para descobrirmos os que comem peixes mas nao comem verdura temos:

comem peixe mas nao comem verdura  comem peixe - comem verdura

total total
_comem peixe comem verdura
N total B total
13 5
18 12
26 15
36 36
1
" 36

Temos entao que 11/36 equivalem a 22 alunos, dividindo ambos por 11, temos
ainda que 1/36 equivale a 2 alunos, e assim descobrimos o niimero total de alunos que é
72. Como ja descobrimos que a fragao equivalente a quantidade de alunos que ndo comem
verduras é 7/12, temos que:
7 504

EX72:E_4’2

Conforme solicitado temos que 42 alunos nao comem verdura.
4. Verificar a solugao:

Ao somarmos as fragoes que equivalem a por¢do que comem e nao comem peixe,

temos que:
13 N 5 1
18 18
Ao somarmos as fracoes que equivalem a por¢ao que comem e nao comem verdura,
temos que:
) n T
12 12

Na alternativa (b), temos que:

nao comem peixe + nao comem verdura  nao comem peixe — nao comem verdura
total total total
5 7
[T
10 21
36 ' 36
31
T 36
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CcOo1mo

31
— <1
36 ’

isso s6 € possivel se, um dos alunos comer peixe e verdura.
Outra forma seria comparar as fragoes dos alunos que comem verdura e dos alunos

que nao comem peixe, cOmo

5 - 5
12~ 18
Assim como comparar as fragoes dos alunos que nao comem verdura e dos alunos

que comem peixe, conforme a seguir:

718
1218
A comparacao entre as fragoes 13/18 e 7/12 mostra que hd uma maior proporcao
de alunos que comem peixe do que alunos que nao comem verdura. Portanto, ha uma
sobreposi¢ao, implicando que pelo menos um aluno que come peixe também come verdura.
Alternativamente, a comparagao entre as fragdes 5/12 e 5/18 mostra que hé uma
maior proporcao de alunos que comem verdura do que alunos que nao comem peixe. Isso
também implica sobreposicao, indicando que pelo menos um aluno que come verdura
também come peixe.
Essas comparagoes permitem concluir que a distribuicao de preferéncias alimenta-

res entre os alunos tem interse¢oes, garantindo que algumas preferéncias coincidem.
PROBLEMA 04 - (QUESTAO 02 - OBMEP 2006)

Os alunos do professor Augusto Matraga fizeram quatro provas bimestrais no ano.
O professor pede a cada aluno que escolha trés dessas provas e depois calcula a média

anual, até a primeira casa depois da virgula, pela férmula:

Médi 10 x (total de questoes respondidas corretamente nas trés provas escolhidas)
édia =

total de questoes das trés provas escolhidas

Veja os resultados do aluno Quim durante o ano:

Tabela 4.10 — Resultados do Quim

Resultados do Quim
Bimestre 19129 3°|4°
Questoes respondidas corretamente | 20 | 6 | 32 | 40
Numero de questoes da prova 20 | 10 | 40 | 40

Fonte: Solugao - Prova da 2% Fase - OBMEP 2006
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(a) Qual serda a média anual do Quim se ele escolher as provas dos trés primeiros
bimestres? E se ele escolher as provas dos trés tltimos?
(b) Complete a tabela abaixo com a porcentagem de acertos do Quim em cada

prova.

Tabela 4.11 — Porcentagem de acertos de Quim

Bimestre 19 29| 3° | 4°
Porcentagem
de
acertos
Fonte: Solugao - Prova da 2* Fase - OBMEP 2006

(c) Quim acha que sua média anual serd a mais alta possivel se escolher as trés

provas com as maiores porcentagens de acerto. Ele esta certo? Por qué?
1. Compreender o problema:

Alguns pontos foram cruciais na resolucao dessa questao como:

- Diferenciar média aritmética e ponderada;

- Utilizar a féormula descrita no enunciado com atencao;

- Analisar a tabela dos resultados de Quin, retirando os dados para aplicar na
férmula proposta;

- Combinar os diferentes bimestres e aplicar seus valores para calcular a melhor
média pedida;

- Calcular a porcentagem de diferentes formas para um entendimento mais objetivo;

- Perceber que nem sempre a maior quantidade de acertos, pode resultar em uma
melhor média;

- Estabelecer uma compreensao entre média ponderada e porcentagem de acertos,
pode facilitar uma melhor resolucao;

- O peso de cada avaliacao bimestral é um fator muito importante na obtencao da

média final.
2. Planejar a solugao:

Na resolucao dessa questao, utiliza-se o conceito de média ponderada, conforme
formula ja enunciada no contexto, para o desenvolvimento da alternativa (a). Para a
alternativa (b), usamos conceito basico de porcentagem, para que seja preenchida a tabela
adequadamente. Com os resultados preenchidos na tabela da alternativa (b), e utilizando
a formula de média ponderada da questao, faz-se as combinagoes possiveis e analisa-se em

qual delas a sua média anual sera maior.
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3. Executar o plano:

(a) Para calcular a média anual de Quim usando os trés primeiros bimestres, temos:

10 x (204+6+32) 10 x 58 580 2.3
204+10+40 70 70 7
Ja escolhendo as provas dos trés ultimos bimestres, temos a seguinte média:

Média Anual =

10 x (6+32+40) 10x 78 780 g7
10+40+40 90 90
(b) Vamos completar a tabela com as porcentagens de acerto em cada bimestre,

Média Anual =

sendo assim, temos:

2
1° Bimestre = % x 100 = 100%
0 s 6
2° Bimestre = m x 100 = 60%
- 32
3° Bimestre = 0 x 100 = 80%

4
4° Bimestre = % x 100 = 100%.

Tabela 4.12 — Porcentagem de acertos de Quim, com respostas

Bimestre 1° 2° 3° 4°
Porcentagem de acertos | 100% | 60% | 80% | 100%

Fonte: Elaborada pelo autor

(¢) De acordo com o que Quim acha que seria sua maior média, tendo em vista as
maiores porcentagens de acerto, que seriam do primeiro, terceiro e quarto bimestre, sua

média anual seria:

10 x (20+32440)  10x 92 920
20+40+40 100 100
Porém se usarmos as notas do primeiro, segundo e quarto bimestre, sua média

Média Anual = 9,2.

anual serd maior, conforme calculo a seguir:

Média Anual — 10X (2046+40) _ 1066 _ 660
20 + 10 + 40 70 70

Logo, Quim esta errado

4. Verificar a solugao:
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A aplicagao correta das férmulas de média ponderada e porcentagem em (a) e (b)
nos permite a validagdo das mesmas.

Ja em (c¢) ndo é uma garantia absoluta, optar pelas trés provas com as maiores
taxas de acerto para obtencao da média anual mais alta possivel. Isso se deve ao fato de
que o peso de cada prova, ou seja, a contribuicao de cada uma delas para a média final,
também tem a sua importancia.

Por exemplo, se uma prova com uma alta taxa de acerto possui um peso menor na
média final em comparagdo com uma prova com uma taxa ligeiramente menor de acerto,
selecionar as trés provas com as maiores taxas de acerto pode nao resultar na maior média
anual possivel, conforme Quim achou que seria.

Portanto, para alcangar a média anual mais elevada, o aluno precisa levar em conta
nao apenas as taxas de acerto de cada prova, mas também os pesos relativos atribuidos
a elas. Isso implica em realizar uma analise minuciosa das notas e dos pesos de todas as

provas, a fim de determinar a combinacao ideal que resultard na maior média possivel.
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5 CONCLUSAO

Em 2021, ao assistir a apresentacao da dissertacao de uma colega do PROFMAT, a
mesma falou da grande dificuldade enfrentada por seus alunos do ensino médio na resolucao
das questoes da OBMEP, apds refletir com mais calma, percebi que meus alunos do sexto
e sétimo ano também possuem essa grande dificuldade, principalmente na interpretacao
dos problemas olimpicos, e, por isso, surgiu a ideia de construir essa dissertacao.

O ponto inicial deste estudo foi explorar metodologias de ensino de matematica com
abordagens inovadoras com o intuito de facilitar a resolucdo de problemas. No entanto,
algumas abordagens despertaram um interesse particular, alinhando-se com seus objetivos
para aplicacio em sala de aula. E comum encontrar propostas teoricamente promisso-
ras, porém elas se revelam desafiadoras para serem implementadas na pratica, dadas as
complexidades do ambiente escolar cotidiano. Por esse motivo, a busca por estratégias de
ensino capazes de estimular o interesse dos alunos pela matematica foi o principal impulso
deste trabalho. No contexto escolar diario, nem sempre é viavel abordar a matematica de
maneira significativa e motivadora, devido as limitagoes de tempo e recursos para explorar
novas metodologias. Diante dessa realidade, dediquei-me a buscar mais formagao, novas
ideias e aprofundamento nos estudos como uma forma de suprir essa lacuna, e de alguma
forma contribuir com éxito para o conhecimento de seus alunos.

Apesar da vasta quantidade de contetido curricular, projetos e atividades escolares
que consomem o tempo em sala de aula, é necessario estabelecer uma rotina nas aulas de
matematica com o intuito de instruir os alunos na habilidade de “interpretar problemas”.
Em outras palavras, é possivel reservar momentos, mesmo que quinzenalmente, dedicados
a compreender a linguagem matematica e a desenvolver as quatro etapas sugeridas para
a resolucao de problemas. Dessa forma, busca-se ensinar aos alunos uma abordagem
sistematica para compreender enunciados, planejar solugoes, expressar suas ideias de
forma mais clara, validar seus resultados e, além disso, fomentar o desenvolvimento de
sua criatividade e autonomia.

Apés ter tido aulas de aritmética com meu orientador, o mesmo despertou o
interesse por exemplos de problemas da disciplina. Seus exercicios foram fundamentais
para a compreensao dos conceitos necessarios, contribuindo para o aprofundamento do meu
conhecimento, refletindo na qualidade do ensino e também contribuindo no embasamento
dessa dissertacdao. Seu apoio e estimulo acabaram influenciando positivamente na escolha
do tema.

Foram analisadas questoes de 2005 a 2012 da segunda fase da OBMEP, Nivel 1,
sobre Contagem e Aritmética. Juntamente com meu orientador, debatemos seu grau de
dificuldade e necessidade de um melhor entendimento por parte dos alunos. Espero que
esse material seja de grande serventia e eficacia para professores do ensino fundamental,

sendo que os mesmos também encontram dificuldades, em diversos aspectos:
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- No desenvolvimento do pensamento critico, ao enfrentar desafios e buscar solugoes,
as pessoas sao incentivadas a analisar a situacao de forma critica, avaliar diferentes opcoes
e tomar decisoes informadas.

- Na melhoria das habilidades de resolucao de problemas, ja que na pratica constante
de resolver problemas ajuda a aprimorar as habilidades de identificacao de problemas,
formulacao de estratégias e implementacao de solucoes eficazes.

- No aumento da resiliéncia, ja que a resolugao de problemas muitas vezes envolve
enfrentar obstaculos e lidar com a frustracao. A capacidade de persistir diante de desafios
e superar dificuldades contribui para o desenvolvimento da resiliéncia e da perseveranca.

- No fortalecimento da autoconfianca, ao superar obstaculos e encontrar solugoes
para problemas, as pessoas ganham confianca em suas préprias habilidades e capacidades.
Como estimulo a criatividade, a resolucao de problemas muitas vezes requer pensamento
criativo e inovador para encontrar solucoes eficazes. Esse processo estimula a criatividade
e a capacidade de pensar fora do padrao.

- Na aplicacao pratica de conhecimentos: resolver problemas do mundo real permite
que as pessoas apliquem os conhecimentos teodricos adquiridos em situacoes concretas,
tornando o aprendizado mais significativo e relevante.

Enfim, para que a Resolucdao de Problemas nao apenas ajude a encontrar solu-
¢oOes para desafios especificos, mas também promova o crescimento pessoal, fortalecendo

habilidades essenciais para o sucesso em diversas areas da vida.
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APENDICE A - CONTEUDOS MATEMATICOS

Neste capitulo encontram-se alguns contetidos utilizados na etapa da execucao da

resolucao das questdes do Capitulo 4. Nos inspiramos nas seguintes bibliografias: (

, 2024), ( , 2013), ( , 2016), ( ,
) e ( , 2012).

A.1 SISTEMA DE NUMERACAO DECIMAL

Estudar e solucionar questoes envolvendo o sistema de numeracao decimal ¢é rele-
vante por varias razoes:

- Base da matematica cotidiana: O sistema decimal é amplamente utilizado no
cotidiano, em situagoes como calculos financeiros e medigoes. Entendé-lo torna mais
simples a execugao de operagoes aritméticas basicas (como adigao, subtracao, multiplicagao
e divisdo) e a compreensao de dados numéricos.

- Fundamento para outras areas: Diversos conceitos matematicos e cientificos tém
o sistema decimal como ponto de partida. Um bom dominio dele facilita o entendimento
de disciplinas mais avangadas, como algebra, estatistica e fisica.

- Desenvolvimento do raciocinio l6gico: Resolver problemas com base no sistema
decimal contribui para o aprimoramento do raciocinio l6gico, habilidade que é aplicada
em areas como programagcao, engenharia e ciéncias exatas.

- Conversao entre sistemas numéricos: O conhecimento do sistema decimal é tam-
bém necessario para lidar com outros sistemas, como o bindrio (fundamental na com-
putacdo), o octal e o hexadecimal, importantes em areas como eletronica e ciéncia da
computacao.

- Educacao financeira: Entender o sistema decimal é indispenséavel para a realizacao
de operacgoes financeiras, como o calculo de juros, a elaboragao de orcamentos e a gestao
de impostos, permitindo uma administragao mais eficiente das financas pessoais.

- Habilidade de resolucao de problemas: Ao praticar a resolucao de problemas no sis-
tema decimal, desenvolvemos capacidades que sao valiosas nao apenas para a matematica,
mas para qualquer situacao que exija uma abordagem analitica e estruturada.

Portanto, estudar o sistema de numeracao decimal é fundamental para construir

uma base matematica sélida e aplicar conceitos numéricos em diversas areas praticas.

O sistema de numeragao decimal é organizado a partir da juncao de algarismos
indo-arabicos. Com eles, é possivel escrever qualquer ntimero para representar qualquer

quantidade numérica. Sao eles:
0-1-2-3-4-5-6—-7—-8-9

Cada um desses algarismos representam determinada quantidade. Essas quantida-
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des sao denominadas de unidades.

Uma das principais caracteristicas desse sistema é que, a cada 10 unidades, forma-
mos 1 dezena (10 unidades); a cada 10 dezenas, formamos 1 centena (100 unidades); a
cada 10 centenas, formamos 1 unidade de milhar (1.000 unidades). Sempre que o algarismo

0 é acrescentado, devemos multiplicar a ordem por 10.

Figura A.1 — Representagao milhar, centena, dezena e unidade

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/sistema-de-numeracao-decimal.htm

A.1.1 Ordem e classe no sistema decimal

Dado um ntumero, cada um de seus algarismos representa uma ordem. Sempre
devemos comecar a analise da direita para esquerda. Para determinar a classe de um
numero, devemos separa-lo de trés em trés algarismos. De modo geral, fica assim:

Classe das unidades: 1* ordem até a 3* ordem:;
Classe dos milhares: da 4® ordem até a 6* ordem,;

Classe do milhao: da 7* ordem até a 92 ordem;

Figura A.2 — Ordem e Classe

2 i T 6* o 4? 3 ' g i
ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem | ordem

Centenas | Dezenas | Unidades | Centenas | Dezenas | Unidade

de milhao | de milhdo| de milhdo | de mithar | de milhar | de milhar| Centena | Dezenas | Unidades

&

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/sistema-de-numeracao-decimal.htm

A.2 EXPRESSOES NUMERICAS

Estudar e resolver problemas com expressoes numeéricas é relevante por diversos
motivos:
- Base da matemaética: Expressoes numéricas sao fundamentais para muitas opera-

¢Oes matematicas. Compreender como resolvé-las nos permite dominar operagoes bésicas,
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como adicao, subtracao, multiplicacao e divisao, que sao essenciais para o entendimento
de conceitos mais avancados.

- Desenvolvimento do raciocinio 16gico: Resolver expressoes numéricas exige o seg-
mento de regras e etapas, como a ordem das operagoes, o que promove o desenvolvimento
do raciocinio l6gico e da habilidade de pensar de forma organizada e estruturada.

- Aprimoramento das habilidades de solu¢ao de problemas: Trabalhar com expres-
soes numéricas melhora nossa capacidade de identificar, analisar e resolver problemas de
forma eficiente, habilidades que sao uteis em muitas situagoes do cotidiano.

- Utilidade pratica: Expressoes numéricas sao frequentemente encontradas em ta-
refas didrias, como célculos financeiros, medigoes, receitas e projetos de construcao. Saber
resolvé-las facilita a execugao dessas tarefas de maneira mais precisa e rapida.

- Preparacdo para matemaética avancada: Estudar expressoes numéricas prepara o
aluno para conceitos mais complexos, como algebra, equacoes e calculo, que dependem de
uma compreensao solida de operacoes bésicas e da manipulacdo de ntimeros.

- Tomada de decises precisas: Ser capaz de resolver expressoes numéricas rapida-
mente nos auxilia a tomar decisoes informadas, como comparar precos, calcular descontos
ou organizar um or¢amento de forma eficaz.

Portanto, o estudo e a resolucao de expressdoes numéricas sao essenciais para forta-
lecer habilidades matematicas, melhorar o raciocinio logico e lidar com desafios tanto no
cotidiano quanto em areas mais complexas da matematica.

Nelas, aparecem adigoes, subtragoes, multiplicagoes e divisdes. Todas as operagoes
podem acontecer em uma tUnica expressao e, para resolver as expressoes numéricas de forma
consistente e de forma indiscutivel, utilizamos alguns procedimentos. Por exemplo, se em
uma expressao numeérica aparecerem as quatro operacoes, devemos resolver a multiplicacao
ou a divisao primeiramente, na ordem em que elas aparecerem, e, somente depois, a adi¢ao
e a subtracao.

Além disso, temos a disposi¢ao simbolos que nos ajudam a indicar quais partes da
expressao devem ser analisadas primeiramente: os simbolos (), [ ] e { }.

Esses simbolos sao chamados de sinais de associacao cujos nomes sao:

() — Parénteses

[ | — Colchetes

{ } — Chaves

Assim como acontece com as operagoes, esses sinais de associacdo possuem uma
ordem que deve ser respeitada. Primeiro, resolvemos os parénteses, quando acabarem os
calculos dentro dos parénteses, resolvemos os colchetes; e quando nao houver mais o que

calcular dentro dos colchetes, resolvemos as chaves.

Exemplo 1
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10+(12—-6)+7=10+6+7

=16+7
= 23.
Exemplo 2
(40 —9 x 4) + 23 = (40 — 36) + 23
=4+23
= 27.
Exemplo 3
13x3—-14x2=39—-28
=11.
Exemplo 4

[123 + (120 — 65) + 39 x 3] — 83 = [123 + 55 + 117] — 83

— [178 + 117] — 83
=295 — 83
= 212.

Exemplo 5

(138 — 15 x 6) + 31 + 60 x 2 = (138 — 90) + 31 + 120
= 48 4 31 4 120
= 199.

Exemplo 6

{100 — 413 x (20 — 5 x 4) + 25} : 5 = (x).

Inicialmente devemos resolver os parénteses, mas como dentro dos parénteses ha subtra-
¢ao e multiplicagdo, vamos resolver a multiplicacao primeiro, em seguida, resolvemos a

subtracao:
(%) = {100 — 413 x (20 — 5 x 4) + 25} : 5
= {100 — 413 x (20 — 20) + 25} : 5
= {100 — 413 x 0 4+ 25} : 5 = (@).
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Agora que nao temos mais os parénteses, vamos resolver as chaves. Dentro das chaves ha
subtracao, multiplicacao e adi¢ao, portanto, vamos resolver a multiplicacao primeiro, em

seguida resolvemos a subtracao e a adi¢ao, seguindo a ordem em que aparecem.

(@) = {100 — 413 x 0+ 25} : 5
= {100—0+25}:5
= {100+ 25} : 5
=125:5
= 25.

Portanto, o resultado da expressao {100 — 413 x (20 — 5 x 4) + 25} : 5 é 25,

Exemplo 7

27+ {14 +3x[100: (18 =4 x2) + 7]} : 13 =27+ {14+ 3 x [100 : (18 — 8) + 7]} : 13
=27+ {14+ 3 x[100:10+ 7]} : 13
=27+ {14+3 x [10+ 7]} : 13
=27+ {14+3x17}:13
=27+ {14+ 51} : 13
=27T+65:13
=27T+5
= 32.

A.3 PARIDADE

Explorar e resolver problemas que envolvem ntmeros pares e impares, além do
conceito de dobro, é importante por diversas razoes:

- Entendimento das propriedades numéricas: Conhecer as caracteristicas dos niime-
ros pares e impares permite identificar padroes e propriedades fundamentais da matematica.
Por exemplo, a soma de dois niimeros pares ou dois impares resulta sempre em um numero
par, enquanto a soma de um numero par e um impar resulta em um ntmero impar.

- Solugao de problemas basicos: A distingdo entre nimeros pares e impares ¢é fre-
quentemente utilizada para simplificar e resolver questoes matematicas e 16gicas. Dominar
a manipulagdo desses numeros facilita a resolucao de problemas e a compreensao de
conceitos mais avangados.

- Eficiéncia nos célculos: Trabalhar com o dobro de um nimero, que consiste em

multiplicar por dois, ¢ uma operagao béasica comum em calculos didrios e problemas



APENDICE A. Contetdos Matemdticos 77

matematicos. Compreender o conceito de dobro é fundamental para resolver problemas
que exigem multiplicacao rapida e precisa.

- Aplicagoes praticas: Ntimeros pares e impares, assim como o conceito de dobro,
sao uteis em diversas situacoes praticas, como organizar eventos, dividir itens igualmente
ou calcular quantidades dobradas em receitas e medicoes.

- Desenvolvimento do raciocinio l6gico: Contribui para aprimorar o raciocinio logico
e a capacidade de aplicar regras matematicas, o que é valioso para enfrentar problemas
mais complexos.

- Programacao e algoritmos: Em ciéncia da computagao, conceitos de niimeros pares
e impares sao frequentemente empregados em algoritmos e programacgao. Compreender
como esses numeros funcionam é essencial para criar codigos eficientes e resolver problemas
computacionais.

Portanto, estudar niimeros pares e impares e o conceito de dobro é fundamental
para fortalecer a base matematica, desenvolver habilidades de resolucao de problemas e

aplicar esses conhecimentos em uma variedade de contextos praticos e académicos.

A.3.1 Nuameros pares

Assim como o conjunto dos niimeros naturais é subconjunto dos nimeros inteiros,
o conjunto dos nimeros pares também é. Em um primeiro momento, aprendemos a
reconhecer os elementos do conjunto dos niimeros pares por meio de brincadeiras. A regra
usada é: todo niimero par termina com 0, 2, 4, 6 ou 8. Dessa maneira, 224, por exemplo,
¢ um numero par porque termina com o algarismo 4.

Entretanto, essa é uma consequéncia da defini¢cdo formal de niimero par, que pode
ser compreendida como: “Todo niimero par é multiplo de 2.”

Existem outras defini¢oes para os elementos desse subconjunto dos niimeros inteiros,
por exemplo: “Todo ntimero par é divisivel por 2.7 A “defini¢ao algébrica” usada para
reconhecer os elementos desse conjunto é: dado um ntimero p, pertencente ao conjunto dos
numeros inteiros, p serd par se: p = 2n em que n ¢ um elemento do conjunto dos nimeros
inteiros. Note que essa é a “traducao” da primeira definicdo em termos algébricos.

Em particular, é comum utilizarmos o termo “dobro”: ele ¢é utilizado para descrever
uma situagao em que uma quantidade é multiplicada por dois, resultando em um valor
duas vezes maior. E um conceito matemético fundamental que pode ser aplicado em
diversas areas do conhecimento, como a Matematica, a Fisica e a Economia.

Na Matematica, por exemplo, o dobro de um niimero é obtido multiplicando-se
esse numero por dois. J& na Fisica, o dobro de uma grandeza pode representar uma
quantidade maior de energia ou de massa. Na Economia, o dobro de um valor pode indicar
um aumento significativo no preco de um produto ou servigo.

Para entender melhor o conceito de dobro, é possivel utilizar alguns exemplos
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praticos. Suponha que vocé tenha uma caixa com 10 magas e queira calcular o dobro dessa
quantidade. Para isso, basta multiplicar o nimero de magcas por dois, o que resultaria em
20 magas. Outro exemplo seria o dobro de um salario. Se uma pessoa recebe um salario

minimo em 2024, de 1412 reais, o dobro desse valor seria 2824 reais.

Figura A.3 — Dobro

Fonte: Elaborado pelo autor

Existem algumas curiosidades interessantes sobre o conceito de dobro. Por exemplo,
o dobro de um ntmero par sempre sera um numero par, e o dobro de um ntmero impar
sempre serd um numero par também. Além disso, o dobro de zero é sempre zero, pois
qualquer nimero multiplicado por zero resulta em zero. Essas propriedades do dobro
sao fundamentais para a resolucao de problemas matematicos e para o entendimento de

conceitos mais avancados.

A.3.2 Nuameros impares

Os nuimeros impares sao os elementos do conjunto dos niimeros inteiros que nao
sao pares, ou seja, sao os numeros que terminam com algum dos algarismos 1, 3, 5, 7 ou
9. Formalmente, o conjunto dos nimeros impares é um subconjunto dos niimeros inteiros,
e a definicao de seus elementos é: “Todo niimero impar nao é multiplo de 2.”

Os elementos desse subconjunto ainda podem ser definidos: “Todo niimero impar
nao é divisivel por 2”. Além disso, também é possivel escrever a definigao algébrica para
os elementos do conjunto dos nimeros impares, dado um ntmero inteiro i, ele serd impar

se: i = 2n+1, nessa defini¢do, n é um nimero pertencente ao conjunto dos nimeros inteiros.

A.3.3 Propriedades

As propriedades a seguir sao resultados da definicdo de nimeros pares e impares e

da ordenag¢ado do conjunto dos niimeros inteiros.
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Propriedade 1: Entre dois niimeros impares consecutivos sempre existe um nu-
mero par.

E por esse motivo que nao precisa haver dividas quanto ao nimero zero. Como ele
estd entre —1 e 1, que sdo inteiros impares consecutivos, entao ele é par.

Propriedade 2: Entre dois niimeros pares consecutivos sempre existe um ntmero
impar.

Propriedade 3: A soma entre dois niimeros inteiros consecutivos sempre sera um
ntmero impar.

Para mostrar a Propriedade 3, considere n um nimero inteiro e observe a adicao

entre 2n e 2n + 1, que sdo os inteiros consecutivos formados por ele:

2n+(2n+1)=4n+1
=2(2n) + 1.

Sabendo que 2n é igual ao nimero inteiro k, temos:
2(2n) +1=2k+ 1.

que cai justamente na definicdo de niimero impar.
Propriedade 4: Dados os nimeros a e b consecutivos, com a par e b impar, a

diferenca entre eles sempre sera igual a:

1, sea<b

—1, sea >b.

Propriedade 5: A soma entre dois niimeros impares, ou entre dois nimeros pares,
tem como resultado um ntimero par.

Dados os nimeros 2n (par) e 2m (par), teremos:
2n + 2m = 2(n +m)

que é um numero par. De forma semelhante, dados 2n + 1 (impar) e 2m + 1 (impar),

teremos:

Cn+1)+2m+1)=2(n+m)+2

(n+m+1).

2
2
que é um numero par.
Usando célculos semelhantes, podemos concluir todas as demais propriedades.
Propriedade 6: A soma entre um ntimero par e um nimero impar é sempre igual
a um numero impar.

Propriedade 7: A diferenca entre dois nimeros impares, ou entre dois niimeros

pares, é sempre igual a um nimero par.
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Propriedade 8: O produto entre dois nimeros impares é igual a um nimero
impar.

Propriedade 9: O produto entre dois nimeros pares terd como resultado um
numero par.

Propriedade 10: O produto entre um ntimero par e um ntimero impar é sempre

um ndmero par.

A.4 DIVISAO COM RESULTADO DECIMAL

Estudar e resolver problemas envolvendo divisdes com resultado decimal é funda-
mental por diversos motivos:

- Uso no cotidiano: Divisdes com nimeros decimais ocorrem frequentemente em
situagoes diarias, como calcular precos por unidade, dividir despesas, realizar medicoes
precisas ou distribuir quantidades de maneira exata. Dominar essas operagoes facilita a
execucao dessas tarefas de forma precisa.

- Exatidao nos calculos: Muitas vezes, o resultado de uma divisao nao é um ntmero
inteiro. Saber lidar com niimeros decimais permite realizar calculos com maior precisao,
0 que ¢ especialmente importante em areas como finangas, engenharia e ciéncia, onde a
exatidao é essencial.

- Educagao financeira: Operagoes com decimais sao comuns em calculos financeiros,
como juros, prestagoes, impostos e descontos. Entender como trabalhar com resultados
decimais é fundamental para administrar as financas de forma eficiente e tomar decisoes
econdmicas corretas.

- Base para matematica avangada: Nimeros decimais estao presentes em muitos
conceitos matematicos mais avancados, como equagoes, funcoes e calculo. Aprender a lidar
com divisoes decimais desde cedo prepara os estudantes para temas mais complexos no
futuro.

- Solucao de problemas praticos: Divisdes que resultam em ntimeros decimais sao
Uteis para resolver problemas que exigem precisao, como medir distancias, calcular tempos
ou dividir recursos de maneira justa e equilibrada.

- Aprimoramento do raciocinio l6gico: Resolver divisoes com ntimeros decimais
reforca o raciocinio l6gico, uma vez que envolve o entendimento de conceitos como o ajuste
da virgula e a distribuicao precisa de valores.

- Analise de dados e estatisticas: Muitos graficos, relatorios e estatisticas utilizam
numeros decimais. Compreender divisdes decimais facilita a analise e interpretacao correta
desses dados, auxiliando na tomada de decisoes informadas.

Portanto, estudar e resolver problemas com divisdes que resultam em nimeros
decimais é fundamental para aprimorar habilidades matematicas, garantir precisao nos

calculos e enfrentar desafios praticos e académicos com confianca.
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Ao dividir um nimero inteiro por outro, temos dois caminhos a seguir: o primeiro
¢ a simples divisao euclidiana, o que nos obriga a discorrer sobre os elementos presentes
nesta divisao, que é o algoritmo conhecido no Brasil como “método da chave”:

Dividendo — E o ntimero que serd dividido e geralmente é representado por D;

Divisor — E o nimero que divide e geralmente é representado por d.

Quociente — E o resultado da divisdo. Representado por g.

Resto — Muitas vezes, nao é possivel realizar uma divisao de forma exata. Nesses
casos, sobram quantidades, de certo modo, indivisiveis. Essas quantidades sao o resto, que
é representado por r.

O procedimento para realizar uma divisdo qualquer envolve fortemente a tabuada.
Assim, para resolver uma divisao, procure na tabuada do divisor a melhor aproximagao
para o dividendo. Esse niimero que se aproxima do dividendo deve ser menor ou igual a
ele, mas nunca maior. Exemplo: para dividir 25 por 4, escrevemos 25 : 4 e procuramos na
tabuada do 4 a melhor aproximacao de 25. Como 4 x 6 = 24, entdao 6 é a aproximagao
considerada. O resultado da divisao de 25 por 4, portanto, ¢ 6, e o resto dessa divisao é 1.

Em outras palavras:

26=4x6+1

No algoritmo da divisao, escreveriamos:

25| 4
246
1

Essa divisao foi criada para situacoes em que o dividendo nao pode ser dividido,
como no caso em que é resultado de um problema pratico. Por exemplo, suponha que
precisamos deslocar 25 pessoas em carros que possuem apenas 4 lugares. Nesse caso, serao
necessarios seis carros, se uma pessoa desistir de ir, ou sete carros para caberem todas as
pessoas.

Agora, quando a situacao é extraida de problemas em que o dividendo representa
um objeto que pode ser fracionado, é possivel continuar a divisao de 25 por 4. Para tanto,
basta adicionar uma virgula ao quociente. Isso permite adicionar também um zero no
resto, como se ele tivesse sido multiplicado por 10. Feito isso, continue a divisdo como
se o zero tivesse sido obtido do dividendo em um processo comumente conhecido como

“baixar”.
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24 |62

10
8

2

Observe que o resto dessa nova etapa da divisdo foi 2. E possivel continuar a
divisdo, mas nao é possivel colocar outra virgula no dividendo, afinal, nimeros decimais
possuem apenas uma virgula. Mas, como o resto é menor que o dividendo, basta colocar
mais um zero nesse resto (como se o tivesse multiplicado por 10) e prosseguir dividindo

normalmente.

6,25

Encontrando resto zero, a divisao foi finalizada, e o resultado exato da divisao de
25 por 4 ¢é 6,25.

E de extrema importancia lembrar que nem sempre a divisio proposta tera apenas
duas casas decimais no resultado. Existem ntimeros que possuem infinitas casas decimais,
como ¢é o caso do resultado da divisao de 10 por 3, que é 3,333.... Aqueles que prosseguis-
sem em divisdes como essa jamais as terminariam. Portanto, para saber dividir bem, é

importante considerar quantas casas decimais sao relevantes para o resultado da divisao.

A5 FRACOES

Estudar e resolver problemas envolvendo fragoes e operagoes com nimeros fracio-
narios é essencial por diversas razoes:

- Entendimento de partes e proporcoes: As fragdes representam porc¢oes de um todo,
sendo 1teis para compreender divisoes proporcionais em varias situagoes, como repartir
alimentos, calcular areas ou distribuir recursos de forma justa.

- Uso em atividades cotidianas: Fracoes fazem parte do nosso dia a dia, aparecendo
em receitas, medigoes de tempo, conversoes de unidades e calculos financeiros. Dominar

fragoes permite executar essas tarefas com precisao e eficiéncia.
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- Desenvolvimento do raciocinio logico: Trabalhar com fra¢gdes melhora o raciocinio
matematico, ja que as operagoes com numeros fracionarios requerem o uso de regras espe-
cificas, como a busca do denominador comum, a multiplicacao cruzada e a simplificagao.

- Interpretacao de dados e estatisticas: Fragoes sao frequentemente usadas em gra-
ficos, tabelas e relatorios estatisticos. Saber lidar com elas ajuda a interpretar informacoes
quantitativas e tomar decisoes informadas.

- Educacao financeira: Muitas operagoes financeiras, como calculos de juros, presta-
¢oes e orcamentos, envolvem fragoes. Saber utiliza-las é fundamental para realizar célculos
financeiros precisos e gerenciar bem as financas.

- Versatilidade nas operac¢oes matematicas: Fragdes proporcionam uma forma flexi-
vel de trabalhar com nimeros, especialmente quando os inteiros nao sao suficientes para
expressar uma quantidade exata, sendo tteis em medigoes ou distribui¢oes parciais.

Assim, estudar fracoes e operagoes com numeros fracionarios é indispensavel para
uma soélida compreensao matematica, resolugao de problemas cotidianos e preparacao para

conceitos mais avangados e amplamente aplicaveis em diversas areas.

O numerador e o denominador sao os termos de uma fracdo. O denominador indica
em quantas partes iguais a unidade foi dividida, enquanto o numerador indica quantas
dessas partes foram consideradas.

A simplificacao de fragdes é uma operagao que nao muda o valor da fracdo, mas
altera o numerador e o denominador para que a fracao seja escrita de uma maneira mais
simples. Isso deve ser feito dividindo os termos da fragao por um mesmo nimero inteiro
maior que 1. Quando nao é mais possivel utilizar o mesmo nimero para realizar essa
operagao, significa que a fragao chegou a sua forma mais simples. Por exemplo, % é uma
fragdo reduzida, pois nao ha nenhum outro ntimero além de 1 capaz de dividir 3 e 4 ao
mesmo tempo.

Agora observe a fracao 22{ Ela pode ser simplificada, dividindo o numerador e o
denominador por 2, e terd como resultado % Ou seja, para realizar a simplificagdo basta
dividir o numerador e o denominador pelo mesmo nimero natural, diferente de um, até

chegar a uma fracdo que nao mais seja simplificavel.

Exemplo 10:

4 2

2 2 12 1
8 42 4 272 2

Observe que realizando a divisdo do numerador pelo denominador, o mesmo resul-

tado ¢é encontrado em todas as fragoes.

4 2 1
8§ 4 2 ’

Isso ocorre porque se tratam de fragoes equivalentes, ou seja, elas sdo aparentemente
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diferentes, mas apresentam o mesmo resultado. Confira a representacao das fragoes na

imagem a seguir.

Figura A.4 — Fracoes equivalentes

; I

2

2

: I |

4 : :

I |

Fonte: https://https://www.todamateria.com.br/simplificacao-de-fracao/

A.5.1 Adicao

Para somar fragoes é necessario identificar se os denominadores sao iguais ou
diferentes. Se forem iguais, basta repetir o denominador e somar os numeradores. Contudo,
se os denominadores sao diferentes, antes de somar, devemos transformar as fragoes em
fragoes equivalentes de mesmo denominador.

Neste caso, calculamos o Minimo Miltiplo Comum (MMC) entre os denominadores
das fragoes que queremos somar. Esse valor passa a ser o novo denominador das fracoes.
Além disso, devemos dividir o MMC encontrado pelo denominador e o resultado multipli-

camos pelo numerador de cada fracao. Esse valor passa a ser o novo numerador.

Exemplo 11:
5 2 542 7
979" 9 "9
1 2 3x145x2 3+10 13
5737 15 1515
1,12 10x1+15x146x2 _10+15+412 37
325 30 30 30

A.5.2 Subtracao

Para subtrair fragcoes temos que ter o mesmo cuidado que temos na soma, ou seja,
verificar se os denominadores sao iguais. Se forem, repetimos o denominador e subtraimos
os numeradores. Se forem diferentes, fazemos os mesmos procedimentos da soma, para

obter fragoes equivalentes de mesmo denominador, ai sim podemos efetuar a subtracao.

Exemplo 12:
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3 2 1

8§ 8 8

6 1 3x6-7x1 18-7 11
73 21 T 21 21

A.5.3 Multiplicacao

A multiplicagao de fragoes é feita multiplicando os numeradores entre si, bem como

seus denominadores.

Exemplo 13:
3><1—3X1—3
475 4x5 20
7><3—7X3—21
8 5 8x5 40
1 1 5 1x1x5 5
X=X = = —
2 3 7T 2x3x7 42
A.5.4 Divisao

Na divisao entre duas fragoes, multiplica-se a primeira fragdo pelo inverso da se-

gunda, ou seja, inverte-se o numerador e o denominador da segunda fracao.

Exemplo 14:
&3_3x2_6_
472 473 12 2
15 5 1 15 5
3= x-="==C
8 8 "3 24 8
3J5_3X2_ 6 1
8 2 8715 120 20

A.6 MEDIA ARITMETICA E PORCENTAGEM

Estudar e resolver questoes de média aritmética e de porcentagem é importante
por varias razoes:

- Uso no dia a dia: A média aritmética e a porcentagem sao amplamente aplicadas
em situagoes cotidianas. A média é utilizada para avaliar notas escolares, medir desem-
penhos e interpretar resultados. A porcentagem aparece em situagoes como descontos,

aumentos de precos, juros e outras questoes financeiras.
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- Interpretagdo de dados: A média aritmética facilita a analise de grandes quantida-
des de dados, oferecendo uma visao geral. Por sua vez, a porcentagem torna mais simples
a comparacao entre valores e a avaliagdo de variagoes proporcionais, como crescimento ou
reducao em diferentes cenarios.

- Educagao financeira: Resolver problemas envolvendo porcentagem é crucial para
entender aspectos financeiros, como o calculo de juros, impostos, investimentos e emprés-
timos, sendo essencial para a gestao eficiente das finangas pessoais e a tomada de decisoes
econdmicas.

- Base para outras disciplinas: A média e a porcentagem servem de base para
conceitos mais avancados em areas como estatistica, economia e ciéncias sociais, sendo
ferramentas tteis tanto em pesquisas académicas quanto no mercado de trabalho.

- Tomada de decisoes conscientes: A habilidade de calcular médias e porcentagens
permite interpretar corretamente graficos, tabelas e relatérios, o que é de suma importancia
para fazer escolhas em areas como saude, educacao, economia e planejamento pessoal.

- Desenvolvimento de habilidades analiticas: O estudo desses conceitos fortalece o
raciocinio logico e a capacidade de resolver problemas, habilidades essenciais em diversas
areas da vida, seja na escola, no trabalho ou no dia a dia.

Portanto, entender e dominar a média aritmética e a porcentagem ¢ fundamental
para enfrentar desafios praticos do cotidiano, bem como questoes mais complexas no

campo financeiro, académico e profissional.

A Média Aritmética de um conjunto de dados é obtida somando todos os valores
e dividindo o valor encontrado pelo nimero de dados desse conjunto. E muito utilizada
em estatistica como uma medida de tendéncia central. Pode ser simples, onde todos os
valores possuem a mesma importancia, ou ponderada, quando considera pesos diferentes

aos dados.

A.6.1 Média Aritmética Simples

Esse tipo de média funciona de forma mais adequada quando os valores sao relati-
vamente uniformes. Por ser insensivel aos dados, nem sempre fornece os resultados mais
adequados, pois todos os dados possuem a mesma importancia (peso).

A férmula para o calculo da média aritmética simples é:

r1+x9+x3+ -+ T
n

M =

em que:
- M: média aritmética simples
- n: quantidade de dados

- x1, X2, X3, -+, Tp: valores dos dados.
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Exemplo 8: Sabendo que as notas de um aluno foram: 8,2; 7,6; 10,0; 9,5; 6,7, qual
a média aritmética simples que ele obteve no curso?
82+7,6+10+95+6,7 42

Média = — =84
édia z z ,

A.6.2 Média Aritmética Ponderada

A média aritmética ponderada é calculada multiplicando cada valor do conjunto
de dados pelo seu peso. Depois, encontra-se a soma desses valores que sera dividida pela

soma dos pesos, conforme a expressao:

P11 XT1+Pp2 X T2+ Pp3 XT3+ ...+ P X Ty
P1+p2+p3+...+pn

Mp

em que:
- Mp: Média aritmética ponderada
- x1, T9,...,xy: valores dos dados

- P1, D2,---, Pn: PESOS.

Exemplo 9: Considerando as notas e os respectivos pesos de cada uma delas,

indique qual a média ponderada que o aluno obteve no curso:

Disciplina Nota | Peso
Biologia 8,2 3
Filosofia 10,0 2
Fisica 9,5 4
Geografia 7,8 2
Histéria 10,0 2
Lingua Portuguesa | 9,5 3
Matematica 6,7 4

3 x82+2%x10+4x95+2x78+2%x10+3x9,5+4x6,7

Mp = 34+424+44+2+2+3+4
24,6 +20 + 38+ 15,6 + 20 + 28,5 + 26,8
N 20
1735
20

= 8,675.
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A.6.3 Porcentagem

A porcentagem é empregada nas relagdes comerciais e em varias outras situagoes
do cotidiano. E bastante comum ver, em vitrines de lojas ou em contas de energia, por
exemplo, o uso do simbolo de porcentagem para passar alguma informagao. Chamamos de
porcentagem qualquer razao que tenha como denominador o niimero 100, e utilizamo-la
para comparar a partes de um todo.

Para representar a porcentagem de um numero, é bastante comum escrevermos
ele seguido do simbolo %, ou seja, a representacao 5%, por exemplo, é lida como cinco
por cento. Considerando-se essa representacao pelo simbolo da porcentagem, existem trés

formas de representar-se a porcentagem: a percentual, a fracionaria e a decimal.

Representagao percentual
E a representacio que utiliza o simbolo %, como nos exemplos a seguir:
— 20% (1é-se: vinte por cento)
— 5% (lé-se: cinco por cento)

— 13,25% (lé-se: treze virgula vinte e cinco por cento).

Representacao fracionaria
Outra representacao bastante comum ¢é a fracionaria, utilizada para calculos envol-

vendo porcentagem. Basta escrever uma fragdo do ntimero sobre 100:

20
207 ~» —
0% 100

5
W —_—
100

13,25

100

5%

13,25% ~~

Representacao decimal
Também pode ser utilizada para realizacao de céalculos, como vimos, 20% significa
a divisao de 20 por 100, entao, para representar-se essa porcentagem na forma decimal,

basta efetuar a divisao:
20% ~- 20 : 100 = 0,20 = 0,2
5% ~~5:100 = 0,05
13,25% ~~ 13,25 : 100 = 0,1325
Exemplo 15: Calcule 20% de 400.
Método 1:

Para isso, podemos realizar a representacao fracionéria de 20% e, posteriormente,

multiplicar essa fracao por 400:
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20
2 _
0% ~ 150
20 8000
— 4 = —_-
100 < A0 =755 =80

Método 2:
Caso queira, em vez de representar 20% como uma fracao, podemos utilizar a

representacao decimal, ficando assim:

20% ~ 0,2
0,2 x 400 = 80

O que significa que 80 corresponde a 20% de 400.
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