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RESUMO

A geometria analitica ¢ um ramo da matematica que envolve harmoniosamente a geometria e a
algebra. Diante disto, buscou-se utilizar desses dois ramos da matemadtica para a constituicao
de uma abordagem da geometria analitica por meio da geometria plana e da &lgebra.
Inicialmente, estudou-se do ponto de vista histérico o desenvolvimento da geometria analitica
até sua consolidacao. Em seguida, alguns resultados importantes da geometria plana e da
algebra foram apresentados a fim de embasar a transposi¢cdo desses conhecimentos em diregao
a geometria analitica. Posteriormente, temas fundamentais da geometria analitica foram
abordados com base nos postulados e teoremas da geometria plana e da algébrica. Por fim, para
consolidar esses resultados, algumas questoes envolvendo a utilizagdo da geometria analitica
como ferramenta poderosa na resolu¢do de problemas essencialmente matematicos e do
cotidiano foram apresentadas. As questdes apresentadas buscaram ressaltar a aplicabilidade da
geometria analitica restringindo-se aos topicos desenvolvidos. Nesse sentido, o estudo indicou
uma tendéncia promissora de utilizacdo da linguagem geométrica, munida das ferramentas
algébricas, na consolidagdo de resultados analiticos, fortalecendo propositalmente as estratégias
de didlogo entre esses ramos da matematica. Diante desse modelo, pode-se concluir que esté ¢
uma estratégia diferente para apresentar a geometria como um solido fundamento da
matematica, a algebra como uma ferramenta potencialmente facilitadora e, principalmente a

geometria analitica como o resultado da convergéncia desses conhecimentos.

Palavras-chave: geometria analitica; geometria plana; algebra.



ABSTRACT
Analytic geometry is a branch of mathematics that harmoniously involves geometry and algebra.
In view of this, it was sought to use these two branches of mathematics to constitute an approach
to analytic geometry through plane geometry and algebra. Initially, the development of analytic
geometry until its consolidation was studied from a historical point of view. Then, some
important results of plane geometry and algebra were presented in order to support the
transposition of this knowledge towards analytic geometry. Subsequently, fundamental themes
of analytic geometry were addressed based on the postulates and theorems of plane geometry
and algebraics. Finally, to consolidate these results, some issues involving the use of analytic
geometry as a powerful tool in solving essentially mathematical and everyday problems were
presented. The questions presented sought to highlight the applicability of analytic geometry
by restricting themselves to the topics developed. In this sense, the study indicated a promising
trend of using geometric language, equipped with algebraic tools, in the consolidation of
analytical results, purposely strengthening the dialogue strategies between these branches of
mathematics. In view of this model, it can be concluded that this is a different strategy to present
geometry as a solid foundation of mathematics, algebra as a potentially facilitating tool and,

especially, analytic geometry as the result of the convergence of these knowledges.

Keywords: analytic geometry; plane geometry; algebra.
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1 INTRODUCAO

Devido a importancia do ensino da geometria e da algebra na educacao basica, suas
abordagens s3o amplamente contempladas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
desde os anos iniciais da escolarizagdo até sua consolida¢dao no ensino médio (Brasil, 2018).
Entre as competéncias gerais da educagdo basica estd a valorizagdo e a utilizagdo dos
conhecimentos historicamente construidos (Brasil, 2018, p. 9), o que permite a utilizagao de
conhecimentos diversos para a construcao de novos conhecimentos. Pode-se destacar ainda o
“exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias, incluindo a
investigacdo, a reflexdo, a andlise critica, a imaginac¢do e a criatividade, para investigar causas,
elaborar e testar hipdteses, formular e resolver problemas e criar solugdes (inclusive
tecnologicas) com base nos conhecimentos das diferentes areas” (Brasil, 2018, p. 9), permitindo
uma articulagdo entre diferentes tipos de conhecimento. Aliado a isso, considera importante o
uso de ferramentas tecnologicas para a produg¢do do conhecimento, para o que propde
“compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informag¢do e comunicagdo de forma
critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para
se comunicar, acessar e disseminar informagdes, produzir conhecimentos, resolver problemas
e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva (Brasil, 2018, p. 9).

Na etapa do ensino médio a BNCC propdem a consolidacdo, a ampliagdo e o
aprofundamento das aprendizagens desenvolvidas no Ensino Fundamental. Entre as
competéncias especificas de matematica e suas tecnologias destaca-se “compreender e utilizar,
com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de representacdo matematicos (algébrico,
geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e comunicag¢ao de resultados
de problemas” (Brasil, 2018, p. 531). Com base nessa intencdo, a associacdo de equagdes
algébricas e representagdes geométricos por meio do plano cartesiano, podem ser observados
segundo as habilidades propostas, nos trés anos do ensino médio.

A interpretagdo, analise, investigagcdo, conversao, associacao e utilizacdo dos conteudos
matematicos propostas no ensino médio requer habilidades estratégicas que permitam o
tratamento critico e criativo no ensino e aprendizagem da matematica.

Diante desse cendrio, tragar curriculos que atendam a essas especificidades torna-se um
grande desafio ainda maior, no que diz respeito a harmonizacdo dos campos da matematica.
Nesse sentido, a Base Nacional fornece possibilidades de se trabalhar os contetidos matematicos

nos diferentes contextos, possibilitando diversos caminhos investigativos.
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Nesse sentido, no que diz respeito a trabalhar a matematica sob o ponto de vista
geométrico e algébrico, separadamente, causa certa limitacdo as possibilidades de alcance da
matematica. Nota-se que, entre os principais gedmetras classicos havia preocupacdo em
oferecer interpretacdes geométricas as questdes matematicas, utilizando para isso ferramentas
de construcdo geométrica precisas e robustas. Enquanto, por seu lado, os algebristas
procuravam embasar seus métodos em investigagdes com uso de técnicas simbdlicas. Entre
esses passos aparecem 0s nomes de grandes matematicos que se ocupavam em grande medida
de uma ou outra matéria, porém aos nomes de René Descartes e Pierre de Fermat é meritada a
formal ocupacdo ao mesmo tempo da algebra e da geometria que serviu de base ao
descobrimento da geometria analitica e, com isso a harmonizagdo esperada desses campos da
matematica (Boyer; Merzbach, 2012). Essas duas vertentes dentro de um unico campo de
estudo forneceu a geometria analitica o posto de uma potente ferramenta matematica capaz de
transferir uma investigacdo geométrica para uma investigacdo algébrica e vice-versa (Eves,
2004, p. 383).

Nesse sentido, um estudo harmonioso da algebra e da geometria plana historicamente é
de grande valor para a matematica, e permite um tratamento reciproco capaz de fomentar o
pensamento abstrato ampliando o entendimento dos termos, simbolos, equagdes e formas. A
fim de solidificar esse tratamento, o estudo da geometria analitica sera realizado em trés frentes,
inicialmente por meio de uma base historica, em seguida por meio da geometria plana e algebra

e por fim através da aplicagédo da resolucdo de problemas matematicos.

Com base ao que foi exposto anteriormente, o objetivo deste trabalho sera utilizar os
conhecimentos obtidos no ensino fundamental em algebra e geometria plana, a fim de
direciona-los a geometria analitica, promovendo um avango em abstracdo do pensamento
matematico nesse processo de transposicao. E ainda utilizar desse conhecimento para promover
aplicagdes em diversos contextos que os envolvam.

Essa dissertagdo esté estruturada em cinco capitulos. No primeiro ¢ feito uma introdugao
com indicativos gerais a respeito do tema, expondo objetivos e as tendéncias gerais da utilizagao
da linguagem geométrica e algébrica no ensino da geometria analitica.

No segundo capitulo, faz-se um apanhado geral historico da geometria analitica, e todo
seu processo de desenvolvimento. Aqui os fatos sdo apresentados em ordem cronologica e por
periodos de tempo especificos, desde as contribuicdes de sociedades mais antigas até a sua
formalizagao munida de suas especificidades. E cada periodo sdo apresentados os nomes dos

principais matematicos e¢ as descobertas que vieram a contribuir para seu desenvolvimento.
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Para isso, realizou-se uma pesquisa bibliografica baseada nas produgdes de Malta (2015), que
analisou cronologicamente os fatos que propiciaram a descoberta da geometria analitica até sua
descoberta no século XVII, por René Descartes e Pierre de Fermat. Além deste, as producdes
de Boyer e Merzbach (2012) e Eves (2011), que apresentam um panorama geral da historia da
matematica em suas perspectivas singulares. A ordenagdo cronologica do desenvolvimento da
geometria analitica propiciou a assimilagdo do processo e dos elementos essenciais nos quais

se constituem essa matéria.

Calixto (2022) em sua explanacao, com base na proposta de Carson e Rowlands (2007),
defende que “a narrativa de episodios historicos especificos € empregada como uma poderosa
ferramenta pedagogica para despertar a consciéncia dos alunos a respeito do carater abstrato
dos objetos, dos procedimentos e do pensamento matematico” (Calixto 2022, p. 83). Segundo
os autores, o registro historio revela um padrao gradual de desenvolvimento, que permite uma
reconfiguragdo crescente do entendimento de determinado assunto. Essas novas formas de
compreensdo contribuem para o aprimoramento da habilidade de abstracdo, assim como para a
aprendizagem do proprio assunto através de sua evolucao (Calixto 2022, p. 83-84). Inicialmente,
partem do argumento de que “essas transformacdes podem ser observadas pelo processo
histérico, e por meio dele € possivel “[...Jcompreender as inovagdes ou descobertas historias
que transformaram o sujeito” (Calixto 2022, p. 84, apud Carson; Rowlands 2007, p. 922).
Defendem que definindo propositos ao uso da histéria da matematica € possivel utiliza-la a fim

de compreender o produto das descobertas e as motivagdes que as promoveram.

Em sua explanagdo, os autores defendem que ““a utilizagao da perspectiva historica pode
contribuir significativamente na fase de construcao do curriculo para o ensino de matematica”
(Calixto 2022, p. 84). Num primeiro nivel ressaltam que a utilizagdo desta perspectiva leva a
insights sobre como foram introduzidas as descobertas do conhecimento matematico, suas
fontes, razdes e momentos histéricos que o circundaram, além de ajudar a compreender a
evolugdo do conhecimento através de uma série de numerosos € pequenos desenvolvimentos e

seus impactos na constru¢do da consciéncia humana (Calixto 2022, p. 84).

A capacidade do contexto historico de aproximar realidades confere ao estudante a
oportunidade de perceber os eventos através da otica daquele que os originaram em seus tempos,
0 que por usa vez confere sentido e significado ao conhecimento, além de introduzir percepgoes
diferenciadas nos estudantes que nao apresentam interesse na disciplina. (Calixto 2022, p. 110-
111). Por outro lado, o autor apresenta uma ressalva quanto ao uso de uma narrativa que nao

propicie um vinculo eficiente entre os estudantes e os personagens.
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Chaquiam (2017) considera o crescente interesse pela historia das ciéncias, em especial
a historia da matematica, como um importante impacto na melhoria do ensino e aprendizagem
da matematica, pois permite observar os desdobramentos que resultaram nas teorias hoje
estruturadas, sua evolugdo e, ainda perceber os esfor¢os que de que se originaram (Chaquiam
2017, p. 13). Dessa forma, entendem que “a inserc¢ao de fatos do passado pode ser uma dinamica
bastante interessante para introduzir um determinado contetido matematico em sala de aula,
tendo em vista que o aluno pode reconhecer a matematica como uma criagdo humana que surgiu
a partir da busca de solugdes para resolver problemas do cotidiano” (Chaquiam 2017,p. 14), e

assim amparar o ensino dos infortinios pelo desconhecimento de seus porqués.

Diante desse cenario, Chaquiam (2017) aponta consideragdes, trazidas pela literatura,
que vao a favor do uso da historia da matematica no ensino de matematica. Em resumo,
defendem sua contribuicdo para: (1) satisfazer o desejo de saber como os conceitos da
matematica se originaram e desenvolveram; (2) o ensino e a pesquisa mediante o estudo dos
autores classicos, o que vem a ser uma satisfacdo em si mesmo; (3) entendermos nossa heranca
cultural através das relagdes da matematica com as outra ciéncias; (4) o encontro entre o
especialista em matematica e profissionais de outras areas cientificas; (5) oferecer um pano de
fundo para a compreensao das tendéncias da educagao matematica no passado e no presente; e
(6) ilustrar e tornar mais interessantes o ensino da matematica. O autor ainda ressalta a presenca
e importancia da matematica no delineamento e constru¢ao do saber ao longo da evolucao

historica da humanidade.

No terceiro capitulo sera feita uma abordagem dos principais toépicos da geometria plana
e da dlgebra que servirdo de base e fundamentagao teorica para o desenvolvimento da geometria
analitica. Nesse topico, utiliza-se como referéncia primordialmente as obras da colecdo
Fundamentos de matematica Elementar (2013) e na cole¢ao Profmat, além de consulta a livros
didaticos e artigos.

No quarto capitulo apresenta-se de fato as demonstragdes de resultados fundamentais da
geometria analitica por meio de argumentos da geometria plana munidos da ferramenta
algébrica, com o auxilio do software geogebra na determinacdo dos passos das construgdes em
torno das demonstragdes. Tendo como referéncia o plano cartesiano, ¢ a ideia de coordenadas
e distancia na reta e no plano, serdo realizadas demonstragdes para areas, equacoes da reta no
plano, paralelismo, perpendicularismo, alinhamento de pontos, distancias, circunferéncia,
transformagdo geométricas planas e conicas. Nesse sentido, os principios fundamentais da

geometria analitica no plano, ou seus principais resultados, foram utilizados tendo como
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referéncia lezzi (2013b), que apresenta uma abordagem mais direcionada para o ensino médio,
e Delgado, Frensel e Crissaff (2017), que apresenta uma linguagem mais aprofundada.

No quinto capitulo, aplica-se a geometria analitica em alguns problemas da geometria
plana e em outros problemas matematicos, determinando assim suas solugdes e apresentado
seus respectivos registros geométricos com o auxilio do software matematico gedmetra, que
entrega um panorama geral essencialmente analitico dos passos e resultados encontrados.

Por fim, conclui-se a aplicabilidade da geometria analitica e a reciprocidade de
investigacdes entre os ramos da geometria, proporcionando ao aluno uma visdo abrangente da
matematica e ao professor uma possibilidade de relacionar apresentando uma estratégia rica em
possibilidades e que deixa margem para aprimoramentos e possibilidade de desenvolvimentos

considerando espagos de dimensao superior.
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2 A HISTORIA DA GEOMETRIA ANALITICA

Nesse capitulo, apresenta-se o percurso historico da geometria analitica proposto por
Malta (2015), que foca nos fatos que propiciaram a descoberta da geometria analitica no século
XVII, e no qual apresenta questdes relativas a contribuicdo dos particulares inventores da
mesma. Na proposta do autor, a narrativa dos episodios historicos especificos € exposta em
periodos, nos quais busca-se especificar em cada subdivisdo de épocas os fatos mais
proeminentes ao despertar do carater excéntrico da geometria analitica. Tal sequéncia ¢
constituida de oito periodos, cuja ordem reflete, em grande medida, a evolucao do préprio
pensamento matematico. Nesse sentido, a fim de tracar a rota da geometria analitica até o século
XVII far-se-4 um panorama historico cronoldgico dos principais nomes envolvidos, suas
contribuigdes e legado que culminariam nessa descoberta. Sobretudo, tomando como base os
aspectos reciprocos da geometria analitica até sua harmoniosa relagdo dentro da geometria

analitica.

2.1 O método da geometria analitica e a proposta cronoldgica de malta

A geometria analitica ¢ um método da geometria que combina dois aspectos reciprocos
fundamentais: algebra e geometria (Eves, 2004, p. 382). A ideia central desse ramo da
matematica consiste em estabelecer uma correspondéncia reciproca entre lugares geométricos
e equacdes algébricas (Boyer; Merzbach, 2012, p. 242). A descoberta da geometria analitica ¢
creditada aos matematicos franceses René Descartes e Pierre de Fermat, que separadamente
lancaram as bases desse poderoso método de encarar problemas geométricos e algébricos
(Boyer; Merzbach, 2012). Considerando, nesse sentido, as contribui¢des deixadas ao longo da

historia por ilustres matematicos que culminaram ao seu surgimento (Malta, 2015).

Malta (2015) propde, em seu trabalho (intitulado o surgimento da geometria analitica
no século XVII: debate histérico sobre questdes referentes a sua descoberta) um panorama
historico das ideias que culminaram ao surgimento da geometria analitica, composto de uma
sequéncia temadtica cujo principal objetivo ¢ fazer com se tenha uma percepcdo gradual e
cronologica dos fatos que desempenharam importancia nesse percurso, ao passo em estes sao
apresentados dentro de uma linha temporal especifica. Conforme Boyer e Merzbach (2012), a
subdivisdao dos acontecimentos em periodos € conveniente para a histdria tanto quanto o uso de

um sistema de coordenadas ¢ 1til na geometria.

O autor parte do argumento de que pouquissimos trabalhos com enfoque historiografico
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sobre a geometria analitica sdo encontrados em ambito nacional (Malta, 2015, p. 1). Dessa
forma, entende que contextualizagao histdrica desse ramo da matematica acrescenta ao proprio
entendimento da mesma ao delinear os tramites de sua descoberta solidariamente as condi¢des
favoraveis e as casualidades advindas dos tempos passados (Malta, 2015, p. 6). Na analise
historica Malta (2015, p. 6) aponta para um recorte histérico mais “eldstico mostrando que a
descoberta da geometria analitica foi fruto ndo so6 das condi¢des favoraveis do primeiro terco
do século XVII, mas também de casualidades advindas de tempos passados”. Com isso,
apresenta uma historia geral da geometria analitica relatada de forma diacronica “na qual o

conhecimento evolui de forma dindmica com marcas estilisticas proprias” (p. 6).

Malta (2015) faz um levantamento dos principais estilos de pensamento que interferem
nas relagdes histdricas, socioldgicas e culturais que interferiam no desenvolvimento da
geometria analitica em cada periodo mencionado. Tendo em vista que “o desenvolvimento
ocorre de forma gradual e continuada, mediante mutagdes sucessivas nos estilos de pensamento,
mas sem rupturas drasticas na transi¢do de um estilo para outro” (p. 10). Nesse sentido, cada
periodo ¢ apresentado trazendo os estilos de pensamento vigente, principais nomes € suas
influencias, € o viés de conhecimento matematico que se delineou a fim de forjar a geometria
analitica. Além de identificar as fontes as razdes e momentos em que tais mudancas de
pensamento foram introduzidas por meio de Malta (2015), a perspectiva historica traz as
manifestagdes dos eventos acompanhadas das percep¢des origindrias das obras de Boyer e

Merzbach (2012) e Eves (2004), além de outras obras que tratam de histéria da matematica.

Em meio as oito divisdes temporais do estudo proposto por Malta (2015), encontram-se
levantamentos oriundos de civilizagdes da antiguidade dos primordios dos registros mais
antigos da matematica até as contribui¢des dos séculos XVII efetuadas pelos matematicos René
Descartes e Pierre de Fermat, organizando-se seguindo o percurso historico do desenvolvimento
do pensamento matematico em torno da algebra e da geometria, a saber: (1) as principais
contribuicdes da antiguidade; (2) Civilizacdo helénica; (3) Idade Heroica da civilizacao
helénica; (4) Estudo das conicas; (5) Idade de Prata da Matematica Grega; (6) Contribui¢des da
Idade Média; (7) Contribui¢des do Preludio da Era Moderna; (8) Contribuigdes da era moderna.

2.2 As principais contribuicées da antiguidade

Segundo Eves (2004), a aritmética e a mensuracao pratica sdo tidas como a “énfase

original da matematica” (p. 57), cujas concepcdes possuem estreita relagdo com os aspectos
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cotidianos e praticos. Boyer e Merzbach (2012) atribuem as nog¢des de niimero, grandeza e
forma a capacidade humana de perceber contrastes e a capacidade de perceber analogias a
massa de experiéncias cadticas. E, desse modo remonta a um longo processo de
desenvolvimento até tomar propriedades de conhecimento cientifico a partir da incorporacao

de tendéncias ao tratamento abstrato dessas ciéncias praticas (Eves, 2004, p. 57).

Eves (2004) destaca o conceito de numero e o processo de contar como anteriores aos
primeiros registros historicos, conjectura tal acontecimento como resultado de um senso
numérico comum a espécie humana capaz de “reconhecer mais e menos quando se
acrescentavam ou retiravam alguns objetos de uma coleg¢do pequena” (Eves, 2004, p. 25). A
capacidade de realizar analogias tornou possivel a associacdo de registros simples de
correspondéncia biunivoca, em que “[...] para uma contagem de carneiros, por exemplo, podia-
se dobrar um dedo para cada animal [...]” (Eves, 2004, p.26), para mais tarde tal representacao
assumir sons designativos, por meio da linguagem falada, a fim de efetuar registros verbais dos
nimeros de objetos de um dado grupo pequeno, e por fim, através do aprimoramento da escrita

surgirem arranjos de simbolos para representar os nimeros.

Boyer e Merzbach (2012) assinala a capacidade humana de por seus registros e
pensamentos em forma escrita como um caminho aberto para a geometria e a algebra. Assim,
revolve ao desenvolvimento de tendéncias no sentido da abstragdo como o caminho do estudo
da ciéncia por si mesma e, dessa forma, um caminho aberto a evolucgao da aritmética a algebra

e da mensuracao a geometria (Eves, 2004, p. 57).

Eves (2004) destaca a familiaridade dos egipcios e babilonicos com praticas de
mensurac¢ao de figuras geométricas e a assina-la como marca de suas sociedades. Vale ressaltar,
que dado o propdsito pratico do uso da matematica por esses povos o elemento principal nas
questdes eram calculos direcionados a casos concretos e especificos, o que mantinha a relagao
entre a aritmética e a geometria pouco tedrica (Boyer; Merzbach, 2012, p. 38). Nesse sentido,
“mesmo que essas civilizagdes tenham evoluido razoavelmente em aritmética e geometria, a
falta de uma preocupagdo com os processos gerais e dedutivos dificultava a associacdo desses

campos num sistema formal que caracterizaria a geometria analitica futura” (Malta, 2015, p.

12).

Conforme Boyer e Merzbach (2012), ndo se pode afirmar categoricamente que a
matematica egipcia e babilonica ndo se preocupava com questdes de natureza demonstrativa,
porém ha auséncia de enunciados explicitos que indiquem esse tipo de tratamento da

matematica por esses povos, de modo que se pode afirmar “que muito da matematica pré-
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helénica era pratica, mas certamente ndo toda” (Boyer; Merzbach, 2012, p. 50-51).

Diante disso, a transposi¢cdo do uso pratico da matemadtica para um tratamento mais
tedrico se daria apenas tempos mais tarde com a civilizagdo grega. Nao obstante, tais
desenvolvimentos nas artes praticas contribuiram aos desenvolvimentos futuros da geometria

analitica.

2.3 O aprimoramento do pensamento matematico da civilizacao helénica

O aprimoramento do pensamento matematico sofreu importantes transformagdes com o
deslocamento do centro do desenvolvimento matematico da mesopotamia para o mundo grego
e provocou mudangas de pensamentos na matematica (Malta 2015, p. 12). Em suas atividades
intelectuais os gregos eram mais inclinados a questdes filosoficas do que com as exigéncias da
vida pratica, o que possibilitou uma harmoniosa busca por promover e aprofundar os
conhecimentos relativos a natureza (Boyer; Merzbach, 2012, p. 56). Com isto, deve-se a
chamada Era Helénica inspirada pelos povos gregos a concretizagdo do pensamento formal no

tratamento da matematica.

A crescente atmosfera do racionalismo grego abriu caminho para Tales de Mileto criar
um modelo de pensamento que buscava comprovar hipoteses a partir da composicao de outras
jé consolidadas, chamado de método dedutivo. Esse modelo tragava uma linha de argumentos
logicos, fundamentando-se na comprovagao de resultados mediante investigagdes sistematicas,
essa nova forma de pensar tornou-se o alicerce para a sistematizagdo de conceitos tanto da

aritmética quanto da geometria (Malta 2015, p 13).

Os pitagoricos deram prosseguimento a essa linha de pensamento langada por Tales de
Mileto, e passaram a agregar argumentos logicos para a conceituacdo dos objetos do
conhecimento (Malta 2015, p. 14). Eles, se aplicavam em estudar as leis matematicas e
chegaram a conclusao de que toda a natureza deve ser uma expressao de leis e relagdes
matematicas (Carson; Rowland 2012 apud Calixto, 2022, p. 96). Nesse sentido, a concepcao
das estruturas numéricas e geométricas passaram a ser explicadas a partir de argumentos
cientificos, os nimeros passaram de um resultado com finalidade de uso pratico, como tratado
pelos babilonicos e egipcios, para um conceito carregado de propriedades capazes de explicar
quaisquer fendmenos da realidade, o que os levava a “uma exaltacdo e ao estudo das
propriedades dos nimeros e da aritmética” (Eves, 2004, p. 97)., enquanto naturalmente através

do método dedutivo “acrescentaram a geometria o elemento novo da estrutura logica” (Boyer;
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Merzbach, 2012, p. 55).

Encorajados pelas ideias de que todas as coisas que podem ser conhecidas tém ntimero
a busca pela quantificacdo do mundo fisico com base na linguagem dos nimeros, concebida
pelas relagdes entre nimeros inteiros, avangou levando ao aprimoramento dos conceitos como
os de razdo e propor¢ao que passaram a embasar toda a matematica grega (Malta, 2015, p. 13).
O nome de razdo empregado pelos gregos dizia-se da “relagdo de tamanho entre grandezas de
mesma espécie” (Boyer; Merzbach, 2012, p. 59). Essa relagdo “focaliza a atencdo sobre a
conexao entre pares de numeros, tende a por em relevo os aspectos tedricos do conceito de
nimero e a reduzir a énfase no papel do nimero como instrumento de calculo ou aproximagao
de medidas” (Boyer; Merzbach 2012, p. 60). O estudo das proporcdes dizia-se da igualdade de
razdes que “presumidamente formava de inicio uma parte da aritmética ou teoria dos nlimeros
pitagorica. Mais tarde, as quantidades que entravam em tais propor¢des seriam provavelmente
olhadas como grandezas geométricas” (Boyer; Merzbach, 2012, p. 61). Nesse sentido, as
relagdes entre segmentos de linha de uma para o outro (e similarmente para areas e volumes)

passaram a ser expressaveis através de razdes de inteiros.

No entanto, Malta (2015) destaca a mentalidade da civilizagdo helénica restrita aos
nimeros e as curvas conhecidos, destas familiarizados apenas com a reta e o circulo e, enquanto
daqueles consideravam apenas os inteiros positivos, ndo possuindo uma maturagdo na
harmonizagdo das relagdes entre esses dois campos. Em contrapartida, o autor apresenta a
sistematizacdo do pensamento nesse periodo como essencial ao desenvolvimento posterior das

conicas realizado por Apolonio, na linha de desenvolvimento da geometria analitica.

2.4 Investigacdes da idade heroica da civilizagdo helénica

Seguindo a era pitagorica, a chamada idade heroica da civilizagdo helénica caracterizou-
se por pelo considerdvel nimero de investigagdes levantadas em oposicdo ao estilo de
pensamento vigente, que viriam a ser impactantes para os desdobramentos que seguiriam o
curso do pensamento matematico (Malta, 2012, p. 14). Nesse cendrio, grande parte das criticas
propostas estavam relacionadas as ideias dos pitagoricos e diziam respeito as suas concepgoes
centrais: os nimeros. Boyer ¢ Merzbach (2012) destacam que “era um artigo de fé¢ fundamental
do pitagorismo que a esséncia de tudo, tanto na geometria como nas questoes praticas e tedricas
da vida do homem, pode ser explicada em termos de arithmos ou das propriedades intrinsecas

dos inteiros e suas razdes” (p. 70). Porém, a descoberta de que os numeros inteiros positivos e
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suas razdes eram insuficientes para descrever propriedades bésicas e simples da geometria
abalou os alicerces da matematica grega. Ndo bastavam, por exemplo, “para comparar a
diagonal de um quadrado ou de um cubo ou de um pentdgono com seu lado. Os segmentos sao
incomensuraveis nao importa quao pequena se escolha a unidade de medida” (Boyer; Merzbach,
2012, p. 70). Contrapondo a ideia pitagdrica de que o espago ¢ o tempo podem ser pensados
como constituidos de pontos e instantes, em que um ponto ¢ considerado como uma unidade
tendo posi¢ao no espago, Zeno de Eléia propds seus paradoxos que abriram caminho para uma
propriedade numérica conhecida como continuidade, a0 mesmo tempo em que contribuiu para
abalar o sistema a de ideias do coletivo de pensamento com relacdo a aritmética adotada (Boyer;

Merzbach, 2012, p. 72).

Essa tomada de consciéncia levou a um rompimento na matematica, em que a aritmética
perdeu grande parte de seu prestigio €, com isso 0s numeros pitagéricos ja ndo davam conta das
relagdes da geometria associadas a teoria das propor¢des, passando a serem estudados a parte
da geometria, ocasionando um desligamento total entre esses dois campos da matemaética
(Boyer; Merzbach, 2012, p. 73). Boyer e Merzbsch (2012) destacam que, enquanto o reino dos
numeros continuava a ser discreto, o mundo das grandezas passou a ser continuo e, a fim de
trata-las passou-se a utilizar a geometria e, esta tornou-se uma importante ferramenta para
representacdo, mensuracao e resolucdo de problemas na matematica, o que resultou “em uma

geometrizagao radical do pensamento matematico” (Malta, 2015, p. 49).

O novo carater assumido pela geometria originou-se dessas argumentagdes, € rompeu-
se a ideia de que a geometria poderia ser completamente aritmetizada. Com isto, as convicgoes
como a de que “tudo € nimero” (inteiro) ou que “relagdes entre segmentos de linha de um para
outro (...) sdo sempre expressaveis através das razdes de inteiros” ja ndo se encaixavam. Malta
(2015) ressalta ainda que dada a insuficiéncia dos nimeros, os problemas classicos da
matematica passaram a exigir solugdes com base na construgao de linhas ao invés do calculo
no tratamento das grandezas, assim “comprimento, area, € volume nao eram niimeros ligados a
uma configuragdo dada; eles eram conceitos geométricos indefinidos™ (p. 17, Apud Boyer,
2004). Dessa forma, conforme destaca Malta (2015) “uma nova configuragao estilistica para a
atividade matematica pautada exclusivamente em ideias geométricas” (p. 49) passou a
configurar-se no cenario da matematica grega. A partir desse periodo, a matematica se guiou
por construgdes geométricas em que as propriedades algébricas de somas, diferengas, produtos
e quocientes passaram a ser deduzidas entre argumentos geométricos como segmento, areas €

volumes (Boyer; Merzbach, 2012, p. 73-74).
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Essa énfase excessiva sobre a geometria minou o desenvolvimento da algebra naquela
época e, os principais problemas matematicos passaram a ter suas solucdes exploradas pela
geometria o que resultou no desenvolvimento da propria geometria com a introdugdo de novas
curvas e aprimoramento de métodos mecanicos e esteriométricos de construgdes geométricas.
Para Bayer e Merzbach (2012) “o principal legado matematico da Idade Heroica pode ser
condensado em seis problemas: quadratura do circulo, duplicagao do cubo, trissec¢do do angulo,
razdo de grandezas incomensurdveis, paradoxos do movimento e validade dos métodos
infinitesimais” (pg. 76), dos quais os trés primeiros se destacaram por proporcionarem
incontaveis resultados relevantes na matematica, através de suas investigagdes (Malta, 2015, p.

17).

A duplicagdo do cubo ou problema de construir o lado de um cubo cujo volume € o
dobro do de um cubo dado, a trissec¢cao do angulo ou problema de dividir um angulo arbitrario
dado em trés partes iguais e a quadratura do circulo ou problema de construir um quadrado com
area igual a de um circulo dado geraram intmeras tentativas de solugdes levando ao
descobrimento de outras relagdes e grandes avangos para a geometria (Eves, 2004, P. 134). Tal
“refinamento gradual dos problemas cldssicos ampliou o nimero de lugares conhecidos em
relagdo a reta e o circulo”, porém, revelaram a necessidade de se abandonarem os métodos
tradicionais a fim de obterem novos resultados (Malta, 2012, p. 19). Quanto a “idade heroica
da matematica”, conforme destaca Boyer e Merzbach (2012) foi assim chamada “pois
raramente, antes ou depois, homens com tao poucos recursos atacaram problemas matematicos

de significado tao fundamental” (p. 54).

Seguindo os passos de uma matematica formal “que se tornou a marca cultural da Grécia
classica” (Calixto, 2022, p. 89) surge no cenario grego a formalizagdo do método analitico
defendido por Platdo, o qual por meio de passos sucessivos de analise e sintese propunha
comprovar hipoteses. A aplicabilidade desse método na matematica partia de verdades ja
demonstradas, de maneira tal que se a ordem dos passos pudesse ser invertida o teorema
proposto era demonstrado, esse processo inverso denominado sintese consiste-se em a partir de
uma verdade conhecida deduzir a verdade que se quer demonstrar (Malta, 2015, p. 20). As
contribui¢des de Platdo ao desenvolvimento da matematica foram em grande parte de carater
inspirador levando-o a ser conhecido como “forjador de matematicos” (Boyer; Merzbach, 2012,
p. 77) tendo em vista sua convic¢ao “de que o estudo da matematica fornecia o mais refinado

treinamento do espirito” (Eves, 2004, p. 132).

Suas ideias acerca da aritmética a destacavam como possuindo “um efeito muito grande
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de elevar a mente, compelindo-a a raciocinar sobre o numero abstrato”, porém tendo em vista
sua forte influéncia pitagorica preservou muito de suas ideias dificultando um aprimoramento
mais abrangente sobre nimeros (Boyer; Merzbach, 2012, p. 78). Enquanto em sua geometria
de glorificagdo das formas, como possuindo um carater transcendente, realizou estudos sobre
solidos regulares e suas propriedades, além de langar mao dos grandes problemas matematica,
que trouxeram novos resultados para a matematica. No entanto sua visdo da geometria acabou
restringindo as construcdes geométricas efetuadas com régua e compasso (Boyer; Merzbach,
2012, p. 78). Arestricao imposta pelo método platdonico foi aos poucos superada possibilitando
a introducdo de novas curvas no cendrio geométrico grego, como a quadratriz de Hipias,

amadurecendo paulatinamente a ideia de lugar no imaginario coletivo (Malta, 2015, p. 18).

2.5 O aparecimento das cénicas

As seccdes conicas depois conhecidas como hipérbole, parabola e elipse constituem
umas das contribui¢des mais importantes do periodo para o desenvolvimento da geometria
analitica (Malta, 2012, p. 22). Entre os mais notaveis gregos que se debrugaram ao estudo dos
lugares geométricos e suas propriedades encontra-se Apolonio, um de seus trabalhos mais
influentes € o tratado sobre Conicas no qual traz proposi¢des gerais sobre curvas e suas

propriedades, suas descri¢des acrescentaram grandes contribuicdes a geometria.

Boyer e Merzbach (2012) afirmam que antes de Apolonio haviam sido escritas
exposicoes gerais sobre Conicas por Aristeu e por Euclides, até entdo essas curvas eram obtidas
a partir de trés tipos de cone circular reto e um plano de sec¢do, em que conforme o angulo do
vértice fosse agudo, obtuso ou reto e o plano cortasse perpendicularmente as suas geratrizes as
curvas tomavam formas distintas. Isto €, as curvas eram obtidas a partir da natureza do angulo
do vértice desses trés cones (Malta, 2015, p. 22). Em contrapartida, Apolonio mostrou que de
um unico cone pode-se obter os trés tipos de conicas apenas alterando a inclinagao do plano
que corta o cone, o que “fez com que ele considerasse as conicas como uma familia de curvas
e ndo mais como triades” (Malta, 2015, p. 22). Boyer e Merzbach (2012) destacam que “esse
foi um passo importante para ligar os trés tipos de curvas” (p. 113) e, ainda se devem a Apolonio
outras generalizagdes como a demonstracao de que as curvas poderiam ser obtidas com as

mesmas propriedades seja o cone circular tomado reto ou obliquo ou escaleno (p. 113).

Apoldnio no estudo das conicas foi ainda foi mais além ao fazer uma substituicdo do

cone de uma folha, ou cone de sorvete, pelo cone duplo, aquele tomado de dois cones de sorvete
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colocados em sentidos opostos, de modo que seus vértices coincidam e seus eixos estejam sobre
uma mesma reta (Boyer; Merzbach, 2012, p. 114). Tal proposta foi definida por ele conforme
destaca Boyer e Merzbach (2012) “se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando
sempre por um ponto fixo, mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo, que ndo esta em
um mesmo plano com o ponto, de modo a passar sucessivamente por cada um dos pontos dessa
circunferéncia, a reta méovel descrevera a superficie de um cone duplo” (p. 114). Os autores
ainda destacam que essa mudanga propiciou o entendimento da duplicidade da hipérbole como

uma curva de dois ramos.

Vale ainda ressaltar que “Apoldonio, como seus predecessores, obtinha as conicas a partir
de um cone no espaco tridimensional, mas dispensou o cone logo que possivel” (Boyer;
Merzbach, 2012, p. 115). Boyer e Merzbach (2012) destacam que a partir do cone Apoldnio
deduziu propriedades fundamentais para cada curva utilizando-se de um sistema de
coordenadas com linhas de referéncia combinadas harmonicamente denominadas ‘“didmetros
conjugados”, em que “os pontos médios de um conjunto de cordas paralelas a um didmetro de
uma elipse ou hipérbole formardo um segundo didmetro” (p. 116), essa relacdo fornecia um
quadro de referéncia semelhante ao par de retas perpendiculares referidos como eixos utilizados

hoje.

O sistema de retas tangentes associadas desenvolvido por Apolénio consistia no
entendimento de que “[...] se for tragada uma reta por uma extremidade de um didmetro de uma
elipse ou hipérbole, paralela ao didmetro conjugado, a reta “tocard” a conica e nenhuma outra
reta pode cair entre ela e a coOnica — isto €, a reta sera tangente a conica” (Boyer; Merzbach,
2012, p. 116). Dessa forma “Ele utilizou um didmetro conjugado com a conica que equivalia a
uma abscissa — este era medido a partir do ponto de intersecdo da conica — e um didmetro
tangente a cOnica que representava uma ordenada — este era representado mediante segmentos
paralelos & linha tangente [...]” (Malta, 2015, p. 24). Conforme destaca Malta (2015) essa ideia
de coordenadas que auxiliou a determinagdo de propriedades geométricas das se¢des conicas
de Apolodnio ¢ considerada uma das grandes proezas dos gregos tendo consequéncias historicas

para a geometria analitica.

2.6 A algebra e a idade de prata da matematica grega

A chamada idade de prata da matematica grega foi palco de grandes contribui¢des para

a matematica especialmente no campo da algebra (Malta, 2015, p. 27). Este periodo caracteriza-
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se pelo resgate ao estudo da algebra e nele encontra-se o maior algebrista grego o matematico
Diofanto (Boyer; Merzbach, 2012, p. 134), cujas obras marcam um importante avango na
notacao algébrica, que passaria a um novo estagio denominado algebra sincopada, isto €, a
adocdo de abreviagdes para algumas das quantidades e operagdes que se repetem mais
frequentemente, o que se constitui em uma de suas mais notaveis contribuicdes a matematica

(Eves, 2004, p. 2006).

Até entdo a algebra era concebida de maneira retorica, sendo caracterizada por
descrigdes em prosa pura, sem abreviagdes ou simbolos especificos, dos argumentos de um
problema (Eves, 2004, p. 206). Entre as obras mais importantes de Diofanto esta Arithmetica,
caracterizada por uma abordagem diferenciada desvinculada dos métodos geométricos, na qual
apresenta o uso de simbolos mesclados com expressdes verbais, sendo o responsavel pelos
primeiros vultos de representacdes simbolicas que causaram sensiveis mutacdes no estilo de
pensamento da €poca, entre os quais destaca-se o uso dos simbolos para representar nimeros
desconhecidos, o quadrado, o cubo, a quarta, quinta e sexta potencias, e para relacdes e
operacdes; além do que, em suas representagdes simbolicas Diofanto faz uso de simbolos
desvinculados de associagdo geométrica para representar numeros (Boyer; Merzbach, 2012, p.
134). Boyer e Merzbach (2012) destacam que “a Arithmetica ndo ¢ um texto de algebra, mas
uma coleg¢ao de problemas de aplicagdo de algebra” (p. 135), sendo a busca por solugdes desses

problemas precursoras de descobertas posteriores na matematica (Boyer; Merzbach, 2012).

Malta (2015) ressalta o amadurecimento do simbolismo algébrico desenvolvido por
Diofanto como importante contribui¢do desse periodo em direcdo a linguagem algébrica
essencialmente simbodlica da geometria analitica posterior, haja visto que a “deficiéncia
principal da matematica grega, foi a falta de uma algebra simbolica independente, e o trabalho
de Diofanto ¢ um elo na corrente algébrica dos babilonios até Descartes” (Malta, 2015 apud
Boyer, 2004: 36). Em contrapartida, nessa época “a geometria classica nao tinha prerrogativa

nos pressupostos epistemoldgicos do coletivo de pensamento” (Malta, 2015, p. 28).

Ainda ha que se ressaltar a tltima fase da matematica da antiguidade em que uma nova
configuracdo estilistica passou a ser configurada no coletivo de pensamento, em que as
investigacdes, demonstragdes de teoremas e a resolugdo de problemas da geometria voltaram a
ser ressaltados, trazendo a geometria novamente a ser a ser a base do pensamento matematico
(Malta, 2015, p. 29). Nesse cenario destaca-se o gedmetra Pappus que propunha coletar todo o
conhecimento matematico dos antigos, atendo-se a organizagdo e comentario das principais

obras classicas. Entre as principais contribui¢des dos estudos de Pappus para a geometria
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analitica estd o problema chamado de 0” lugar de trés ou quatro retas” originario provavelmente
dos dias de Euclides, ao qual Pappus levou adiante considerando uma sintese para o problema
para até seis retas (Boyer; Merzbach, 2012 p. 139). Os resultados encontrados por Pappus na
solugdo desses problemas mostraram que em todos os casos possiveis o lugar geométrico ¢é
sempre uma conica, sendo para o caso de seis linhas constatado que essa curva poderia ser

determinada pela razdo de dois s6lidos (Malta, 2015).

Malta (2015) ressalta que o problema das linhas constitui a observacao mais geral sobre
lugares geométricos em toda a geometria antiga, apesar de o problema ndo ter sido ampliado

para todos os casos possiveis foi o responsavel pelo avanco posterior da geometria analitica.

2.7 Contribuicoes da idade média

A élgebra como conhecemos hoje baseada quase que exclusivamente em formas
simbolicas de enunciados difere da linguagem escrita com que a matematica grega e anterior a
ela se expressava (Boyer; Merzbach, 2012). Boyer e Merzbach (2012) destacam trés estagios
de desenvolvimento histérico da algebra: o primeiro denominado retérico, em que os
enunciados eram completamente escritos em palavras; o segundo chamado sincopado, em que
havia uma mescla de simbolos e palavra; e o terceiro intitulado simbdlico, que € o atual. Nesse
cenario a Arithmetica de Diofanto aparece no segundo estagio, a partir do qual um crescente
desenvolvimento da algebra ocasionou o aprimoramento da linguagem simbolica como a

conhecemos hoje.

No periodo medieval, entre os séculos V e XII, a heranca da atividade matematica havia
sido herdada pelas civilizagdes do oriente cujas contribui¢des acrescentaram importantes
modificacdes no tratamento da matematica e impulsionaram as transformagdes da linguagem

matematica na forma como a conhecemos hoje (Boyer; Merzbach, 2012)

Os hindus “foram habeis aritméticos e deram contribui¢des significativas a algebra”
(Eves, 2004, p. 255). Eles praticavam uma matematica voltada a orientagdo pratica e se
concentravam na resolucdo de problemas de aritmética e algebra, ainda a geometria era
estudada, porém sem grande enfoque 16gico e generalizante (Malta, 2015, p. 31). Entre as
contribui¢cdes hindus estacam-se o aprimoramento da representacdo simbolica dos numeros
caracterizada por um sistema de posicao, no qual “o significado de um simbolo est4 ligado a
sua posi¢cdo no numero” (Aires, 2010, p. 24), sendo as primeiras nove unidades tomadas afim

de representar as demais, o que tornaria supérfluos todos os simbolos além dos nove primeiros
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(Boyer e Merzbach, 2012). Nesse sistema, a introdu¢do do decimo elemento ainda ndo havia
ocorrido, Aires (2010) ressalta que “nenhum simbolo especifico foi necessario enquanto o zero
significava apenas a auséncia de objetos contaveis. Tornou-se incontornavel quando surgiram
os sistemas numéricos posicionais” (p. 31). Com a introdu¢@o do conceito de zero como nimero
e sua respectiva notagdo hindu o sistema de numeragdo para os inteiros estava completo, esse
novo sistema de numeragdo combinava trés principios basicos: (1) uma base decimal; (2) uma
notagdo posicional; e (3) uma forma cifrada para cada um dos dez numerais, essa liga¢do entre

os trés aspectos acabou por formar o moderno sistema de numeragao (Boyer; Merzbach, 2012).

Os hindus sincoparam sua algebra, assim como o fez Diofanto, a adig¢@o era feita por
justaposicdo, a subtragdo era indicada colocando-se um ponto sobre o subtraendo, a
multiplicagdo escrevendo-se abba depois dos fatores, a divisdo escrevendo-se o divisor debaixo
do dividendo e a raiz quadrada escrevendo-se ka antes da quantidade, a incognita por ya, ainda
aceitavam os numeros negativos e irracionais (Eves, 2004, p. 256). Os hindus ainda se
empenhavam por descobrir métodos gerais que fornecessem todas as solugdes inteiras possiveis,
ao contrario dos gregos que se detinham a busca de solugdes particulares (Boyer; Merzbach,

2012 p 160).

Conforme descreve Eves (2004) na geometria os hindus ndo obtiveram grande
aproveitamento. Sendo pouco demonstrativa e “largamente empirica e em geral se ligava a

mensuracao” (Boyer; Merzbach, 2004, p. 257).

Os sucessores diretos da cultura hindu, os arabes, através de conexdes com outros povos,
especialmente os gregos do império bizantino, tiveram acesso a outros estilos de pensamento
da matematica e, consequentemente, influencias mutuas que possibilitaram um novo estagio de
conhecimento da matematica (malta, 2015, p. 32). A apropriacdo feita pelos arabes do saber
grego e hindu e o intercaAmbios de ideias tracaram um perfil heterogéneo de pensamento nos
arabes o que reunia da aritmética dos hindus simbolos numéricos juntamente com sua ideia de
notacao posicional, da geometria bizantina métodos 16gicos de investigacao, mas o destaque da

contribui¢cdo dos arabes deu-se no campo da algebra (Eves, 2004).

A aritmética e algebra arabes baseava na ado¢do de um simbolismo abreviado, e em
outros momentos a exclusao da algebra hindu, fato este, provavelmente, influenciado por
influéncia dos métodos gregos, desse modo, o afastamento dos ensinamentos hindus
provocaram um retrocesso a algebra retorica grega, sendo novamente os niimeros escritos em
palavras (Eves, 2004, p. 262). Na algebra arabe “precisava ser desenvolvida uma notagao

simbolica para substituir a forma retorica. Esse passo os arabes nunca deram, exceto quanto a
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substituir as palavras para nimero por sinais para numero (Boyer; Merzbach, 2012, p. 169).

Os trabalhos em geometria efetuados pelos arabes tinham carater mais de preservagao
do que de descoberta (Eves, 2004, p. 264). Seus esforgos de traduzir os classicos gregos sao

objeto de grande reconhecimento para que as obras que se tem hoje chegassem ao conhecimento

(Boyer; Merzbach, 2012, p, 169).

Entre os matematicos notaveis destaca-se os trabalhos do matematico Al-Khowarizmi,
que utilizava em suas solu¢des uma algebra retdrica e recursos geométricos, além dele Omar
Khayyam cujos trabalhos em torno de resolugdes de equacdes lineares colocava as construgdes
geometricas como um elemento complementar de suas resolugdes. Fato este que veio a ser um

meio importante para a ampliacao da visdo da geometria analitica posterior (Malta, 2015, p. 33).

Dessa forma, Malta (2015) aponta que as principais contribui¢des dos arabes para a
geometria analitica ocorreram no campo da algebra. Os “métodos gregos de resolugao de
cubicas foram aprofundados e as resolugdes das quadraticas eram realizadas algebricamente e
validadas geometricamente, uma idéia que foi utilizada em grande parte da Geometria de
Descartes” (Malta, 2015, p. 50). Além do uso dos numerais hindu-ardbicos que contribuiram

para a algebra de Viete (p. 50).

Boyer e Merzbach (2012) assinalam que “foi realmente uma sorte que, quando a cultura
arabe comecou a declinar, a ciéncia na Europa estivesse em ascensdo e preparada para aceitar
a heranca intelectual legada por eras anteriores” (p. 176). As ideias dos arabes acabaram por
expandir-se e divulgar-se pelo ocidente latino, através de intimeras tradugdes para o latim, o
que ocasionou o despertar do interesse para com o tratamento da matematica dada por esses

povos, especialmente quanto ao seu sistema de numeragao posicional (Malta, 2015, p. 34).

2.8 Contribuicdes do preludio da era moderna

Boyer e Merzbach (2012) destacam que “no comego do século doze, nenhum europeu
poderia pretender ser um matematico ou astronomo verdadeiro, sem um bom conhecimento da
lingua arabe” (p. 179). Uma serie de tradugdes do arabe para as diferentes linguas ocidentais
como o latim e o espanhol assinalam uma transi¢do no pensamento matematico ocidental.
Conforme Boyer e Merzbach (2012) a importancia dada as obras orientais verifica-se nas obras
do primeiro grande matematico latino Fibonacci que em sua obra O Liber Abaci reflete uma
caracteristica da forma de pensar medieval de que a aritmética e a geometria sdo interligadas e

se auxiliam mutuamente, e enfatiza que “todas as propriedades aritméticas s6 poderiam ser
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demonstradas geometricamente” (Malta, 2015 p. 34). No entanto, em sua obra Fibonacci segue
uma linha de pensamento mais inclinada ao tratamento da algebra e faz recomendacdes do
sistema de numeracao indo-arabico, o que se tornou importante na disseminacao desse sistema

de numeracdo (Boyer; Merzbach, 2012, p. 181).

Grande parte da matematica do século XV concentrou-se em torno da aritmética e da
algebra, seguindo graduais reformulagdes a linguagem matematica ia se consolidando
essencialmente até tornar-se simbolica (Eves, 2004, p. 296). Nao obstante, como afirma Malta
(2015) o interesse ndo girava em torno apenas da algebra, mas também para os problemas
tradicionais da geometria. Enquanto mantinha-se um respeito excessivo pelos canones
tradicionais da geometria, na algebra novas propostas eram langadas, especialmente com
relagdo as operacdes, notagdes € conceitos o que impulsionou “maior confianga na algebra e
em suas operagdes, independentemente de qualquer significado geométrico” (Malta, 2015, p.
39). O aperfeicoamento da algebra arabe e o seu dominio ocidental no uso parcial de
simbolismos e de resolu¢des de cubicas e quarticas abriu caminho para mais uma transigao

marcada pelas obras do matematico Francés Francois Viete (Boyer; Merzbach, 2012, p. 211).

Essa transicao da-se especialmente no campo da algebra no qual Viéte destaca-se como
um algebrista quase moderno (Boyer; Merzbach, 2012, p. 212). Apesar das representagdes
simbolicas desenvolvidas, era latente a auséncia de um simbolismo que tratasse os problemas
de maneira geral invalidando os exemplos numéricos e as regras de procedimento verbais da
tradicao algébrica italiana, ndo permitindo maiores progressos nas teorias algébricas (Boyer;
Merzbach, 2012, p. 212). A auséncia de um esquema para escrever uma equacao que pudesse
representar uma qualquer dentre uma classe toda de equagdes impedia uma algebrista de
representar por meio de uma sé expressao toda uma classe de equagdes, como faz um gedmetra
que “por meio de um diagrama, poderia fazer ABC representar todos os triangulos” (Boyer;

Merzbach, 2012, p. 212).

Aqui Viete introduziu uma convenc¢do que permitia analisar todas as equagdes
particulares mediante uma tnica equagao representativa “devido a designacao das espécies por
letras tais como as consoantes que representavam os coeficientes e as vogais que representavam
as incognitas que juntas formavam os termos de uma equacao geral” (Malta, 2015, p. 40). A
distingdo entre o uso das vogais para representar quantidades desconhecidas, ou incognitas, e
as consoantes para designar quantidades conhecidas, ou parametro, determinou uma distin¢ao
clara entre estes dois conceitos, e “possibilitou o desvendamento de uma teoria geral de

equagdes que tornava possivel, de agora em diante, encontrar as formulas ou solugdes gerais
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das equagoes algébricas que expressavam vogais em funcdo das consoantes, ou melhor, as
incognitas em funcdo dos parametros” (Malta, 2015, p. 41). Além do conceito algébrico de
parametro e incognita Victe ainda adotou os simbolos + e —, para a adicdo e a subtragdo
respecivamente, porém ndo foi muito além disto, pois a sua linguagem ainda ndo era

completamente simbolica.

Malta (2015) destaca trés contribui¢des de Viete para a gemetria analitica. A primeira
diz respeito aos termos parametro e variavel, em que o uso da convencao vogal-consoante fosse
mais tarde amadurecida nas representagdes de Descartes e Fermat; a segunda se refere a
aplicacdo sistematica da algebra sincopada aos problemas geométricos, no tocante ao
tratamento dos problemas de construcdo geométrica mediante equagdes; e, em terceiro sua
avaliagdo critica do imaginario coletivo da época quanto ao método de analise usado pelos

gregos para resolver problemas geométricos.

Boyer e merzbach (2012) destacam que “o pensamento de Victe se mantinha proximo
da geometria” (p. 215), o que levou a uma tendéncia de associar a nova algebra com a antiga
geometria. Nesse sentido, as investigagdes a respeito dos métodos usados pelos antigos para
resolver problemas concorreu para o desenvolvimento de uma perspectiva algébrica para o
estudo da geometria euclidiana, a partir ponto de vista analitico aplicado pelos gregos, em que
0s passos ndo eram expressos formalmente, Victe buscou ferramentas matematicas na algebra
simbolica capazes de nortear os “passos” apropriados para os tais caminhos em geometria
(Malta, 2015). Essa transposicdo da analise dos antigos para a andlise algébrica foi
gradativamente ganhando espaco no imaginario coletivo de modo que a andlise passou a ser
vista “como sindnimo do uso de técnicas simbolicas, ou até mesmo da propria algebra” (Malta,
2015, p. 44; apud Boyer, 2004). Desse modo, consolidou-se uma analise algébrica empregada
na geometria por meio da algebra simbdlica, cujo desenvolvimento levou de forma inexoravel

ao surgimento da geometria analitica mais do que propriamente o fez a geometria (Malta, 2015,
p.51)

Em virtude de “Nao ¢ dado a um s6 homem fazer toda uma dada transformacao; ela
deve vir em passos” (Boyer e Merzbach, 2012, p. 212), um dos passos além da obra de Viéte
foram dados por outros matematicos que se destacaram nesse periodo proporcionando bom
andamento a algebra simbolica, padronizagdo dos numerais indu-arabicos, e a adocdo das
fragdes decimais, progressao da teoria de equagdes e aceitagdo dos nimeros negativos,

deixando o caminho aberto para novas descobertas na matematica (Eves, 2004, p. 312).
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2.9 Investiga¢oes da era moderna

A investigacdo algébrica iniciada nos séculos anteriores abriu caminho para a
concretizagao de uma intervencao de métodos algébricos na geometria, afim de torna-se um
modelo de solucdo algébrica e geométrica (Malta, 2015, p 52). Esse novo modelo insurgiu uma
transformacao no estilo de pensamento da matematica a partir da metade do século X VII através
dos trabalhos de Descartes ¢ Fermat, dois matematicos que separadamente concretizaram o
potencial da matematica de articular as equagdes indeterminadas com as linhas geométricas. A
pesar dos problemas de que trataram esses matematicos ja serem amplamente conhecidos, nao
eram bem recebidos em virtude de serem questdes que demandavam investigacdes mais
abrangentes ao estilo de pensamento da época, em virtude do que as obras de Descartes e Fermat
“vao acarretar nao apenas na descoberta do método das coordenadas — proprio da nova
geometria — mas também, com o decorrer do tempo, em mutagdes gradativas do estilo de
pensamento vigente” (Malta, 2015, p. 52). Este novo momento para a matematica concretizou-
se a partir da publicacdo das obras La géométrie de Descartes e a Introducdo a lugares
geométricos de Fermat, abrindo caminho a implanta¢dao do estilo de pensamento analitico em

substituicdo ao estilo de pensamento sintético” (Malta, 2015 p. 53).

Por volta de 1637 Pierre de Fermat anuncia em um de seus manuscritos intitulado
Introdugdo aos lugares Planos e Solidos uma teoria sobre lugares geométricos, no qual
comprovava que “todas as conicas estudadas por Menaecmo e Apoldnio na antiguidade,
poderiam ser descritas de uma forma mais simplificada que envolveria equacdes
indeterminadas estudadas em sua génese por Diofanto” (Malta, 2015, p. 56). Por volta do
mesmo periodo, Descartes organiza seu Discurso do Método, no qual um apéndice denominado
La géométrie tratava problemas geométricos com um viés semelhante ao de Fermat. Em ambos
os tratados, Introdugdo € La géométrie, eles apresentaram o principio fundamental da geometria
analitica, que se constitui na constru¢ao de uma relacdo mutua entre equacdes indeterminadas
e curvas, € com isso passaram a ser considerados os inventores da geometria analitica (Malta,

2015, p. 56).

O tratamento sobre lugares planos e solidos ja havia sido realizado pelos antigos, porém
sua investigacdo nao resultava em largo desenvolvimento, tendo em vista os métodos de
investigacao ndo estabelecerem uma generalizagdo dos problemas. Sendo perdidas grande parte
das técnicas de andlise dos antigos, era de interesse de Descartes e Fermat as redescobrirem e

para tal utilizaram dos estudos de Victe, que eram considerados chave para a compreensao das
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técnicas dos antigos (Malta, 2015). Em razio disso, utilizaram da “arte analitica de Viéte na
recriagdo da via inventiva da analise geométrica dos gregos, propiciando a descoberta da
geometria analitica mediante a consequente resolu¢do dos problemas geométricos por meio da

sintese algébrica” (Malta, 2015, p. 58).

Segundo Malta (2015), deduz-se que os dois pensadores se basearam nas obras de Viéte
e a estas deram continuidade, no entanto o fizeram por caminhos razoavelmente distintos.
Enquanto Fermat engrenou pelas ideias vietianas em direcdo ao emprego da linguagem
sincopada em conexdo com o estudo dos lugares geométricos, Descartes fez uso da Arte
analitica, isto é, a construgdo geométrica das raizes das equagdes algébricas, a fim de dar
prosseguimento ao mesmo intento, porém o fazendo através do simbolismo algébrico mais
moderno. Malta (2015) ressalta que os avangos em algebra criaram condi¢des favoraveis para
a intervencdo do pensamento analitico na geometria e, aos poucos o método analitico foi
ganhando espaco sobre as construcdes geométricas a medida que a eficiéncia do método era

comprovada para a resolu¢do dos problemas classicos da geometria.

No inicio do século XVII a matematica estava muito ligada a um “estilo sintético de
exposicao que submetia os problemas a um verdadeiro esbogo excessivo de figuras™ (Malta,
2015, p. 56). Em seu Discurso Descartes atesta o descontentamento dos pensadores com esse
tratamento das solucdes dos problemas ao admitir que este “estava tdo ligado a consideracao
das figuras que nao pode propiciar a compreensao sem cansar muito a imaginacao” (Malta 2015,
p. 56; apud Descartes, 2000, p. 49). Quanto a algebra vigente acusava-a de ser “uma arte
confusa e obscura que embaraga a mente” (Boyer; Merzbach, 2012, p. 240). Nesse sentido,
propds que seu objetivo em sua obra era duplo sendo “ (primeiro) por processos algébricos,
libertar a geometria de diagramas e, (segundo) dar significado as operagdes da algebra por meio
de interpretacdes geométricas” (Boyer; Merzbach, 2012, p. 240). Seu método parte entdo da
premissa de que as ciéncias matematicas partem dos mesmos principios basicos, e decidiu

utilizar o melhor desses dois ramos da matematica em La géométrie.

Desse modo, em seu método Descartes partia de um problema geométrico a fim de
traduzi-lo em linguagem de equagdo algébrica, e depois, tendo simplificado ao méaximo a
equacgao, resolve-la algebricamente (Boyer; Merzbach, 2012, p. 240). Nesse sentido, seu
tratamento da matematica apresentava-se disrruptivel ao mesmo tempo em que preservava
tradi¢des anteriores (Boyer; Merzbach, 2012 p. 237), ao passo que sua algebra rompia com o
principio da homogeneidade o que propiciou a sua abordagem de problemas de ordem superior,

sendo La géomeétrie “‘o texto matematico mais antigo que um estudante da algebra de hoje pode
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seguir, sem encontrar dificuldades com a notagdao” (Boyer; Merzbach, 2012, p. 238). Além de
com o amparo da sua algebra simbolica trazer “simplificagdo, generalidade e flexibilidade as
ideias matematicas, vimos que Descartes ambicionou a matematizacao de todos os problemas

das ciéncias” (Malta, 2015, p. 145-146).

No mesmo periodo Fermat dedica sua matematica ao tratamento dos tratados classicos
conservados, dedicando-se a reconstru¢do de obras de Apolonio com base nas Colecdo
matematica de Pappus e a consequente aplicacdo da analise de Victe ao estudo desses lugares
geométricos, o que lhe propiciou chegar ao descobrimento do principio fundamental da
geometria analitica (Boyer; Merzbabch, 2012, p. 245). Porém, “deixou a desejar na Introdugao
em razao da sua afinidade com a geometria dos antigos (...) (visto que sua obra) consistiu em
simplesmente reinterpretar algebricamente o método analitico dos gedmetras antigos™ (Malta,
2015, p. 145-146). Quanto a linguagem simbolica, Malta (2015) ressalta que para Fermat o uso
da notagdo algébrica era puramente convencional, tendo sua notagdo em grande medida baseada
nas notagdes de Victe seu simbolismo ndo se comparava ao de Descartes, sendo por muitos

considerado arcaico nesse sentido (Eves, 2004, p. 389).

Conforme destaca Malta (2015) a linguagem puramente simbolica tem uma profunda
repercussao conceitual trazendo clareza aos conceitos, que pode ser observada na linguagem
simbdlica de Descartes. Por outro lado, pois sua exposicao era muito mais sistematica e didatica
que a de Descartes. Além disso, sua geometria analitica era um tanto mais préxima da nossa,
no fato de serem as ordenadas usualmente tomadas perpendicularmente ao eixo das abscissas
(Boyer; Merzbach 2012, p. 246).

De qualquer modo, o método analitico proposto por Descartes e Fermat possibilitou um
novo caminho a geometria, porém ndao rompeu completamente com os pressupostos ja
estabelecidos. Em contrapartida a geometria euclidiana que privilegiava o uso do método
sintético, baseado nas construgdes geométricas, o método analitico baseava-se no uso de
relacdes envolvendo grandezas algébricas e o uso de uma linguagem puramente simbolica que
proporcionava simplificagdo, generalidade e flexibilidade ao encadeamento das ideias (Malta,
2015, p. 60). Portanto, tanto a Introdug¢do de Fermat como a Geometria de Descartes tiveram as
suas contribuicdes para o desenvolvimento da matematica e das demais ciéncias (Malta, 2015,

p. 146).
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Apresentamos neste capitulo alguns dos conceitos e resultados mais importantes da
geometria e da algebra para as demonstragdes posteriores da geometria analitica. Para tal, sera
utilizado como referéncia da colecdo Fundamentos de Matematica Elementar os livros vol. 1
de lezzi e Murakami (2013), vol. 3 de lezzi (2013a), vol. 4 de lezzi e Hazzan (2013), Vol. 6 de
Iezzi (2013b) o e vol. 9 de Dolce e Pompeo (2013). Da colecdo Profmat geometria de Muniz
Neto (2013), ainda o livro didatico Matematica ensino fundamental de Dante (2015) entre

outros artigos.

3.1 Geometria plana
3.1.1 Nogdes primitivas
As nocdes primitivas sdo adotadas sem definicdo, das quais se t€ém conhecimento
intuitivo decorrentes da experiéncia e da observacgdo. Esses entes matematicos sao denominados:
ponto, reta e plano. Suas notagdes sdo dadas por letras, na seguinte forma:
Ponto — letras latinas maitsculas: 4, B, C, ...
Reta — letras latinas minusculas: a, b, c, ...
Plano — letras gregas minusculas: «, 3,7y, ...
3.1.2 Proposigdes primitivas
As proposicdes primitivas (postulados ou axiomas) sdo aceitos sem demonstragao.
Alguns postulados relacionando o ponto, a reta e o plano sdo denominados:
3.1.2.1 Axiomas da existéncia
a) Numa reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos;
b) Num plano hé infinitos pontos;
Dada uma reta r e os pontos 4, B e C dizemos que:
c) A, B estdo em r, ou ainda, a reta r passa por 4, B, ¢ indicamos por A,B € r;
d) C ndo esta em r, ou ainda, a reta r ndo passa por C, e indicamos por C & 7;
3.1.2.2 Posig¢des de dois pontos e de ponto e reta
a) Dados dois pontos A e B existem duas possibilidades: ou s3o coincidentes ou
sdo distintos;

b) Dados um ponto P e uma reta r existem duas possibilidades: ou P Erou P ¢

¢) Sao denominados pontos colineares os pontos que pertencem a uma mesma reta;

3.1.2.3 Postulado da determinacdo da reta
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Dois pontos distintos determinam uma unica (uma, € uma so) reta que passa por eles.
Isto €:
—>
A#+B,Aer,Ber = r = AB.
3.1.2.4 Retas concorrentes
Duas retas sdo concorrentes se, € somente se, elas tém um unico ponto comum.
rns = {P}

Figura 1 — retas concorrentes r e s.

s

Fonte: autoria propria.

3.1.3 Segmento de reta
Entre as nogdes primitivas a nogao “estar entre”” obedece aos postulados seguintes:
a) Se P esta entre A e B, entdo A4, B e P sdo colineares;
b) Se P esta entre A e B, entdo A, B e P sao distintos dois a dois;
c) Se P esta entre A e B, entdo A ndo esta entre P ¢ B nem B estd entre A e P; ¢
ainda;
d) Quaisquer que sejam os pontos A e B, se A ¢ distinto de B, entdo existe um
ponto P que esta entre A ¢ B.
Defini¢ao: Dados dois pontos distintos, a reunido do conjunto desses dois pontos com
o conjunto dos pontos que estdo entre eles ¢ um segmento de reta.
Assim, dados os pontos A e B o segmento de reta AB é indicado por AB, tal que:
AB = {A,B}U{X | X estaentre Ae B}
Sendo que A e B sio denominados pontos internos do segmento AB e os pontos que
estdo entre A e B sdo denominados pontos internos. Para o caso em que A e B sejam

coincidentes dize-se que AB ¢ um segmento nulo.

3.1.3.1 Semirreta

Defini¢io: Dados dois pontos distintos A e B, a reunido do segmento de reta AB com o

conjunto dos pontos X tais que B est entre A e X é a semirreta AB (indicada por ﬁ).
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O ponto A ¢ tomado como a origem da semirreta AB, tal que:
AB = {A,B}U{X | X estdentre Ae B}
3.1.3.2 Relagdes entre segmentos
a) Dois segmentos de reta sdo consecutivos se, e somente se, uma extremidade de
um deles é também extremidade do outro;
b) Dois segmentos de reta sdo colineares se, € somente se, estdo numa mesma reta;
c) Dois segmentos consecutivos e colineares sio adjacentes se, € somente se,
possuem em comum apenas uma extremidade;
d) Sejam os segmentos AB,CD e EF, a congruéncia de segmentos é uma nogio
primitiva que satisfaz os seguintes postulados:
— reflexiva, isto é , todo segmento é congruente a si mesmo: AB = AB;
— simétrica, isto é , se AB = CD, entdo CD = AB,;
— transitiva, isto ¢, se AB = CD e CD = EF, entdo AB = EF,;
e) postulado do transporte de segmentos: dados um segmento AB € uma semirreta
de origem A’, existe sobre esta semirreta um tnico ponto B’ tal que A’B’ seja congruente a AB.
f) adi¢do de segmentos; dados dois segmentos, AB e CD , tomando-se numa
semirreta qualquer de origem R os segmentos adjacentes RP e PT tais que
RP = ABePT = CD
Dizemos que o segmento RT ¢ a soma de AB com CD.
g) ponto médio de um segmento;
Defini¢io: Um ponto M é o ponto médio do segmento AB se, e somente se, M esta entre
AeBeAM = MB
3.1.3.3 Distancia entre dois pontos
Dados dois pontos A e B, a distancia entre eles é o segmento AB ou qualquer segmento
congruente a ele. Metricamente, a distAncia entre A e B é amedida do segmento AB. A distancia

AB ¢ indicada por d .

3.1.4 Angulos
Chama-se angulo a reunido de duas semirretas de mesma origem, ndo contidas numa
mesma reta (ndo colineares).

Figura 2 — representacdo geométrica de um angulo.
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Fonte: autoria propria.

3.1.4.1 angulo reto, agudo, obtuso
a) angulo reto ¢ todo angulo congruente a seu suplementar adjacente;
b) angulo agudo ¢ um angulo menor que um angulo reto;
c¢) angulo obtuso ¢ um angulo maior que um angulo reto;
3.1.4.2 Angulos complementares e angulos suplementares
Dois angulos sdo complementares se, € somente se, a soma de suas medidas ¢ 90°. Um
deles ¢ o complemento do outro.
Dois angulos sdo suplementares se, € somente se, a soma de suas medidas ¢ 180°. Um

deles ¢ o suplemento do outro.

3.1.5 Tridngulos
Dados trés pontos, 4, B e C, ndo colineares, a reuniio dos segmentos AB, AC e BC
chama-se triangulo ABC. Elementos:
vértices: os pontos A, B e C sdo os vértices do AABC.
Lados: os segmentos AB, AC e BC sio os lados do tridngulo.
Angulos: os angulos BAC ou A, ABC ou B e ACB ou C sio os angulos do A ABC.
Um triangulo ABC ¢ denominado:
a) equilatero, se, e somente se, tém os trés lados congruentes AB = AC = BC;
b) isosceles se, e somente se, a0 menos dois dentre AB, AC, BC forem iguais;
c) escaleno, se, e somente se, dois quaisquer lados ndo sdo congruentes AB # AC #
BC # AB,;
3.1.5.1 Congruéncias de triangulos
Um triangulo ¢ congruente (=) a outro se, e somente se, ¢ possivel estabelecer uma
correspondéncia entre seus vértice de modo que :
Seus lados sdo ordenadamente congruentes aos lados do outro;
Seus angulos sdo ordenadamente congruentes aos angulos do outro.
Casos de congruéncia:
a) Caso LAL

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o angulo compreendido,
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entdo eles sdo congruentes.

Figura 3 — caso de congruéncia LAL

B B'
/\\ //\\C
A C A

Fonte: autoria propria.

b) Caso ALA
Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado e os dois angulos a ele

adjacentes, entdo esses triangulos sao congruentes.

Figura 4 — caso de congruéncia ALA

B B'
A A
| )
A CcC A 03

Fonte: autoria propria.

c¢) Caso LLL
Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entdo esses triangulos

sdao congruentes.
Figura 5 — caso de congruéncia LLL.

B B'

c A c'

Fonte: autoria propria.

d) Caso LAA,
Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes um lado, um angulo adjacente e o

angulo oposto a esse lado, entdo esses triangulos sao congruentes.

Figura 6 — caso de congruéncia LAA,
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VaNyaN

Fonte: autoria propria.

e) Congruéncia de tridngulos retangulos
Se dois triangulos t€ém ordenadamente congruentes um cateto e a hipotenusa, entao esses

tridngulos sdo congruentes.

Figura 7 — caso de congruéncia em triangulo retangulo.

Fonte: autoria propria.

3.1.5.2 Mediana de um triangulo
Mediana de um triangulo ¢ um segmento com extremidades num vértice e no ponto

médio do lado oposto. Tal que M é o ponto médio do lado BC, AM é a mediana relativa ao

lado BC, AM ¢ a mediana relativa ao vértice A.

Figura 8 — mediana de um triangulo.
A

Fonte: autoria propria.

3.1.5.3 Teorema do angulo externo
Dado AABC e sendo CX uma semirreta oposta & semirreta CB,o angulo
a=ACX
é o angulo externo do tridangulo adjacente a € e ndo adjacente aos angulos e A e B. O angulo é

o suplementar adjacente de C.
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Teorema: Um angulo externo de um triangulo ¢ maior que qualquer um dos angulos
internos ndo adjacentes.

Figura 9 — angulo externo ao triangulo ABC.
B

Cc

Fonte: autoria propria.

Propriedade: Em todo triangulo, qualquer angulo externo ¢ igual & soma dos dois
angulos internos nao adjacentes a ele.
3.1.5.4 Soma dos angulos de um triangulo
A soma dos angulos de qualquer triangulo ¢ igual a dois angulos retos. Que
representamos por:
A+B+C=180°
d) Dois angulos de lados respectivamente paralelos sdo congruentes ou
suplementares;
e) Num tridngulo equilatero cada angulo mede 60°;
3.1.5.5 Angulos colaterais internos e alternos internos
Sejam r e s duas retas no plano m e h uma transversal interseptando s e r nos pontos
B e A respectivamente. Os angulos a e f sao ditos alternos internos, ao passo que os angulos

a e y sao chamados colaterais internos.

Figura 10 — angulos internos e colaterais internos

Fonte: autoria propria.
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3.1.6 Paralelismo
Duas retas sao paralelas (/) se, e somente se, sdo coincidentes ou sdo coplanares e nao
tém nenhum ponto comum:
(aca,bca,anb=0)=>a/b
a) Existéncia da paralela: Se duas retas coplanares distintas e uma transversal
determinam angulos alternos (ou Angulos correspondentes) congruentes, entio essas duas retas
sdo paralelas.
b) Teorema (Unicidade da paralela): por um ponto passa uma unica reta paralela a
uma reta dada.
O reciproco desse teorema ¢: Se duas retas paralelas distintas interceptam uma
transversal, entdo os angulos alternos (ou angulos correspondentes) sdo congruentes.
¢) uma condi¢do necessaria e suficiente para duas retas distintas serem paralelas é
formarem com a transversal angulos alternos (ou angulos correspondentes congruentes).

Temos o corolario

r/fsea=0F<a+y=180°

3.1.7 Perpendicularidade

Duas retas s3o perpendiculares (L) se, e somente se, sdo concorrentes e formam
angulos adjacentes suplementares congruentes. Duas semirretas sdo perpendiculares se, e
smente se, estdo contidas em retas perpendiculares e tem m ponto comum.

Dois segmentos de reta sdo perpendiculares se, € somente se, estdo contidos em retas
perpendiculares e tem um ponto comum.

Definicao 1 (existéncia): Num plano, por um ponto P de uma reta r existe uma unica
reta s perpendicularar .

Defini¢cdo 2 (unicidade): Por um ponto P fora de uma reta r passa uma Unica reta s
perpendiculara r .
3.1.7.1 Altura e mediatriz de um tridngulo

Altura de um triangulo ¢ o segmento de reta perpendicular 4 reta suporte de lado do
triangulo com extremidades nesta reta e no vértice oposto ao lado considerado.

A mediatriz de um segmento ¢ a reta perpendicular ao segmento pelo ponto médio.
3.1.7.2 Ortocentro e alturas

As trés retas suportes das alturas de um triangulo interceptam-se num mesmo ponto.

Definicdo: o ponto de interse¢do das retas suportes das alturas de um tridngulo € o

ortocentro do triangulo.
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Figura 11 — ortocentro de um triangulo.

Fonte: autoria propria.

3.1.7.3 Distancia entre um ponto € uma reta
Chama-se projecao ortogonal de um ponto sore uma reta ao ponto de intersecdo da reta
com a perpendicular a ela conduzida por aquele ponto.
A distancia de um ponto a uma reta ¢ a distancia desse ponto & projecao dele sobre a
reta. Seja P’ a projecao do ponto P sobre a reta r, logo:
dpy = dpp,

Figura 12 — distancia entre um ponto e uma reta.

Fonte: autoria propria.

3.1.7.4 Distancia entre duas retas paralelas

A distancia entre duas retas paralelas ¢ a distancia entre um ponto qualquer de uma delas
e a outra reta. Sejam r e s retas paralelas e um ponto P de r.

Propriedade: Se duas retas distintas sao paralelas, os pontos de uma delas estao a igual

distanciada outra.

Figura 13 — distancia entre duas retas paralelas.
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8

Fonte: autoria propria.

3.1.7.5 Propriedade do triangulo is6sceles
Sendo ABC um triangulo iso6sceles de base BC ¢ M um ponto da base, entdo:
a) Se AM ¢é mediana, entdo AM é bissetriz e altura;
b) Se AM ¢ bissetriz, entio AM ¢é mediana e altura;

¢) Se AM ¢ altura, entdo AM ¢ bissetriz e mediana;
Figura 14 — Propriedades do triangulo isosceles

A

Fonte: autoria propria.

3.1.8 Circunferéncia

Circunferéncia ¢ um conjunto dos pontos de um plano cuja distancia a um ponto dado
desse plano ¢ igual uma distancia (nao nula) dada. O ponto dado denomina-se centro, ¢ a
distancia dada ¢ o raio da circunferéncia

Assim, dados um plano @, um ponto O de @ ¢ uma distancia r, tem-se:

A0, 1) = {P Ealdpy = r}

onde A(0, r) representa a circunferéncia de centro O e raio r. Logo, dado um ponto X ¢ uma
circunferéncia A(0, 1),
3.1.8.1 Posigdes relativas de reta e circunferéncia
3.1.8.1.1 Tangente

Definicdo: Uma reta tangente a uma circunferéncia ¢ uma reta que intercepta a
circunferéncia num unico ponto. O ponto comum ¢ o ponto de tangencia e os demais pontos

da reta sdo externos & circunferéncia.
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tnA={T}
Propriedades da tangente:
a) Toda reta perpendicular a um raio na sua extremidade da circunferéncia ¢
tangente a circunferéncia;
b) Toda tangente a uma circunferéncia ¢ perpendicular ao raio no ponto de

tangencia.

Figura 15 — Reta tangente a circunferéncia.

Fonte: autoria propria.

3.1.8.1.2 Posigoes relativas de duas circunferéncias
Uma circunferéncia ¢ interna a outra se todo os seus pontos sao internos da outra.

Figura 16 — Circunferéncia interna

Fonte: autoria propria.

Uma circunferéncia ¢ tangente interna a outra se tem um unico ponto comum, € 0s

demais pontos da primeira sdo pontos internos da segunda.

Figura 17 — circunferéncias tangentes internamente

@

Fonte: autoria propria.

Duas circunferéncias sao tangentes externas se tem um Unico ponto comum, € 0S
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demais pontos de uma sdo externos a outra.

Figura 18 — circunferéncias tangentes externamente.

Fonte: autoria propria.

Considerando duas circunferéncias A;(04,77) € 1,(0,,1,) com r; > 1, € sendo d a
distancia entre os centros, entdo:
a)sed <1y — 71y, entdo A, é interna a A4;
b) se d =y — 1, entdo A, € tangente interna a A4;
c) Sed < r; + ry, entdo A, ¢é tangente interna a A;;

d) Sed > r; + rp, entdo A, € externa a A4.

3.1.9 Teorema de Tales

Feixe de retas paralelas ¢ um conjunto de retas coplanares paralelas entre si.

Transversal do feixe de retas paralelas ¢ uma reta do plano do feixe que concorre com
todas as retas do feixe.

Pontos correspondentes de suas transversais sdo pontos destas transversais que estdo
numa mesma reta do feixe.

Segmentos correspondentes de duas transversais sdo segmentos cujas extremidades
sdo os respectivos pontos correspondentes.

Propriedade: Se duas retas sdo transversais de um feixe de retas paralelas distintas e
um segmento de uma delas ¢ dividido em p partes congruentes entre si e pelos pontos de divisao
sao conduzidas retas do feixe, entdo o segmento correspondente da outra transversal:

a) também ¢ dividido em p partes;
b) e essas partes também sdo congruentes entre si.
Teorema de tales
Sejam 1, s e t retas paralelas. Escolhemos pontos A,A” €r,B,B’€se(C,C’ €t, de

modo que 4,B,C e A’, B’, C’ sejam dois ternos de pontos colineares. Entdo



49

A8 7B
B_C_BICI

Figura 19 — Teorema de Tales

w
vs]

t A Al

/ \

Fonte: autoria propria.

3.1.10 Semelhanca de tridngulos
Dois triangulos sdo semelhantes se, € somente se, possuem os trés angulos

ordenadamente congruentes e os lados homdlogos proporcionais.

AEA, a b c
AABC~AA'B'C' © B EE\'eE_EZZ
C=0C

Em que a,b,c,a’,b’ e ¢’ sdo os lados dos triangulos, respectivamente.
A razdo de semelhanca entre os lados homoélogos ¢ um numero real k > 0, tal que

a_b_c_k
a b

Teorema fundamental: se uma reta ¢ paralela a um dos lados de um triangulo e
intercepta os outros dois em pontos distintos, entdo o triangulo que ela determina ¢ semelhante
ao primeiro.

a) Caso de semelhanga LLL
Sejam ABC e A’'B'C’ tridngulos no plano, tais que
AB  BC AC
4B B¢ AC

Entdo ABC ~ A'B'C', com a correspondéncia de vértices A © A',B & B',C & C'. Em

particular, A=A, B=B",C =C.
Figura 20 — Caso de congruéncia LLL
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Fonte: autoria propria.

b) Caso de semelhanga LAL
Sejam ABC e A'B'C’ tridangulos no plano, tais que
AB  BC -~
=——==—=keB=RB'
A’B’ BIC/

Entdo ABC ~ A'B'C', com a correspondéncia de vértices A © A',B & B',C & C'. Em

c
1Cr

particular, A=A, =C' e =k.

S

Figura 21 — caso de semelhanga LAL
A

B G B' c

Fonte: autoria propria.

c) Caso de semelhanga AA
Sejam ABC e A'B'C’ triangulos no plano, tais que
A=AeB=FR
Entdo ABC ~ A'B'C’, com a correspondéncia de vértices A © A',B © B',C & C'.Em
particular,
AB BC AC
AB BC AC
Figura 22 — caso de semelhanca AA.
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c
Fonte:autoria propria.
3.1.11 Relagdes métricas em tridngulos retangulos
Seja ABC um triangulo retdngulo em A, com catetos AB = ¢, AC = b e hipotenusa
BC = a.sendo H o pé da altura relaiva 4 hipotenusa , CH =n,BH = me AH = h, temos:
(1) ah = bc
(2) an = b%? e am = ¢?

(3) a? = b? +¢?

(4) nm = h?
Figura 23 — Relagdes métricas no triangulo retangulo
A
¢ b
h
B m H n C
a

Fonte: autoria propria.

3.1.11.1 Teorema de Pitagoras
A soma dos quadrados dos catetos ¢ igual ao quadrado da hipotenusa.
b? + ¢? = a?
Figura 24 — Triangulo retangulo.

C
¢
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Fonte: autoria propria.

Reciproco do teorema de Pitdgoras:

Se num triangulo o quadrado de um lado ¢ igual a soma dos quadrados dos outros dois,
entdo o triangulo € retdngulo.
3.1.11.1.1 Seno, cosseno e tangente

Sendo a a medida de um dos angulos agudos de um triangulo retdngulo, pondo-se:

cateto oposto b

b
seno de ¢ = sena = :E, sena :;

hipotenusa

Figura 25 — Representacdo do seno relativo ao angulo a

A ¢ B
fonte: autoria propria.

cateto adjacente c c

cosseno de @ = cosq = ——— = —, cosq = —

hipotenusa a a
Figura 26 — Representacdo do cosseno relativo ao angulo a

C
¢

—l a
fonte: autoria propria.

tangente de ¢ = tga = =, tga =

cateto oposto b b
cateto adjacente c c

Figura 27 — Representacdo do tangente relativa ao angulo

C

ju|

A B

fonte: autoria propria.
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3.1.12 Areas de poligonos

Define-se area de uma superficie limitada como sendo um nimero real positivo
associado a superficie. Entre areas de poligonos destacamos:
3.1.12.1 Paralelogramo

Dado o paralelogramo P (b, h) ele ¢ equivalente a um retangulo cuja base mede b e
altura h. Sua érea sera representada simplesmente por:

Ap=b-h (1)

em que b ¢ a medida da base e h a medida da altura do paralelogramo.
3.1.12.2 expressdes da area do tridngulo

(1) Area do triangulo em fungio da base e da altura

Dado o triangulo T'(b, h) ele é equivalente a um paralelogramo de base com medida b
e altura de medida h/2. Sua éarea sera representada por

bh

Ar =2 @)

em que b ¢ a medida da base e % a medida da altura do triangulo.
(2) Area do triangulo em fungo dos lados
A area do tridngulo também pode ser dada em fun¢ao dos lados. Dados a, b, c € com

p = (a+ b+ c)/2, temos sua area dada por:
S=\pr(®-a)®-b)p—c) (3)

3.1.13 Lugar geométrico
A expressao lugar geométrico refere-se a um conjunto de pontos, logo deve-se enunciar
uma propriedade que esses pontos devem possuir. Se essa propriedade € p, o conjunto dos
pontos que possuem p € o lugar geometrico da propriedade p (WAGNER, 2015, p. 16). Assim:
Dada uma propriedade p relativa a pontos do plano, o lugar geometrico dos pontos que
possuem a propriedade p € o o subconjunto [ do plano que satisfaz as duas condi¢des a seguir:
a) Todo ponto de [ possui a propriedade p;
b) Todo ponto do plano que possui a propriedade p pertence a L.
logo, L é o lugar geométrico da propriedade p se [ for constituido exatamente pelos pontos do
plano que tem a propriedade p.
Por exemplo: Dados, um real positivo r e um ponto O do plano, o lugar geométrico dos
pontos do plano que estdo a distancia r do ponto O ¢ o circulo de centro O e raio r:
A0 =r & A€ c(0,R)
3.2 Topicos de algebra
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3.2.1 Polindmio
Dada a sequéncia de nimeros complexos (ay, a,,a,, ..., a,), consideremos a fungdo
f:C — C dada por
f(x) = ag+a;x + azx?+ -+ a,x" 4)
A fungdo ¢ denominada fung¢do polinomial ou polindmio associado a sequéncia dada.
Os numeros ag,aq,a,,...,a, sao denominados coeficientes e as parcelas
Ay, a1X,Ayx2, -+, a,x™ sdo chamados termos de polindmio.
Quanto ao valor numérico de um polindmio segue que, dados o numero complexo a e
o polindmio f(x) = ay + a;x + a;x? + --- + a,x™, chama-se valor numérico de f em a a
imagem de a pela fungdo f, isto é:
f(a) = ag + a;a + aya® + -+ ayxa™
Em particular, se a ¢ um numero complexo e f ¢ um polinomio tal que f(a) =0,
dizemos que a € uma raiz ou um zero de f.
3.2.1.1 Polindémio nulo
Dizemos que um polindmio f ¢ nulo quando f assume o valor numérico zero para todo x
complexo. Simbolicamente indica-se por:
fx) =0 f(x) =0,vx €C (5)
Uma condi¢do necessdria e suficiente para que um polindmio f seja nulo é a de que
todos os coeficientes de f sejam nulos. Simbolicamente, sendo f(x) = ag + a;x + a,x? +
-+ ay,x™, tem-se:
fX)=0eaqgy=a1=a,= ..=a,=0
3.2.1.2 Polindmios idénticos
Dizemos que dois polindmios f e g sdo iguais quando assumem valores numéricos
iguais para todo x complexo. Em simbolos, indicamos:
f=ge fx)=gkx),vxeC
Dois polindmios f e g sdo iguais se, € somente se, os coeficientes de f e g forem

ordenadamente iguais, isto €, simbolicamente, dados:
n
fx) =ay+aix + ax?+ -+ ax™ = z a;x*
i=0
n
g(x) = bg + byx + byx? + -+ byx™ = ) b;x!
i=0

temos:

f:gc)ai=bi,ViE{0,1,2,---,n} (6)
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3.2.2 Equagao Polinomiais

Dadas duas fungdes polinomiais f(x) e g(x), chama-se equacao polinomial ou equagao
algébrica a sentencga aberta f(x) = g(x).
3.2.2.1 Raiz de equagao polinomial

Dada uma equagdo polinomial f(x) = g(x), chama-se raiz da equacdo todo numero
que, substituido em lugar de x, torna a sequéncia verdadeira. Isto ¢, r é raiz de f(x) = g(x) se,
e so se, f(r) = g(r) ¢é sentencga verdadeira.
3.2.2.2 Conjunto solucao

O conjunto solucio ou conjunto verdade da equagdo f(x) = g(x) em C o conjunto S
cujos elementos sdo as raizes complexas da equacdo.
3.2.2.3 Resolugao de uma equagao

Assim, resolver uma equagdo polinomial € obter o seu conjunto solucao. Logo, duas
equagdes polinomiais que apresentam o mesmo conjunto solucdo sdo ditas equivalentes.
3.2.2.4 Equagdes equivalentes

Dadas equacdes polinomiais sdo equivalentes quando apresentam o mesmo conjunto
solucdo, isto ¢, toda raiz de uma equagdo ¢ também raiz da outra e reciprocamente.

Ha duas transformacdes que ndo alteram o conjunto solu¢ao de uma equacao polinomial,
isto €, ha duas maneiras de transformar uma equacdo polinomial em outra, equivalente a
primeira:

D Somar aos dois membros a mesma fungao polinomial.
f =g e fl)+fx) =g+ fx)

2 Multiplicar os dois membros pelo mesmo niimero complexo k(K # 0)
fG) =g e fl)+fx) =g+ f&x)

Essas operagdes possibilitam transformar qualquer equacdo f(x) = g(x) numa
equacdo equivalente P(x) = f(x) — g(x) = 0, isto é toda equagdo polinomial é redutivel &
forma:

ApXx™ + a1 X"+ ap_x"+tax+ag=0 (7)

Para uma equac¢ado dessa forma podem ocorrer dois casos:

(1) P(x) é identicamente nula, isto é:
0x™+0x™ 1+ 0x™ 24 --4+0x+0=0
a sentenga ¢ verdadeira para todo nimero complexo que seja colocado no lugar de x; nesse caso,

o conjunto solugao ¢ C.
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(2) P(x) é constante e ndo nula, isto é:
Ox™+0x™ 1+ 0x™ 24 +0x+k=0
Que ¢ uma sentenga falsa para todo numero complexo que seja colocado no lugar de x; nesse

caso, o conjunto solugdo ¢ vazio @.

3.2.3 Nogao de Matriz

Dados dois nimeros, m e n, naturais e ndo nulos, chama-se matriz m por n (indica-se
m X n) toda tabelas M formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n colunas. Em
uma matriz qualquer M, cada elemento € indicado por @;;. O indice i indica a linha € o indice j
a coluna as quais o elemento pertence. Com a conveng¢do de que as linhas sejam numeradas de
cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda para a direita (de 1 até n), uma matriz

m X n ¢ representada por:

[@11 G2 7 Gan)
I a1 (05Y) t Aap I
M = | asz; dzz - Q43p |
|-am1 Amz aan

3.2.3.1 Matriz quadrada
Uma matriz quadrada de ordem n ¢ toda matriz do tipo n X n, isto é, uma matriz que

tem igual numero de linhas e colunas:

[@11 G2z @z 77 Gin

a1y azy azz * Gon|

M =|az az; az - 4z
ap1 Qp2 QApz annJ

Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos
elementos que tem os dois indices iguais, isto &,
{aij | i =j} = {a11,az2, 033, ..., Apn}
Chama-se diagonal secundaria de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos

elementos que tem soma dos indices igual a n + 1, isto ¢

{ajli=j=n+1}={aim a1 QGn-z - Gn1}

3.2.4 Determinantes
Os determinantes sdo utilizados, por exemplo para sintetizar certas expressoes
matematicas complicadas.

3.2.4.1 Defini¢do de determinantes (n < 3)
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Consideremos o conjunto das matrizes quadradas de elementos reais. Seja M uma
matriz de ordem n desse conjunto. Chamamos determinantes da matriz M (e indicamos por
detM) o numero que podemos obter operando com os elementos de M da seguinte forma:

(1) Se M é de ordem n = 1, entdo detM ¢ o unico elemento de M;
M = [a,,] = detM = a,,
(2) Se M é de ordem n = 2, entdo detM ¢ o produto dos elementos da diagonal

principal menos o produto dos elementos da diagonal secundaria;

aip ‘112] @11 @ip
= :detM=| |=a Ay, — A0
[a21 ayy ri ay; 11022 — Q12021
r 'Ar/ 14 \\A
(3) Se M é de ordem n = 37 isto &, +

a11 a12 a13
M =lay; ap, Qaz3|,definimos
asz; dz; dsz

detM = ay1° Q3" Q33 + Q12" A3 Q31 + Q13" A1 A3z — Q13" Az " A31 — Q11" do3
" Q3 —Aqz " Q21" 433
(8)
Essa defini¢do pode ser expressa da seguinte forma:
a) repete-se, ao lado da matriz, as duas primeiras colunas;
b) os termos precedidos pelo sinal (+) sdo obtidos multiplicando-se os elementos
segundo as flechas situadas na dire¢ao da diagonal principal:
Q11" Azz " A33; A2 " Ap3 " (315 Q13 ° dz1 " A3
¢) os termos precedidos pelo sinal (—) s3o obtidos multiplicando-se os elementos
segundo as flechas situadas na dire¢ao da diagonal secundéria:
—Q13° Q2" A31; —Aq1 " A3 Q32; —Aq12 " Az1 " Q33
Isto ¢:
\\\61‘1‘1\\\\ai\zj\,\faié/,g“fl/:ra/l/Z
Az1 @y 923|821 Gz
asy {1,32’\"/‘/@3\’5\ ‘a34i\“13\g\
- - + o+ o+
Esté ¢ conhecida como regra de Sarrus para o calculo de determinantes de ordem 3.
a) Repetimos, ao lado da matriz as duas primeiras colunas.
b) os termos precedidos pelo sinal (+) sdo obtidos multiplicando-se os elementos

segundo as flechas situadas na direcao da diagonal principal:

¢) os termos precedidos pelo sinal (—) sdo obtidos multiplicando-se os elementos
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segundo as flechas situadas na direcdo da diagonal secundéria.
3.2.4.2 Menor complementar e complemento algébrico

Considerando-se uma matriz de ordem n = 2; seja a;; um elemento de M. definimos

menor complementar do elemento a;;, ¢ indicamos por D;;, como sendo o determinante da

B
matriz que se obtém suprimindo a linha i e a coluna j de M. Enquanto, o complemento
algébrico do elemento a;; (ou cofator de a;;) e indicamos por 4;;, 0 nimero (=1, D; je
3.2.4.3 Teorema fundamental de Laplace

O determinante de uma matriz M, de ordem n = 2, é a soma dos elementos de uma fila
qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores.

a) Caso seja escolhida a coluna j da matriz M

[an Az | Gy | T al“]
Az1 Gyp - | Gzj |77 Can
|a31 azy | A3j | e a3n|
lanl Anz = | Qpj |7 annJ
Temos
detM=a11A11+a2]A2]++ an]An] (9)
b) Caso seja escolhida a coluna i da matriz M
[aq1 a1y e A1p7
az1 Gz - Qon
[ az; Qazz - Qin
ldp1 Anz ... Qpnd
Entao tem-se
detM=aij-Al-1+ai2-Al~2+---+ a'in'Ain (10)

Dessa forma, a escolha dos cofatores ndo fica restrita a primeira coluna, podendo ser

qualquer outra linha ou coluna.

3.2.5 Sistemas lineares
3.2.5.1 Equagdes linear
Chamamos de equagdo linear, nas incognitas x4, X5, X3, ..., X, toda equagdo do tipo
ai1X1 + a42x5 + a43x3 + ...+ a;px, = b. Os numeros a1, @13, 13, .-, A1, todas reais, sdo
chamados coeficientes ¢ b € R é o termo independente da equagdo. Diz-se que a sequencia
(aq, ay, ag, ..., ay) € uma solugdo da equagdo linear
a11X1 + 12X + aq3x3+ o+ X, =D (11)

se a1aq + apa, + aqzaz + ...+ a;pa, = b for uma sentenca verdadeira.
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3.2.5.2 Sistema linear
Um sistema linear ¢ um conjunto de m (m = 1) equagdes lineares, nas incognitas
X1,X5, X3, ..., Xy @SSIM, O sistema
(a1 X1+ a1 X5 +aq3 x3 + +ay, X, = by
A1 X1+ Ayp Xy + A3 X3 + +ay, X, = by
S{ a31 X, + Az X, + A3q X3 + +az, X, = b
kaml X1+ A X2 + Az X3+ Ay X = by
¢ linear.
a) Dizemos que a sequéncia ordenada (a4, a5, @3, ..., @) € solu¢do de um sistema
linear S, se for solucdo de todas as equagdes de S, isto €
a1 a1+ a4 a3 + a3 a3 + +a, a, = by
Ay @1 + Ay @y + ay3 a3 + +az, @y = b,
az1 @y +azq @, +aszq az + +az, a, = bs
A1 A+ Ao Ay + Az A3 + QG Ay = by
sendo todas as sentencas verdadeiras.
b) Se um sistema linear S tiver pelo menos uma solucio, diremos que ele ¢
possivel ou compativel; caso ndo tenha nenhuma solucdo, diz-se que S ¢ impossivel ou
incompativel.

¢) Dado um sistema linear S de m equagdes e n incognitas, consideremos as

matrizes:
a11 a12 aln
a21 a22 a2n
A= | asz; dsp aszpn |
lC’vml Am2 aan
c,
[@11 @12 - Gin D1
| Ayy Gy -+ Gap by |
= [a31 sz - aAzp ng
Am1 Am2 r Amn bm

A é chamada matriz incompleta do sistema e B, matriz completa, acrescida dos termos

independentes.
3.2.5.3 Teorema de Cramer

Consideremos um sistema linear em que o nimero de equagdes € igual ao numero de
incognitas (isto €, m = n). nessas condi¢des A € a matriz quadrada; seja D = det(4).

Teorema: Seja S um sistema linear com nimero de equagdes igual ao de incognitas. Se
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D +# 0, entdo o sistema sera possivel e terd solucio unica (a4, a,, a3,...,a,), tal que

a; =2
" p

(12)
Para todo i € {1,2,3,...,n}. Em que D; o determinante da matriz obtida de A,

substituindo-se a i-ésima coluna pela coluna dos termos independentes das equagdes do sistema.

3.2.6 Produtos notdveis
3.2.6.1 Quadrado da soma
Com base nas propriedades distributiva e comutativa da multiplicagao temos que:
(a+b)?>=(a+b)-(a+b)=a-a+ab+b-a+b-b=a?+2ab+ b? (13)
Assim, o quadrado da soma de dois termos € igual ao quadrado do 1° termo mais o dobro
do produto do 1° termo pelo 2° termo mais o quadrado do 2° termo.
(a + b)? = a®? + 2ab + b?
3.2.6.2 Quadrado da diferenca
Analogamente,
(a—b)>=(@-b)-(a—b)=a-a—a-b—b-a+b-b=a?—2ab+ b? (14)
Assim, o quadrado da diferenca de dois termos ¢ igual ao quadrado do 1° termo menos
o dobro do produto do 1° termo pelo 2° termo mais o quadrado do 2° termo.
(a —b)? = a® — 2ab + b?
3.2.6.3 Produto da soma pela diferenga
(a+b)-(a=—b)=a-a+a-(=b)+b-a+b-(=b) =a?— b? (15)
Desse modo, o produto da soma pela diferenga dos mesmos termos € igual ao quadrado

do 1° termos menos o quadrado do 2° termo.

3.2.7 Médulo
Sendo x € R, define-se mddulo ou valor absoluto de x, que se indica por |x|, por meio
da relagdo:

|x|_{x,sex20
T l—x,sex <0

(16)
Donde segue:
a) O modulo de um ntimero real ndo negativo € igual ao proprio nimero;
b) O modulo de um niimero real negativo ¢ igual ao oposto desse nlimero.
Propriedades:
1) Ix|=0VvxeR

@) x| =0 ®x=0
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@) Ixl-lyl=lxylL¥Yx,y€R

(4) |x|? = x?,Vx € R

(5) x <|x|,vx R

©® Ix+yl<Ix|+lyl,vx,yeR
7N lx-ylzlxl-lylvx,yeR
(8) x| <aea>0 ©®—-a<x<a
9) x| <aea>0 ©® —a<x<a

(10) |x|=aea>0 ©@x<-aoux=a

3.2.8 Transformacgdes trigonométricas
Considerando um tridngulo retangulo, fixando um angulo B, temos as relagdes a seguir:

a) Seno de um angulo agudo ¢ a razio entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa;

b) Cosseno de um angulo agudo ¢ a razdo entre o cateto adjacente ao angulo e a
hipotenusa;

c) Tangente de um angulo agudo ¢ a razdo entre o cateto oposto ao angulo e o cateto
adjacente ao angulo;

d) Cotangente de um angulo agudo ¢ a razdo entre o cateto adjacente ao angulo e

o cateto oposto ao angulo;

3.2.8.1 Fungdes pares e fungdes impares
Uma fun¢do f: A — B é denominada funcio par se, ¢ somente se:
fx)=f(=x),vx €A
Isto ¢, dando valores simétricos a variavel, obtemos o mesmo valor para a fungao.
Uma fun¢do f: A — B ¢ denominada funcio impar se, e somente se:
fx)=f(=x),vx €A
Isto ¢, dando valores simétricos a variavel, obtemos valores simétricos para a funcao.
Diretamente dessas definicdes decorrem as relagdes a seguir.
3.2.8.2 Cosseno da soma e da diferenca
cos(a+ b) =cosa-cosb —sena-senb (17)
A partir da formula anterior obtém-se o cosseno da diferenca
cos(a—b) =cosa-cosb +sena-senb (18)
3.2.8.3 Seno da soma e da diferenga

sen(a + b) = sena-cosbh +senb-cosa (19)



A partir da formula anterior obtém-se o cosseno da diferenca
sen(a —b) =sena-cosb —sinb-cosa

3.2.8.4 Tangente da soma e da diferenca

A tangente da soma pode ser obtida com seno e cosseno da soma:

tan(a + b) — tana+tanb

1-tana-tanb

Da férmula anterior tem-se:

tana—tanb

tan(a o b) - 1+tana-tanb

3.2.8.5 Cotangentes da soma e da diferenca

A tangente da soma pode ser obtida com seno e cosseno da soma:

cot(a + b) — cota-cothb—-1

cota+cothb
Da foérmula anterior tem-se:

cot(a _ b) — cota-cotb+1

cotb—cota
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(20)

21)

(22)

(23)

24)



63

4 TOPICOS DE GEOMETRIA ANALITICA

Eves (2011) afirma que que ha aqueles que defendam a descoberta da geometria
analitica pelos gregos mediante os trabalhos de Apolonio e Menaecmo, ou ainda por Nicolas
Oresme pelo fato de terem desenvolvido um sistema de coordenadas e possuirem métodos para
descrever as propriedades das curvas (p. 382). Com base no arcabouco tedrico desenvolvido
por esses ilustres matematicos, Malta (2015) categoricamente afirma que nenhum destes
“podem ser considerados inventores legitimos da geometria analitica” (p. 1). Nesse sentido,
Malta (2015) evidencia que tanto os gregos quanto Oresme desenvolveram métodos limitados
como o sintético, no qual a descri¢do das propriedades das curvas era feita de forma retoérica,
que limitava muito uma compreensdo real da relacdo mutua entre curvas e equacdes, pela falta
de uma algebra simbodlica, e faziam um uso de sistema de coordenadas sem uma percepcao real
de sua relacdo com as varidveis de uma funcdo e as propriedades das curvas (BOYER;
MERZBACH, 2012, p. 244).

Em linhas gerais, conforme destaca Malta (2015) a estruturagdo logica da matematica e
a possibilidade de transformar resultados em teoremas universais ocorreu a partir de uma
preocupagdo consciente com os processos gerais ¢ dedutivos oriundos de uma associacao
formal entre a geometria e a algebra. A identificagdo entre esses dois ramos da matematica
perpassa pelo aparecimento da geometria algébrica, que levou fatalmente as geometrias
analiticas de Descartes e Fermat (MALTA, 2015, p. 39). Em seus tratados, La géométrie de
René Descartes e a Introdugdo de Pierre de Fermat os dois matematicos chegaram ao principio
fundamental da geometria: a constatagao de uma relagdo mutua entre equagdes indeterminadas
e curvas (MALTA, 2015, p. 56).

Neste capitulo, tomando como base no sistema de coordenadas e as obras de Delgado e
Frensel Crissaf (2013) e Iezzi (2013 ¢), utiliza-se de uma associagcdo entre a geometria ¢ a

algebra a fim de demostrar diferentes resultados fundamentais da geometria analitica.

4.1 Coordenadas e distancia na reta e no plano
A representacdo de pontos por meio de nimeros reais através do conceito de
coordenadas possibilita, bem como facilita, a resolucdo algébrica de problemas geométricos.
Considere um plano m e dois pontos distintos A e B sobre este, de modo que estes
determinam a reta AB (ver 3.1.2.3). Dessa forma, considera-se o0 segmento AB sobre AB, como

A e B sdo distintos deve existir um ponto O que esta entre A e B (3.1.3).
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Figura 28 — pontos 4, B e O sobre a reta AB

Fonte: autoria propria.

Em seguida, considera-se a reunido do segmento e reta OB e o conjunto dos pontos X

tais que B esta entre O e X como sendo a semirreta OB (ver 3.1.3.1). Analogamente,

consideramos a reunido do segmento A0 e o conjunto dos pontos X tais que A esteja entre O e
X, a que denominamos semirreta AO. Em ambos 0s casos 0 ponto O é considerado como a

origem das semirretas opostas OB e A40.

Figura 29 — semirreta OB @e 04 (b).
(a)

(b)

Fonte: autoria prépria.

Em todo caso, tem-se o conjunto dos pontos X que estdo a direita do ponto O, e 0

conjunto dos pontos X que estdo a esquerda do ponto O. Fazendo corresponder a cada ponto
distinto de OB uma distancia d(0, X) = x em relacdo a origem O obtém-se uma associagdo de
cada ponto da semirreta OB com um n(mero real x correspondente. Analogamente,

considerando a semirreta A0, a cada ponto X faz-se corresponder a distancia d(0,Y) = x, que

é 0 numero real x associado. Por fim, a origem O faz-se corresponder o nimero 0.

A fim de distinguir as distancias dos pontos que estao a direita e a esquerda de 0, isto é

0 numero real associado a estas, faz-se corresponder nimero positivo a cada ponto da semirreta
OB, isto é d(0,X) =x, e um nimero negativo a cada ponto da semirreta A0, ou seja

—d (0, X) = x. Determinando dessa forma dois sentidos de orientacdo sobre a reta de AB.
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Figura 30 — Distancia do ponto X a origem O no sentido da semirreta AO @e OB (b)
(a)

@ <
| j©

™

(b)

Fonte: autoria prépria.

Assim, faz-se uma correspondéncia biunivoca entre a semirreta e o conjunto nimeros

reais R. Seguem algumas defini¢Ges importantes:

d) O numero real x que corresponde ao ponto X segundo a correspondéncia acima
estabelecida ¢ denominada a coordenada do ponto X.

e) Sejam X e X' pontos da reta AB com coordenadas x e x/, respectivamente.
Dizemos que o ponto X' esta a direta do ponto X (ou que o ponto X esta a esquerda do ponto
X') se, e somente se, x < x' (x > x).

Figura 31 — Ponto X a direita (a) e & esquerda (b) de X’ em AB
(a) (b)

Fonte: autoria propria

Proposi¢io: Se x e x' sdo as coordenadas dos pontos X e X' sobre o eixo 4B,
respectivamente, entdo d(X, X") = |x — x'|.

Por conseguinte, Considera-se r uma reta perpendicular a AB que a intercepta
perpendicularmente no ponto O (ver 3.1.7). Analogamente, consideram-se 0s pontos C e D
sobre r, de modo que C esteja acima e D abaixo de O, respectivamente. Seja a reunido do

segmento OC e o conjunto dos pontos Y € r, tais que C esteja entre O e Y, denominada de
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semirreta OC, e a reuniéo do segmento OD e o conjunto dos pontos Y € , tais que C esteja

entre O e Y, denominada de semirreta oD.

Figura 32 — Semirretas opostas OC e OD sobre a reta r

r

Fonte: autoria propria.

A reunido das semirretas opostas 0C e 0D sobre r determinam dois sentidos em 7. E,

analogamente, faz-se uma associacao entre os pontos Y € r e o conjunto dos numeros reais y €
R, de modo que d(0,Y) = y esta associado aos pontos de r € 0C (ou que estdo acima de 0),

e —d(0,Y) = y esta associado aos pontos de r € OC (ou que estio abaixo de 0).

Figura 33 — Distancia do ponto Y a origem O no sentido da semirreta 0CeOD, respectivamente.

i

Fonte: autoria propria.

Nesse sentido, denominamos de eixo-0X a reta AB orientada em dois sentidos a partir
de O, e de eix0-0Y a reta r orientada em dois sentidos a partir de 0. Considerando unidade de
medida de comprimento igual, convencionamos que aos valores reais x € 0X denominamos de

primeira coordenada ou abcissa, enquanto aos valores reais y € OY, denominamos de

segunda coordenada ou ordenada.

Figura 34 — Sistema de ixos ortogonaias OXY
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oy

Fonte: autoria propria.

Acrelacdo entre os eixos ortogonais eixo-0X e eixo-0OY denomina-se de sistema de eixos
ortogonais OXY. Uma vez estabelecida essa configuragcdo, os sentidos determinados pelas

semirretas determinam quatro partes denominados de quadrantes.

De posse desse sistema, considera-se P um ponto genérico de . A fim de localizar este
ponto, determina-se duas condi¢des necessarias: uma relacionada ao eixo-0X e outra ao eixo-
OY. Essa relacdo é construida por meio de duas retas que saem de P cada uma em direcao
perpendicular a um dos eixos. De forma que, 0 ponto em que essas retas tocam em cada eixo
determina um numero real associado a ele, obtendo um par de nimeros reais. Por meio desse
sistema pode-se determinar uma relacdo biunivoca entre pontos do plano e pares de nimeros

reais R? = {(x,y); x,y € R}.

Se P nao esta sobre os eixos, x ¢ a abcissa de pé da perpendicular ao eixo OX por P e y
¢ a ordenada do pé da perpendicular ao eixo OY por P. Os numeros x,y € R do par ordenado
(x,y) associado ao ponto P sdo as coordenadas cartesianas do ponto P, x ¢ a abcissa de P ¢ y
¢ a ordenada de P.

Reciprocamente, ao par ordenado (x,y) € R? associamos o ponto P do plano  dado
pela interseccao da perpendicular ao eixo-OX que passa pelo ponto de abcissa x, com a

perpendicular ao eixo-0Y que passa pelo ponto de ordenada y.

Figura 35 — Relagfo biunivoca entre pontos no plano e par ordenado de nimeros reais
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X

Fonte: autoria propria.

Assim, entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano € o conjunto dos pares
ordenados (x, y) de nimeros reais existe uma correspondéncia biunivoca.
Ponto no plano m < par ordenado de R?

Notagdo: Se P € m corresponde a (x,y) € R?, escrevemos P = (x,y).

4.2 Distancia entre pontos do plano

A distancia de A = (a,b) a B = (c¢,d) ¢ a raiz quadrada da soma dos quadrados das
diferencas das coordenadas correspondentes.
Demonstracdo:

Sejam A = (x4, Y,) € B = (x3,y),) pontos no plano 7 dados pelas suas coordenadas em
relacdo a um sistema de eixos ortogonais OXY dado. Note que, x, ¢ a abcissa do pé da
perpendicular ao eixo OX do ponto A4, e y;, ¢ a ordenada do pé da perpendicular ao eixo OY do
ponto B. Prolonga-se essas perpendiculares até se intersectarem no ponto C cujas coordenadas
sdo C = (xp,¥,), formando o triangulo AABC, de lados AC, CB e AB, retangulo em C. Logo,
temos que d (4, B) é amedida da hipotenusa AB do triangulo e AC ¢ CB os catetos. Assim, vem
que [AC| = |xq —xp| e |CB| = |ya — wl.

Figura 36 — Distancia entre pontos no plano
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Fonte: autoria propria.

Pelo que aplicamos o teorema de Pitagoras (ver 3.1.12.1):

d(A,B) = |AB| = JIACI? + [CBI? = { (xa — %)% + (Vo — ¥p)?
Donde segue que a distancia entre A e B ¢ a raiz quadrada da soma dos quadrados das

diferencas das coordenadas correspondentes.

d(4,B) =/ (xg — xp)* + Oa — ¥p)* (25)

4.3 Caracterizacao algébrica do circulo
O circulo C de centro no ponto A € m e raio r > 0 é o conjunto que consiste dos pontos
do plano 7 situados a distancia r do ponto A, ou seja:
C={Pemn|dPA)=r}
Caracterizada algebricamente por
(x—a)’+(y—-b)?>=r?
Demonstragao:
Considere uma circunferéncia C de centro no ponto A e raior > 0 (ver 3.1.9 ¢ 3.1.14).
Tomando A = (xg,y,) num sistema de eixos ortogonais OXY no plano m, e P (X, yp)
um ponto genérico sobre C, P(x,,¥,) € C,temos que AP = 7.
Considere P’ o ponto de intersegio da perpendicular que desce de P ao eixo OX (tal que

x, € o pé dessa perpendicular) com a circunferéncia C, como P’ € C decorre AP' =r.

Agora, considere o triangulo isosceles P'AP, de lados iguais AP = AP’ = r. A partir do
vértice A tracemos a altura AD, sendo D o pé da altura relativa ao lado PP’. Logo (ver 3.1.7.4)
temos que a altura e a mediana de AP'AP coincidem em , donde segue que:

i) D ¢é ponto médio relativo ao lado PP’". Logo, DP = DP’
ii) D é o pé da altura relativa ao lado PP’. Logo AD / eixo — OX (ver 3.1.6).
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Assim, vem que:

De (i) obtém-se DP = |yp - ya| = PP’ = 2|yp — ya|. Por outro lado, de (ii) decorre
AD = |x, — x4].

Com base nessas informacodes, considere a area do triangulo dada pelas expressdes da

Eq. 2 e Eq. 3, respectivamente. Logo, em perda de generalidade podemos considerar:

b-h
— =P - -b{p -0

Fazendo W =ph = 2|yp —yal' E =h= |xp — xal ep= W;ZT — 2|Yp‘;’a|+2r _ |yp _ya| tr

a =PP’, b = AP e ¢ = AP'e substituindo na equac3o 28, obtém-se:

20y — Vol " |1Xp — x
b =yl o = xal [, )y sl 7= 2~ 5D =l 42—l £ 7 1)

A |y10 _ya| ' |xp - xal = \/(lyp - ya| + r)(r - |yp _yab(lyp - Ya|)2

& 1o = el o = xal = by = yal (5 = ol + 1) = Iyp = 3

& [y = xal = (I3 = vl + 1) = Iy, = v

(elevando ambos os lados ao quadrado)

Aad |xp - xal = \/rz - (J’p - Ya)z
Aad |xp - xalz =r?— (yp - Ya)z
A (xp - xa)z =r?— (yp - Ya)z

s (x, — xa)2 + (v — ya)z =rZ
Geometricamente,

Figura 37 — Circulo C de centro A e raio r

Fonte; autoria propria.
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Assim, associamos o circulo C a equagao
2 2
— 2
(tp—xa) + (p—va) =7 26)
que relaciona a abcissa € a ordenada de cada um de seus pontos P(x,, y,) com as coordenadas

do centro A = (x4, y3).

4.4 Condicao para alinhamento de trés pontos

Trés pontos A = (x4,Y,), B = (x3,,y3) € C = (x., y.) sdo colineares se, e somente se,
suas coordenadas verificam a igualdade:

(xp = x0) Ve — ¥p) = (xc — x5) Vb — Ya) (27)

Demonstracdo:

Considerando um sistema de coordenadas XOY. Inicialmente, supomos 4, B e C pontos
colineares pertencentes a reta f, donde obtemos os segmentos AB e BC. Relacionando as
perpendiculares desses pontos em relagdo aos eixos OY e OX obtém-se os pontos Q e P,

formando os tridngulos retdngulos BQC e APB, donde decorrem as relagdes:

AB =\ (yp — y)? + (xp — x,)?

BC = /(v = yp)? + (xc — %)
Que sdo as medidas dos segmentos AB e BC.

Geometricamente,

Figura 38 — Pontos 4, B e C sobre areta f

Fonte: autoria propria.
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Por outro lado, sem perda de generalidade, consideram-se os pontos A’, B’ e C’ sobre o
eixo OY, em que estes coincidem com os pés das perpendiculares de A4, B e C, respectivamente,
sobre OY. Logo, relacionando-os ao sistema de eixos, suas coordenadas sio A" = (0,y,), B’ =
(0,y,) e €' = (0,y,). Agora, tracemos as retas paralelas r,s e t, tais que A,A’ €r,B,B’ €

seC,C’ €t (verositens 3.1.2.3), perpendiculares o eixo OY. Geometricamente,

Figura 39 — Relag@o entre as retas paralelasr,s e t

Fonte: autoria propria.

Diante de tais condicdes, aplicamos o teorema de Tales (ver 3.1.10 ) considerando a reta

f e o eixo OY transversais as paralelas r, s e t. Donde segue a seguinte relagao:

B_C - BICI

~

|
oS

Donde segue que A'B’' = |y, — y,| € B'C' = |y. — y,|, € as medidas dos segmentos

relacionados, isto €

\/(yb - ya)z + (xb - xa)2 _ |.Vb - Yal
JOe—y0)?+ e —x)2 Ve = bl
Elevando ao quadrado em ambos os lados da igualdade e obtem-se:

((yb - ya)z + (xb - xa)z) _ (:Vb - Ya)z
((yc - Yb)Z + (xc - xb)z) (yc - yb)2

— v.)2
< (p —¥)? + (p = x)%) = (e = ¥p)* + (xc — %)) - gf: - 3}’]32
S —v)?+ (o —x)* =0 —y )2.M+(x —x )2_M
b a b a c b (yc _ yb)z c b (yc _ yb)z
(yb B :Va)z

< (Yb - Ya)z + (xb - xa)z = (yb _ya)z + (xc - xb)z m
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Vb — Ya)?
(Ve — ¥p)?

(Aplicando a raiz quadrada em ambos os lados)

@m:\/(xc_xb)z.w

(yc - yb)z

& (xp —xg)% = (x; —xp)?

@(xb—xa)=(xc—xb>-%

& (xp —xa) - e —yp) = (xc = %) - (Vp — Ya)
que ¢ a relacdo esperada (ver eq. 30).
Desenvolvendo o termo, obtém-se:
XpYe — XpYb — XaYc t Xa¥b = Xc¥b — XcYa — XbYb T XpYa
S (Yp = YedXa = (xp = X)Ya + XpYe = XcYp = 0
& (xp —xa) Ve — ¥p) = (e — xp) Yy — Va)

Xa Ya 1
Por outro lado, essa relagdo pode ser obtida por meio do determinante da matriz |x, y, 1
Xe Ye 1
pela regra de Laplace, considerando cofatores,
_ . | 1|_ Xp 1| X Yb| _
Det = x, e 1 Va X, 1 +1 X, y, =0

Assim, a expressao

(xb - xa)(yc - :Vb) = (xc - xb)(}’b - ya)

pode ser rescrita na forma de determinante

Xa Ya 1
Xp yb 1 =0.
Xe Yo 1

4.5 Equacées da reta no plano
Um dos objetivos da geometria analitica ¢ obter equacdes associadas a conjuntos de

pontos, estabelecendo assim uma relagdo entre a geometria e a algebra.

4.5.1 Equagdo paramétrica da reta
Se A = (xq,¥4),B = (xp,yp) € P = (xp,¥p) sdo as coordenadas dos pontos num
sistema de coordenadas dado, entdo:
P=(xpy,) €ET S (xp,¥p) = (xg,¥a) + t(xp — Xq,Yp — ¥g) paraalgum t € R.

{xp = Xq +t(Xp — Xq)

s teER
Yo =Yp +t(Vp — Ya)
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Sao as equagdes paramétricas da reta.
Demonstragdo:

Neste tipo de equacao as coordenadas dos pontos pertencentes a uma reta sao dadas por
expressoes do primeiro grau em fungdo de um parametro real. Ao variar o valor do pardmetro,
encontramos distintos pontos da reta, ou seja, a cada ponto da reta estd associado um tunico
parametro.

Sejam A e B dois pontos distintos tem-se uma Unica reta ¢ determinada por eles (ver
3.1.2.3). Assim, seja areta s tal que A € s e B € s, tendo em vista a infinidade de pontos que a
compde, toma-se P um ponto genérico sobre s.

Considerando um sistema de eixos ortogonais OXY, se A = (x4, v,), B = (xp,yp) €

P= (xp, yp) sdo as coordenadas dos pontos no sistema de coordenadas temos:

Prolongando-se os pés das perpendiculares, de A e B,a partir de y, e x,,, paralelas aos
eixos 0X e OY, respectivamente, até se intersectarem no ponto C = (x;,y,), formando o
triangulo retdngulo ACB, de catetos AC e BC ¢ hipotenusa AB, retingulo em C.

Em seguida, toma-se P = (xp, yp) € s , novamente prolongando-se o pé da
perpendicular de P a partir de x,, paralelamente ao eixo OY, at¢ encontrar-se com AC (ou seu
prolongamento) no ponto D = (xp, ya), formando o triangulo retingulo ADP, com catetos AD
e PD e hipotenusa AP, retangulo em D.

Neste caso, temos que PD / BC, logo vem que AACB~AADP (ver 3.1.11.2), em
particular temos o caso de AA, com DAP = CAB ¢ ACB = ADP = 90°. Donde decorre

BC AC

PD AD AP
Tal que k € R,k > 0 ¢ arazdo da semelhanga.

E

=k

Geometricamente,

Figura 40 — Tridngulos semelhantes ACB e ADP
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Fonte; propria. Software geogebra.

Segue que BC = |y, — y4l, AC = |xp — x4], PD = |y, — ya| ¢ 4D = |x, — x4 .

considerando separadamente as razdes

B__C:|J’b—}’a|:k
PD |y, — yal

e
A—_C=|xb_xa| — K
AD  |x, — x4

Da primeira decorre:

|yb - yal

=k
|J’p _Ya|

S |yp — Yol = k|yp — V4l

lyy — ¥al

A ybk = zlyp_yalzlyZJl_lyal
lyp — ¥al

< kaya = |Yp|_|ya|
lyp — Yal

< b K Ya + Yal = |Yp|

fazendo t = % € R, vem que
|YD _Yal t+ |Ya| = |yp|
Ou ainda,

|yp| < |ya| + tlyb _yal

Considerando o caso para o qual apenas a igualdade ¢ admitida, obtém-se:
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|yp| = |ya| + tlyb - yal

Generalizando para quaisquer valores em R, obtemos:
Yp =Ya+t(Vh = Ya)
Analogamente, para o segundo caso decorre
Xp =xa+t(xb—xa),t=%€ R.

Assim, obtemos as equagoes

X, =xq +t(xp — x

s:{” ot t0o a);tE]R. (28)
Yp = Ya T t(¥p = Ya)

que sao reconhecidas como equag¢des paramétricas da reta s.

4.5.2 Equacgdo geral, reduzida e segmentaria da reta

Proposigdo: a toda reta r do plano cartesiano estd associada ao menos uma equagao da
forma ax + by + ¢ = 0 em que a, b, c sdo numeros reais, a # 0 ou b # 0, e (x, y) representa
um ponto genérico de r. Decorre que todo ponto P € r deve verificar a equacao

ax+by+c=0 (29)

chamada equagao geral de 7.
Demonstracdo:

A fim de demonstrarmos esse resultado consideremos uma reta r ¢ P um ponto fora de
r decorre a reta s, tal que P € se s L r, denota-se E o ponto de intersec¢ao (ver 3.1.7).
Construimos por P uma reta t que intercepte r no ponto A, pelo semiplano oposto ao de P, em
relagio ar, obtemos o ponto B sobre s por meio do transporte do segmento AE, obtendo o
segmento EB, tal que AE = EB. Donde segue que APEA e ABEP sio congruentes pelo caso
LAL (ver 3.1.5.1), logo, temos que

Por meio do sistema de coordenadas OXY os pontos A,B e P sdao dados pelas
coordenadas A = (x4,v,), B = (x3,y,) € C = (x.,y.). Considerando a relagdes entres as
perpendiculares desses pontos e os eixos coordenados, obtemos as medidas dos lados AP e BP

de APEA e ABEP, respectivamente, por meio do teorema de Pitdgoras, donde segue que

AP = (2~ 52)" + (0~ 72)

2

5P = (=) + O~ )’
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Agora, por meio da relagdo de congruéncia (33) decorre que

7Gx )

T Je =) + )
< \/(xp - xa)z + (yp - Ya)z = \/(xp - xb)z + (yp - Yb)z

& (xp - xa)z + (v - Ya)z = (% - xb)z + (o - YD)Z

S xXp% = 2xpXg + Xa% + ¥p? — 2VpYa + Va© = Xp% — 2xpxp + Xp° + Yy — 2V + Vp°

& —2xpXq + X = 2YpYa + Va© = —2xpXp + Xp° — 2,V + Vp*
& —2xpXq + X = 2YpYa + Voo + 2x,%p — Xp* + 2, Yy — Yp> =0
& x,(2xp — 2x4) + ¥, (2yp — 2Y4) + %% + ya* — xp* + Y2 =0

xa2+ya2_xb2+_37b2
2

=0.

S xp(xb - xa) + yp(yb - ya) +

Como A e B sao pontos distintos no plano segue que x, —x, # 0€E Rey, —y, # 0 €

2 2 2 2
Xg“tYa"—Xp"+—=Yp
2

S:axy,+by,+c=0 (31)

R . Assim, fazendoa = x,, — x4, b =y, —y,ec = € R, decorre a relagao

Que ¢ a equacao da reta s passando por P, perpendicular ar em E.

Geometricamente,

Figura 41 — Reta r e ponto externo P determinando aretas L r

Fonte: autoria propria.
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A forma reduzida ¢ obtida considerando a expressdo (eq. 33) isto é:

ax, + by, +c=0

a
axp+byp=—c—>_—cxp+_—cyp=1
Ou
Y I _
=ct=c=1
a b

—-C —C
Sexp—0=>xp—7 e,seyp—O:xp—7
Nesse caso, a forma segmentaria ¢ importante para saber em que pontos da abcissa e da

ordenada a reta intercepta os eixos coordenados.

Fazendo,
¢ _ < _
a pe b q
Vem que:
Xp , Yp
—_— —_— . 2
> + . 1 (32)

Que ¢ a forma segmentaria da equacao cartesiana da reta.

Exemplo:

Questao adaptada de lezzi (2013): qual ¢ a posi¢do relativa da reta r: = 1no

wlwlk
+
S [

plano cartesiano?
Solugdo:

A fim de se determinar a posi¢ao da reta deve-se primeiramente considerar os pontos
em que a reta corta os eixos coordenados. Para isso, considerando um sistema de coordenadas
0Y X, tendo o ponto O como a origem desse sistema, vem que:

1. fazendo x = 0 tem-se y = —2. Desse resultado decorre que a reta r corta o eixo OY

no ponto —2.
2.fazendo y = 0 tem-se y = % Desse resultado decorre que a reta r corta o eixo Ox no

ponto —2.

Assim, basta marcar esses pontos nos respectivos eixos e em seguida tragar a reta.

Por outro lado, considerando a forma geral (eq. 33) da reta, tal que:

a c
B =TTy

a c ~ .
Fazendom = — Sen=—-,, obtemos a equacdo afim ou reduzida da reta:
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S Y, =mx, +n. (33)

Em que m ¢ o coeficiente angular e n o coeficiente linear.

4.5.3 Feixe de retas paralelas

Feixe de retas paralelas ¢ um conjunto de retas coplanares, todas paralelas a uma reta
dada. Um feixe estd determinado quando se conhece uma de suas retas. Considere o feixe de
retas paralelas determinado pela reta r de equacdo geral r : ax + by + ¢ = 0. A equacdo

ax+by+c' =0 (34)

descreve o feixe de retas paralelas a r para cada valo atribuido a c’.
Demonstracdo:

Dados os pontos distintos A e B determina-se uma reta r, pertencente ao plano a no
sistema de coordenadas XOY , concorrente aos eixos OX, e P € r um ponto distinto
considerado.

Suponha P ¢ AB, e A’, B' e P' os pés das perpendiculares de A, B e P em relagdo ao

eixo 0X. De modo que, 4, A" € :4—14;, B,B' € (B—B; eP,P' € PP’ sejam dois ternos de pontos

colineares. Entdo do teorema de Tales (3.1.10), tem-se:

AP PB
AP PB
Se A= (x4 » B=(0,y5),P=(xp,yp) , A =(x4,0) , B=(00)eP =
(xp, 0) sdo as coordenadas dos pontos, tem-se A’P’ = |x4 — xp| € P'B’ = |xp — x5| = |xp|, €

pelo teorema de Pitdgoras, considerando APDA e APEB, tem-se
AP? = (x4 — xp)* + (yp — ya)?
PB? = (xp)* + (yp — yp)?

Aplicando em na relagao de Tales, podemos determinar r:

o ()
AP PB \4P) \PPF

(x4 —xp)* + (yp — ya)? _ (xp)? + (yp — yp)?

(x4 — xp)? (xp)?

= [(xg —xp)* + (p — ya)?] - (xp)* = (x4 — xp)? - [(xp)? + (y5 — ¥p)?]
= (xa —xp)% " (xp)? + (yp — YA)Z “(xp)? = (xa —xp)% - (xp)* + (x4 — xp)* - (g — YP)Z
= (Vp —ya)?  (xp)? = (x4 — xp)? - (yp — yp)?
= Vp —ya)? - (xp)? = /(x4 — )2 (5 — yp)?

Fazendo,
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= (p—Ya)xp = (xa —xp) - (¥5 — ¥p)
= YpXp — YaXp = XpYp — Xa¥p — XpYp T XpYp
= —YaXp = Xa¥p — Xa¥p — XpYB
= —YaXp + XpYp + Xa¥p — X2Yp = 0
= (Yp — Ya)xp + Xa¥p — XY = 0
Isto é:
r: (¥ — Ya)xXp + 24Yp — x4y = 0.

Ou na forma reduzida,

. (Ya — ¥5)
Yp=—"7"—"XptYs
Xa
Em que (yAx;yB) ¢ o coeficiente angular de .
A
. . e (ya—yB)
Note que, tendo sido considerados A e B distintos tem-se — F 0.
A

Geometricamente,

Figura 42 — Reta r determinada pelos pontos A e B

Fonte: autoria propria.

Agora, por um ponto Q qualquer fora de r passa a reta s paralela a r. Analogamente ao
caso anterior, dados os pontos D ,F € s, pode-se determinar s em funcdo das coordenadas
desses pontos. Se D = (xp,yp) e F = (xg, yr) s pode ser expressa na forma geral por:

s: (Vg —¥Yp)xp +xpyp — xpYr =0

Ou na forma reduzida

o — yr)

St Yo = o

XQ +yF

Em que (ny;yF) ¢ o coeficiente angular de s.

D
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Figura 43 — Reta s determinada pelos pontos D e F

Fonte: autoria propria.

Tendo em vista que s / r, os angulos a e § sdo alternos internos, logo a = .

Considerando os tridangulos retangulo destacados a tangente de a e § é dada por:

lxp=yal |xr—ypl|
ByAetanﬁz F—YD

tana =
|xal [xal
Como a = (8, tem-se:

tanf = tana = lyg — Yal _ lyr — ¥pl

EA |4l
Donde segue que,
(Y4 — ¥5) _ (yp — yr)
XA Xp
Assim, s pode ser dada por
. _ (Ya —¥8)
St Yo = TxQ + yr

Ou, na forma geral
s (Ya—yp)Xg — XaYg + X4Yr = 0.

Dessa forma, a equacao geral de s difere da equagdo geral de r pelo termo independente.
Assim, a partir de r pode-se determinar retas paralelas a ela para cada uma um valor ¢ atribuido
ao termo independente.

Fazendoa =y, — yg, X4 = b, c = —x4yg e ¢' = —x,Vp, tem-se:

r:axp+byp+c=0
s:axp+byp+c' =0
Portanto, um feixe de retas paralelas estd determinado quando conhecemos uma de suas

retas.
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4.6 Distancia de um ponto a uma reta
Define-se a distdncia de um ponto P a uma reta r
d(P,r) =min{d(P,P’) | P’ €}
Diz-se que P *€ r realizada a distancia de P aretar, se
d(P,P x) <d(P,P"),paratodo P’ Er
Sejam r : ax + by = c uma reta e P = (x;,y,) um ponto no plano. Entdo a distancia

de P ar ¢ dada por
D(P,r) = 1ird (35)
Demonstracdo:

Sejam o ponto P e uma reta r no plano, tal que P € r, e A o ponto de intersecdo entre a
reta s perpendicular a reta r conduzida por P € s. A distancia entre P e r ¢ a distancia entre
P e A, que é o segmento PA L r (ver 3.1.7.2). Por P traga-se a reta t paralela ao eixo OX que
intercepta s em B, tal que PB € t, formando o triangulo retingulo PAB, de catetos PA € s €
AB € 7 ¢ hipotenusa PB € t.

Considerando o sistema de coordenadas OXY, se P = (xp,yp),A = (x4, y,) € B =
(xp,yp) sdo as coordenadas dos vértices de A PAB, com y, = y,,. Pelas relagdes entre as
perpendiculares dos pontos em relagdo aos eixos obtemos as expressoes para os lados do

triangulo PAB através do teorema de Pitagoras:

PB = |xb—xp|

AB = \[(x, — x)2 + (v, — y)?
Al = |Ya _yil

em que I = (x;,y;) € o pé da altura Al = h de A PAB em relacgdo a hipotenusa PBe PA=H é a
distancia entre o ponto P e areta r.

Seja S a area do triangulo PAB, com base na relagdo (ver 3.1.13.2) , vem que:

S_ﬁ'h_|xb_xp|'|ya_yi|
2 2

Por outro lado, por meio das relagdes métricas em PBA no triangulo retangulo (ver
3.1.12), toma-se S por meio dos catetos PA e AB, tal que:
_PA-AB _H-AB
22

S

Assim, das duas relacdes para a area S de A PAB decorre:

PB-h PA-4B
2 2
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x5 = %] * 1ya = vl _H- VO — %)% + (g — ¥)?
2 B 2

=14

|xb _xp| |ya — il _

\/(xb — %)% + (Vg — ¥i)?

o |(xb_xp)'(ya_yi)| —y
Vo —x)2 + (Vg — 71)?

Note que, y; =y, = yp € X; = x4, Pelo que

(o = %) (v =) _

=H
\/(xb - xa)z + (Ya - yb)z

|xbya — XpYVp — XpYa + xpypl

\/(xb - xa)z + (ya - YIJ)Z

N |xb3’a — XpYp — XpYa T XpYVp + XqVp — xaypl

=H
\/(xb - xa)z + (:Va - yb)z

|_xp(3’a - yp) - Yp(xb — Xq) + XpYq — xaypl
\/(xb - xa)z + (ya - Yb)z

Fazendo y, = y;, no primeiro e no ultimo termo, obtém-se:

=H

| =%, Va = Y1) = ¥p (tp = Xa) + XpYa = Xa¥p|
\/(xb - xa)z + (ya - yb)z
o 1% Ve — ¥) + ¥, (xp — Xa) — XpYa + XaVp|
\/(xb —xg)% + (Vg — ¥p)?

|xpa+ypb—c| _

Vb2+a?

H

H.

Paraa,bec ER, taisquea =y, —yp, b = x5 — x4 € ¢ = XV, — XgYp- POrtanto, a
distancia d (P, r) é dada por

|xpa + ypb - c|

Em que r: x,a +y,b—c € a equagdo da retar e (xp,yp) sdo as coordenadas do
pontoP €s L.

d(P,r) =

Geometricamente,

Figura 44 — Distancia entre uma reta r e um ponto P no plano
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Fonte: autoria propria.

4.7 Area do triangulo
Seja o triangulo ABC um triangulo qualquer de vértices A B e C, devemos mostrar que

sua area S ¢ dada pelo determinate das coordenadas de seus vértices:

e Ya 1
S = E Xp Yp 1 (36)
Xe Yo 1

onde A = (x4,vV4), B = (xp,yp) € C = (x,,y,.) sdo as coordenadas de seus vértices.
Demonstracdo:

Seja dado 0 AABC considerando o sistema de coordenadas XOY, tem-se pela geometria
plana a area S do tridngulo expressa pela relagdo entre a base e a altura (eq. 2). Nesse sentido,
toma-se A = (x4,v,), B = (x5,,v,) € C = (x,,y,) as coordenadas dos vértices e lados AB,
AC e BC J) OX.

Se tomarmos M o pé da altura AM = h relativa a base BC, entdo obtém-se os tridAngulos
AAMC e AAMB retangulos em M ¢ AH j OY.

Geometricamente,

Figura 45 — Triangulo ABC
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Fonte: autoria propria.

Desse modo, a drea S de AABC pode ser expressa pela soma das areas S; e S, de AAMC
e AAMB, respectivamente.

a) a area S; de AAMC sera dada pelo produto dos catetos CM e AM, isto é:
5, = CM - AM

2
CM = (xy —xc) € AM = h = (ys — Yay) = S1 =5 Gem — %) - (a — Yur)
Como xy = x4 € yy = Yp, tem-se:
S1 = %(XA —x¢) (Ya—Y5)
b) Analogamente, considerando o triangulo AAMB, sua area S, ¢ tomada pelo produto

dos catetos MB e AM, isto é:

2
Fazendo MB = (xB—xA)em=h= Wa—ym) =S, 2%(XA_xB)'(yA_yM)e

Yu = Yp, tem-se:
1
S, = E(XB —x4) " (Ya—¥yB)

Somando as duas expressoes, obtém-se S

S=Sl+52
1 1
S=§(xA_xC)'(yA_yB)-i'E(xB_xA)'(yA_yB)
1
=>S=§[(xA—xc)-(yA—y3)+(xB —x4) " (Va — yp)]
1
5= E[XA)’A — XoYp — XcYa + Xc¥p + XpYa — XpYc — XaVa + XaVc]
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1
S §5= 5 [—XaYp — XcYa + Xc¥p + XpYa — XpYc + XaYc]

1 Xa Ya 1
S [xa(c —yB) + x(Va — ¥c) + xc(yp — ya)] = det = 5 xg yp 1
Xxc Yo 1

"2

Agora, considere o determinante de coordenadas A = (x4,y,4), B = (x5, yg) e C =

(xc, yc).- Isto é:

Xa ya 1
Det = E X YB 1
xc Yo 1
Usando cofatores, temos que:
i v 1 ya 1 va 1
Det=—|(x B |+x 4 |+x |>|
2I\Myc 1 Plyc 1 “lyg 1

1
= Det = 5 |(xae = y8) + x5 (va — y&) + x5 — ya))|

1
= Det = > |XaYc — XaYp + XpYa — XgYc + XcYp — XcYal

Dessa forma, verifica-se que a area S do triangulo ABC pode ser dada por:

1 Xg ya 1
Det = E X YB 1].
Xc Yo 1

4.7. 1 Area do paralelogramo
Por meio da geometria plana a area do paralelogramo (Eq. 1) pode ser dada diretamente

da area do triangulo (Eq. 1). Nesse sentido, considerando um paralelogramo ACBD sua area A

pode ser expressa diretamente do desenvolvimento anterior, isto é

Xa Ya 1 Xa ya 1
A=25=ZEXB VB 1=xB VB 1
xc Yo 1 Xxc Yo 1
Isto ¢,
Xg ya 1
A=|xp yp 1
Xc Yo 1
Ou ainda, considerando o ponto D = (xp, yp), tem-se:
Xa Ya 1
A=|xg yg 1]. (37)
xp ¥Yp 1

Nesse sentido, a area do paralelogramo pode ser expressa em fungdo das coordenadas

correspondentes a lados adjacentes.
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Dadas r e s, se as duas tém coeficiente angular, a tangente do angulo agudo 75 ¢é o

modulo da diferenga dos declives dividida por 1 somando ao produto dos declives.

m,—m
tanf = [——
1+m,mg

Demonstracdo:
Dadas duas retas r: a1 x + b1y + ¢ = 0 e s:ayx + b,y + ¢, = 0, considere
Yr=myx ++n, =0
onde m, = tan w. E,
Vs =mgx + +ng =0
Em que my = tan a.

Geometricamente,

Figura 46 — angulo entre as retasr e s

Fonte: autoria propria.

Pelo teorema do angulo externo (ver 3.1.6.1) tem-se:
a=w+180°-0=>60= w+180°—«a
= tan f = tan[w + (180° — a)]

tan w + tan(180° — a)
1 —tanw - tan(180° — a)

= tan[w + (180° — a)] =

Fazendo,

tan(180° ) = tan 180° — tan « _
an « " 1+4+tan180°-tana ana

Logo,

tanw — tan

tan @ =
1+tanw - -tana

Comom, =tanw emg =tana

(38)
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m,—m

1+m, mg
Que representa o angulo entre as retas r e s em fungdo de seus coeficientes angulares m,. e

my, respectivamente, conforme Eq. 40.

4.9 Transformacées geométricas Planas
4.9.1 Reflexao em relagao ao ponto P,

Dado um ponto F, do plano, a transformagéo Rp,, que a cada ponto P do plano associa
o ponto P' = Rp,(P), pertencente a reta que passa por Py € P. Se B, = (xo,Y,) e P = (x,y)
¢ um ponto do plano, entdo P’ = Rp (P) = (x’,y’) é o ponto tal que

Rpo(P) =(2xo — 2,2y, — ¥) (39)
Demonstracdo:

Dado um ponto P, do plano, situamo-nos por meio do sistema de coordenadas OXY com
origem n ponto O = (0,0), tal que P, = (x,,y,) seja distinto da origem O e ndo esteja sobre 0s
eixos.

Em seguida, toma-se um outro ponto P = (x, y) distinto de P, pertencente a reta r que
passa por P e P,. Nesse sentido, a reflexdo de P em relagdo ao ponto P, € um ponto P’ =
(x',y") do plano que esta sobre , e é tal que o0 segmentos PP, e P,P’ so congruentes.

Fazendo as perpendiculares que saem desses pontos em direcdo aos eixos relacionarem-
se por meio dos triangulos retangulos gerados pelas intersec¢des entre estas, pode-se determinar
uma relacéo de semelhanca de triangulos.

Inicialmente, toma-se o triangulo retangulo PP’Q, retangulo em Q, que é gerado pelas
intersec¢bes da perpendicular que sai de P’ em direcdo ao eixo das abcissas, e pelo
prolongamento da perpendicular de P ao eixo das ordenadas.

Em seguida, considera-se o triangulo retangulo PP,Q’, retangulo em Q’, gerado pela
intersecdo da perpendicular que sai de P, em relacdo ao eixo-0X, e do prolongamento da
perpendicular de P em relagdo ao eixo-0Y.

Por meio do teorema de Pitagoras vem que a hipotenusa PP, de APP,Q’ é dada por:

PP, = (o — )% + (x, — x)?
Como PP, = P,P’, seque que a hipotenusa PP’ de APP’Q é :

PP =2 (o = y)* + (xo — X)?
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Por outro lado, pelo critério de semelhanga A4, onde QPP’ = Q’PP, e P'°P = P,Q'P =

90°, APP,Q'~APP’(Q. Dessa forma, segue que:

PQ PP

E,Q PBR
E

PQ PP

PQ  Ph,

Fazendo P’Q=y'—y, B,Q'=y,—y, PQ =x" —x e PQ" = x, — x, e substituindo
nas expressoes segue:
PQ_PP_y -y 20—y’ +06-%7_y'-y_,
RQ" PR Y%o—Y -+ —x)2% YoV
>y —y=200,—y)>y =2y,—-y

PQ PP x'—x 2, —¥)%+(x,—x)? x' —x 5
—— = = —
PQ" PR Xo=x o=y + (o —2)* Yo~ X

x'—x=2(x,—x)=>x"=2x,—x.

Desse modo, as expressdes fornecem, respectivamente, a ordenada e a abcissa de P’, em

funcédo das coordenadas de P e de P,.
P'=(x"y") = (2x, = x,2Y, — ¥).

que é a reflexdo do ponto P em relacéo ao ponto P,.

Geometricamente,
Figura 47 — reflexdo do ponto P em relagéo ao ponto P,,.

=

Fonte autoria propria.
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4.9.2 Reflexao em relagdo ao ponto O

A rotagio de Angulo 6 em torno do ponto O ¢ a transformagdo Rg o R> — R? que a
cada ponto P do plano associa o ponto P’ obtido pela rota¢ao de angulo a, no sentido
positivo, do ponto P em torno do ponto O.

A rotagdo Ry o R? — R? em torno da origem. Sejam P = (x,y) um ponto e
(x,y") =Rgo (x,y) suaimagem. Logo,

Rgo (x,y) = (xcos@ — ysenb,xsenb + ycos @) (40)
Demonstracdo:

Seja  um plano sobre o qual toma-se o ponto P. Por meio de um sistema de eixos
ortogonais com origem 0 = (0,0), se P = (x, y) sdo as coordenadas desse ponto, de modo que
este ndo esteja sobre nenhum dos eixos coordenados e seja distinto da origem, entdo toma-se o
ponto Q = (x,0) como sendo o pé da perpendicular de P sobre o eixo-0X, de modo a formar

um triangulo retangulo de vértices O, P e Q.

Em AOPQ seja OP a hipotenusa com 0Q e PQ catetos. Considerando o angulo POQ =

6, toma-se 0 seno e 0 cosseno de 8, dados por:

senf =

S P

cosf =

3l

fazendo 0Q = x, PQ = y e OP = ,/x% + y2, e substituindo nas expressdes acima, tem-

se:
senf = Yy
Jx2+y?
E
cosO =

X
VX% +y?
Por outro lado, seja P’ = (x',y") a imagem de P obtida por meio da rotacdo de P em

torno de 0, sendo a 0 angulo de rotagdo no sentido positivo.
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Novamente, considera-se Q’o pé da perpendicular de P’ sobre 0 eixo-0X, de modo que
um novo triangulo retangulo OP’Q’ seja formado de hipotenusa OP’ e catetos 0Q’ e P’Q’.
Considera-se 0 angulo P'OQ’ = a + 6, de modo que as relagdes sen(a + 0) e cos(a +

6) sejam verificadas.

Fazendo OP’ = \/x'2 +y'2, P’Q’ =y ' e 0Q’ = x/, segue que:

sen(a +0) =

yl

cos(a +0) = X
Jx'2+y?
Donde segue que (ver 3.2.9.2 ¢ 3.2.9.3):

4

Y

Ty

sena-cos@ +senf-cosa =

14

X
e

Substituindo os valores de senf e cosé nas suas relages obtém-se:

cosa-cosf@ —sena-senf =

!

ve y y
sena - + "COSq = ——
JxX2+y? x2+y? VX2 +y"2
E
X y x'
cOSq¢*—————sena -

JxZ+y? \/x2+y2:\/x’2+y’2

Note que, a transformagdo mantém OP’ = OP, logo /x'2 + y'2 = \/x2 + y2. Dessa

forma:

4

sena-x+y-cosa =y

cosa-x—sena-y=x'
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Que sdo as coordenadas do ponto P’, imagem de P por meio da reflexdo em torno da

origem 0. Assim,
Roo (x,y) =(x,y) = (cosa-x—sena-ysena-x+7y:cosa)
Geometricamente,

Figura 48 — Rotacdo do ponto P em torno da origem

Pl

Fonte: autoria prépria.

4.10 Conicas

Uma figura ¢ um lugar geométrico de pontos quando todos os seus pontos, e apenas eles,
tém uma certa propriedade comum. Em geometria analitica, obter um lugar geométrico significa
obter a equacao que o representa e interpretar a equagdo ¢ dizer qual curva € a curva por ela
representada.

A combinagdo entre a aplicagdo da algebra e a natureza dos lugares geométricos
revelaram a Pierrre de Fermat que todos os lugares geométricos discutidos por Apolonio
poderiam se exprimir na forma de equacdes algébricas com duas variaveis. Ao estudar as
Conicas Fermat obteve suas equagdes por meio das propriedades que a definem, como formas
irredutiveis partir da equagdo geral do segundo grau com duas varidveis:

Ax?>+Bxy +Cy*+Dx+Ey+F =0 41)

Segundos os valores de seus coeficientes estudaremos esssa equagao para os casos em
que A # 0 ou B # 0 ou C # 0. Mais precisamente, definiremos uma elipse, uma hipérbole e
uma parabola, que sdo os principais lugares geométricos obtidos dessa equagao.

4.8.1 Equacdo da Elipse

Dados dois pontos fixos F; e F,, pertencentes a um plano a, o lugar geométrico dos
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pontos P do plano tais que a soma das distancias de P a esses pontos F; e F, seja a constante ¢
a elipse de focos F; e F,.

Algebricamente, sua equagdo em relacdo ao sistema cartesiano ¢ dada de acordo com a
posicao de seu eixo maior. Se uma elipse tem centro no ponto 0, eixo maior paralelo ao eixo

0Y (ou 0X) sua equagdo €, respectivamente:

(y_;;O)z n (x—l:;o)z -1 (42)
ou
(x—J:o)z n (3’—3;o)2 -1 43)
a b
Demonstracdo:

Considere dois pontos distintos A; € A, que determinam uma reta m; =r, v/
0X, em seguida marcam-se dois segmento de medida x, interiores a A;A,, tais que A, € A, sio
uma das extremidades de cadaum e F; e F, a outra extremidade, respectivamente. Em seguida,
determina-se O € 7 o ponto médio do segmento A;A, pelo qual passa a reta s perpendicular a
r (ver 3.1.7).

Tomando as medidas 4,0 = 0A, = a e F;0 = OF, = c, tais que estas sejam os lados
de um tridngulo retdngulo em O e um dos vértices F; (ou F5). Fazendo a a hipotenusa desse
triangulo e ¢ um dos catetos, pelo teorema de Pitdgoras o outro cateto b é obtido, conforme a
relagdo

a? = c? + b?
A medida do segmento b ¢ marcada sobre s a partir do vértice O, tanto para cima quanto

para baixo, marcando os pontos B; € B,, respectivamente.

Figura 49 — Pontos notéveis da elipse
$

p 3

¢ By

Fonte: autoria propria.
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Assim, tem-se que 4,4, = 2a, F;F, = 2c e B{B, = 2b. Dessa forma, considera-se I o
conjunto dos pontos P de a, tais que as distancias de PF; e PF, sejam 1y e 5, respectivamente,
tais que a somar; + 1, = 2a

Para tal, consideram-se duas circunferéncias C e C'concéntricas com centro em P = A,
(ou A,), uma passando por F; e raio 1y e outra pelo ponto F, e raio r,, respectivamente.

Agora, fazendo P variar a partir de A; no sentido anti-horario entre dire¢do a B; € no
sentido horario em diregdo a B,, tem-se:

e (C'interioraCse By <P <By,logory>nr=>rn=2a—rn

Figura 50 — relacdo entre os raios das circunferéncias para B; < P < B,

s

//
>
(|=_.

Fonte: autoria propria.

Em seguida, fazendo P variar a partir de B; no sentido anti-horério entre direcdo a B,,
tem-se:
e (CinterioraC'se B, <P <B,,logor, >r=>r=2a—mn

Figura 51 — relacdo entre os raios das circunferéncias para B, < P < B,
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Fonte: autoria propria.

e ('"=CseBy=PouP =B,,logor; =1,

Figura 52 — relacdo entre os raios das circunferéncias para B; = Pou P = B,

s

Fonte: autoria propria.

Em todo caso, tem-se
1+ 1, = 2a = PF;+ PF, = 2a
Dessa forma, fica demarcada a elipse de focos F; e F,, com centro em O, passando por
Ay, A5, By e By, com A;A, eixo maior e B; B, eixo menor, 2¢ a distancia focal, 2a a constante

da soma das distancia de P € £ aos focos, a? = b? + c? a relagdio notavel e afastamento com
~ . c
relagdo ao centro determinado por p

Tomando sistema de eixos ortogonais OYX, se F; = (xFl,ypl), F, = (xpz,yFZ), 0 =
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(x0,yo) sdo as coordenadas dos pontos focais e do centro e P = (xp, yp) um ponto da elipse £,
segue as relagdes:

1. xp, =xpg—cexp =x9+¢C

2. Yr, = YR, = Yo

Geometricamente,

Figura 53 — elipse £ de focos F; e F,

Xgq X YE2

Fonte: autoria propria..

Sejam PF; e PF, as respectivas distancias do ponto P aos focos, isto é:
PF1 + PF2 = 2a
Pelas relagdes entre as perpendiculares do ponto P e dos focos em relagdo aos eixos as

distancias PF; e PF, sdao dadas em relagdo as coordenadas dos pontos:

PF = J(xp - xF1)2 + (Yp - YFl)z = \/(xp — (o — C))Z + (yp - 3’0)2

S,

PF, = \/(xp - xFZ)Z + (Yp - }’Fz)z = \/(xp — (o + C))Z + (yp - yO)Z

Assim,

PF, + PF, = 2a

S J(xp —(xp — c))2 + (yp — yo)z + \/(XP — (xp + c))2 + (yp — yo)z = 2a

o [l Go=0) + 0y = 20— {5y G0+ O) + Gp )

= (xp — (%0 — C))z + (Yp - )’o)z = <2a - \/(xp —(xp + C))Z + (yzo - 3’0)2>

2
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o (xp — (xp — c))2 + (yp — yo)z

= 4q? — 4a\/(xP — (xo + c))2 + (yp — y0)2+ (xp — (%0 + c))2
+ (yzo - yc)z

=N (xp — (xp — c))2

= 4q? — 4a\/(xP — (xo + c))2 + (yp — yo)2+ (xp — (%0 + c))2

& (xp — (%o — c))2 - (xp — (%o + c))2

= 4q% — 4a\/(xp — (xo + C))Z + (Yp - 3’0)2

& xp% — 2xp(xg — ) + (xg — €)* — x,% + 2x,(xp + ¢) — (xo + ¢)?

= 4q% — 4a\/(xp — (xo + C))Z + (Yp - 3’0)2

& —2x,(xp — ) + (xg — )% + 2x,(xp + ¢) — (xp + ¢)?

= 4q% — 4a\/(xp — (xo + C))Z + ()’p - 3’0)2

& 4dxpc —4xpc = 4q% — 4a\/(xp — (xo + C))2 + (}’p - )’o)2

2

& (c(x, —x0) — a?)’ = (—a\/(xp — (xo + c))2 + (yp — yo)z)
& (c(xp —x0) — a2)2 = a? ((xp — (x0 + c))2 + (yp — yo)z)

& (c(ty —x0) —a2)’ = a2 (5, ~ x0) — )+ (3~ %)’
& c?(x, — %) — 2ca?(x, —xp) + a*
= a?(x, — %) — 2ca?(x, — x0) + a?c? + a?(y, — y,)’
& at—a?c? = (x, — x5) (@ — ¢2) + a(y, — y,)’
& a?(a? —c?) = (x, — x0) (@ — ) + a?(y, — )’

(xp - xo)z(az —c?) 4 az(J’p - )’0)2

1=
aZ(aZ — CZ) aZ(aZ — CZ)

(xp - 9‘0)2 (Yp - yo)z
1=t s

Observando a relagdo notavel toma-se a? — ¢ = b?, segue:




98

(xp—xo)z + (Yp_YO)z =1 (44)

a? b2

Que ¢ a equagdo reduzida da elipse £ de centro O = (xp, Vo), que P(x, y) verifica.

Desenvolvendo essa equacao, obtém-se:
b%x? + a?y? — 2b%xyx — 2a*y,y + b?x% + a’yy? — a’b?* =0
que ¢ da forma da equagao 41.
Com A=b?, B=0, C=a?*D = —2b%xy, E =—2a%y, e F = b?xy> + a’y,* —
a’b?.
_ E?+D?*—4AF
B 442

Dividindo a equacdo (41) por AC e completando os quadrados obtém-se a expressao

r2

D \* E\°
(X+ﬂ) +()’+T) _C2D2+ACE2—4AFC2_ R
C A 442C3 - 442C3
D\? E\?
(v+3) |, O30 _ &
c YT Time (45)
Relacionando as equagoes 44 e 45 (ver 3.2.1.2), decorre que:
a) O ponto central da elipse £ tem suas coordenadas dadas em fungdo dos

coeficientes da equacao 41, isto ¢ 0 = (— %, — zE_c)’
b) Estudo de R
Substituindo os valores dos coeficientes em R, obtem-se:
R = a*(—2b%xy)? + b%2a?(—2a%y,y)? — 4b?(b?*xy? + a?yy? — a’b?)a*
= R = 4a*b*xy? + 4b%a®yy? — 4a*b*x,? — 4b%aby,? + 4b*a® = 4b*a®
= R = 4b*a®
i) SeR=0, entiobh =a =0, isto é, as medidas dos eixos A;4, = 2a (eixo

maior) ¢ B;B, = 2b (eixo menor) da elipse sdo nulas. Assim, a equagdo 45

D E . .
representa o ponto (— A E)’ que € o centro da elipse.

i) Se R # 0, entdo podemos escrever a equacdo (45) na forma:
2

2
(o8 (E)

R TR
4A%2C2 4AC3
Como AC > 0, a equagdo (45) representa uma elipse de eixos paralelos aos eixos
coordenados e centro no ponto (— 2, — £), se R > 0.
2A 2C

i) Se R < 0,entdao R € R, logo a equacdo (45) representa um conjunto vazio, pois,
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neste caso ter-se-ia:

R R
——<0 e
4A%C?2 4ACC?

<0

iv) Para os casos em que A = C # 0 a equagdo 45 representa uma circunferéncia.
Por meio do desenvolvimento da equagdo 11, obtém-se:

Xp? + yp? = 2x0%p — 2YaYp + Wa® + x5° —12) =0
que ¢ uma equacao do segundo grau da forma 41. Nesse sentido, segue que como o raio r deve
ser um niimero real positivo entdo 72 > 0, logo,
E \? D \?
2 2 2
=) () -
Ve T —24) T\22a

o _ E2+D%—44AF
re=——>"
4A?

(46)
Assim, E? + D? — 4AF > 0 deve ser a condi¢do necessdria para a existéncia da
circunferéncia.
Assim, t€m-se que para B = 0 ¢ A e C possuindo o mesmo sinal que a equagdo 45
representa um dos seguintes conjuntos:
e  Uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados;
e Um ponto;
e O conjunto vazio;
e Uma circunferéncia.
Os casos em que a equacao do segundo grau (Eq. 41), com AC > 0, representa um ponto,

um conjunto vazio ou uma circunferéncia sdo denominados casos degenerados da elipse.

4.10.2 Equacao da Hipérbole

Dados, dois pontos fixos F; e F,, pertencentes a um plano a, o lugar geométrico dos
pontos P do plano tais que o modulo da diferenga entre as distancias de P a esses pontos
F; e F, seja a constante € a hipérbole de focos F; e F,.

Algebricamente, sua equacao em relacdo ao sistema cartesiano ¢ dada de acordo com a
posi¢do de seu eixo real. Se uma hipérbole tem centro no ponto O, eixo real paralelo ao eixo

0Y (ou 0X) sua equagdo €, respectivamente:

—y0)? _ (x—x,)?

2 T 1 (@7)
ou

(x—x0)*  (y—¥o)?

2 o =1 (48)

Demonstracdo:
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Consideram-se F; e F, dois pontos no plano que determinam a reta F; F, paralela ao

eixo OY, em seguida marca-se o ponto O, que ¢ o ponto médio do segmento F; F,, pelo qual

passa a reta r perpendicular a (Fﬁ .

Marcam-se dois segmentos de tamanho y pelas extremidades de F;F,, com F; na
extremidade de um e F, na extremidade do outro segmento, determinado os pontos A; e A,
de modo que o segmento A, 4, esteja no interior de F; F, equidistante de suas extremidades €
O o ponto médios de ambos os segmentos.

Tomam-se as medidas F;0 = ¢, A;0 = a tais estas estejam relacionadas por meio de
um tridngulo retdngulo, em que c seja a hipotenusa a um dos catetos e b o outro cateto obtido
pela relagdo entre os lados dada pelo teorema de Pitagoras

c?=a%+b?
Por meio de uma circunferéncia com centro em A; e raio ¢ pode-se determinar esse

triangulo, pois o ponto em que esta toca s determina a medida dos segmentos OB; = 0B, = b

Figura 54 — Relagao notavel da hipérbole

Fonte: autoria propria.

Desse modo, tem-se os eixos A;A, = 2a, F;F, = 2c e B{B, = 2b por meio dos quais
serdo estabelecidas as relagdes posteriores.

Se K é o conjunto dos pontos P do plano tais que a diferenca entre as distancias PF, e
PF, seja constante igual a 2a, entdo toma-se essa mediada por meio dos raios r; e 1, de duas
circunferéncias C; e C,, respectivamente.

Supondo P = A,, traca-se uma circunferéncia C; e raio r; = PF, = y centrada em A4,

tangente no ponto D a uma outra circunferéncia C, de centro em F; e raior, = F;D = 2a. De



101

modo que
PF, —PF,=(r,+1)— 1, = 2a

Figura 55 — relag@o entre os raios r; e 1, dos circulos C; e C,

C,

Fonte: autoria propria.

Fazendo P percorrer no plano, o raio ry de C; varia de acordo com a posi¢ao de
P mantendo se a relagao
PF,—PF,=(p+r)— 1 =2a
o Se P esta abaixo do eixo m, tem-se C; e C, tangentes exteriores em

D e determinam o eixo inferior da hipérbole ¢ de focos F; e F, e centro em O.

Figura 56 —eixo inferior da hipérbole determinado para P abaixo do eixo BB,

-
L~ ® .
P T i Se

. .

Fonte: autoria propria.
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Nesse caso, sendo D o ponto de tangencia, tem-se PF; =1, + 1, e PF, =1, logo a
diferenca entre as distancias PF; e PF, ¢ dada por:
PFi—PF, = (r,+1) — 1 =2a
. Se P esta acima do eixo m, tem-se C; e C, tangentes interiores em D,
e determinam o eixo superior da hipérbole ¢ de focos F; e F, e centro em O.

Figura 57 — eixo superior da hipérbole determinado para P abaixo do eixo By B,

-
.

Fonte: autoria propria.

Nesse caso, considerando o ponto de tangencia D tem-se PF, = PF; + 15, isto é:
PF, = PF, + 1, = PF| + 2a = PF, — PF;, = 2a
= PF, — PF, = —2a

Em todo caso, tem-se que o modulo da diferenca entre a distancias de um ponto P de

uma hipérbole aos focos ¢ constante igual a 2a. Ou,
|PF, — PF,| = 2a

Dessa forma, A;A, = 2a determina o eixo real, F;F, = 2¢ a distancia focal e B;B, =

2b o eixo imaginario de uma hipérbole ¢ de centro em O, a? + b? = c¢? a relagdo notavel

. . C
excentricidade p

Tomando sistema de eixos ortogonais OYX, se F; = (xpl,ypl), F, = (xpz,ypz), 0=
(x0, Yo) sdo as coordenadas dos pontos focais e do centroe P = (xp, yp) um ponto de ¢, segue
as relagdes:
3. Yp, =Yo—CeYp, =Yo t+c

4. xF1 = sz = xO
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Geometricamente,

Figura 58 — hipérbole ¢ de centro em F; e F,

1R

Fonte: autoria propria.

Pelas relagdes entre as perpendiculares do ponto P e dos focos em relagao aos eixos as

distancias PF; e PF, sdao dadas em relagdo as coordenadas dos pontos:

PP = (o = 20) + Op =) = (e 20"+ (o~ 00 -2

C,

- 2
Pr; = \/(xp - sz)z + (7 - sz)z = \/(xp - x0)2 + (yv ~ (o — C))
Assim,

PF; — PF, = +2a
PEN \/(xp — xo)z + (}’p — (yo — c))2 - \/(xp - xo)z + (Yp - o + C))2

< \/(xp - xo)2 + (yp - o — C))2 = \/(xp — x0)2 + (yp —(yo + c))2 + 2a

+2a

2

o (Xp - xO)Z + (J’p — 0o - C))z = <\/(xp - xo)z + (J’p — (Yo + C))2 + 2a>

< (xp - xo)z + (Yp - o — C))Z

= (xp - xo)z + (Yp - (o + C))Z

+ 4a\/(xP — xo)2 + (yp - (yo + c))2 + 4a?
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A (yp ~ (o — c))2

-0+ 40 G Gy G v ) 40

S (yp —~ o — c))2 + (yp — o + c))2

=4a* 4a\/(xp - xo)z + (3’19 ~ 0o+ C))z

S yy2 = 2y,00 — ) + Vo — )* = yp2 + 2y, (yo + ) — (yo + ©)?

=4a* 4a\/(xp - xo)z + (3’19 ~ 0o+ C))z

& =2y,(yo—c) + (o — )+ 2y,(yo +¢) — (o + c)?

=4a” 4a\/(xp - xo)z + (yp ~Oo + C))z

2
& 4y,c —4yoc = 4a® 4a\/(xp - xo)2 + (yp — (o + c))

2

e (c(yp —yo) — az)z - <iaJ(xp - xo)2 + (yp — (yo + c))z)
s (c(yp —yo) — a2)2 = q? ((xp — xo)2 + (yp — (Yo + c))z)
& (c0p = 70) @) = 2, = x,) + @ (O = v0) —¢)
e c(y, — yo)z —2ca®(y, — yo) + a*

= g? (xlU - x0)2 + az(yp - yo)z - 2ca2(yp —¥o) + a?c?
& a*—a’c? = a?(x, - xo)z + (yp — yo)z(a2 —c?)
& a?(a? —c?) = a?(x, — xo)z + (x, — yo)z(a2 —c?)

1= az(xp - xO)Z + (a® - CZ)(yp - 3’0)2

a?(a? —c?) a?(a? —c?)
2 2

1= (xp ~ Xo) +(YP_3’0)

(@ — c2) a2
Observando a relagdo notavel toma-se a® — c? = —b?, segue:

2
(,=%0)  (x,-x0)°
14 v _ pbzo — 1 (49)

Que ¢é a equagdo reduzida da hipérbole ¢ de centro em O = (xp,V0), que P(x,y)
verifica.

Desenvolvendo a equagao, obtém-se:
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b%x,? — azyp2 — 2xob?x, + 2y0a2yp + x0%b? — a’yy? — a?b?> =0
Que é da forma eq. (41), com A =b?, B =0, C = —a? D = —2x,b?, E = 2y,a® e F =
Xo2b? — a?y,? — a?b? (ver 3.2.1.2).

Note que, B =0e¢e A e C tém sinais opostos. Dividindo a equagdo (41) por AC < 0,

supondo A > 0 e C < 0, e completando os quadrados obtém-se a expressao
2 2

D E
(x+ﬂ) (3’+T) _4ACF — C?D? —AE? A
—C B A B 4A2C2 T 4A2(C2
() () _ s
_261‘4 - jc - 4A2C2 " (50)

Relacionando as equacdes 48 e 49, decorre que:

c) O ponto central da hipérbole £ tem suas coordenadas dadas em fungdo dos
coeficientes da equagdo 41, isto ¢ O = (— L i);
24’ 2c

d) Estudo de A
Substituindo os valores dos coeficientes em A, obtem-se:
A= —4b%a?(xy?b? — a?yy? — a?b?) + a*(—2b%xy)? — b2(2y,a?)?
= A= —4a?x, b* + 4b%a*y,? + 4a*h* + 4a’b*x,? — 4b2y,2a*
= A= 4a*b*
i) Se A= 0, entdo b = a = 0, isto é, as medidas dos eixos 4;4, = 2a (eixo real) e
BB, = 2b (eixo imaginario) da elipse sio nulas. Assim, a equacdo 49 representa o

o par de retas concorrentes
E —A D
yVt+—===% |[— (x + —)

i1) Se A+ 0, entdo a equacgdo (49) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos
eixos ordenados.
Assim, a equacdo 49 representa um dos seguintes conjuntos:
e Uma hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados se A+ 0;
e  Um par de retas concorrentes se A= 0.
O caso em que a equagdo do segundo grau (Eq. 44) com AC < 0, representa um par de

retas concorrentes ¢ chamado caso degenerado da hipérbole.

4.10.3 Equacao da Parabola

Dados um ponto fixo F e uma reta d, a distancia p entre si, pertencentes a um plano «,
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com F & d o lugar geométrico dos pontos P do plano equidistantes de d e de F ¢ a pardbola de
foco F e diretriz d.

Algebricamente, sua equagdo em relacdo ao sistema cartesiano ¢ dada de acordo com a
posicao de seu eixo de simetria e de seu foco. Se uma parabola tem vértice no ponto V, eixo de

simetria paralelo ao eixo OX (ou OY) sua equagdo ¢&, respectivamente:

(v —¥0)? = +2p(x — xo) (51)

(x —x0)% = £2p(y — ¥,) (52)
Demonstragao:

Dados dois pontos F e O no plano tais que FO = p de modo que determinam uma reta

s paralela ao eixo OX, toma-se V o ponto médio de FO, tal que OV = VF = g, e em seguida

traca-se por O a reta d perperndicular a s.

Seja Q o lugar geométrico dos pontos P do plano que estdo a mesma distancia de F e de
um ponto de P € d, para tal considera-se uma circunferéncia C de centroem P eraior = PF =
PD tangentead em D e com F € C.

Inicialmente, tomando V = P, e desse ponto fazendo P percorrer no plano tem-se:

e Se P estd acima do eixo VF o raio r de C cresce indeterminadamente.

Figura 59 — circunferéncia com centro em P e raio iguala DP = PF =r

d

Fonte: autoria propria.

e Se P esta abaixo do eixo VF o raio r de C cresce indeterminadamente.

Figura 60 — circunferéncia com centro em P e raio iguala DP = PF =1
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Fonte: autoria propria.
Assim, VF determinam o eixo de simetria de uma parabola 6 com foco em F, vértice
14

no ponto V, diretriz d de parametro p e relagdo notavel VF =2

Tomando sistema de eixos ortogonais OYX, se F = (xg, yr), V = (xy,yy) sdo as
coordenadas do ponto focal e do vértice e P = (xp,yp) um ponto de § e Q = (xQ,yQ) um
ponto de d, segue as relagoes:

_ p _
5. xF—xV‘I'E er—xV_

N3

6. yp=Yreyp =Yo
Sejam PF e QP as distancias do ponto P € § ao foco e do ponto Q € d a ao ponto P €

§, respectivamente, tais que:

Geometricamente,

Figura 61 — Parabola § de foco F e vértice V e diretriz d
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Fonte: autoria propria.

Pelas relagdes entre as perpendiculares do ponto P ¢ Q e dos focos em relagdo aos eixos

coordenados as distancias PF e QP sdo dadas em relagio as coordenadas dos pontos:

QP = |x, — x| = |xp_(xV_§)|

[ R e )
« (5= (4B +Gp-n) = (5 -D)

2
e xp% - 2x, (xV + g) + (xV +§) + (yp — YV)Z = x,% — 2%, (xV - B) + (xV - B)
S —2xpp + 2x,p + (yp - yv)z =0
e (v - yV)2 = 2p(%p — %)
Que ¢ a equacao reduzida da parabola, que P(x, y) verifica, com eixo de simetria paralelo a 0X

e vértice no ponto V (xy, yy)

(yp - yV)2 = izp(xp - xv) (53)
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Analogamente, se o eixo de simetria ¢ paralelo ao eixo OX sua equacdo relativa ao

sistema XOY é:

(= %)" = £20(3p = 72) (54)

Dessa forma, considerando os casos em que F fica abaixo ou acima, em relacdo a
diretriz, tomando-a paralela ao eixo OY ou 0X.

Desenvolvendo a equacdo 52, obtém-se uma equac¢do do segundo com duas variaveis,
equacio (41), com A=B=0eC=1,D=42p, E=-2y, e F=1y,?+2pxy, (ver
3.2.1.2):

Yo© = 2Yv¥p £ 2pxp + yy° £ 2pxy = 0 (55)

Dessa forma, para C # 0 e D # 0, a equagao 53 representa:

e Uma parabola cuja reta focal ¢é paralela ao eixo OY
- <_£ _E2 +4CF>
2C’ 4C
O ponto de vértice da parabola considerando d / OY.
Para C # 0 e D = 0, a equagdo 53 representa:

e Um par de retas paralelas ao eixo 0X, se E? —4CF > 0

—E+VE2—4CF , —E—VE2%—-4CF
Y=——0 =W ty2pey =———— =Yy —2px (56)

Isto ¢é, as retas sdo dadas em funcdo das coordenadas do ponto de vértice e do pardmetro

e Uma reta paralela ao eixo 0X, se E2 — 4CF = 0

-E

Y= (57)
Isto ¢, a reta passa pela ordenada do ponto de vértice.
e O conjunto vazio, se E2 — 4CF <0
O mesmo vale para o caso em a reta focal esteja paralela ao eixo OX (equagao 53) .
Nesse caso, Com A=1,B=0eC=0,D =—2x,, E=42peF = x,%2 + 2pyy.
Em todo caso tem-se ,B = 0 e AC = 0. Os casos em que a equagdao do segundo grau
(Eq. 41) com AC = 0, representa duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio sao

chamados casos degenerados da parabola.
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5 APLICABILIDADE DA GEOMETRIA ANALITICA NA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS GEOMETRICOS.

Neste capitulo, aplica-se os topicos abordados da geometria analitica na resolucao de
problemas geométricos, considerando inicialmente uma representagdo geométrica do problema,
em seguida um sistema cartesiano em posi¢ao conveniente, onde devidamente serdo fixadas as
coordenadas dos pontos correspondentes para em seguida obter a solucdo.

Aplicagoes:

192) Dois avides A e B partem das posi¢des indicadas no plano cartesiano e apos um tempo t,
ocupam as posicoes indicadas. Qual o dngulo entre os avides considerando que possuem
trajetorias retilineas entre os percursos dados?
Resolucdo:

Inicialmente percebe-se que o problema pode ser resolvido considerando angulos entre

retas. Diante disso, faz-se uma representacao geométrica do problema. Assim, tem-se:
Figura 62 — Angulo 6 entre as trajetorias a e b dos avides

45

35

25

0.5

Fonte: autoria propria.

Considerando o plano cartesiano, observa-se que o avido B parte do ponto O = (8,0) e
passa pelo ponto P = (3,4). Enquanto que o avido A parte do ponto O’ = (4, 0) e passa pelo
ponto P’ = (6, 3). Assim, para obter os angulos entre os voos, temos que obter a equagdo das
rotas dos avides A e B. Sendo as trajetdrias retilineas, estas podem ser descritas por retas cujas
equagdes podem ser obtidas por meio de determinantes.

Rota do Avido A4:
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x y 1 4
8 0 1=O=>32+3y—4x—8y=0=>—5y—4x+32=0:>y=—§x+6,4
3 4 1
4
Logo,mAz—g
Rota do Avido B:
x y 1 3
4 0 1=O=>12+6y—3x—4y=0=>2y—3x+12=()=>y=zx_6
6 3 1

3
Logo, mp = e

Assim, o avido A viaja com inclinagdo obtusa em rela¢do ao eixo da abcissa enquanto
que o avido B viaja sob um angulo agudo em relacdo ao mesmo eixo. Para determinar o angulo

entre os avides A e B, deve-se usar a expressao:

m,—m
tan9=|—r S
1+m, -mg
4 3
g7 17 17 17
Stanf =—=|=—=2tanf =—=arctg|— ] =0=2>0 = 70°
L4376 6 96
5 2

292) Mostre que em um triangulo isosceles, os angulos da base sao iguais. Em seguida, calcule
o angulo entre r e s.

Resolucdo:
Inicialmente representa-se um triangulo isosceles por meio do sistema de coordenadas
XO0Y, com vértices nos pontos de coordenadas A = (0,0),B = (a,0) e C = (%, h) ¢ angulos

dabase ZCAB = a e .CBA = 8, com £ACB =y.
Para estudarmos os angulos, deve-se primeiramente obter as equagdes das retasr e s

relativas aos lados congruentes AC e BC, respectivamente.

Figura 63 — Triangulo isosceles ABC
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: L w

M B

Fonte; autoria propria.

Seja r a reta contém os pontos A = (0,0) e C = (%' h) logo, usando a colinearidade,

vem que:

> O
Y

=0 T —y—hx=0 =—h
=>71r: = .
y X y X

N|IQO &

: 2
h representa a altura do triangulo, logo: m, = - h.

A inclinagdo da reta r com o eixo da abcissa € determinada pelo angulo 8. Logo:

2
m, =tanf = tanf = —h

a
ou,
o = aretg (%)
= arctg »
Por outro lado, a reta s passa pelos pontos B = (a,0) e C = (%, h) . Logo,
x y 1
a 0 1 a a 2
a =0:>s:xh+§y—ah=0=>§y=—hx+ah=>ms=——h
Z h 1 a
2
Comomg =tana = tana = —%h. No entanto, @ + w = 180° = a = 180° — w

2
= tan(180° — w) = _Eh

2 tan 180° — tan w
>——h=
a 1+ tan 180° - tan w

2
> ——h=—tanw »>—h =tanw
a a
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= arctg (§h> =w
Comparando as expressdes para 0 e w, tem-se que:
0=w
Ou seja, em todo triangulo isosceles os angulos da base sdo iguais.

Calcule o angulo entre 7 e s.

Sendo m, = %h ems = —zh, tem-se:
2 2 4
tany = —t 9 =_Eh_ah= “a”
YS1vm,om, | _ AR a? —4h?
a? a?®
a? 4ha

4
:tany:_ah.a2—4h2:_a2—4h2

2 . . . , . N
O fato de my = —;h o sinal de menos indica que area s possui um angulo obtuso. O

angulo entre r e s ¢ dado por

4ha
y=are(~ )

para o angulo obtuso.

39) Com base no resultado anterior mostre que os dngulos internos do triangulo possuem soma
de 180° graus.
0+y+w=180°
Resolugao:
Antes de mostrar que a soma dos angulos internos do triangulo possui soma de 180°,
temos de mostrar a seguinte relagdo trigonométrica que leva a condi¢cdo
0+y+w=180°
Fazendo:
tan(0 + y + w) =tan180°=0=>tan(0 + y + w) =0
Logo,

tan 6 + tan(y + w) B
1—tan@ -tan(y + w)

tan[6 + (y + w)] =

tany +tanw
1—tany-tanw

=>tanf +tan(y + w) = 0=>tanb +

tany + tan w

=>tanf +tan(y + w) = 0= tan6 + =
1 —tany-tanw

= tanf (1 —tany -tanw) + tany + tanw = 0
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= tanf +tany + tanw = tan @ - tany - tan w
A relacdo dada pela soma dos angulos das tangentes dos angulos 6, y ¢ w, pelo
respectivo produto das tangentes dos mesmos angulos, sdo iguais. Essa condi¢do € necessaria

para assegurar que a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ 180°.

) 2h
Vimos que, tany = — etanf = — =tanw

a%2-4h?
Sejaz; =tanf +tany + tanw — z; = % - az4_h:hz
4h(a® — 4h?) — 4ha? 16h3
=z, = ==
“1 a(a? — 4h?) a(a® — 4h?)
) 4h 2h 2h 16h3
Sejaz, =tanf -tany -tanw — z; = (_ aZ—ZhZ) "a @ T T alar-an?)
B 16h3
72 = a(a? — 4h?)
Logo, temos que:
21 =2

Portanto, todo triangulo tem como soma dos dngulos internos um valor de 180°.

42) Mostre que os angulos de um triangulo equilatero tem tangente igual a v/3.
Resolucdo:

Com base no resultado anterior, imediatamente tem-se:

Seja a condi¢do tan  + tany + tanw = tan @ - tan y - tan w. Logo,

0=y = w—->tanf +tanf +tanf =tanH -tan b - tan O

= 3tan 6 = tan30 = tan?0 =3 = tanh = V3
Ou 8 = 60°.

52) Uma reta r: ax + by + ¢ = 0 possui as seguintes coordenadas B(0,b) e C(c,0). Uma
segunda reta s que contém o ponto M(0,—b) intercepta r perpendicularmente. Usando a
distancia de um ponto a reta, mostre que ¢ valido teorema de Pitagoras. Isto é:
a? = b? + c?
Resolugdo:
Geometricamente, por meio do sistema de coordenadas faz-se uma projecdo do

problema, destacando os pontos conforme suas coordenadas.

Figura 65 — Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo BOC



Fonte: autoria propria.
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Dessa forma, determina-se um tridngulo retdngulo BOC. Nesse caso, devemos mostrar

que BP + PC = a® + b?. Isto é dg c = Va? + b2.

a) determinacao da equagdo de r

x y 1 b
0 b 1|=0=>r:xb+cy—cb=0>H%%:y=——x+b
c 0 1 ¢
Logo, r possui o seguinte coeficiente angular
b
m, = —Z
b) equagdo de s
Vamos usar o feixe y — y,,, = mg - (x — x;,,) onde x,,, = 0 e y,,, = —b.
Comos L r—m, mg =—1—>—%-ms=—1—>ms =§.Assim,

Y= Ym=mg (= xm) 25 y b =7 (x=0)>s: y=7x—b
Ou
s:y—£x+b =0
Para calcular a distancia dp p, utiliza-se a distancia da reta s ao ponto B, isto é:
|y—%x+b| |y—%x+b|-b

dpp =dps = N (_ %)2 Vb2 1 2

Como B(0, b)implica em
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N B =
Assim,
oo
Para o célculo da distancia de dp  usa-se a distancia da reta s ao ponto C, isto é:
|y—Ex+b|b
dpc =dcs = JbZrc2

d = =
e Vb?% + ¢? Vb2 + ¢?
Se ¢ > b, tem-se:
(b2 —c?) % —b?
= dpc=— =

Vb2 + %2 b2+ 2
Somando as duas distancias dg p + dp ¢, Obtém-se:
dpc = dpp +dpc
2b? N c2—b*>  c*+b?
Vb2 +c2 Vb2 +c?2  Vb%+c?
. _ P+ b* b+ cE (P +bH) VDTt
VBT ¥ VR b? + c?

- dB,C =Vb2 + c?

Assim, em todo triangulo retingulo em A, ¢ valida a relagdo a? = b? + ¢?2.

- dB,C =

Figura 66 — triangulo retangulo ABC

A b

Fonte: autoria propria.
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62) Um atirador est4 deitado no topo de uma montanha que estd a 20m do solo e a 50m da
horizontal em relagdo a um eixo de referéncia XO0Y. Um péssaro sai do topo de uma arvores de

10m de altura e a 8m do eixo XO0Y, conforme a ilustragdo (ver figura 31).

Figura 67 — Ilustrag¢@o do problema

56 60

Fonte; autoria propria.

O péssaro inicia o0 movimento do ponto A = (8, 10) fazendo uma trajetoria retilinea
passando pelo ponto B = (12, 14), enquanto o atirador localiza-se no ponto C. O atirador
aponta a arma e atinge o passaro na menor distincia do segmento PC. Assim, sendo determine
a distancia PC onde P foi o ponto que o atirador acertou o passaro. Localize a posi¢do em que
a bala atinge o passaro.

Resolucao:

Desse modo, pode-se determinar os movimentos do passaro e do projétil por meio das

retas r e s, respectivamente:

Inicialmente, deve-se obter a equagdo de r por meio das coordenadas dos pontos A e B.

x y 1
8 10 1|=0=7r:10x—20y +12y —8y +160—-120=0
12 20 1

= —-10x+4y+40=0=> -5x+2y +20=0
5
=>7: y=zx—10
Ou na forma geral
5
T y—§x+10=0

Para que o atirador atinja o passaro na menor distancia dele em relacao a reta r, as retas r
e s onde s contém os pontos C e P, devem ser perpendiculares. Logo,

mg-m, =—1
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5 2
Comom, = —S o ms =<
Nesse caso, a distdncia de um ponto C a reta r € dada por:

_|y—%x+10|_|y—%x+10|-2

dpc=dc, =
P,C Ccr 5 7 m
1+(-3)
Como € (50, 20), vem que
5 229 229
dP,C = |20—E'50+10|'W— |30 — 125] W

2v29 - |-95| 190v29
= -
29 29

dpc = 6,53V29m

= dpc =

Dessa forma, o atirador atinge o passaro a uma distancia de 6,53v29m.

72) Prove que as trés alturas de um triangulo tem um ponto comum.
Demonstracdo:

De acordo com a definicdo da geometria plana (ver 3.1.8.4) devemos provar que dado
um triangulo ABC o ortocentro desse triangulo ¢ o Unico ponto de interseccdo entre as retas
suportes das alturas respectivas a cada lado AB, BC e AC.

Considerando um sistema de coordenadas X0Y, sejam A = (0,c), B = (c,0) e C =
(2c, 2¢) as coordenadas dos pontos de vértice de AABC ¢ 1y, 1, e 13 as retas suportes das alturas

relativas aos lados AC, AB e, BC respectivamente.

Figura 68 — Ortocentro do tridngulo ABC

Fonte: autoria propria.
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Incialmente, deve-se obter as equacdes das retas que contém os lados desse tridngulo.

Sejam E, BC e AC as retas determinadas pelos pontos vértices, usando determinantes

obtém-se suas respectivas equagdes:

) Equagdo de AC passando por 4 = (0,¢) e C = (2¢, 2¢)

_lx ¥y 1
AC: |10 ¢ 1= -2)x—(0-20)y+2c?=0>
2c 2c 1

= —cx+2cy+2c2=0+c=>—-x+2y+2c=0
%ﬁ:—x+2y+20=0

na forma reduzida,

X
y_Z ¢
b) Equacdo de BC passando por B = (¢, 0) e C = (2¢, 2¢)
ol ¥y 1
BC:|c 0 1/=0-20)x—(c—-20)y+2c?-0)=0>
2c 2c¢ 1

= -2cx+cy+2c2=0+c=>-2x+y+2c=0
= BC: —2x+y+2c=0

na forma reduzida,

y =2x—2c
¢) Equacdo de AB passando por A = (0,¢) e B = (c, 0)
oy 1
AB: |0 ¢ 1= -0x—0-c)y+(0—-c?’)=0>
c 0 1

Scx+cy—ct=0+c->x+y—c=0
-
AB: x + y—c=0
na forma reduzida,
y=—-x+c

Agora, considere r;:y=mx+n , rp:y=m'x+n’ e ry:y=m'"x+n" as
equacdes reduzidas das retas suportes das alturas. Em cada caso tem-se:

iYr, LACeB = (c,0) €y

Comor;: y=mx+ne AC : y = g — ¢ sdo perpendiculares, do produto entre seus

coeficientes angulares vem que:



m % =—1>m=-2
Como r; passa pelo ponto B = (¢, 0) decorre

O=mc+n->n=-mc
Sendo m = —2 —» n = 2¢. Donde vem

T y=-2x+2c
ii)r, LBCeA=(0,c) €™y

Analogamente, considerando , : y = m'x +n' ¢ BC :

por A, vem que
2=—1=>m=—
m m >
e, n' = c. Donde segue
riy=—x+c

iiiyrs LAB e C = (2¢,2¢) €13
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y = 2x — 2c¢ com 1, passando

Por fim, considerando 7, : y = m''x + n'’ passando por C ¢ AB : y = —x + ¢. Vem

que
m'-(-1)=—-1=>m'=1
e, n' = 0. Donde segue

rniy=x

Tomando as retas 1y, 1, e 13 em suas formas gerais, verifica-se o nimero de interse¢oes

entre elas por meio da solugdo do sistema linear

—x—2y+2c=0

{—2x—y+2c=0
x —y+ 0 =0

Escrevendo em forma matricial pelo teorema de Cramer (ver 3.2.7.2 ¢), vem que

-2 -1 2
-1 -2 2(=3+#0
1 -1 0

Logo, o sistema tem solu¢do Unica. Isto €, as retas ry, 1, e 13 se intersectam em um

unico ponto P que o ortocentro do triangulo ABC.

Determinemos essa solugao:

{—x—2y=—2c=>{—x—2y=—26:

x—y=0 X =y

De fato, como P € rq, entdo deve satisfazer a equagdor; : —2x —y+2c =0
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2 2 4 2
Tt —2x—y+2c=0=>—2(§c>—<§c>+26=—§c—§c+2c=—20+2c=0

Portanto, P = (S c, % c) ¢ o ortocentro de AABC.

82) Determinando retas concorrentes por meio de uma equacao do segundo grau.

Questdo apresentada por lezzi (2013b, p. 210): provar que a equagdo x? — y% + x +
y = 0 representa duas retas concorrentes.
Resolucao:

Conforme o item 4.8.2 um par de retas concorrentes ¢ obtido tomando-se os coeficientes
da eq. (44) da seguinte forma:

4ACF — CD? - AE? =0

Em que A e C tém sinais opostos e B = 0. Isto €, por meio de um caso degenerado da hipérbole.

Como da equagdo dada ¢ do segundo grau em duas vaidveis (eq. 44) e seus coeficientes
sdo taisque A=1,B= 0,C= —-1,D=1eE =1eF =0, para que sejam concorrentes a
relacdo 4ACF — CD? — AE? deve ser nula. De fato,

4:1-(-1)-0—-(-1)-12-1-12=0
Agora, determinam-se essas retas:
x2—y?+x+y=0
Completando o quadrado, obtém-se;
x2—xy+yx—y*+x+y=0
>x+y)x—y)+x+y=0
>x+y)(x—y+1)=0

Onder: x+y=0es: x—y+ 1= 0 representam o par de retas concorrentes.

Da geometria plana vem que r e s devem ter um Unico ponto em comum. (ver 3.1.2.6).
Essa verificagdo pode ser feita por meio do sistema:

{x+y=0
x—y=-1

Cuja solugdo, pelo teorema de Cramer
1 1)_
| l=-2=0
determina que o sistema tem solucdo unica (ver 3.2.6.2). Portanto, a equagdo dada representa

duas retas concorrentes.

Figura 69 — Um par de retas concorrentes obtidos de um caso de hipérbole degenerada
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Fonte; autoria propria.

99) Determinando um par de retas paralelas ao eixo 0X

Questado adaptada de Delgado, Frensel e Crisssaf (2013, unidade. 7, p. 13): verifique se
a equacio 3y? + 7y — 6 = 0 representa um par de retas paralelas.

Resolugao:

Conforme o item 4.8.3, vemos que a equacao dada ¢ da forma da equagdo (44), com
A=B=D=0,C=3,E=7eF = —6.Isto ¢, o par de retas pode ser obtido como um caso
degenerado da parabola.

Para isso, temos que a relagdo E2 — 4CF > 0 entre seus coeficientes deve ser positiva.
De fato,

E2 —4CF = (7)2—4-3-(-6) =121 >0

Donde segue que, a equacdo dada representa o par de retas

_—744121 -7+11
N 6 6

y
Isto ¢,
yi=-3ey; = %
Que sdo paralelas ao eixo OX. Note que, a intersec¢do entre as retas € vazia (y; Ny, = @)

conforme a determina a geometria plana (ver 3.1.6).

Figura 70 — Representacdo grafica do par de retas paralelas
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eql

-4

-5

Fonte: autoria Propria

Para o caso em que C = 0 e A # 0 obtemos um par de retas paralelas ao eixo OY.

102) Determinando um ponto por meio de uma equagao do 2° grau.

Questao apresentada por Delgado, Frensel e Crisssaf (2013, p. 16, und. 5); verifique se
a equagdo 36x2 + 9y? — 108x + 6y + 82 = 0 representa um ponto.

Resolucdo:

A nogdo de ponto ¢ aceita sem definicdo (ver 3.1.1). Por meio da geometria analitica
pode-se obter um ponto como um caso de elipse degenerada em que a equacao (44) tem
coeficientes A e C com o mesmo sinal e R = 0 na equacao (45).

Nesses termos, a equagao dada tem coeficientes A = 36,B = 0,C =9,D = —108,F =
6 e F = 82. Logo,

R =C?D? + ACE? — 4AFC?* =92-(-108)2 +36-9:6%>— 4-36-82-92 =0

Assim, a equacdo dada representa um ponto, como um caso degenerado da elipse. Sendo
esse ponto o centro da elipse.

Essa solugao pode ser obtido completando os quadrados na equacgdo dada, isto ¢

36(x* —3x) + 9 (y? + 2y) = —82

@36(2 3 +9)+9(2+2 +1)— 82 + 36 9+9 L
XTeXTy Yy rt3¥Ty) T 4779

3\2 1\2
@36(x—§) +9(y+§) =-82+81+1

2

o 36(x-2) +9(y+2) =0
72 Y*2) T
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~ 3 1
Logo, a equacdo dada representa o ponto (5' — 5), Graficamente tem-se:

Figura 71 — Representacdo grafica de uma elipse degenrada representando um ponto

0.4+

0.24

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26

eq: 36x* + 9y* - 108x + 6y = -82
(15,-0.33)

Fonte: autoria propria.

112) Determinando uma reta por meio de uma fun¢ao do 2° grau

Questao adaptada de Delgado, Frensel e Crisssaf (2013, p. 13, und. 7): verifique que a

equacio 9x2 + 42x + 49 = 0 representa uma reta.

Resolucdo:

A nogdo de reta da geometria plana ¢ um principio aceito sem definicao (ver 3.1.1).

porém, podemos representa-la por meio equacao geral (Eq. 44),com B = 0 e AC = 0 e paralela

a0 eixo 0X, mediante as condi¢des de D = 0 e E?> — 4CF = 0, ou para o caso em que C =

0 e A # 0 obtemos uma reta paralela ao eixo OY.

Observando a equacdo dada, decorre que B = C = E = 0 com discriminante D? —

4AF = 422 —4-9-49 = 1764 — 1764 = 0, donde segue pela equacio (53) que x = L

18

7 .., 7, .
—5.istoéx=—2¢ paralela ao eixo OY.

Figura 72 — Reta paralela ao eixo OY

2

-2

eql. 9x2 + 42x =49

Fonte: autoria propria.
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122) Determinando uma circunferéncia.
Questio adaptada de Iezzi (2013 ¢, p. 122): verifique que a equagdo 2x2 + 2y? — 4x —
6y — 3 = 0 representa uma circunferéncia.

Resolucao:

Conforme o item 4.3 temos que a equacdo do segundo grau (Eq. 44) representa uma
circunferéncia se forem tomados A = C # 0,B = 0 e D? + E? — 4AF > 0.

Note que, A=C=2,B=0, D>+ E? —4AF = (—4)>+ (-6)>—4-2-(-3) =
72 > 0. Logo, oraior = % (ver eq. 29) e centro em (1,%) (ver 4.3).

Figura 73 — Circunferéncia

eql:2x* +2y*-4x-6y-3=0

Fonte: autoria propria..

132) Questao retirada de lezzi (2013c, p. 285): A figura mostra a representacdo de algumas das
ruas de nossas cidades. Essas ruas possuem calgcadas de 1,5 m de largura, separadas por uma
pista de 7 m de largura. Vamos admitir que:

I. os postes de iluminacdo projetam sobre a rua uma area iluminada na forma de uma
elipse de excentricidade 0,943;

II. o centro dessa elipse encontra-se verticalmente abaixo da lampada, no meio da rua;

III. o eixo menor da elipse, perpendicular a calgada, tem exatamente a largura da rua
(calgadas e pista).

Se desejarmos que as elipses de luz se tangenciem nas extremidades dos eixos maiores,

a distancia, em metros, entre dois postes consecutivos devera ser de aproximadamente:

Dados: 0,943% ~ 0,889 ¢ /0,111 =~ 0,333.
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11.5m

Resolucao:

Considerando um sistema de coordenadas XOY, tal que o eixo OX seja representado
pelo meio da rua e o eixo OY seja a linha perpendicular a calgada. Nesse caso tomamos a origem
do sistema de coordenadas como sendo o ponto central da elipse.

Assim, sendo L a largura total da rua o eixo menor da elipse mede 10m, logo a distancia
b do centro a extremidade superior do eixo menor ¢ igual a S5m.

Sendo a distancia entre os dois postes a medida do eixo maior da elipse. Por meio da relagao
notavel da elipse pode-se chegar nesse resultado.

Dada sua excentricidade, tem-se que:
c
i 0,943 = ¢ = 0,943a

da relacdo notavel a? = c? + b? vem que:
a? = (0,943a)? + 52
= a? = 0,889a? + 25
= a® —0,889a? = 25
= a?(1-0,889) = 25
= a?(0,111) = 25

Lo 25
“ = 0111
25 5 .
= = = —3 =~
“= o111 0333 ¢

Como queremos encontrar a medida do eixo maior vem que este mede 2a, isto ¢

aproximadamente 30 m.

142) Propriedade refletora da elipse.

Considere um espelho com forma de um arco de elipse de excentricidade 0,5 e uma
lampada que se coloca no foco mais proximo. Se desejamos iluminar um ponto a 10cm de
distancia da lampada, qual a distancia, em centimetros, dos eixos da elipse que forma o espelho?

Resolugdo:
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Pela propriedade refletora da elipsel, o ponto que se deseja iluminar ¢ o outro foco da
elipse.
Considerando um sistema de eixos cartesianos e tomando o centro da hipérbole como a
origem do sistema, tem-se:
1. Distancia focal igual a 10cm e excentricidade 0, 5.
Dessas medidas decorre que a distancia ¢ da lampada até o centro da elipse ¢ de 5cm,
isto é:

2c=10=>c¢c =5

c
—-=05=>a=10
a

Logo, a medida de seu eixo maior é 2a = 20cm. Pela relagdo notavel a? = c? + b? vem que:
102-52=p2=V75=b=b=~9

Como b mede a metade do eixo menor da elipse esse eixo mede aproximadamente 18cm.

Geometricamente, seja O = (0,0) o centro da elipse e F; e F, os focos, logo o eixo
focal estd sobe o 0X, localizados pelas coordenadas F; = (5,0) ¢ F, = (—5,0), com F, a
posi¢do da lampada e F; a regido a ser iluminada.

Assim, o eixo maior é determinado pelos pontos A; e A, de coordenadas A; = (10,0)
e A, = (—10,0). E, o eixo menor é determinado pelos pontos B; € B, de coordenadas B; =
(0,9) e B, =(0,9).

Dessa forma pode-se determinar o arco de elipse que da forma ao espelho.

Figura 74 — Aplicagdo optica da elipse

L A propriedade de reflex3o da elipse é a seguinte: a partir de um dos focos tracemos um segmento de reta
qualquer. Este segmento encontra a elipse num ponto, e se a partir deste tragamos outro segmento que faga
com a curva um angulo igual ao primeiro segmento, o segundo segmento passa pelo outro foco (Queird,
disponivel em aplicacoes (uc.pt))



https://www.mat.uc.pt/~jfqueiro/aplicacoes.pdf
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O

Fonte: autoria propria.

152) Questdo retira de Iezzi (2013, p. 286): Em certo sistema maritimo de navegagdo, duas
estacoes de radio, localizadas na costa, nos pontos A e B, transmitem simultaneamente sinais
de radio para qualquer ponto onde estd localizada uma embarcagdo que recebe esses sinais, o
computador de bordo da embarcacio calcula a diferenca, PA - PB, das distancias da
embarcacdo a cada uma das estagdes. Um navio que estava ancorado no mar recebeu o sinal da
estagdo localizada em B e, 120 microssegundos (us) depois, recebeu o sinal da estagdo
localizada em A, conforme a figura a seguir. Considere as estagdes de radio e o ponto P onde
esse navio estava ancorado como pontos de um plano cartesiano, onde a unidade de
comprimento é o quildometro e A(—30,0) e B(30,0). Nesse contexto, é correto afirmar que a
hipérbole com focos nos pontos A € B e que contém o ponto P tem como equacao a expressao:

Dados: 1s = 108 us. A velocidade do sinal de radio é de 300000 km/s.

estacio - \

traramissora 1 - - costa X

o \
/f,] e A
G »
3% estacdo \
-

: .
AT transmissora 2 Vg

Resolucado:
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Seja x a distAncia em quilometro de PB, no instante t = 0 um sinal foi transmitido de
cada estacdo, simultaneamente, até o navio ancorado no ponto P. No entanto, o sinal da estacao
A demorou-se 120 microssegundos a mais para chegar do que o sinal da estacdo B. Essa
diferenca equivale a 36 km. Logo, se PB = x, entio PA = x + 36, donde segue que a

PA—PB=x+36—x=236

Assim, determina-se que o eixo real da hipérbole mede 36 km. Desse modo, tem-se a
distancia ¢ do centro ao focal de 30km, e a distancia a do centro a extremidade o eixo real de
18km. Logo, por meio da relagdo notavel da hipérbole ¢ = a? + b? tem-se:

302 = 182 + b? = 302 — 182 = b?
=576 =b%>=>b =24
Que ¢ a distancia b do centro a extremidade do eixo imaginario.

Como o eixo focal estéd localizado sobre o eixo 0X a equacgdo que determina essa
hipérbole ¢ da forma:
X2 y?
@ ot
Substituindo os termos, obtém-se:

xZ y2 x2 yZ

A = 1=>2——=—=1
182 242 324 576
Esquema,

Figura 75 — Hipérbole de focos Ae B

30 P

Q
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|

Q

b
€O

4C

An

Fonte: autoria propria.
Como a distancia do navio a esta¢do A € maior, logo o navio estéd localizado no eixo a

direita do centro.

162) questdo retirada de Iezzi (2013 ¢, p. 295): Uma parabola, ao ser girada em torno de seu
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eixo de simetria, gera uma superficie parabdlica (paraboloide de revolucdao). Expondo-se uma
superficie parabolica espelhada aos raios solares, esses raios sao refletidos e convergem para o
foco. Essa propriedade esta na base do funcionamento dos chamados concentradores solares,
cuja finalidade ¢ captar a energia solar incidente numa superficie parabolica, relativamente
grande, e concentra-la numa area menor (foco), de modo que a temperatura desse foco aumente
substancialmente. A figura, a seguir, representa uma se¢ao transversal de um concentrador solar

que estd sendo projetado por um técnico.

Nessa figura, os pontos V e F representam o vértice ¢ o foco da pardbola (se¢do
transversal do concentrador solar). Sabendo-se que AB = 6 me AD = BC = 2,25m, conclui-
se que a distancia h do vértice VV ao foco F sera de:

Resolugdo:

Considerando um sistema de coordenadas XO0Y, seja AB tomado como o eixo 0X , € VF
como o eixo OY, assim o ponto V esta na origem do sistema. Dessa forma, os pontos A ¢ B
estdo equidistantes de V, e sdo tais que VB = VA = 3. Em coordenadas tem-se A = (—3,0) e
B = (3,0).

Donde segue que AD J/ BC J/ VF sendo os pontos C e D dados pelas coordenadas C =
(—3; 2,25) e D = (3; 2,25). Como C ¢ D pertencem a parabola e o centro O = (0,0), tem-se
para D = (3; 2,25) a equagéo da parabola dada por:

xp? = 2pyp =32 =2p(225)=>p=2
Que o pardmetro da parabola, como VF = g =1

Geometricamente,

Figura 76 — Parabola de foco F
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Fonte: autoria propria.

Portanto, a distancia h do vértice ao foco dever ser de 1m. Logo o receptor deve estar a

uma altura de 1m do vértice da parabola.
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6 CONCLUSAO

A geometria analitica como ferramenta poderosa de resolugdo de problemas foi estudada
neste trabalho segundo trés frentes: (1) historicamente; (2) por meio da geometria plana e da
algebra e (3) por meio da aplicagdo de resultados na resolucdo de problemas matematicos.
Tendo em vista sua descoberta por René Descartes e Pierre de Fermat, foi possivel estabelecer
claramente os conceitos que a fundamentam por meio da narrativa historica; por meio da
fundamentagdo no sistema de coordenadas e do conhecimento da geometria plana e da algebra
pode-se associar as equagdes algébricas a curvas e por fim aplica-la na resolugdo de problemas.

O contexto histérico através do qual introduziu-se o estudo da geometria analitica neste
trabalho possibilitou uma contextualizagio do assunto em torno das nuances de seu
desenvolvimento através do tempo e dos principais fatos que influenciaram direta ou
indiretamente o seu desenvolvimento. Entre os grandes matematicos determinantes nesse
percurso destacam-se René Descartes e Pierre de Fermat como os descobridores da geometria
analitica ao comporem harmoniosamente a relagcdo entre as curvas e equacdes algébricas.

De posse de uma visdo estruturada dos pormenores em torno desse campo da matematica,
trabalhou-se em torno do estudo de resultados fundamentais da geometria analitica tomando
como base os postulados e teoremas da geometria plana e da algebra. Nesse sentido, oferendo
uma perspectiva diferenciada ao estudo da geometria analitica na educacdo basica, mais
especificamente no ensino médio.

Observou-se que este trabalho pode ser aplicado harmoniosamente com o estudo da
geometria plana e vice-versa, na resolucdo de problemas geométricos e outros afins. Desse
modo, buscou-se ampliar o pensamento matematico em torno do estudo harmonioso entre essas
areas, afim de possibilitar novas perspectivas, interpretacdo, analise, investigacao, conversao,
associacgao e utilizacdo dos contetidos matematicos.

Acreditando dessa forma que, ao ser ampliado sua visdo acerca da matematica haja
despertamento de curiosidade e interesse e vislumbre do conhecimento matematico como uma
ciéncia pratica e a0 mesmo tempo capaz de promover a si mesma. Pode-se ampliar esta mesma
metodologia no estudo de outros ramos da geometria, como por exemplo, no espaco. Por outro
lado, pode-se utilizar as equagdes analiticas a fim de solucionar problemas diversos na
matematica.

Espera-se que este trabalho contribua como fonte de pesquisa e estudo para estudantes,
professores e pesquisadores que estejam interessados em inserir a historia da geometria e da

algebra associadas ao estudo da geometria analitica.
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