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Resumo

Durante parte da minha vida profissional trabalhei de forma intensa com
o uso planilhas eletronicas, basicamente fazendo calculo de comissoes, planilhas de
vendas, planilhas de estoque e gerando os mais diversos tipos de graficos, quando
me tornei professor de matematica procurei me valer desta experiéncia em sala de
aula oferecendo sempre que possivel atividades com o uso deste recurso.

No ensino fundamental tive a oportunidade de trabalhar “O Valor Numé-
rico de uma Expressao Algébrica” utilizando planilha eletronica, onde os alunos
escolheram alguns valores para gerar grificos, uma atividade bem interessante que
preparou os alunos para o estudo de fungoes e seus graficos mais adiante.

No ensino médio usei planilhas para trabalhar fungoes, sequéncias, progres-
sOes aritméticas e geométricas, a ideia de limite, quando trabalhamos a soma dos
infinitos termos da progressao geométrica, matrizes e estatistica, como usamos a
planilha para fazer os calculos, os alunos ficam liberados para pensar em outros
conceitos inerentes aos conteuidos estudados, o que contribui para o seu aprendi-
zado e motivacao.

Dos contetidos por mim desenvolvidos com o uso de planilhas eletrénicas
Operagoes com Matrizes se destaca tanto facilidade de adaptar suas operacoes
quanto pelo resultado final e por esse motivo e por querer contrubuir com uma
aplicacao desse contetido para o ensino médio, essa é a atividade que apresentare-
mos nesta proposta, desta forma:

Esta proposta de atividade educacional comega apresentando algumas ope-
ragbes com matrizes e investigando as transformagoes que estas operacoes geram
no plano, faremos uso da planilha eletronica ' para efetuar os célculos e gerar os
graficos o que nos liberard para fazer investigagOes, analisar suas simetrias, seus
pontos fixos, etc.

Outra aplicacido importante apresentada é o Morfismo - transi¢cdo interme-
diaria entre duas figuras, na qual a primeira figura vai perdendo sua forma ao mesmo
tempo em que vai tomando a forma de uma segunda figura. Como o calculo da ma-
triz de pontos do morfismo de uma figura é bastante trabalhoso nos socorremos
novamente de uma planilha eletronica para efetua-los e gerar os graficos.

Palavras-chaves: Estudo de Matrizes, Transformag¢des no Plano, Planilhas Ele-
tronicas.

!Nesta proposta utilizaremos a planilha eletrénica Microsoft Office Excel 2007



Abstract

During part of my professional life I worked intensively with using spre-
adsheets, basically making calculation of commissions, sell sheets, inventory sheets
and generating several types of graphs, when I became a math teacher tried to avail
myself of this experience offering classroom activities whenever possible with the
use of this resource.

In elementary school I had the opportunity to work “The Numerical Value
of an Algebraic Expression” using spreadsheet where students chose some values to
generate graphics, an interesting activity that prepared students for the study of
functions and their graphs below.

In high school I used spreadsheets to work functions, sequences, arithmetic
and geometric progressions, the idea of a limit, when we work the sum of terms of
the infinite geometric series, matrices and statistics, as (a second time) to schedule
the worksheet do the math, the students are free to think of other concepts related
to the contents studied, which contributes to their learning and motivation.

Developed the content for me in high school with the use of spreadsheets
Operations with Matrices excels both ease of adapting their operations as the end
result and therefore the activity that is present in this proposal, as follows:

The proposed educational activity starts showing some operations with ma-
trices and investigating the transformations that these operations generate the plan,
we will use the spreadsheet 2 to effect the calculations and generate the graphs that
frees us to do investigations, analyze their symmetries, their fixed points, etc.

Another important application is presented morphism - an intermediate
transition between the two figures, the first figure in which loses its form while
it will take the form of the second figure. How to calculate the dot matrix of a
morphism figure is quite laborious succor again in the spreadsheet effects for them
and generate graphs.

Key-words: Study Matrices, Transformation in the Plan, Spreadsheets.

2This proposal will use the spreadsheet Microsoft Office Excel 2007
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Introducao

Apresentaremos nesta proposta de atividade educacional algumas operacoes com
matrizes e analisaremos as transformacoes que elas geram no plano, faremos uso de uma
planilha eletronica para efetuar os calculos e gerar os graficos, possibilitando ao aluno
investigar as transformacgoes que certas matrizes produzem no plano, interpretando de

forma geométrica as operagoes com matrizes, ampliando seu significado.

O uso de planilhas é sugerido pois busca otimizar as atividades, onde o aluno pode
efetuar diversas transformacoes de um mesmo conjunto de pontos de forma dindmica e
permite visualizar as respectivas figuras geradas automaticamente. Essa iteratividade per-
mite a interacao do aluno com os conceitos e ideias matematicas envolvidas, levantando

e testando hipdteses, proporcionando a descoberta.

A utilizagao das planilhas eletronicas aliado ao estudo de matrizes é bastante na-
tural, uma vez que a planilha eletronica é uma tabela onde podemos efetuar todas as
operacoes definidas no referido contexto, e fazem parte de pacotes de programas integra-
dos e a maioria dos computadores em uso nas escolas ja as tém instaladas, além disso, as
planilhas eletrénicas podem ser utilizadas em muitos momentos na disciplina de matema-
tica contribuindo de forma significativa a aprendizagem do aluno e preparando-o para o

mercado de trabalho conforme veremos na secao 1.2.

Pretendemos com esta proposta, que o aluno seja capaz de representar e efetuar
operagoes com matrizes, efetuar transformagoes no plano utilizando uma planilha eletro-
nica, representar no plano os pontos obtidos com as transformagoes utilizando o editor de
graficos das planilhas eletronicas, efetuar morfismos (transicao intermedidria entre duas

figuras) e representar morfismos no plano.

Para realizar as atividades propostas precisaremos de papel quadriculado - para
desenvolver a primeira atividade, computador com uma planilha eletronica instalada, um
para cada aluno ou grupo de alunos, conforme disponibilidade, um projetor multimidea ou
televisao onde o aluno possa acompanhar as orientagoes do professor no desenvolvimento

das atividades.
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Para um bom andamento do trabalho o aluno devera ter dominio das operacoes
com matrizes, uma vez que terda que programar o computador para efetuar os calcu-
los, dessa forma, recomendamos que as atividades sejam desenvolvidas primeiramente de
forma manual e num segundo momento seja feita a implementagao representando as ma-

trizes, efetuando as transformacoes e gerando as figuras no computador.

Para amenizar possiveis insegurancas na utilizagao do computador ou do programa
sugerido, uma sugestao seria formar pequenos grupos onde pelo menos um aluno conheca
o programa, ou ainda, de maneira alternativa, trabalhar utilizando a planilha eletronica
na introducgao de matrizes, onde os alunos podem representa-las na planilha eletronica e

efetuar algumas operacgoes de modo que ja fiquem familiarizados com o programa.

Esta proposta de atividade educacional é composta de 3 capitulos, cuja apresen-

tagao e conteudo tem o seguinte plano:

No capitulo 1 inserimos material de suporte para o professor - ndo é nossa in-
tencao que esta parte do trabalho seja desenvolvida com o aluno. Delineamos na secao
1.1 e 1.2 a importancia e a conveniéncia do uso do computador nas aulas de matema-
tica, suas contribui¢oes para aumentar a motivacao do aluno e melhorar seu aprendizado,
ainda abordamos as possibilidades e vantagens do uso das planilhas eletronicas nas aulas
de matemdtica e por fim apresentamos, na se¢do 1.3, uma breve introdugdo a teoria de

transformacoes lineares, que da suporte ao desenvolvimento das atividades que seguirao.

O capitulo 2 é constituido de 6 aulas onde desenvolvemos as atividades que serao
trabalhadas com os alunos. Introduzimos o assunto Transformagdes no Plano orientando
passo a passo como utilizar a planilha eletronica para efetuar algumas férmulas simples
na secao 2.1 e 2.2, seguindo de atividades para fixacdo. As sec¢oes 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 apre-
sentam algumas matrizes e as respectivas transformacoes que geram no plano seguindo

de atividades para fixacdo e construcao de conhecimento.

Definimos morfismo no capitulo 3 e novamente fazemos uso da planilha eletrénica
para efetuar os célculos e gerar os graficos, no exemplo 3.2 utilizamos ainda, um apresen-

tador de slide para mostrar de forma automatica a transicao de duas figuras em 10 etapas.
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1 Preliminares

1.1 O uso do computador no ensino da matematica

Desde sua invencao o computador tem gradualmente se incorporado a muitas pro-
fissoes, de tal forma que alguns profissionais teriam dificuldades em cumprir suas ativi-
dades sem esse equipamento que esta também cada vez mais presente no dia a dia das
pessoas, em suas casas, nos bancos, nos supermercados, de modo que para formar um
cidadao consciente e capaz de interagir de forma segura na sociedade nao poderemos ig-
norar o uso do computador em sala de aula em particular nas aulas de matematica. Nas

palavras de Miskulin:

A Educacio deve estar em consonincia com os avancos tecnolégicos que per-
passam a sociedade atual, para que os alunos possam vivenciar ambientes sig-
nificativos de aprendizagem, nos quais as novas tecnologias estejam presentes,
possibilitando-lhes desenvolverem novas maneiras de gerar e disseminar o co-

nhecimento (MISKULIN, 1999).

Sobre as mudancas no mercado de trabalho e a necessidade dos trabalhadores
estarem preparados para essas mudangas a professora Acacia Kuenzer, (KUENZER, 2000,

p. 57) avalia:

Os processos de trabalho de base rigida, fundamentados na eletromecénica e
adequados a situagdes pouco dindmicas, vao cedendo lugar a processos com
base microeletronica, que asseguram amplo espectro de solugdes possiveis,
desde que haja dominio da ciéncia e da tecnologia pelo trabalhador; os
sistemas de comunicacao disponibilizam toda sorte de informacoes em tempo
real.

Em decorréncia, passa-se a exigir um trabalhador de novo tipo, que tenha mais
conhecimento, saiba comunicar-se adequadamente, trabalhe em equipe, avalie
seu préprio trabalho, adapte-se a situagbes novas, crie solugbes originais e,
de quebra seja capaz de educar-se permanentemente (KUENZER, 2000,apud
JACINSKI; FARACO, 2002, p. 3).
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Esse quadro complexo desafia, segundo Jacinski e Faraco (JACINSKI; FARACO,
2002) , a escola, em primeiro lugar, a ampliar suas tarefas, de modo a garantir aos alunos,
pelo menos a familiarizacdo com essas tecnologias, seja como elemento da formagao para o

trabalho, seja principalmente como elemento da formacgao geral dos alunos como cidadaos.

Os Parametros Curriculares Nacionais (EDUCACAO, 2000) recomendam que a tec-
nologia no aprendizado escolar deve constituir-se em instrumento da cidadania, para a
vida social e para o trabalho. Também salienta que é preciso identificar na Matematica,
nas Ciéncias Naturais, Ciéncias Humanas, Comunicagoes e nas Artes, os elementos de
tecnologia que lhes sdo essenciais e desenvolvé-los como contetidos vivos, como objetivos
da educacao e, ao mesmo tempo, como meios para tanto. Lembra ainda que o uso da di-
versidade de recursos didaticos é de fundamental importancia para o aprendizado porque
tabelas, graficos, desenhos, fotos, videos, caAmeras, computadores e outros equipamentos
nao sao s6 meios. Dominar seu manuseio ¢ também um dos objetivos do préprio ensino
das Ciéncias, Matematica e suas Tecnologias. Determinados aspectos exigem imagens
e, mais vantajosamente, imagens dinamicas; outros necessitam de cédlculos ou de tabe-
las de gréfico; outros podem demandar expressoes analiticas, sendo sempre vantajosa a

redundéncia de meios para garantir confiabilidade de registro e/ou refor¢o no aprendizado.

A relacao entre a matematica e a tecnologia ao longo do tempo é analisada pelo
professor Ubiratan D’Ambrosio (AMBROSIO, 2011):

A matemaética e a tecnologia, entendida como a convergéncia do saber [cién-
cia] e do fazer [técnica], sdo intrinsecas & busca solidaria de sobreviver e de
transcender. A geracdo do conhecimento matemdatico ndo pode, portanto, ser
dissociada da tecnologia disponivel. [...] O matemético do presente tem como
instrumento de trabalho toda a tecnologia disponivel. E muito possivel que con-
tinue o fascinio por obter resultados com o minimo de tecnologia disponivel.
Resolucédo e problemas geométricos com utilizagdo apenas de régua e compasso
continuarao a atrair interesse de alguns matematicos, como aconteceu desde a
antiguidade. Mas o grande desenvolvimento da matematica se dara, como foi
em outros tempos, quando incorporando toda a tecnologia disponivel, isto é,

inserida no contexto cultural (D’AMBROSIO, 2011).

Dessa forma, concluimos que o uso em sala de aula do computador e seus recursos,
em particular as planilhas eletronicas, além de bem-vindos sdo necessarios para que o
aluno tenha uma formagao adequada e esteja preparado para os desafios do mercado de
trabalho.
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1.2 O uso de planilhas eletrénicas no ensino da matematica

Planilha eletronica, ou folha de calculo, é um tipo de programa de computador
que utiliza tabelas para realizacdo de calculos ou apresentacdo de dados. Cada tabela
¢ formada por uma grade composta de linhas e colunas. O nome eletronica se deve a
sua implementacao por meio de programas de computador. Existem no mercado diversos
aplicativos de planilha eletronica. Os mais conhecidos sdo Microsoft Excel, Lotus123 e o
OpenOffice.org Calc (WIKIPEDIA, 2012).

A maioria dos computadores saem de fabrica com um pacote de programas onde
esta presente as planilhas eletronicas, no caso dos computadores com o sistema operacio-
nal Windows esta planilha eletronica é o Excel, no caso do Linux é o Calc. Por ja estarem
instalados nos computadores estas planilhas tem sido largamente utilizadas no mercado
de trabalho, permitindo além da manipulacao de calculos em planilhas, a inclusao de
graficos criados com base nos dados da planilha, planilhas de cdlculos para orcamentos,
previsoes e planejamentos para investimentos futuros, diversos tipos de tabelas, controle
de gastos, controle de caixa, etc. Inclusive muitos computadores que estao disponiveis
nas escolas ja possuem planilhas eletronicas instaladas, ou seja, motivos nao faltam para
que este programa seja apropriado de forma critica na escola e em especial nas aulas de

matematica.

Sobre as vantagens de se utilizar planilhas eletronicas no ensino de matemaética,
Moraes (1997) (MORAES, 1997), ressalta que embora as spreadsheets' tenham a aparéncia
de uma folha de uma livro de contabilidade, elas sdo ferramentas baseadas no computa-
dor, que exploram ou aproveitam o poder computacional do computador; o conhecimento
representado em uma spreadsheets é quantitativo e abstrato, spreadsheets converte quan-
tidades em representacoes graficas, propicia ao usuario habilidades de utilizar variaveis,
entre outros aspectos; no processo de construcao e exploragao das spreadsheets, existem
habilidades de pensamentos criativos envolvidos, projetar spreadsheets depende de habili-
dades de elaboragao, sintetizacao e imaginacao, tais como, modificar, expandir, planejar,
prever e visualizar. Construir spreadsheets requer do usudrio a visualizacdo das relagoes
quantitativas dos dados; aprender como representar relagoes quantitativas entre entida-
des, através da construcao de spreadsheets tem um poder significativo de transferéncia de

aprendizagem.

Dessa forma o uso de planilhas eletronicas nas aulas de mateméatica podem ajudar

a desenvolver no aluno habilidades tteis, na resolucao de problemas, tais como, generali-

!Spreadsheets sdo planilhas eletronicas
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zar, formular e testar hipdéteses, fazer previsoes, elaborar férmulas matematicas, construir

graficos, enfim, auxiliar na tomada de decisoes.

Em particular no estudo de matrizes as planilhas nos possibilitam automatizar os
calculos e gerar graficos para investigar as transformacoes que certas matrizes produzem

no plano.

Veremos a seguir alguns conceitos de Algebra Linear que estdo intimamente ligados

a nossa proposta de atividade educacional.

1.3 Transformacoes lineares

2

Sejam V' e W espacos vetoriais®, uma transformacao linear de V em W é uma

aplicacao T': V. — W, que possui a seguinte propriedade:
T(u+ kv) =T(u) + kT (v)
Para quaisquer que sejam u, v € V e k € R.

Exemplo 1.3.1. Sejam V=ReW =R e T :R — R definida por T'(u) = au, o € R.
Dados u,v € R, k € R, temos:

T(u+kv) = a(u+ kv) = au+ akv = au+ k(aw) = T'(u) + kT (v),
segue que 1" é uma transformacao linear.
Mais ainda, toda a transformacao linear de R em R s6 pode ser deste tipo.

De fato,
T(u) =T (u.l)

e como T é uma transformacao linear e v um escalar,
T(u.l) =u.T(1)

Chamando 7'(1) = «, temos que T'(u) = au.

20 leitor interessado podera encontrar as definicdes de espaco vetorial, subespacos vetoriais e bases em
livros de Algebra Linear dos quais recomendo (LIMA, 2011),(BOLDRINI, 1986) e (ANTON; RORRES,
2001).
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Exemplo 1.3.2. Sejam V =R2e W =R3 e T : R? — R3, definida por:

T(x,y) = (22,0,2 +y)

Sejam u = (x1,91) e v = (T9,ys) vetores em R?, k € R. Temos:

T(u+kv) = T((z1,1) + k(z2,92))
= T((z1,41) + (kx2, ky2))
= T((z1 + kx2), (y1 + ky2))
(2(z1 + kx2), 0, (21 + kx2) + (1 + ky2))
= (221,0,(x1 + 1)) + (2kxo, 0, (kzo + kys))
(2x1,0, 21 + y1) + k(222,0, 29 + yo)
= T(u) + kT (v)

Logo T é uma transformacao linear.

Teorema 1.3.1. A toda matriz m x n estd associada uma transformacao linear de R"
em R™ e a toda transformacio linear de R™ em R™ esta associada uma matriz m x n.
Demonstracao:

Sejam V =R" e W =R™ e A a matriz m x n. Definimos

Ly:R" — R™ por v— Aw

T1 T Y1

onde v = Col, assim: La(v)=A.| ¢ | =

Tn Tn Ym

das propriedades de operagoes com matrizes:
La(u + kv) = A(u + kv) = Au + Akv = Au + kAv = La(u) + kLa(v),
e portanto L4 é uma transformacao linear.

Por outro lado, dada uma transformacao linear, associamos uma matriz da se-

guinte forma:
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Sejam V' =R"™ | W = R™ e a transformagao linear T': V' — W, onde
a={vy,...,v,} éumabasede Ve = {wy, ..., w,,} é uma base de W. Entao T'(vy), ..., T(v,)

sao vetores de W e portanto

T(Ul) = ap Wy + ... + Q1 W,

T(v,) = ajpwy + ... + QW

Onde os coeficientes a;j, com1 <i<mel<j<mnsao numeros reais.

A transposta da matriz de coeficientes deste sistema, denotada por [T ]g, é cha-

mada matriz de T em relacao as bases a e 3.

m1  *°° Amn

Fica assim estabelecida a bijecdo entre transformagoes lineares e matrizes.

_ o O

2
Como caso particular, suponhamos que A = | 0
1

Seja Ly : R? — R3

= O O

2
T
[ ]»—> 0
T
? 1

Entao La(xy,z2) = (221,0, 21 + x9).

Note que esta é a aplicacao linear do exemplo 2.2.

Por outro lado se V=R? e W =R3 e T : R? — R3, definida por:

T(x,y) = (22,0,2 +y)

Para encontrarmos a matriz A associada a aplicacao T temos que considerar uma base «

de V' e uma base § de W.
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Sejam a = {(1, 0), (0, 1)} e 5 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, temos que:

T(0,1) = ag1.(1,0,0) 4 a2.(0,1,0) + as35.(0,0,1) = (0,0,1) (1.1)

Segue que:
aj; = 2;a12 = 0;a13 = 1;

ag = 05 a2 = 0; a3 = 1.

Logo a transposta da matriz de coeficientes do sistema (1.1) =

3
EY
I
— o N
— o o
I
S

Exemplo 1.3.3. Sejam V = R? W =R? e T : R? — R? definida por T'(u) = u+ A, onde

A é um vetor ndo nulo em R2.

Dados u, v vetores em R? e k € R, temos:

T(u+kv) = u+kv+ A
= u+A+kv
= T(u)+ k[T (v) =]
# T(u)+ kT (v)

Logo T nao é uma transformacao linear, a aplicacao assim definida é chamada de

translagao veremos um pouco mais sobre essa aplicagao na segao 2.6.

Nesta proposta estamos interessados apenas no caso particular de transformagoes
de R? em R? que chamaremos simplesmente de Transformacdes no Plano, e é onde con-

centraremos nossos esforcos daqui pra frente.



21

2 Transformacoes no plano

A maioria dos aplicativos de computacao grafica permitem a manipulacao de uma
imagem de varias maneiras, tais como a mudanca de suas proporgoes, rotagoes ou cisa-
lhamentos. Uma outra técnica basica de manipulacao de imagens é a distor¢ao de uma

imagem pelo movimento dos vértices de um retangulo que a contém.

Um procedimento mais complicado, chamado de deformacao, consiste em distor-
cer varias partes da imagem de maneiras diferentes. Além disto, a deformagcao de duas
imagens por procedimentos complementares com a fusao das deformagoes obtidas resulta

num morfismo das duas imagens.

A principal aplicacao de deformagoes e morfismos tem sido a producao de efeitos
especiais no cinema, na televisao e na propaganda. No entanto, também surgiram muitas
aplicagoes cientificas e tecnologicas para estas técnicas — por exemplo, a assisténcia a
cirurgia plastica e de reconstrucao, a investigacao de variagoes no projeto de um produto

e o “envelhecimento” de fotografias de pessoas desaparecidas ou suspeitos da policia.

As imagens em uma tela de computador sao formadas por pontos, chamados pi-
xels, que sao elementos de uma matriz. Uma imagem de resolucao 800 x 600 tem 800 x
600 = 480.000 pixels em 800 colunas e 600 linhas. Quando um programa grafico altera
a posicao da imagem, gira a imagem ou muda a escala desta imagem, estd mudando a

posicao dos pixels que a formam e tudo isto é feito através de operagoes com matrizes.
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2.1 Aula 1: Introducao as transformacoes no plano

Objetivos

Conceituar transformacoes no plano por meio das operacoes com matrizes.

Metodologia
Abordar o conceito de transformacoes no plano. Propor aos alunos que efetuem a trans-
formacao sugerida e representando as figuras no papel quadriculado; Discutir com a turma
o que aconteceu com a figura apos a transformacao. Pode-se chamar a atencao dos alunos
para a simetria entre as figuras Inicial e Final e que a transformacao manteve as medidas

da figura.

Avaliacao
Verificar se todos os alunos conseguiram calcular e representar a transformagao no plano,
se necessario retome os conceitos para que todos tenham condigoes de acompanhar as

atividades.

Transformacgoes no plano

Imagine um sistema cartesiano ortogonal com a origem no centro da tela do mo-
nitor (suposta plana) e um ponto qualquer (x,y) = P.

Por meio de um produto de matrizes da forma:

a b r\  [ar+by )\ [
cd] \y cr + dy Y
Obtemos um novo ponto (2',y") = P, tal que: 2/ =ax+by e vy =cx+dy.

A matriz T = ( @

) ¢ chamada de matriz de transformacao no plano.
c

Tudo funciona como se o ponto P “fosse levado” pela matriz T para a posicao do

ponto P’

Podemos representar matricialmente coordenadas de pontos de uma figura da se-
guinte forma: um ponto em cada coluna, com o valor de x na primeira linha e o valor
de y na segunda linha. Essa matriz que tem tantas colunas quantos forem os pontos

considerados, serd chamada de matriz de pontos.
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Chamaremos de matriz de pontos estendida quando acrescentarmos uma tultima

coluna na matriz de pontos onde vamos repetir a coordenada do primeiro ponto.

Vamos considerar como exemplo a Figura 1 a seguir e efetuar a transformacao

1 0
determinada pela matriz: ( 0 1 ) .

e W e

-1
-2
=3
A
5

Figura 1 — Figura Inicial

Note que a matriz de pontos referente aos vértices da Figura 1 é a seguinte:
0112211330
001122334414

Aplicando a transformagao temos:
1 0 01 1221133¢0)
0 -1/ \oo011223344)
o1 1 2 2 1 1 3 3 0
00 -1 -1 -2 -2 -3 -3 -4 —4

A Figura 2 representa os pontos da matriz transformada no plano cartesiano.

Figura 2 — Reflexao em torno do eixo x.
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2.2 Aula 2: Utilizando a planilha eletronica

Objetivos

Apresentar uma planilha eletronica e efetuar algumas operagoes basicas.

Metodologia
Efetuar na planilha eletronica algumas operagoes conectado a um equipamento multimi-
dia para que os alunos possam acompanhar e reproduzir. Propor aos alunos que efetuem
em seus computadores as atividades propostas do capitulo. Discutir com os alunos os pos-
siveis usos da planilha eletrénica no mercado de trabalho. Organizar a turma de modo
que todos tenham acesso a planilha eletronica e acompanhe o desenvolvimento dos alunos

para garantir que todos estejam realizando as atividades.

Avaliacao
Verificar se todos os alunos conseguiram desenvolver as atividades, se necessario retome

0s conceitos.

Utilizando a planilha eletronica

Para automatizar os calculos das transformacoes, vamos inserir as formulas na

Planilha Eletronical, para que o programa efetue as contas e produza o respectivo gréfico.

Planilhas eletronicas sao organizadas através de linhas ordenadas numericamente
e colunas ordenadas alfabeticamente. Os campos onde inserimos informagoes (textos,
valores, féormulas, etc.) chamam-se células e sdo identificadas pela letra correspondente a
coluna e nimero correspondente a linha a qual pertence. Exemplo: A Célula “B3” esta

localizada na coluna B e linha 3, conforme Figura 3.

2 o

B ¥

G 00 @ # 2liEle[B[=[E]] e g,

Do

Figura 3 — Célula B3 selecionada.

'Vamos nos limitar nesta proposta ao minimo necessirio para o desenvolvimento das ati-
vidades, o leitor interessado pode obter maiores informacgoes e dicas de utilizacdo em
http://www.fundacaobradesco.org.br/vv-apostilas/ex__suma.htm (BRADESCO, 2011)



Capitulo 2. Transformacoes no plano 25

Nesta planilha é possivel inserir formulas simples como somas, subtragoes, mul-
tiplicagoes e divisdes utilizando os simbolos +, -, * e /, respectivamente, assim como
expressoes e férmulas mais complexas.

Por exemplo, se temos na célula B3 o valor 2 e na célula C3 o valor 3 e queremos que a
soma dos dois valores aparega na célula D3 basta digitar a formula “=B3+C3” na célula

D3 e teremos o resultado da soma como queriamos.

g s ON =
N
W
D

W > 0| Trans_Lneare ) | Plan1  Trens_ Lneares 2~ Trans_Lineares ~ Morphn _ 10 Passos

Pronto [0 Oz

Figura 4 — Soma dos valores contidos nas células B3 e C3 em D3.

Toda a vez que mudarmos os valores das células B3 ou C3 a soma atualizara automati-

camente (Figura 4).

Podemos copiar o conteiido de uma célula ou faixa de células de um local para o
outro.
No caso de férmulas, a célula que estd sendo copiada serda automaticamente refeita, de
forma que os enderecos fiquem de acordo com a célula posicionada.
A copia podera ser:
Relativa: quando houver férmula na célula copiada, a férmula varia relativamente ao
sentido para o qual esta sendo efetuada a copia.

¢

Exemplo: se tivermos na célula A10 a férmula: “=A1+A2” e a copiamos para a célula a

direita (B10) a férmula colada serd “=B1+B2”, ajustes andlogos serdo feitos se colarmos
a formula em outras diregoes.

Absoluta: para evitar que a férmula varie em relagao a linha ou em relacao a coluna
utilizamos o simbolo § (cifrao), precedendo a linha ou coluna que ficard fixa.

Linha absoluta - A$10

Coluna absoluta - $A10

Linha e Coluna absolutas - $A$10

Procedimentos:

Marcar a regiao a ser copiada através do Shift + Teclas de Seta;

Acionar o Menu Editar e escolher a opcao Copiar. Atalho: Ctrl + C;

Posicionar o cursor na célula destino e selecionar o Menu Editar, op¢ao Colar. Atalho:
Ctrl 4+ V.
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Seguem algumas atividades para fixacao e aprofundamento dos contetidos estuda-

dos até aqui.

Atividades

1. O Indice de Massa Corpérea (IMC) é adotado pela Organizacio Mundial de Satide
para o calculo do peso ideal de cada individuo. Para fazer o célculo do IMC basta
dividir sua massa em quilogramas pela altura ao quadrado (em metros). O niimero
que serd gerado deve ser comparado aos valores da tabela IMC (Entre 18,5 e 24,9 é
o normal).

Insira na célula A1 “Sua massa”, na célula A2 “Sua altura”, na célula A3 “IMC”,
na célula B1 o valor da sua massa em quilograma, na célula B2 o valor de sua altura
em metros, insira na célula B3 uma férmula adequada para calcular varios IMCs
bastando para isso preencher as células B1 e B2.

Solucgao: Fazendo o que se pede para, por exemplo, uma pessoa de 1,8m e 80kg

usando a férmula: “=B1/B2"2” na célula B3, teremos:

A B c D
1 Suamassa 80
2 Sua altura 1,8

3 IMC 24,691358

No s

Figura 5 — IMC

2. Insira numa coluna do Excel, os seguintes itens (um em cada linha): Saldario, Saldo
no Banco, Total, deixe uma linha em branco e continue: Supermercado, Aluguel,
Escola, Agua/ Luz, Telefone, Carro, Seguro, Vestuario, Lazer, Total, deixe uma li-
nha em branco e insira: Saldo.

Faga uma estimativa dos valores recebidos/gastos por sua familia e insira na coluna

ao lado, insira uma férmula ao lado do item Saldo para que este seja calculado
bastando atualizar os valores dos itens.

Solugao: Fazendo o que se pede e usando as formulas: “=B1+B2”, “=SOMA (B5:B13)”
e “=B2-B14” nas células B3, B14 e B16 respectivamente.

3. Insira na célula Al o primeiro valor da progressao aritmética definida por: a, =
2n + 5. Insira na célula A2 uma férmula para que seja calculado o segundo termo
desta progressao aritmética, copie esta féormula para as células abaixo de modo
a calcular os primeiros 20 termos da progressao aritmética. Dica: para copiar a

formula vocé pode clicar no botao direito do mouse e selecionar “copiar” em seguida
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A B c D E F G H
Saldo no Banco
Total 0

Supermercado

Aluguel

Escola

Agualluz

Telefone

10 Carro

11 Seguro

12 Vestuario

13 Lazer

14 Total o
15

16 Saldo o

IR TSI

©

Figura 6 — Or¢amento Familiar

clique na primeira das células onde vocé quer colar a férmula, mantendo o botao
pressionado mova o cursor para baixo até que todas as células fiquem selecionadas,
clique novamente no botao direito e selecione “colar”.

Solucao: Se a PA é definida por: a,, = 2n+5entdaoa; = 2.1+5=7,a, =2.245=9
logo a razao é 2. Fazendo o que se pede, inserindo a férmula: “=A1+42” na célula

A2 e copiando até a célula A20 teremos:

A B c D E
1
2 9
3 1"
4 13
5 15
6 17
7 18
8 21
9 23
10 25
11 27
12 29
13 31
14 33
15 35
16 37
17 38
18 41
19 43
20 45

Figura 7 — Progressao Aritmética

4. Utilize a mesma ideia da atividade anterior para escrever explicitamente os vinte
primeiros termos da progressao geométrica definida por a, = 3.2".
Solucao: Se a PG ¢ definida por: a, = 3.2, entdo a; = 3.2! = 6, ay = 3.2% = 12
logo a razao ¢ 2. Fazendo o que se pede, inserindo a férmula: “=A1*2” na célula

A2 e copiando até a célula A20 teremos:

0
2 12
3 24
4 48
5 %
6 192
7 384
8 768
9 1536
10 3072
11 6144
12 12288
13 24576
14 49152
15 98304
16 196608
17 393216
18 786432
19 1572864
20 3145728

Figura 8 — Progressao Geométrica
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5. SejamA:(O 4),82(3 0),6’:(3 5) eD:(1 3).
1 3 2 4 10 0 4

Insira no Excel a matriz A nas células Al, B1, A2, B2; a matriz B nas células D1,
E1, D2, E2, insira férmulas nas células G1, H1, G2, H2, para que tenhamos: AXB.

Solucdo: Inserindo as férmulas “=A1*D1+B1*D2”, “=A1*E1+B1*E2”, “=A2*D1+B2*D2”
e “=A2*E1+B2*E2”, respectivamente nas células G1, H1, G2 e H2, obtemos:

Utilize as féormulas para calcular os seguintes produtos:

,0l4 30 _ 816
137124 912

Figura 9 — AXB

a) BXA.
Solugao:
/|3 0{ 04 _ 012
.12 4|11 3 4 20
Figura 10 - BXA
b) AXC.
Solugao:
. 014 3 5 _ 4 0
1. 3|10 6 5
Figura 11 — AXC
c) CXA.
Solugao:

Figura 12 - CXA



29

Capitulo 2. Transformacoes no plano

35 _|915
10 10

. 3]0
.2 4,110

Figura 13 - BXC

d) BXC.
Solugao:
e) CXB.
Solucao:
B3 5 3 0 _ 920
.1 012 4 3 0
Figura 14 - CXB
f) AXBXC.
Solucao:
.| 8 16 3|S5 _ 40 40
.19 12 " |1 0 39 45
Figura 15 — (AXB)XC
g) CXBXA.
Solucgao:

19 20 0 4| _20[136
3 0 |1 3 0 12

Figura 16 — (CXB)XA

1

2

0331122113320 FO0
6. Dada a matriz de pontos I = :
0011223344550

a) Represente estes pontos no papel quadriculado e ligue os pontos na ordem em

que eles aparecem.

Solucao: Fazendo o que se pede, temos:
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Matriz de Pontos

Figura Inicisl

0
0

3 31
o011

1 2 21

1

3 3 00

22 3 3 4 451510

=
(=]

9
3
7
&
5
4
3
z
1
Ao -8 -2 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -4l 1 2 3 4 5 & 7 2 8 10
-2
-3
-4
5
-6
-7
-3
-8
-10
0 —1
] e represente

b) Efetue a transformacdo definida pela matriz T =

a

matriz transformada no papel quadriculado. O que aconteceu com a figura inicial

apoés a transformacgao?

Solugao: A figura sofreu uma rotagao de 90° no sentido anti-horario.

Matriz de

Trarsformagso

Matriz de Pontos

Figura Inicisl

Matriz de pontos
transformada

[ ]

e

3 31
o011

0 -1 -1
33 1

1 2 21

1

3 3 00

22 3 3 4 451510

22 3344550

1 2 21

1

3 3 00

s
EN:JLU!m-umug

A0 -9 -8 T -6 -5 -4 -3 .2 .l

I

1

2 3 4 5 8 7 8 8 10
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2.3 Aula 3: Construindo os graficos das transformacoes

Objetivos

Gerar graficos das transformagoes na planilha eletronica.

Metodologia
Efetuar na planilha eletronica as passagens sugeridas com equipamento multimidia para
que os alunos possam acompanhar e reproduzir em seus computadores. Propor aos alu-
nos que modifiquem a matriz de transformacao e verifiquem as transformacoes que elas
geram na figura. Discutir com os alunos o que acontece com a figura se modificarmos
um determinado elemento da matriz de transformacao. Organizar a turma de modo que
todos tenham acesso a planilha eletronica e acompanhar o desenvolvimento dos alunos

para garantir que todos estao realizando as atividades.

Avaliacao
Verificar se todos os alunos conseguiram desenvolver as atividades, se necessario retomar

0s conceitos.

Construindo os graficos das transformacgoes

Para que seja realizado o calculo do produto das matrizes, gerando a matriz trans-
formada como queremos, precisamos inserir a matriz de transformacao, a matriz de pontos
estendida e as formulas na planilha eletronica. Assim serd realizado o calculo das matrizes

transformadas, bastando que se altere a matriz de transformagao (Figura 17).

Note que o valor que deve constar na célula D9 deve ser o resultado da soma dos
produtos dos elementos da primeira linha da matriz de transformacao com os elementos
correspondentes da primeira coluna da matriz de pontos (conforme a definigao de multi-

plicagdo de matrizes).

Sugestao: podemos escrever a formula: “= $D3 x D$6 + $E3 * D$7”, na célula D9
e copiar para as demais (o simbolo $ colocado na frente da letra que indica a coluna ou

em frente ao niimero que indica a linha fixa esta informacao).

Para visualizar as transformacoes efetuadas, de forma automatizada, precisamos

gerar o grafico dos pontos da matriz transformada, que pode ser feito da seguinte forma:

Primeiro selecionar as células que contém a matriz transformada (na Figura 17
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sao as células que vao de D9 a N10) depois clicando em Inserir, em seguida, Dispersao
nas opgoes de Gréficos e Dispersdo com linhas retas (sem marcadores).

Assim teremos:

O™~ 55 1) e Trarad - Mrnch Eacel Fansmmiss e Gisitice, e e
ke ek LysddaWgra Prwds Dedw Reide | Eeoghe || Beign Lt Fermaie -
1 Al viakaniho e Careten Bt Figna ta v pamadeFormite )Y [FOd ol e el = 3 OO e
el =5 5ot e tumso Persaniaans 2t B e il | g ogermtite  — oo - wm T
Pt Lapaak 0y Ioem 1O0% Tedemma L Sabvel Bipain Atene  Maiw
Vigna (Tet reens ¢ brensape e iy e o e e
B e hm:-'(: ¢ Fasta Ot Traaie Mt Leam el acras
Grifiea - i )
A B [+ DJE|FIGIH| L LJ K LM N O P Q R 5 T u W
L a5
2
3 Matriz de 10 g
4 Transformagdo 01 3,5
5 3
g Matriz de Ponto x 01122113300 -
7 Figura lnicial  y 0011223344 0|[
2
:]
9 Matriz de pontos 01122113 30 0]ps
10 transformada 0011 2 2 3 3 440
11 1
12
13 0,5
is o
16 I 0 0,5 1 15 2 2.5 3 35 |
W4k M| Traen Lmearms 3 {2) Panl o iresrw 2, Toes brewws  Wophn  [0Pames . Mophe 10 Pawos Grdcos  Morphn Para Powsr Pork  Ped vy S
Prarts il D - o ik =

Figura 17 — Gréfico de uma Transformagao no Plano

Para melhor visualizar as transformacoes formate? os eixos x e y, uma sugestao
é clicar sobre cada eixo (botao da direita), acessando Formatar Eixo, e configurando,

um eixo de cada vez, conforme Figura 6.

Formatar Eixo M
[ opcies de o Opgoes de Eixo
. Minimo: %) Automitico @ Exo [-10
Preenchimento Méaximo: ) Automitco © Fixo |10
Cor da Linha Unidade principal: ) A stico @ Fixo [1
Estilo da Linha Unidade secundéria: i Foo [0,1
Sombra [7] valores em ordem inversa
Formato 30 [[] Escalalogaritmica  Gase: |10
Alinhamento Unidades de exibicBo: | Nenhum E]

Mostrar rétulos das unidades de exibicdo no gréfico
Tipo de marca de escala prindpal: Nenhum

Rétulos do eixo: Préximo ao Eixo

[]
Tipo de marca de escala secunddria: | Nenhum [-]
[=]

Eixo horizontal cruza em:

7 Automéatico

@ Valor do gixo: (0,0
Valor maximo do &ixo

Figura 18 — Formatagdo dos Eixos

2Note que os eixos sdo formatados com Minimo e Maximo autométicos, isto é necessario para que a
escala dos eixos se ajustem aos pontos do qual devem gerar graficos. Para esta proposta preferi a
escala fixa pois assim teremos uma visualizacdo melhor da dilatagdo e contracdo proporcional (mas
perco a visualizagdo dos pontos que estdo fora deste intervalo) se o professor preferir pode deixar a
escala em automatico.
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Assim quando modificarmos a matriz de transformagao os calculos e graficos serao

gerado automaticamente, como queriamos.
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Meedirt g¢ Lol 0¢ Facta oe Trabaine HotmOnas Team Aty Macas |
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4 Transformagdo 0 1 g
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§ MatizdePotox |0 1 1 2 2 1 1 3 3 00 3
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2
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12 '?
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Figura 19 — Gréfico de uma Transformagao no Plano com os eixos formatados
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2.4 Aula 4: Matrizes de reflexoes

Objetivos

Identificar as matrizes que geram reflexdo no plano.

Metodologia
Organizar a turma de modo que todos tenham acesso a planilha eletronica e acompanhe
o desenvolvimento dos alunos para garantir que todos estao realizando as atividades.
Apresentadas as matrizes de reflexao o professor pode sugerir aos alunos que as reprodu-
zam na planilha eletronica para verificar as transformacoes geradas nos graficos. Pode-se
chamar a atencao dos alunos para a simetria entre as figuras Inicial e Final e que as

transformacoes preservaram as medidas da figura.

Avaliacao
Verificar se todos os alunos conseguiram desenvolver as atividades, se necessario retome

0s conceitos.

Reflexao em torno do eixo z

Essa transformagao associa cada ponto (z,y) a sua imagem (z, —y), simétrica em

relagdo ao eixo x.
1 0

0 —1
Aplicando esta transformacao na Figura 1 (pagina 22), teremos:

Sua matriz de transformagao é T' =

10 -
Matriz de
Tran sformacio

-

(=]

[F:]
M

Matriz de pontos da 00 2 3 1 1 2 2 1 1 0
fiqu ra inicial

L= e R
N

Matriz de pontos da 00 3 211 2 2 11 0
fiqu ra transformada

A= -8 7 o6 5 4 -3 2 -lhd k2 3 04 5 6 78 o9 10

ELE

Figura 20 — Reflexdo da Figura 1 em torno do eixo x
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Reflexao em torno do eixo y
Essa transformagao associa cada ponto (z,y) a sua imagem (—z,y), simétrica em relagao
a0 eixo y.
-1 0

0 1
Aplicando esta transformacao na Figura 1, teremos:

Sua matriz de transformagao é T' =

=

[ - R )

Matriz de
Tran sformacéo

Matriz de pontos da 000 3 3 1 1 2 2 1 1 0
figura inicial

)

Matriz de pontos da 0 o

figura transformada %84 12-2140

= -
i
&
4
&
n
L
&
W
=
-
.
w
=
n
@
-
©
o

0 4 4 3 3 2 2 1 1 0 0

didn B b

b o

=

Figura 21 — Reflexdo da Figura 1 em torno do eixo y

Reflexao em torno da origem
Essa transformagao associa cada ponto (x,y) a sua imagem (—z, —y), simétrica em rela-
¢ao a origem.
-1 0
0 -1
Aplicando esta transformacao na Figura 1, teremos:

Sua matriz de transformagao é T' =

Reflexao em torno da reta y ==«
Essa transformacao associa cada ponto (x,y) a sua imagem (y,x), simétrica em relagao

areta y=x.
01

10
Aplicando esta transformacao na Figura 1, teremos:

Sua matriz de transformagao é T' =

Reflexao em torno da reta y = —x
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. 10
Matriz de . A4 0 ?
Tran sformacéo g
0 -1 7
G
Matriz de pontos da 00 3 3 1 1 2 2 1 1 0 :
figura inicial !
0 4 4 3 3 2 21100 2
2
1
Matriz depontosda | g 5 2 2 4 4 2 -2 4 -1 0
figura transformada Ws BT s 5 43 tzs 4 s 67 82l
0 443 -32-2-1-10 0 2
E]
5
5
7
8
E]
10

Figura 22 — Reflexdo da Figura 1 em torno da origem

=
=

Matriz de
Tran sformacio

Matrizdepontosda | g g 3 3 1 1 2 2 1 1 0
figura inicial

R oW B @ @D

Matrizdepontosda | o 4 4 3 3 2 2 1 1 0 0
figura transformada

A0 98 8 T 6 5 4 -3 2 -l

&
-
"~
w
-
n
-
o

& 9 1

BEhaudndun

Figura 23 — Reflexdo da Figura 1 em torno da reta y = x

Essa transformagao associa cada ponto (x,y) a sua imagem (—y, —z), simétrica em rela-
¢cao a reta y = —x.

0 -1

-1 0
Aplicando esta transformacao na Figura 1, teremos:

Sua matriz de transformacao ¢ T' =

=

Matriz de
Transformacéo

Matriz de pontos da
fiqura inicial

Matriz de pontos da

figu ra transformada 0 44332214100

Ay B 8 F 46 5 1 2 3 45 6 7 8 9 10

0 0 -3 -3 -1 -1 -2 -2-1-10

\bda{:ﬁ.xh}-lh.hi [

£

Figura 24 — Reflexdo da Figura 1 em torno da reta y = —x
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2.5 Aula 5: Matrizes de dilatacdes, contracdes e cisalhamento

Objetivos

Identificar as matrizes que geram dilatagoes, contragoes e cisalhamentos no plano.

Metodologia
Organizar a turma de modo que todos tenham acesso a planilha eletronica e acompanhar o
desenvolvimento dos alunos para garantir que todos estao realizando as atividades. Apre-
sentadas as matrizes, o professor pode sugerir aos alunos que as reproduzam na planilha
eletronica para verificar as transformacoes geradas na figura. Pode-se chamar a atencao
dos alunos para a simetria entre as figuras Inicial e Final, quais as transformacoes preser-

varam as medidas da figura e quais modificaram as suas medidas.

Avaliacao
Verificar se todos os alunos conseguiram desenvolver as atividades, se necessario retome

0s conceitos.

Dilatacao ou contracao proporcional

Essa transformagao associa cada ponto (x,y) a sua imagem (kz, ky), k € R.
k 0

0 k
Aplicando uma dilatacao proporcional de fator k£ = 2, na Figura 1, teremos:

Sua matriz de transformagao é T =

Matriz de
Transformacio ZIC

@ @mowm D

Matrizdepontosda | o 5 3 3 1 1 2 2 1 1 0
fiqura inicial

[ R Y |

Matriz de pontos da 0 0 B B 2 2 4 4 2 2 0
fiqgura transformada

& 8 10

=
-
[N]
o
=
]
=
-~

008 B T 6 5 4 32 -

0 8 8 6 6 4 4 2 2 0 O 2
N
4
5
5 o
7 4
£ 4
4

"

Figura 25 — Dilatacdo Proporcional da Figura 1 de fator k = 2
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Dilatacao ou contracao na direg¢ao do eixo =

Essa transformagao associa cada ponto (z,y) a sua imagem (kz,y), k € R.
k 0

0 1
Aplicando uma dilatagao na diregdo do eixo x de fator k = 3, na Figura 1, teremos:

Sua matriz de transformacao é T' =

Matriz de
Tran sformacéo R

[ I R Y= )

[ TR ST, |

Matriz de pontos da 00 3 21 1 2 2 11 0
fiqura inicial

Matriz de pontos da 00 9 9 3 3 6 6 3 3 0
fiqura transformada

._
&
o«
=l
&
n
L
&
L)
'E_
-
L)
w
=
un
o
-
[
wo
=

0 4 4 3 3 2 2 1 10 0 2 ]
3
4
3
&
T
8 J
a |

=

Figura 26 — Dilatacao da Figura 1 na Direcdo o eixo = de fator k =3

Dilatacao ou contragao na direcao do eixo y

Essa transformagao associa cada ponto (z,y) a sua imagem (z, ky), k € R.
1 0

0 k
Aplicando uma dilata¢ao na diregdo do eixo x de fator £ = 3, na Figura 1, teremos:

Sua matriz de transformagao é T' =

Cisalhamento horizontal

Essa transformagao associa cada ponto (x,y) a sua imagem (z + ky,y), k € R.
1 k

0 1
Aplicando cisalhamento horizontal de fator £k = 0,5, na Figura 1, teremos:

Sua matriz de transformacao é T' =

Cisalhamento vertical

Essa transformagao associa cada ponto (z,y) a sua imagem (x, kx +vy), k € R.
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Matriz de
Tran sformacéo

=
(=]

Matriz de pontos da 000 3 31 1 2 2 110
fiqura inicial

Matriz de pontos da 00 3 31 1 2 2 110
figura transformada

10 -

Figura 27 — Contragao da Figura 1 na Direcao do eixo y de fator £ = 0,5

Matriz de 1 05
Tran sformagio 0 1

Matriz de pontos da ] 303 1 1 2 2

Figura Inicial 0 4 3 3 2 2 1

Matriz de pontos da 0 2 5 4525 2 3 25

Figura Transformada

Figura 28 — Cisalhamento Vertical da Figura 1 de fator £k = 0,5

Sua matriz de transformacao é T' =

Aplicando cisalhamento vertical de fator k£ = 0,5, na Figura 1, teremos:

Matriz de 1 0
Tran sformagio 05 1
Matriz de pontos da o0 2 2 1 1 2 2
Figura Inicial 0o 4 3 3 2 2 1
Matriz de pontos da o0 3 3 1 1 2 2
Figura Transformada 0 4 5545 35 25 3 2

Figura 29 — Cisalhamento Vertical da Figura 1 de fator k£ = 0,5
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2.6 Aula 6: Matrizes de rotacao e matrizes de translacao

Objetivos

Identificar as matrizes que geram rotacoes e translagoes no plano.

Metodologia
Organizar a turma de modo que todos tenham acesso a planilha eletronica e acompanhe o
desenvolvimento dos alunos para garantir que todos estao realizando as atividades. Apre-
sentadas as matrizes que geram rotagoes e translagdes no plano, o professor pode sugerir
aos alunos que as reproduzam na planilha eletronica, para verificar as transformacoes
geradas nos graficos. Propor aos alunos que efetuem em seus computadores as atividades

propostas do capitulo.

Avaliacao
Verificar se todos os alunos conseguiram desenvolver as atividades, se necessario retomar

0s conceitos.

Matrizes de rotacao de um angulo ¢, em torno da origem, no sentido

anti-horario

Essa transformacao leva cada ponto (z,y) para sua imagem:
(x cos(f) — ysen(), zsen(f) + y cos())
cos(f) —sen(h)
sen(d)  cos(0)
Aplicando uma rotacao de = 7, na Figura 1, teremos:

Sua matriz de transformagao é T =

(=

N I T

Matriz de
Tran sformacéo

=Y
-

Matrizdepontosda | g g 3 3 1 1 2 2 1 1 0
figura inicial

Matriz depontosda | 6 s 4 §5 4 4 0 1 0 1 0
figura transformada

Q008 8 T 6 5 4 -3 2

=
-
.
w
=
(L
@
]
o
o ]

didn b ol

= b od o

=

Figura 30 — Rotacdo de § = 7, na Figura 1
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Matriz de translacao

Essa transformagao associa cada ponto (z,y) a sua imagem (z + a,y + b), com
a,be R, a#0oub#D0.

Essa transformagao é implementada da seguinte forma:

Xz Xz a
— =+

y Yy b

Esta é uma transformacao do plano onde a figura final é congruente a figura inicial

deslocada a unidades no eixo x e b unidades no eixo y.

Aplicando uma Translagao segundo a coordenada (5, 6), na Figura 1, onde a cada

valor de x somamos 5 unidades e a cada valor de y somamos 6 unidades, teremos:

10
Matrizde 1 0 s
Tran sformacéo s
0 1 7
3
Marizdepontosda | o o 3 3 4 4 2 2 1 1 0 5
figura inicial 3
0 4 4 3 3 2 2 1 1 0 0 3
] 1
Watriz da 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
coordenada de i 1 .
009 8 7 6 5 4 -3 02 114 1 2 3 45 6 7 8 910
translagio 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 G
B 3
Matrizdepontosda | & 5 g g g § 7 7 B 6 5§ M
figura transformada
€6 1010 2 9 &8 8 7 7 6 & =
©
7
&
El
A0

Figura 31 — Translacgao da Figura 1 segundo a coordenada (5, 6)

Seguem algumas atividades para fixagdo dos contetdos estudados até aqui.
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Atividades

1. Considere como imagem inicial o grafico da Figura 32 efetue as transformacgoes que

seguem:

a) Reflexdo em torno do eixo x.

Solucao:

b) Reflexao em torno do eixo y.

Solugao:

Matriz de Fontos

Figurs Inicisl

Matriz de

Tramsfarmagio

Matriz de Fontos

Figura Inicisl

Matriz de pontos
transformeda

Matriz de.

Transformegdo

Matriz de Fontos

Figurs Inicisl

Wstriz de portos
transformada

(8]

w

w

03 31122113300
00 1122 33 44575070

I I -1

109 -8 T B 5 4 -3 -zl

1 234567 3910

-2
-3
a
s
%
B
-8
s
a0
Figura 32 —
10
s
H
7
s
s
13300 :
44550 2
p
13300” 08 -3 T -6 5 -4 -3 -zl 4567 89 10
44550 2
-3
a
s
®
-7
B
s
10
10
9
s
7
©
1 10 0 s
44550 2
1330 uH T
4 4550 2
3
-4
-5
-6
B
N
-8
-1
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¢) Cisalhamento horizontal de fator 0,25.

Solucao:

Matriz de

Trarsformacio

Matriz de Pontos

Figura Inicial

Matriz de pontos
transformada

d) Cisalhamento horizontal de fator 0,5.

Solucao:

Matriz de

Transformacéo

Matriz de Fontos

Figura Inicial

Matriz de pontos H
transformada

e) Cisalhamento horizontal de fator 0,75.

Solucao:

Matriz de

Transformacéo

Matriz de Fontos

Figura Inicial

Matriz de pontos H
transformada

0

0

1 025
o 1
o0 3
o o
0 3
o o

05

1

3 3
o 1
3 4
o 1

3 3
01
3 4
0o 1

-
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SR
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LIS

w

m

L
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o
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|
0
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Faow ke e e d

S0 -9 -3 -7 -6 -5 -4 -3 - AL

P A

12 345 6 7 & 910

Foow B Mg ow e O

o8 -2 27 -85 -4 -3 -2 A
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Wl g bRl

1z 3 a5

8 7 8 8 1o

=

Eorow B W og o oe o

108 -3 -7 -6 5 -4 -3 -2 4
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f) Cisalhamento horizontal de fator 1.

Solucao:

Matriz de

Transformacéo

Matriz de Pontos
Figura Inicial

Matriz de pontos
transformada

-

%]

e

[

-

=

Eorow B W og o owoe o

0.8 8 7 -6 5 -4 -3 -2 A

R R A B

1z 3 45 6 7 2 8 10

g) Descreva o efeito que o cisalhamento horizontal provoca na figura.

Solucao: Espera-se que o aluno perceba que a cada unidade de y o valor de x fica

deslocado k£ unidades.

h) Cisalhamento vertical de fator 0,25.

Solucao:

Matriz de

Transformagdc

Matriz de Pontos

Figura Inicial

Msatriz de pontos
transformada

(%]

(%]

[

s

;%]

e

Eohow B g @ om S

A0 -8 8 -7 -6 -5 -4 -3 -2

ok

e U S G

[
=)

1 2 3 465 & 7 2 8 10
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i) Cisalhamento vertical de fator 0,5.

Solucao:
10
9
Matriz de 10 ]
Transformacdo 0s 1 ?6
5
Mt geFortes | 0 1122113300 :
Figura Inicial 00112 2 3 3 4 5 0 H
1
Matriz de pontos HU 331‘122113300“ 108 3 -7 -6 -5 -4 -3 -2 Al 12 345 67 8 910
transformada o2 3 33 4 5 6 7 5 0 -2
-3
-4
-5
-6
-7
E
E
-10

j) Cisalhamento vertical de fator 0,75.

Solugao:
10
9
Matriz de 1 0 8
Transformagso 075 1 ?6
5
Mstriz de Fortos 0 331122113300 :
Figurs Inicial o1 1 2 2 3 3 4 5 5 0 z
1
Matriz de pontos HU 331122113300“ 108 -8 -7 -6 5 -4 -3 -2 Al 12 345 6 7 8 810
transformada 0 23 23 45 456750 K
-3
-4
5
-6
7
-5
-8
10

k) Cisalhamento vertical de fator 1.

Solucao:
Matriz de 1 0
Transformacdo 1 4

Matriz de Pontos 0331122112300
Figura Inicial 00112 233 44550

[ R T 1

Matriz de portos o0 3 3112
transformads 0 3 4 23 45 45785070

-0-8 - -7 -5 -5 -4 -3 -2 1 2 3 456 7 8 2 10

-]
Y
Y
[3%]
W
[=]
=

Bbdldbbdbd
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1) Descreva o efeito que o cisalhamento vertical provoca na figura.

Solucao:
Espera-se que o aluno perceba que a cada unidade de x o valor de y fica deslocado

k unidades.

2. Os seguintes pontos sao vértices de uma figura, represente a matriz de pontos na
planilha eletrénica e descubra qual é a figura (0, 0), (6,6), (10, 1), (13, 3), (9, 9),
(9, 14), (15, 15), (15,18), (7, 17), (8, 18), (8, 21), (10, 21), (10, 22), (8, 22), (8, 24),
(3, 24), (3, 22), (1, 22), (1, 21), (3, 21), (3, 18), (4, 17), (-4, 16), (-3, 13), (3, 13,5),
(3,5, 9), (-2, 3), (0, 0).

Solucao:

it 134

Transformacéo
Matriz de Fontos. ” 0 61013 8 9515 145 7 & & 10 10 & &8 3 3 1 1 3 3 4 -4 -3 335 -2 0
Figura Inicial 0 6 1 2 9 14 15 18 17 18 21 21 22 22 24 24 22 22 21 2 18 17 16 13135 9 3 O
Matriz de pontos ”D 6 013 9 95 1515 7 8 & 10 1 8 & 3 3 1 1 2 3 4 4 .3 3 35 -2 D|
transformada 0 6 1 2 9 14 15 18 17 18 M 21 22 22 24 24 22 22 21 21 18 17 18 12 135 8 32 0

E

=

26

F

2z

)

1z
10
6

S-3-11 35 7 91113151719

3. Efetue as seguintes transformacoes na figura do exercicio anterior:

a) Contracao proporcional de fator k = 0, 5.

Solucao:

Matriz de ”0.5 0 ”
Transformacéo 0 0
Matriz de Fontos ”n 6113 9 21515 7 8 8 10 10 8 8 3 3 1 1 3 3 4 -4 3 335 -2 n|
Figura Inicial O & 1 2 9 14 15 18 17 18 21 2 22 22 24 24 22 22 21 M 18 17 1€ 12135 5 2 O
Matriz de pontos ” 0 2 5 B54545757535 4 4 5 5 4 4 151505051515 2 2 451517 1 n|
trensformada 0 2051545 7 75 9 85 9 105105 11 11 12 12 11 11 105105 2 85 8 8567545 15 0

30

=

26

s

2z

20

1z

16

1a

1z

10

B

z

5.3-11 35 7 91113151719

b) Dilatagao de fator k = 1,5 na diregao do eixo x.

Solucao:
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Mstiz de ||1.5 0 “
Transformacio 01
Mstriz de Fontos 0 B0 13 5 S5 15 7 8 W10 8 & 3 3 1 1 3 3 4 4 3 335 3 g
Figurs Inicisl 0 8 1 3 9 14 15 18 17 18 21 21 22 22 24 24 22 22 21 21 18 17 18 12125 8 2 0
Mstriz de pontes || 0 9 15135 135135225225105 12 12 15 15 12 12 45 45 15 1,5 45 45 6 -6 4525525 3 o"
transformada 0 6 1 2 8 14 15 18 17 18 21 21 22 22 24 24 22 32 N 21 18 17 16 13135 8 2 0

30 -

= 4

26

21 4

22 4

2 4

18

14 -
1z 4
10 -
g
6

-7-5-3-11 357 9111315171921 23

c¢) Rotagao de um angulo de 6 = 7 no sentido anti-horario.

Solucao:

Metriz de "U -1"

Transformacis 10

Mstriz de Portos "0310139915157331010533311334-4-3335-2o|

Figura Inicisl 0 8 1 3 9 1415 18 17 18 21 21 22 22 24 24 22 X 21 2 18 7 16 1315 8 2 0

Matriz de pantos " 0 8 1 -3 9 18 1518 AT <18 21 -2 2222 24 M4 22 22 21 H 4B AT 16 13135 .9 3 0

transformada 0 8 012 8 9 1515 7 8 8 10 10 &8 & 3 2 1 1 2 3 4 -4 -3 3 35 2 0
04

d) Reflex@o no eixo y seguida de uma rotagao de § =

Solucao:

Matriz de " 10 " ‘0.7 -07" _" 0.7 0_7,”
Trarsformacio 0 4l -fo7 07007 0

Matriz de Pontos o & 10 12 2 9 15 ¥ & & 10 W 8 & 2 23 1 1 2 4 -4 -3 335 -2 0O
Figura Inicisl o & 1 3 3 14 15 18 17 18 21 21 22 22 24 24 22 22 A 21 18 17 18 13135 5 3 O

Mstriz de pontos || 0 0 s82-7 0 35 0 21 7 7 91 77 84 98 12147 13,3147 14 125 0591 14 112736385 356 0 |
transformada 0 84 77112 1268 181 21 221168 18220321724 21 24183 75161 154168 MT14T 84 7 N=EIE 0T 0

=

s -5 o 5 0 15 m
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e) Translacao segundo a coordenada (2, 3). Solugao:

Matriz de
Transformacio
Matriz de Pontos
Figura Inicisl
Matriz de pontos
transformada

10
01
L
"051013991515733
0 & 1 2 9 14 15 18 17 18 21
"2 8 1215 11 11 17 17 8 10 10
29 4 6 12 17 18 21 20 21 24

30 4

= 4

0 4

15 -

10

5 o

010 8 8 3 2 1 1 2 2 4 -4
21 22 22 24 24 2 22 21 21 18 17 18

121210 10 5 5 3 3 5 5 8 -2
24 25 25 27 27 25 25 24 24 21 20 19

-3 3 35
13 135 9
-1 5 55
16 165 12

@S Wi

W ee
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3 Morfismo

Um morfismo pode ser descrito como uma combinagao de deformagoes de duas
imagens distintas, associando caracteristicas correspondentes das duas imagens. Uma das
duas imagens é escolhida como imagem inicial e a outra como a imagem final. E usado
para gerar um efeito de animado ou de transicao de imagens, conforme a imagem abaixo

onde é feito a transicdo entre as figuras de um barco a vela e uma estrela.

K
=2

=

Figura 33 — Morfismo

3.1 Aula 7: Morfismo no plano

Objetivos

Definir, calcular e representar morfismos no plano.

Metodologia
Organizar a turma de modo que todos tenham acesso a planilha eletronica e acompanhar
o desenvolvimento dos alunos para garantir que todos estejam realizando as atividades.
Programar a planilha eletronica e efetuar alguns morfismos com equipamento multimidia
para que os alunos possam acompanhar e reproduzir. Propor aos alunos que efetuem em

seus computadores as atividades propostas do capitulo.

Avaliacao
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Verificar se todos os alunos conseguiram desenvolver as atividades, se necessario retome

0s conceitos.

Morfismo no plano

Representando os vértices da imagem inicial como uma matriz de pontos estendida
I e os vértices da imagem final como uma matriz de pontos estendida F', entao a matriz

de Transicao T entre I e F' pode ser definida por:

T(k) =1 +k(F — 1),k €[0,1]

Note que, se k = 0 teremos 7'(0) = [+0(F—1) = I se k = 1 teremos T'(1) = [+1(F—1) =
I+F—-1=F

Para ilustrar, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.1. Efetuar o morfismo de fator £ = 0,5 do Triangulo ABD de vértices
(1,1),(3,1) e (1, 3)(figura inicial) e do Retangulo AB'C'D’ de vértices (1,1), (5,1), (5,4)
e (1,4) (figura final).

Para utilizar a formula do morfismo precisamos que a matriz de pontos estendida
dos vértices da figura inicial I e a matriz de pontos estendida dos vértices da figura final

F tenham a mesma ordem.

Desta forma, como I tem ordem 2x4 e F' tem ordem 2x5, vamos utilizar o ponto
médio dos pontos B = (3,1) e D = (1, 3).

A férmula para célculo do ponto médio destes pontos é dada por: (322, 912&)

que nos dé o ponto C' = (2,2).

Matriz de pontos estendida da figura inicial (Triangulo ABD) acrescido do ponto

1 3 211
c: I' = L1931 )(Note que novamente devemos repetir o primeiro ponto na

ultima coluna).

Matriz de pontos estendida da figura final (Retangulo AB’'C'D’): F = (

Assim a matriz T'(k), com k = 0,5 pode ser calculada da seguinte forma:

1 5511
11441

|
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a;=1+05(1-1)=140=1

as =3+ 0,5(5-3)=3+1=4

a3 =2+ 0,5(5—-1)=2+2=4

a =1+ 05(1-1)=140=1

a; =1+ 05(1—-1)=140=1

ag =1+ 05(1-1)=140=1

ap =14+ 05(1—-1)=1+0=1

a3 =24 0,5(4—2)=2+1=3

ass =3+ 0,5(4—3)=3+0,5=3,5

ap =1+ 05(1—-1)=140=1

Logo a matriz de pontos da figura intermediaria (Quadrildtero AB”C”D”), para

k =0,5 sera:

T(0.5) 144 1 1
o l1 13 3,5 1

Nos gréaficos da Figura 34, elaborados no Excel e sobrepostos, fica claro que a

posicao do ponto A é fixa, enquanto o ponto B “caminha” para a posicao do ponto B’,

o ponto C' “caminha” para a posicdo do ponto C’ e o ponto D “caminha” para a posicao

do ponto D'.
Matriz de Pontos T(0) X 1 3 2 1
Figura Inicial 1 1 2 3
Matriz de Pontos TM) X 1 5 5 1
Figura Final 1 1 4 4
X 1 4 35 1
T(05) 1 1 3 35

0 0,2 1 15 2 23 3 3,3 4

Figura 34 — Transi¢ao do Triangulo ABC para o Retadngulo AB'C'D’ em k = 0,5

Exemplo 3.1.2. Efetuar o morfismo das imagens da Figura 35 e Figura 36, para
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k € {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5;0,6;0,7;0,8;0,9} use um programa para criacao/edigao de

apresentacoes graficas para fazer a apresentagao desta transicao.

11 4 ii
13: 10 -
4 N
4 & 1

u

T T T T T T T T T T T T T T 1
a 1 z 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(= R N
= T ]

T T T T T T T T T T T T T T 1
a 1 z 3 4 5 6 7 8 2 10 11 12 13 14 15

Figura 35 — Veleiro Figura 36 — Estrela

Note que as matrizes de pontos inicial e final sdo:

. 6 1 2357896 6 6 36
Figura 35: [ =
3321112335744
Figura 36:
P 10 11,5 12 12,5 14 13,2 14 12,5 12 11,5 10 10,8 10
{8 8 7 8 8 95 11 11 12 11 11 95 8
Vamos inserir estas matrizes no Excel, para gerar as matrizes de pontos dos mor-

fismos.

Um modo de resolver é primeiro inserindo a matriz I nas células que vao de E2

até Q3 e a matriz I’ nas células que vao de E5 até Q6.

Na célula C8 insiro o valor de k =0, 1;

Na célula ES8 insiro a férmula “= E$2 + $C8 x (E$5 — £$2)”;

Na célula E9 a férmula “= E$3 + $C8 « (E$6 — E$3)".

Selecionamos as células E8 e E9 (clicando com o botao esquerdo do mouse em
E8 e arrastando o mouse até E9, mantendo o botao esquerdo do mouse pressionado) e
copiamos para as células ao lado até a coluna Q, desta férma a matriz 7'(0, 1) estard nas

células que vao de E8 até Q9.

Nas células C11, C14, C17, C20, C23, C26, C29 e C32, inserimos os demais valores
de k, respectivamente, 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8 € 0,9.



Capitulo 3. Morfismo 53

Para finalizar os cdlculos, selecionamos as células que vao de E8 até Q9 (clicando
com o botao esquerdo do mouse em E8 e arrastando o mouse até Q9, mantendo o bo-
tao esquerdo do mouse pressionado) entao clicamos, com o botao direito do mouse, nas
células E11, E14, E17, E20, E23, E26, E29 e E32 e selecionamos colar, em cada uma delas.

Para cada uma destas matrizes precisamos gerar um grafico para isso precisamos
primeiro selecionar as células que contém a matriz I (de E2 até Q3), depois clicando em
Inserir, em seguida, Dispersao nas opg¢oes de Graficos e Dispersao com linhas

retas (sem marcadores).

Para melhor visualizar as transi¢oes formatamos os eixos x e y, clicando sobre cada
eixo (botao da direita), acessando Formatar Eixo, e configurando, um eixo de cada vez

da seguinte forma:

Em Opcoes de Eixo; Minimo selecionamos Fixo, 0,0; Maximo: Fixo, 15; Unidade

principal: fixo, 1,0 (lembre de repetir o processo para o outro eixo).

I ER FRED) Oficina Transf - Microsoft Excel = | &
) =
Inico | Inserir  layoutdaPigina  Férmulas Dados  Revisio Exibicio @ -9 x
B » = r‘j / m (== Bx W) (Z- ‘%f
¥+~ | | S Quebrar Texto Automaticamente | Geral - Ll g [ |
c\Jg o ol F % Fﬁjdt Et_\ﬂ‘a IJ E:T\F-Ei‘ jvcw f Léwa
olar N 7 § | @i (@3- o oo||3 %9|  Formatacio  Formatar Estilesde | Inserir Excluir Formatar assificar Localizar e
- B Mesclr e Centralzer - % | 3 Condicional ~ como Tabela~ Célula = - - - <2~ eFiltrar~ Selecionar -
readeT.. Fonte & Alinhamento 5 Nimero 5 Estilo Células Edigio
[ AL - £
A B C D E F G H | J K L M N 9} P Q R S T u % w X Y 4
1
2 Matriz de Pentos Tio) X [ 1 2 3 5 7 8 9 [ 6 6 3 [
3 |Figura Inicial Vi 3 3 2 1 1 1 2 3 3 5 7 4 4
I3
5 Matriz de Pontos i) x 10 15 12 125 14 132 14 125 12 15 10 10,8 10
6 |Figura Final y 8 8 7 8 8 9.5 1" il 12 " 1" 9.5 8
7
8 T0,1) X 64 2,05 3 3,95 59 7.62 8,6 9,35 6.6 6.55 64 378 64
9 ’ y 35 35 25 1.7 1.7 185 29 38 39 56 74 4,55 144
10
11 T0.2) X 6.8 31 4 49 6.8 824 92 97 72 7 68 45 63
12 ; v 40 40 30 24 24 27 38 456 48 6.2 78 51 48
13
14 T0.3) x 7.2 418 5 586 7.7 886 98 1008 7.8 768 7.2 534 7.2
15 ’ y 45 45 35 31 31 385 47 54 57 6.8 82 565 52
16
17 T0.4) x 76 52 6 6.8 86 948 104 104 84 8.2 76 6,12 76
18 ’ y 5 5 4 3.8 38 4.4 56 6.2 6.6 T4 8.6 6.2 5.6
19
20 T0.5) X 8 6.25 7 775 95 10,1 11 10,75 9 8.75 8 69 8
21 ’ y 55 55 45 45 45 525 65 T 75 8 9 6,75 6
22
23 T(0.6) X 8.4 73 8 87 104 1072 116 111 96 93 8.4 768 84
24 ; v 6 6 5 52 52 6,1 74 78 84 8.6 94 73 64
Po)
26 T0.7) x 8.8 8.35 9 965 1.3 1134 122 1145 102 985 88 846 8.8
27 ’ y 6.5 65 55 59 59 695 83 86 93 9.2 9.8 785 68
PL
29 T0.8) x 92 94 10 106 122 119 128 118 108 104 9.2 9,24 9.2
30 ’ y 7 7 6 6.6 6.6 7.8 9.2 9.4 102 98 102 84 7.2
31
32 T0,9) X 96 1045 11 11,55 131 1258 134 1215 114 109 96 1002 96
33 B y 75 75 65 73 73 8.65 10,1 102 1M1 104 106 895 7.6
34
HAr ¥ Trans_ Lineares 3 Trans_Lineares | Morphin _ 10 Passos Morphin _ 10 Passos Graficos Morphin _ Para Power Point Triangulo_retangulo Pn2 Pln2 (2) “Plan3 “Phnd F
Pronta [62 O ] 0096, ) U &)

6l 5 950 c @& E[m s @

Figura 37 — Matrizes de Pontos

Clicando (botao esquerdo do mouse) onde diz Série 1 e clique em delete, clique

numa linha de grade e clique em delete.

Para elaborar a apresentacao de slides, utilizamos o programa Microsoft Power-
Point 2007 (pode ser utilizado um outro apresentador de slide de forma andloga), o pro-

grama abrird com um slide em branco no centro e uma visualizacao de seus slides na parte
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esquerda do monitor (sé haverd um), clicamos com o botao direito do mouse e optamos

por excluir slide.

Em seguida acessamos Inicio, e em Novo Slide optamos por Em branco,
clicamos dez vezes na tecla f4 e assim teremos 11 slides em branco, nas quais copiaremos
os graficos das matrizes de pontos gerados pela planilha eletronica, clicando no gréafico da
matriz I com o botao direito do mouse optamos por copiar, voltando para o PowerPoint,
no primeiro slide clicamos com o botao direiro do mouse e optamos por colar. Repetimos
0 processo para os graficos das matrizes:
7(0,1);7(0,2);7(0,3);7(0,4);7(0,5);7(0,6); 7(0,7); T(0,8); 7'(0,9); F., nessa ordem.

Por fim teremos as figuras: Inicial, Final e 9 figuras intermediarias. Para au-
tomatizar as transicoes das figuras acesse em Animagoes a opcao Avancgar Slide
Automaticamente Apds: 00:01 por fim pressionamos a tecla F5 para as transicoes

comecarem.

Figura 38 — Morfismo

Atividades

1. Dados os retangulos I de vértices: (1, 1), (7, 1), (7, 4), (1, 4), (1, 1) e F de vértices:
(7, 0), (10, 0), (10, 6), (7, 6), (7, 0), para qual valor de k teremos um quadrado?
Quais as coordenadas deste quadrado?

Solugao:

Teremos um quadrado para k = 0,5. As coordenadas do quadrado serdo: (4; 0,5),
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(8,5: 0,5), (8,5: 5), (4, 5).

2. Efetue o morfismo das imagens I cujos vértices sdo as coordenadas (2, 2), (5, 2),
(5, 4), (6, 4), (6, 2), (8, 2), (8, 5), (7, 6), (7, 8), (6, 8), (6, 7), (5, 8), (2, 5), (2, 2)
e I’ cujos vértices sao as coordenadas (1, 1), (3, 1), (3, 3), (5, 3), (5, 1), (9, 1), (9,
9), (8,9), (8, 7), (5, 11), (2, 7), (2,9), (1, 9), (1, 1), para k € {0,2;0,4;0,6;0,8} e
coloque-as em ordem comecando com a imagem I e terminando com a imagem F'
numa apresentacao de PowerPoint conforme delineado no exemplo 4.2.
Solucao:

Seguindo o exemplo 3.1.2 temos:

ssssssssssssssssssssssssssssssssssss

ssssssssssssssssssssssssssssssssssss
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3. Efetue o morfismo das imagens I cujos vértices sdo as coordenadas (1; 2,5),
(1, 2),(4, 2),(4, 1),(6; 2,5),(4, 4),(4, 3),(1, 3),(1; 2,5) e F cujos vértices sdo as
coordenadas (1; 2,5),(3, 1),(3, 2),(6, 2),(6; 2,5),(6, 3),(3, 3),(3, 4),(1; 2,5), para
k € {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5;0,6;0,7;0,8;0,9} e coloque-as em ordem comegando
com a imagem [ e terminando com a imagem F numa apresentacao de PowerPoint.
Solugao:

Seguindo o exemplo 3.1.2 temos:

= D D OO D
O D <o <o e

4. Agora é sua vez de exercitar a criatividade, represente no plano duas figuras po-
ligonais e efetue o morfismo das figuras em 5 etapas (lembre-se que o ntimero de
pontos considerados de cada figura deve ser o mesmo) e faga uma apresenta¢ao no

PowerPoint para mostrar para os colegas.

Resposta pessoal.
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4 Possiveis continuacoes ou desdobramentos

Esta proposta de atividade foi pensada especialmente para aplicacdo no ensino
médio, sabemos que muitas vezes o professor ndo dipdéem de tempo para aprofundar este
tipo de aplicacao, desta forma procuramos apresentar apenas as ideias necessarias para o
desenvonvimento das atividades e deixamos nessa secao sugestoes para o professor inte-

ressado em seguir o estudo das transformacgoes no plano.

Uma ideia interessante de ser estudada é a do ponto fixo: quais pontos nao sofrem
alteragoes quando efetuamos a transformagao, ou seja, quais os pontos (z,y) tais que
T(z,y) = (z,y). Essa analise pode ser feita graficamente apenas analisando as imagens

das transformacoes, ou de forma algébrica estudando a lei da transformacao.

As transformagoes isométricas (transformagoes que nao alteram as distancias entre
os pontos, ou seja mantém as medidas) podem ser facilmente identificadas pelos alunos
simplesmente manipulando as matrizes de transformacoes e analisando as figuras geradas,
logo é uma boa opcao para a continuacao dos estudos bem como sua relacao com a nogao

de figuras congruentes.

O exercicio n° 3 letra d do capitulo 2 oferece a motivacdo para que o professor
possa introduzir a composicao de transformacoes lineares, conceito importante que pode

ser facilmente aplicado pelo aluno multiplicando as matrizes da transformacao.

O professor pode ainda aproveitar as vantagens de se trabalhar com a planilha ele-
tronica no estudo de determinantes e como auxiliar na resolugao de sistemas (pela regra
de Cramer, por exemplo) que sao os contetidos que normalmente sucedem as operagoes

com matrizes.
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5 Consideracoes finais

Procuramos com esta proposta de atividade educacional ampliar o significado das
operacoes com matrizes, proporcionando ao aluno uma interpretacao geométrica para essa
operagoes e com isso motivar os alunos ao estudo da matematica em especial as transfor-
macoes lineares, além disso apresentar ao aluno um programa que pode ser importante

tanto para estudar matematica como para sua inserc¢ao no mercado de trabalho.

Buscamos ainda propor, ao professor uma sequéncia de atividades diferenciadas
utilizando o minimo possivel de conhecimento de planilha eletronica, bem como apre-
sentar algumas possibilidades de usos em expressoes algébricas, sequéncias, progressoes
aritméticas e geométricas, matrizes e matematica financeira, para que o professor se apro-
prie dessa ferramenta e a utilize em suas aulas de forma a contribuir para a melhoria do

ensino da matematica na educacao basica.
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ANEXO A — Lista de atividades: utilizando a

planilha eletronica

1. O Indice de Massa Corpérea (IMC) é adotado pela Organizagdo Mundial de Saide
para o calculo do peso ideal de cada individuo. Para fazer o célculo do IMC basta
dividir sua massa em quilogramas pela altura ao quadrado (em metros). O nimero
que serd gerado deve ser comparado aos valores da tabela IMC (Entre 18,5 e 24,9 é

o normal).

Insira na célula A1 “Sua massa”, na célula A2 “Sua altura”, na célula A3 “IMC”,
na célula B1 o valor da sua massa em quilograma, na célula B2 o valor de sua altura
em metros, insira na célula B3 uma féormula adequada para calcular varios IMCs

bastando para isso preencher as células Bl e B2.

2. Insira numa coluna do Excel, os seguintes itens (um em cada linha): Saldrio, Saldo
no Banco, Total, deixe uma linha em branco e continue: Supermercado, Aluguel,
Escola, Agua/ Luz, Telefone, Carro, Seguro, Vestuario, Lazer, Total, deixe uma li-
nha em branco e insira: Saldo.

Faga uma estimativa dos valores recebidos/gastos por sua familia e insira na coluna
ao lado, insira uma férmula ao lado do item Saldo para que este seja calculado

bastando atualizar os valores dos itens.

3. Insira na célula Al o primeiro valor da progressao aritmética definida por: a, =
2n 4 5. Insira na célula A2 uma férmula para que seja calculado o segundo termo
desta progressao aritmética, copie esta formula para as células abaixo de modo a
calcular os primeiros 20 termos da progressao aritmética. Dica: para copiar a for-
mula vocé pode clicar no botao direito do mouse e selecionar “copiar” em seguida
clique na primeira das células onde vocé quer colar a férmula, mantendo o botao
pressionado mova o cursor para baixo até que todas as células fiquem selecionadas,

clique novamente no botao direito e selecione “colar”.

4. Utilize a mesma ideia da atividade anterior para escrever explicitamente os vinte
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primeiros termos da progressao geométrica definida por a,, = 3.2"

4 1
5. Sejam A = 0 ,B = 50 ,C'= 300 e D= 3 )
1 3 2 4 10 0 4

Insira no Excel a matriz A nas células A1, B1, A2, B2; a matriz B nas células D1,
E1l, D2, E2, insira formulas nas células G1, H1, G2, H2, para que tenhamos: AXB.

Utilize as féormulas para calcular os seguintes produtos:

a) BXA.
b) AXC.
c) CXA.
d) BXC.
e) CXB.
f) AXBXC.

g) CXBXA.

0331122113320 0
6. Dada a matriz de pontos [ = :
0011223344550

a) Represente estes pontos no papel quadriculado e ligue os pontos na ordem em

que eles aparecem.

0 -1
b) Efetue a transformacdo definida pela matriz T = Lo e represente a

matriz transformada no papel quadriculado. O que aconteceu com a figura inicial

apos a transformacgao?
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ANEXO B - Lista de atividades: transforma-

coes no plano

1. Efetue as seguintes transformacgoes na figura cuja a matriz de pontos extendida é

(0331122113300
" \lo01122334455°0]/

a) Reflexdo em torno do eixo x.

b) Reflexao em torno do eixo y.

c¢) Cisalhamento horizontal de fator 0,25.
d) Cisalhamento horizontal de fator 0,5.
e) Cisalhamento horizontal de fator 0,75.
f) Cisalhamento horizontal de fator 1.

g)

h)

i) Cisalhamento vertical de fator 0,5.

Descreva o efeito que o cisalhamento horizontal provoca na figura.

Cisalhamento vertical de fator 0,25.

j) Cisalhamento vertical de fator 0,75.
k) Cisalhamento vertical de fator 1.

1) Descreva o efeito que o cisalhamento vertical provoca na figura.

2. Os seguintes pontos sao vértices de uma figura, represente a matriz de pontos na
planilha eletrénica e descubra qual é a figura (0, 0), (6,6), (10, 1), (13, 3), (9, 9),
(9, 14), (15, 15), (15,18), (7, 17), (8, 18), (8, 21), (10, 21), (10, 22), (8, 22), (8, 24),
(3, 24), (3, 22), (1, 22), (1, 21), (3, 21), (3, 18), (4, 17), (-4, 16), (-3, 13), (3, 13,5),
(3,5,9), (-2, 3), (0, 0).

3. Efetue as seguintes transformacoes na figura do exercicio anterior:

a) Contracao proporcional de fator k = 0, 5.

c) Rotagao de um angulo de 6 = 7 no sentido anti-horario.

)
b) Dilatagao de fator k£ = 1,5 na diregao do eixo x.
d) Reflexdo no eixo y seguida de uma rotacao de 6 = 7.

e) Translacao segundo a coordenada (2, 3).
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1. Dados os retdngulos I de vértices: (1, 1), (7, 1), (7, 4), (1, 4), (1, 1) e F' de vértices:
(7, 0), (10, 0), (10, 6), (7, 6), (7, 0), para qual valor de k teremos um quadrado?

Quais as coordenadas deste quadrado?

2. Efetue o morfismo das imagens I cujos vértices sao as coordenadas (2, 2), (5, 2),
(5, 4), (6, 4), (6, 2), (8, 2), (8, 5), (7, 6), (7, 8), (6, 8), (6, 7), (5, 8), (2, 5), (2, 2)
e F cujos vértices sdo as coordenadas (1, 1), (3, 1), (3, 3), (5, 3), (5, 1), (9, 1), (9,
9), (8,9), (8 7)), (5 11), (2, 7), (2,9), (1,9), (1, 1), para k € {0,2;0,4;0,6;0,8} e

coloque-as em ordem comecando com a imagem [ e terminando com a imagem F'

numa apresentacao de PowerPoint conforme delineado no exemplo 4.2.

3. Efetue o morfismo das imagens I cujos vértices sao as coordenadas (1; 2,5),(1,
2),(4, 2),(4, 1),(6; 2,5),(4, 4),(4, 3),(1, 3),(1; 2,5) e F cujos vértices sao as co-
ordenadas (1; 2,5),(3, 1),(3, 2),(6, 2),(6; 2,5),(6, 3),(3, 3),(3, 4),(1; 2,5), para
k € {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5;0,6;0,7;0,8;0,9} e coloque-as em ordem comegando

com a imagem [ e terminando com a imagem F numa apresentacao de PowerPoint.

4. Agora é sua vez de exercitar a criatividade, represente no plano duas figuras po-

ligonais e efetue o morfismo das figuras em 5 etapas (lembre-se que o niimero de

pontos considerados de cada figura deve ser o mesmo) e faga uma apresenta¢iao no

PowerPoint para mostrar para os colegas.
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