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Resumo

O objetivo principal desse trabalho é apresentar e demonstrar o Teorema Fundamental
da Algebra e utilizar o software Winplot para uma ideia intuitiva do enunciado desse Te-
orema, para os alunos do ensino médio, devido a impossibilidade de compreensao de sua
demonstracao, na sua foma original. Nesse sentido, esse trabalho apresenta uma breve
histéria e construcao dos niimeros complexos, o Teorema Fundamental da Algebra, que se
apoia sobre essa construcao, com algumas de suas consequéncias importantes. Apresen-
tamos o software Winplot com alguns dos seus principais comandos e propomos algumas
atividades relacionadas ao enunciado do Teorema Fundamental da Algebra, estabelecendo
conexoes entre algumas areas da Matématica, como por exemplo Geometria Analitica.
Palavras-chaves: Numeros complexos, Polinomios, Teorema Fundamental da Al-

gebra, Software Winplot.
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Abstract

The principal objective of this project is to show and proof the Fundamental Theorem
of Algebra and to use the software Winplot to give a intuitive idea of the Fundamental
Theorem of Algebra, to ensino médio students due to impossibility of the understanding
its proof, in its original form. In this sense, this work show a brief history and cons-
truction of the complex numbers, the Fundamental Theorem of Algebra, that support on
this construction, with some of the its important consequences. We show the Winplot
software with some of the main commands and propose some activities related with the
Fundamental Theorem of Algebra, establishing connection between some Mathematics

parts, for example analytic Geometry.

Keywords: Fundamental Theorem of Algebra, Complex Numbers, Polynomial, Win-

plot software.



viil

Lista de Figuras

21 Imersatode Rem C . . . . .. .. .. . 13
2.2 Plano Complexo . . . . . . . . ... 15
2.3 Conjugagao de numeros complexos . . . . . . .. ... 15
24 Moédulode z . . . . .. 16

3.1 Os conjuntos D,(z), D,(20), Di(20) € Cp(20) « « « « o o oo oo 27



Sumario

Agradecimentos \%
Resumo vi
Abstract vii
Lista de Figuras viii
1 Introdugao 1
1.1 Nuameros Complexos . . . . . . . . . .. 1
1.2 Teorema Fundamental da Algebra ...................... 4
2 Numeros e Polinomios Complexos 7
2.1 Construcao dos Numeros Complexos . . . . . . . .. ... ... ... ... 7
2.2 Conjugado . . . . . ... 14
2.3 Formapolar . . . . . . .. 16
2.4 Argumento de um nimero complexo . . . . . ... 18
2.5 As raizes n-ésimas de um nimero complexo . . . . . ... ... ... 20
2.6 Polinomios Complexos e Graus de Polinomios . . . ... .. ... .. ... 22
2.7 Raizes e fatorizacao de polinomios complexos . . . . . . . . . .. ... ... 23
3 Conceitos Basicos da Topologia e Analise Complexa 26
3.1 Topologia bésica dos complexos . . . . . .. . ... ... L. 26
3.2 Continuidade dos polinomiosem C . . . . . . . .. ... .. ... ..... 29
4 Teorema Fundamental da Algebra e Suas Consequéncias 32
4.1 Teorema Fundamental da Algebra ....................... 32
4.2 Raizes em polinomios de grau um e dois . . . . . . . . ... ... 39

X



4.3 Raizes de polinémios do tipop(z) =2"—a . . . . . ... ...
5 Consequéncias e Atividades para o Ensino Médio
5.1 Justificativa Pedagégica . . . . . . . . ...
5.2 Atividade 1 . . . . . . .
5.3 Atividade 2 . . . ...
54 Atividade 3 . . . . ...
5.5 Atividade 4 . . . ..
56 Atividade 5 . . . . ...
5.7 Atividades Tedricas . . . . . . . . ..
6 Apéndice
6.1 Atividade 1 . . . . . ..
6.2 Atividade 2 . . . . ..
6.3 Atividade 3 . . . . ..
6.4 Atividade 4 . . . . . .
6.5 Atividade 5 . . . ...

Referéncias Bibliograficas

40

41
41
45
47
49
52
23
o4

55
95
57
60
63
65

66



Capitulo 1

Introducao

Nesse capitulo apresentamos uma breve historia dos niimeros complexos e do Teorema
Fundamental da Algebra. Esse capitulo tem dois objetivos: primeiro lugar desmitificar a
crenca de que os nimeros complexos surgiram para resolver certas equacoes quadraticas
e em segundo lugar apresentar uma histéria, ainda que breve, sobre esse importante
Teorema mostrando quantos grandes matematicos trabalharam para que sua validade

fosse reconhecida. Esse capitulo estd baseado em [19], [13], [5] e [9]

1.1 Numeros Complexos

Os numeros complexos nao se originaram, como alguns supoem, da necessidade de dar
uma solucao para a equacao 2 + 1 = 0. Problemas e operacoes que nao tem solucao sao

extremamente comuns na Matematica. Fis alguns exemplos:
e =0 mod(2), tal que x é impar;
e r =21+ 2;

e Desenhar um triangulo no plano euclidiano com angulos internos «, § e v tais que

a+ [+ =200°.

Logo era natural aceitar que equacoes do tipo 22 +a = 0, com a > 0, ndo tinham
solugao, pois essa solucao passava pela extracao de raiz quadrada de ntimeros negativos,

o que é impossivel em R.
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Sé que o problema da extracao de raiz quadrada de niimeros negativos teve que ser
repensado apds a descoberta de um método para resolucao de equagoes do terceiro grau
por Nicolo Fontana de Brescia(1499 - 1557), mais como Tartaglia. O método de Tartaglia
foi publicado em 1545 por Gerolamo Cardano (1501-1576) no livro Ars Magna, motivo

pelo qual esse método é conhecido como método de Cardano.

O método de Cardano permitia descobrir a raiz real de toda equagao do tipo
y3+py+q = 0. Com algmas manipulacoes algébricas, também descobertas por Tartaglia, é
possivel escrever qualquer equacao completa do terceiro grau, ou seja az+ba?+cx+d = 0,
em uma equacao do tipo > +py+q = 0. Logo o método de Cardano resolve todas equacoes

do terceiro grau. Nesse método a raiz real da equacao y> +py +q =0 é

s/ g ¢ sl g ¢ 7
Sy (- QR [ S ARy UYL S 1.1
v \/2+ 4+27+\/2 ST (11)

Cardano sabia de antemao que x = 4 é uma solucao da equacao x> — 15z — 4 = 0,

pois 43 —15.4 — 4 = 64 — 60 — 4 = 0, logo aplicando seu método nessa equacao Cardano

esperava encontrar x = 4 como solucao. Vejamos o que Cardano encontrou

o \3/_%+\/<—f>2+<—2175>3+\3/_%_\/<‘j>2+(‘2175)3
— \3/2+\/W+\3/2—m
— '{/2+m+§’/2+m
= Vo VBRI + 2+ VL)
_ €/2+11\/—_1+{’/2+11\/—_1 (1.2)

3 — 152 — 4 = 0, devemos ter

\3/2 + 11v/—1+ {’/2 + 11v/—1 = 4. Logo a resolucao algébrica dessa equacao passava pelo

Ou seja, se o método funcionasse para equagao x

calculo de uma raiz quadrada de um niimero negativo, no caso analisado, v/ —1. Esse fato

intrigou Cardano por toda a sua vida.
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Somente em 1572 Rafael Bombelli(1526-1572) publica L’Algebra, onde aparece as

seguintes regras operatorias e as formulas da adicao e multiplicagao

(V-1).(v-1) = -1
(—V-1).(—vV-1) = -1
(—V-1).(vV-1) = 1
-L(vV-1) = —/-1
(@a+b/=1)+ (c+dvV-1) = (a+c)+(b+d)vV-1

(a+bvV=1).(c+dvV—1 = (ac—bd)+ (ad — bc)v/—1

O livro L’Algebra é o resultado dos estudos sobre esse novo tipo de ntimero e foi iniciado
por volta de 1550, alguns anos apds Cardano publicar seu Ars Magna. Utilizando suas

regras e férmulas, Bombelli encontrou os seguintes resultados

2+vV-1° = [2+V-1).2+V-1)].2+V-1)
= [22-11)+ (21+12)vV=1] .2+ V-1
(3+4vV—1).(2+ V1)
(3.2 —4.1) + (3.1 +4.2)v/—1
= 24+11V/-1
2-v-1° = [2-V-1).2-V-1)].2-V-1)
= [22—(-1).(-1)) + 2.(=1) + (-1)-2)v=1] .2 = V1)
= B-4/-1).2-V-1)
= (32— (=4).(=1) + (3.(=1) + (—4).2)v~-1

- 2-11V/—1
Logo
V2+11V—1=2+v—=1 e {/2—11V/=1=2—+/—1
entao

{’/2+11\/—1+ {’/2— 1y/—T=2+v-1+2—v/-1=24+2=14 (1.3)

Comparando (1.2) e (1.3) percebemos que o método desenvolvido por Bombelli

auxiliava o calculo da raiz de uma equacao do terceiro grau quando aparecia raiz quadrada
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de niimero negativos. Por causa desses resultados, esses 'niimeros’ comecaram a ser aceitos
como ferramenta computacional, mas nao eram vistos como numeros, com existéncia
efetiva. O proprio Cardano rejeitava a ideia de aceitar esses ’artificios’ como ntimeros,
apesa de de ser inegavel que esses artificios tinham vindo para ficar.

Por volta de 1750, Leonard Euller(1707 - 1783) denotou v/—1 por i nos trabalhos de
Bombelli e deduziu varias ppropriedades desses niimeros, como a forma polar dos niimeros
complexos. Euller tentou a partir da féormula de resolucao da equacao do quarto grau,
descoberta por Lodovico Ferrari (1522 U 1565), encontrar uma formula resolutiva para
equagoes do quinto grau. Mas todas as tentativas falharam.

Outro grande matemético, Joseph Lois Lagrange(1736 - 1816) também tentou en-
contrar uma férmula para resolver equagoes do quinto grau e teve o mesmo insucesso de
Euller. Lagrange chegou a publicar um trabalho entitulado Reflezoes sobre a solugdao de
equacoes polinomiais cerca de trinta anos apds as tentativas frustadas de Euller.

Surgia naturalmente algumas questoes: serd que toda equacao polinomial tem
solucao? e se tiver é possivel encontrar uma férmula resolutiva? e serd que esses novos
numeros serao suficinetes ou precisaremos de outros nimeros?

Antes que essas questoes fossem respondidas, um fato importante fez com esses
entes ou recursos algébricos comecgassem a aceito como nimeros: a descoberta de umaa
interpretacao geométrica para tais nimeros. Essa interpretacao geométrica veio através
dos trabalhos de Caspar Wessel ( 1745 - 1818) em 1797 e de Jean Robert Argand (1768
- 1822) em 1806. Essa representacdo relacionava cada numero complexo com um par
ordenado, ou o vetor tendo origem no ponto (0,0) e extremidade nesse par ordenado. A
partir dessa representagao os niimeros complexos passaram a ser aceitos verdadeiramente

CcOmo numeros.

1.2 Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra tem uma longa histéria e é uma das paginas mais
bonitas da Historia da Matematica.

Depois da aceitagao dos nimeros complexos, pelo menos como ferramenta compu-
tacional ou resultado intermediario para solugoes de equacoes algébricas, Albert Girard

introduziu em 1629 o problema de saber o nimero de raizes de uma equacao algébrica
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qualquer. Ele afirmava que toda as equacao de grau n tinha n raizes. Girard aceita in-
clusive que as solugoes pudessem ser impossiveis, ou seja, nimeros negativos ou raizes de
nimeros negativos. Mas Girad nao apresenta nenhuma prova para essa afirmacao.

Em 1637, René Descartes(1696-1750) prova a regra para o numero méaximo de
raizes reais de um polinomio. Mas ele nao apresenta nada sobre a existéncia de tais
raizes.

Um avango significativo ocorreu em 1746, quando Jean Le Rond d’Alembert encon-
tra um demonstracao, considerada bastente dificil, quando estudava um método para in-
tegrar uma fungao dada pela divisao de dois polinomios com coeficientes reais. Entretanto
a prova de d’Alembert tinha um erro que s6 foi corrigido em 1851 por V. Puiseux(1820-
1883). E interessante observar que na literatura francesa o Teorema Fundamental da
Algebra ¢é conhecido como Teorema de d’Alembert.

Como d’Alembert, outros matematicos encontraram demonstracoes que ou apre-
sentavam falhas ou estavam incompletas. S6 para citar algumas temos Euler em 1742,
Lagrange em 1772, Laplace em 1795 e James Wood em 1798. Algumas dessas demons-
tragoes foram posteriormente corrigidas.

Em 1799, Gauss apresenta a primeira demonstracao considerada correta do Teo-
rema Fundamental da Algebra em sua tese de doutorado. Gauss apresentou mais trés
demosntragoes para o Teorema: duas em 1816 sendo uma bastante algébrica e outra base-
ada na teoria das integragoes e mais uma em 1849(no jubileu de seu doutoramento)onde
ele apresenta pela primeira vez uma demonstracao para polinomios com variavel e coefi-
cinetes complexos.

Mas a demonstracao dada por Gaus nao foi a primeira correta. Em 1814 Jean-
Robert Argand(1768-1822) apresentou uma demonstragao completa e sem erros baseada
em um esboco que o préprio Argand havia publicado em 1806. Entretanto a prova de
Argand nao foi aceita por utilizar um resultado ainda nao demonstrado, o da existéncia de
um minimo em fungoes continuas definidas em um conjunto compacto. Esse resultado so
foi provado em 1861 por Wierstrass. A demonstracao de Argand é considerada a mais facil
e uma das mais algébricas. Facil por conseguir trazer o problema do campo dos nimeros
complexos para o campo dos numeros reais e algébrica pois utiliza o minimo possivel de
elementos de Anédlise. Nossa demosntracao é uma variacao da prova de Argand.

Atualmente o Teorema Fundamental da Algebra é demonstrado em cursos de Ana-



lise Complexa como corolario do Teorema de Liouville.

Um comentério bastante interessante é o Teorema Fundamental da Algebra per-
tence a uma classe de Teoremas cuja demonstracao garantem a existéncia de algum objeto
matematico, mas nao diz como construir tal objeto. Esse é justamente o caso do Teorema
Fundamental da Aritmética, que garante a existéncia de infinitos primos, e o Teorema
Fundamental do Célculo. Talvez por isso nao seja dada nenhuma justificativa para a

validade do Teorema Fundamental da Algebra na Educacao Basica.



Capitulo 2

Numeros e Polinomios Complexos

Nesse capitulo faremos a construcao do Corpo dos Numeros Complexos e introduzire-
mos as nocoes de polindmios complexos, raizes complexas e o conceito de fatoracao. Na
construcao dos numeros complexos apresentaremos suas principais propriedades e de-
monstraremos alguns resultados necesséarios a demosntragao do Teorema Fundamental da

Algebra, o principal resultado dessa dissertacao. A construcao que faremos esta baseada

em [20], [10], [12], [13] e [11].

2.1 Construcao dos Nimeros Complexos

Definicao 2.1. Seja R o conjunto dos nimeros reais e consideremos o conjunto R? =

R x R. Definamos nesse novo conjunto duas operagoes bindrias

(1,11) @ (T2, ¥2) = (x1 + 22,91 +y2) € (T1,y1) @ (22,Y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122),
(2.1)

denominadas adicao e multiplicagcao, respectivamente.

Definigao 2.2. Sejam 2, = (x1,y1) € 22 = (12,92) elementos de R?. Dizemos que z ¢é

1qual a 25, e escrevemos zy = 2o, SE T1 = Ty € Y1 = Yo.

O conjunto R?, munido das operacoes de adicao e multiplicacao e da nocao de

igualdade, serd denotado por C e denominado de conjunto dos niumeros complexos.

Proposicao 2.1. O conjunto C é um corpo, isto €, as operacoes de adi¢cao e multiplicagcao

verificam as sequintes propriedades:
(i) 21 ® (22 ® 23) = (21 B 22) B 23 (lei associativa da adi¢ao),

7



(1i) z1 ® 29 = 20 ® 21 (lei comutativa da adigdo),

(11i) o elemento (0,0), denominado de elemento neutro da adi¢do ou zero, é o tunico

numero complexo tal que z; & (0,0) = 21, para todo z; € C,

(iv) para todo elemento zy = (x1,y1), o elemento —z, = (—x1,—y1), denominado de

elemento oposto aditivo ou simétrico, € o inico nimero complexo tal que z1®(—z1) =

(0,0),
(v) 21 ® (20 ® 2z3) = (21 ® 29) ® 23 (lei associativa da multiplicagao),
(Vi) 21 ® 29 = 25 ® 21 (lei comutativa da multiplicagao),

(vii) o elemento (1,0), denominado de unidade da multiplica¢ao, € o unico nimero com-

plezo tal que zy ® (1,0) = z1, para todo z, € C,

1 1 (70
wit) para todo elemento z1 = (x1,y1) # (0,0), o elemento — = ( ,— ,
( ) 1 ( 1) ( ) 2 x% + y% $% + y%

denominado de inverso da multiplicacao ou simplesmente de inverso, € o unico

1
nimero complexo tal que z; @ — = (1,0),
21

(ix) 21 @ (20D 23) = (21 ® 22) D (21 ® 23) (lei distributiva da multiplicagdo em relagdo a
adi¢ao),

para quaisquer que sejam zi, 2o, 23 € C.

Demonstragao. Para quaisquer que sejam os nimeros complexos z; = (z1,y1), 22 =

(1’2792) € 23 = <I3Jy3>:

(i) Pela defini¢ao da adigao em C e pela propriedade associativa da adigao, em R, temos:

2@ (2®2) = (21,91) ((22,12) ® (23, 93))
= (21,51) © (z2 + 23,52 + ¥3)
(214 (22 + 23), 91 + (Y2 + y3))
= (I1+$2 +x3,(y1+y2)+y3)
= (z1+ 22,51 +y2) D (73,3)
= ( T1, Y1) wz,yz)) D (73,Y3)
(21 B 22) D 23.



(7i) Pela defini¢ao da adigao em C e pela propriedade comutativa, em R, temos:

1Bz = (21,01) P (22, Y2

( )
(z1 + 22,91 + 12)
(T2 + 21,92 + 1)
(2, y2) ® (21,91)

= 29D z1.

(111) A propriedade do nimero complexo (0,0) é evidente. Agora, suponhamos que (a, b)
seja um numero complexo tal que z; @ (a,b) = 21, para todo z; € C. Segue disso

que:

21®(a,0) =21 = (21,11) © (a,b) = (21,1)

= (z1+a, 1 +b) = (21,1)
— w1ta=x1 e Yy +b=y
— a=x1—21 ¢ b=y1—wn
— a=0 e b=0

— (a,b) =(0,0).

Assim, (0,0) é o inico nimero complexo com tal propriedade.

(iv) E evidente que z & (—z) = (0,0). Agora, suponhamos que (a, b) seja um niimero

complexo tal que z; @ (a,b) = (0,0). Segue disso que:

S ((l, b) = (070) (xlayl)@(a7 b) - (070>
(x1+a7y1+b) = (070)
r1+a=0 e y1+b=0

a=-x1 e b=—y

(a,b) = (=21, —y1).

el

Assim, —z; = (—x1, —vy;) é o Unico numero complexo com tal propriedade.
) )

(v) Pela defini¢ao da multiplica¢ao em C e pela propriedade associativa da multiplicagao,
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em R, temos:

71 ®(2®2) = (1,11)® ((I2,y2) ® (3, y3))
= (21,41) ® (2225 — Yoys, T2Ys + T3y2)
= (3?1 TaT3 — Yoy3) — Y1(Tays + T3y2), ¥1(22ys + 3Y2) + Y1 (Taws — y2y3))
= (212273 — T1Y2Y3 — Y1T2Y3 — Y1T3Y2, T102Y3 + T103Y2 + Y1T2T3 — Y112Y3)
= ( T1Ty — Y1Y2)T3 — (T1y2 + Y172) Y3, (T1y2 + y172) T3 + (1172 — y1y2)y3)
= (2122 — Y1Y2, T1Y2 + Y172) @ (73,93)
= ((z1,11) @ (x2,12)) @ (73, 3)

= (21 ® 29) @ 23.

(vi) Pela defini¢ao da multiplicagdo em C e pela propriedade comutativa da multiplicaga

em R, temos:

1@z = (21,71) ® (22, Y2)

T1%2 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1)

(
(
(221 — Y2Y1, YoT1 + Y172)
(w2, 92) @ (21, 91)

= 29D 2.

(vii) A propriedade do niimero complexo (1,0) é evidente. Agora, suponhamos que (a, b)
seja um nimero complexo tal que z; ® (a, b) = 21, para todo z; € C. Primeiramente,
observemos que se (a,b) for o elemento neutro da adigao, entao z; = z; ® (a,b) =
21 ®(0,0) = (210 — 110,410 + 210) = (0,0), para qualquer z; = (z1,y1) € C, 0 que
¢ um absurdo. Logo, devemos ter (a,b) # (0,0). Assim, para z; = (z1,y;) € C tal
que 72 + y? # 0, temos

®(a,b) =z = (21,41) © (a,b) = (x1, 1)

= (210 — b, 210+ y1a = (21, y1)
4
r1a — y1b = 11

z1b+yia =y
.

r1a — y1b = 11

| 1@ +x1b=wy
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Multiplicando a primeira equagao, do sistema (2.2), por x; e a segunda equagao por

11 temos:

ria — b= 14 r2a — 1910 = 23
—

yi1a + x1b = 1y via + x1y1b = y?
Somando as duas equagoes:

220 — 21910 = 23

2 2 2 2
ria+yja = x| +yi

!

yia+ x1y1b = yi
= (27 +yi)a= a2t +yi
= (2f +yi)a— (27 +47) =0
= (@i +yi)(a—1)=0

— a=1.

Substituindo a = 1 no sistema (2.2), obtemos z1b = 0 e y,b = 0. Segue disso que
b = 0. Consequentemente, temos (a,b) = (1,0). Assim, (1,0) é o dnico nimero

complexo com tal propriedade.

1
(viii) A partir de um cdlculo direto, podemos mostrar que z; ® — = (1,0). Agora, se para
z

1
21 = (x1,11) # (0,0) temos que (a,b) € C é tal que z; ® (a,b) = (1,0). Entao,

21 ® (CL, b) = (170) — ('Tlayl) ® (CL, b) = (170>
— (z10 — y1b, 10+ 10 = (1,0)
ria —1y1b=1

= . (2.3)
yia+ x1b=0

Multiplicando a primeira equacao do sistema (2.3) por x; e a segunda equagao por

11 temos:

ria—yb=1 120 — ry1b = 14
= : (2.4)

y1a + x1b =10 y%a + 21916 =0

Somando as linhas de (2.4) e considerando que 2% + y# # 0, obtemos:

2 _
ria — x1y1b = x4 ) )
— riatyja =1

yia+ x1y1b =0
T

— 0= 7.
2 2
1+ Y

(2.5)
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Substituindo (2.5) na segunda equagao de (2.3), temos:

T1l Y1
a+rb=0 — +z6=0 — +b=0 — b=
at + yi at + yi
!

ot +yi

. z1 (A . .

Assim, (a,b) = ( ———5,——5 5 ). Logo, — ¢ o 1inico niimero complexo com tal

i T e T 21

propriedade.

(iz) Aplicando as defini¢oes da adi¢ao e da multiplicagdo em C e a propriedade distri-

butiva, em R, temos:

2@ (2®z) = (21,51)® ((22,42) (23, 93))
= (21,y1) ® (T2 + 23, Y2 + ¥3)
= (901 xo +x3) — y1(y2 + v3), 21 (Y2 + y3) +y1(x2+x3))
= (122 + 123 — Y12 — Y1Y3, T1Y2 + T1Ys + 122 + Y1 T3)
= ( T1T9 — Y1y2) + (2123 — y1y3), (212 + v2y1) + (21y3 + 37391))
= (@122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1) B (2123 — Y1ys, T1Y3 + T3Y1)
= ((z1,51) ® (22,52)) & ((z1,41) ® (3, y3))
(21 ® 22) @ (21 ® 23).

No que segue, faremos a imersao do conjunto R no cojunto C. Para isso, utilizare-
mos a liguagem da Algebra Linear. Tal imersao nada mais é do que o isomorfismo entre R
e um subespago de C. Assim, embora os conjuntos R e C tenham naturezas e estruturas
algébricas diferentes, o isomorfismo garantird a existéncia de uma cépia algébrica de R
em C. Isso permitird um abuso de linguagem ao escrever R C C, conforme [11], a saber:
o conjunto do pares ordenados com a segunda coordenada igual a zero. A imersao nos
trara muitos beneficios quanto a notagao dos niimeros complexos e a escrita das operagoes
em C, pois poderemos utilizar as mesmas notagoes utilizadas em R. A imersao serd feita,

conforme o resultado, abaixo.

Teorema 2.1. Seja T : R — C a fun¢ao definida por T'(z) = (x,0), para todo x € R. As

asser¢oes sao verdadeiras:

(i) T € injetiva;
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(ii) T preserva as operacoes de adi¢ao e multiplicagdo.
Demonstracao. A demonstracao de 2.1 é trivial. De fato:

(i) Para quaisquer que sejam os nimeros reais r; € Tz, com r # xq, temos que T'(z1) =

(1,0) # (x9,0) = T'(x2), pela defini¢ao (2.2). Logo T' ¢ injetiva.

(ii) Agora, para quaisquer que sejam x1,z2 € R, a partir das defini¢goes de T" e das

operagoes, em (2.1), obtemos

T(a:l + l’g) = ($1 + 29, O)
= (214 22,04 0)
= (21,0) ® (72,0)

= T(x1) ®T(xq)

T(x1x9) = (w122,0)
= (x1m9 — 00,210 + Ox2)
= (331,0) (024 (ZL’Q,O)

A fungao T estd representada no diagrama a seguir:

T:R-C
x +— (x,0)

(x,0)

.0

(x+y,0)

(x.,0)

Figura 2.1: Imersao de R em C
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Poderiamos elevar T a categoria de funcao bijetora, reduzindo o contradominio ao
conjunto dos pontos de C que tem a segunda ordenada igual a zero, ou seja, o conjunto
{z€C| z=(a,0), para a € R}.

Introduzamos agora uma notacao algébrica mais confortavel. Para isso, observemos

que, para todo nimero complexo z = (x,y), podemos escrevé-lo na forma
(z,9) = (2,0) ® (0,y) = (z,0) & (y.0 = 0.1,5.1 + 0.0) = (z,0) & ((y,0) @ (0,1)), (2.6)

onde (0,1) ® (0,1) = (—1,0). Assim, identificando os elementos (z,0) e (y,0) com os
nimeros reais x e y, respectivamente, pelo Teorema (2.1), as operagoes bindrias & e ®
com os simbolos + e -, respectivamente, e definindo 7 = (0, 1), entdo podemos escrever a
expressao (2.6) na forma (z,y) = x + i, onde i* = —1. Nesse caso, as operagoes bindrias,

de adicao e multiplicacao, se escreverao na forma

(x14y10)+H(@o+y2i) = (z14+22)+(y1+Y2)i € (x1+y10)-(Xa+1y2i) = (T122—Y1Y2)+H (1Yo +y122)i.

2.2 Conjugado

Para dar um significado geométrico do que definiremos a seguir, faremos algumas conven-

coes.

Definicao 2.3. Dado z = a + bi € C, definimos a como a parte real e b como a parte

tmagindria de z e as denotamos por Re(z) = a e Im(z) = b, respectivamente.

Como todo par ordenado (a,b) é equivalente ao nimero complexo z = a + bi,
representaremos geometricamente os nimeros complexos como pares ordenados do plano
cartesiano R?, denominado de plano complezo. Nele, todo ntimero complexo tem sua parte
real, representada pela abcissa do ponto (eizo real) e sua parte imagindria pela ordenada

do ponto (eizo imagindrio). O nimero complexo 0 = 0 + 0i é representado pela origem.

Definicao 2.4. Dado o nimero complexo z = a + bi, definimos o conjugado de z como

Z=a—bi.

O conjugado tem uma representagao geométrica interessante: z e Z sao simétricos
em relacdo ao eixo real (fig 2.3)

A proposicao a seguir lista as principais propriedades do conjugado.

Proposicao 2.2. Para todo e qualquer z,w € C, valem as sequintes propriedades:
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Eixo Imaginario
A

. Eixo Real

»

Figura 2.2: Plano Complexo

Eixo Imaginario

A
bl oo . : a+ bi
i . Eixo Real
Ea
bf---------= i a — bi

(i) z+w =z + w;
(111) Zw = zw;
(iv) 2+ 2 = 2Re(2);
(v) z+ (—Z2) = 2Im(z)i;

Demonstracao. Sejam z =a+bi e w =x + yi € C. Entao:

(i) z=a+bi=a—bi=a+bi=z

(i1) z+w = (a+bi)+ (xr+yi) = (a+z)+ (b+y)i=(a+z)—(b+y)i = (a—bi)+
(x — yi) = z + w;

(111) zw = (a + bi)(x + yi) = (ax — by) + (bx + ay)i = (ax —by) — (bxr+ay)i = ax — by —
bri — ayi = ax + byi? — bzi — ayi = a(z + yi) — bi(xz — yi) = (a — bi)(x — yi) = zw;
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() z+Z=(a+bi)+ (a—bi) =a+bi+a—bi =2a=2Re(2);

(v) z+ (=2) = (a + bi) + [—(a — bi)] = a + bi — a+ bi = 2bi = 2Im(2)i.

2.3 Forma polar
O médulo de um nimero real z, representado por |z, é definido como a distancia de = a 0,
ou seja, x| = V2. Vamos definir de maneira andloga o médulo de um nimero complexo.

Definicao 2.5. O mddulo ou valor absoluto de um nimero complexo z = a+bi € definido

como a distancia de z até a origem 0, ou seja:
|z| = Va2 + b2 = \/Re(2)? + Im(z2)2.

A fig. 2.4 representa graficamente o médulo de |z|.

| > Re
Figura 2.4: Médulo de z

Como definimos o moédulo de z utilizando a noc¢ao usual de distancia do plano,
entao as propriedades da distancia valem automaticamente para o mdédulo. A proxima

proposicao tratara de algumas delas e de outras bem interessantes.

Proposicao 2.3. Para quaisquer z,w € C sao vdlidas as sequintes propriedades:
(1) Re(z) <|Re(2)| < |z[;
(ii) |2)? = 2z;

(ii) |z = [2|;

() |zw| = |z[|w];

(v) |z +w| < |z] + |w| (primeira desigualdade triangular);
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(vi) |z +w| > ||z] — |w|| (segunda desigualdade triangular);
(vii) Sew = Az, onde \ é um nimero real tal que 0 < 1+ X <0, entdo |z4+w| = |z| —|w].
Demonstracao. Sejam z = a + bi e w = x + yi. Entao:

(i) A desiguadade Re(z) < |Re(z)| segue diretamente da propriedade do médulo de

nimeros reais, sem nenhuma dificuldade. Quanto a segunda temos:

|Re(z)| = |a| = VaZ <vVa2+ 12 = |2|.
Logo, |Re(z)| < |2|.

(11) Observemos agora que |z|> = (Va? +1%)? = a® + b* = a® + abi — abi — b** =
a(a — bi) + bi(a — bi) = (a + bi)(a — bi) = 2Z.

(i4i) Também que |z| = \/a% + (—=b)2 = Va® + b2 = |2|.

(iv) A partir do item (7i7), da proposicao 2.2, do item (ii), acima, e da propriedade

comutativa da multiplicacao, temos
zw]? = (2w)(70) = (2w)(ZW) = (22)(w) = |2*|w]* = (2] |w])*.

Como os médulos |zw|, |z| e |w| sdo nimeros reais nao negativos, entao podemos
extrair as raizes quadradas de ambos os membros da igualdade |[zw|* = (|z||w])?, e
daf obtemos |zw| = |z||w].

(v) A partir da proposigao 2.2, dos itens (i), (i7) e (éi7), acima, e da propriedade comu-

tativa da multiplicacao, temos

lz4+w)? = (z+w)(z+w)
= (z+w)(z+w0)
= ZZ+ 20+ wzZ+ ww
= 2Z+ 2W + 20 + ww
= |2]* + 2Re(zw) + |w|?
< 2+ 2lew] + fwl?
o+ 20elfa] + fof?

= |2I* + 2lzlfw| + [wl* = (2] + |w])*.
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Logo |z + w|* < (|z] + |w])®>. Como ambos os lados da desigualdade sao ntimeros

reais nao negativos, temos |z + w| < |z| 4+ |w].

(vi) Da primeira desigualdade triangular temos que |z| = |z 4 (w + (—w))| = |(z + w) +

(—w)| < |z 4+w|+ | —w| = |z4+w|+ |w]| e entao |z| < |z + w|+ |w|. Segue portanto
que, |z + w| > |z| — |w|. De maneira andloga temos |w + z| > |w| — |z|. Como
|2+ w| = |w + z|, concluimos que |z + w| > ||2| — [w]|.

(vii) De fato, se w = Az, onde A é um nimero real tal que 0 < 1+ A <0, entdo

2+ w| = [z + Az = [(1+N)z| = [T+ Al[z] = (1 + N)|z| = |2| + A2
= |zl = (A2l = [ = [Nl = [2] = [(=A)2] = o] = [ = wl = [2] = |uw].

2.4 Argumento de um nimero complexo

Defini¢ao 2.6. Dado um nimero complezo z (# 0), chamamos de argumento de z a um
Re(z) . Im(2)
——~ esinf = )

|2 |2

angulo 0 satisfazendo as condicoes cosf =

Observamos que se um angulo 6, satisfaz a defini¢ao (2.6), entao todo angulo da
forma 0 = 0y+2km,k € N, também é um argumento de z. O valor de #y, para 0 < 0y < 2,

¢ chamado de argumento principal de z.

Teorema 2.2. Todo niumero complexo nao nulo z = a + bi pode ser escrito como

z = |z|(cos @ +isind).

Demonstra¢ao. Como z = a + bi é nao nulo entao |z| # 0. Logo

(a + bi)
2|

a bt
= z=z|| —+—
2| ]

E— (i + z%) . (2.7)

||

z=a+bi = z=]|z

Da identidade (2.7) e da definigao (2.6), concluimos que z = |z|(cos @ +isind). [

Proposicao 2.4. Dados dois nimeros complexos
21 = |z1|(cos by +isinby) e zg = |zo|(cos by + isinby),

valem as sequintes propriedades:
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(1) 2129 = |21|| 22| [cos(6h + O2) + isin(0; + 6)];

(i ) — = }ZJ [cos(6y — 03) + isin(0; — 6)].

Demonstragao. (i) Efetuando o produto de z; e 2z, temos

2122 = (Jz1](cosOy +isin6y)) (|z2|(cos by + isinb,))
= |21||z2|(cos O; + isin by )(cos Oy + isin Oy)
= |z1||22] [cos 01 cos Oy + i cos 0y sin Oy + i sin 0 cos Oy + 72 sin Oy sin 92}
= |z1]|22| [cos 61 cos Oy + i cos By sin by + i sin 0 cos By — sin O, sin O]
= |z1]|22| [(cos 61 cos Oy — sin B, sin 6y) + i(sin O cos Oy + sin Oy cos 61 )]

= |Zl||22| [cos(01 + 02) + isin(ﬁl + 82)] .

(ii)) Efetuando a divisao e utilizando a definigdo de conjugado temos

Z1 2129
n 2k
1

= |z |221Z2

1
= W|Z1|(COS 01 + isin0y)|zo|(cos by + isin Oy)

1

= B |2|zl||z2|(c0881—i—zsmé’l)(cosHQ—zsm@z)

= |2 1’((30591 +zsm91)(COS(—92) +isin(—02))

|22]
— :z ; [cos 01 cos(—0y) + i cos 0y sin(—0,) + i sin 0 cos(—0) + > sin 6, Sin(—ez)]
2
= :z I [cos 61 cos(—02) + i cos b sin(—02) + i sin 6y cos(—6) — sin 6, sin(—05)]
22
= : 1: [cos 01 cos(—0,) — sin Oy sin(—0s) + i(sin 01 cos(—b2) + cos 6, Sin(_‘92>)]
22

= Iz [cos(0y — O2) + isin(6 — 6)] .

|Z2!

]

Teorema 2.3 (Férmula de De Moivre). Para todo nimero inteiro n e nimero complexo

z =r(cosf +isinf), temos que

2" = 1" (cos(nb) + isin(nb)) . (2.8)
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Demonstracao. Provemos primeramente que a igualdade é valida para todo n € N. De
fato,

e Para n = 0 temos r° (cos(0.0) + isin(0.0)) = r¥ (cos0 + isin0) = 1 = 2°.

e Suponhamos agora que a igualdade é véalida para algum natural £ € N. Provemos
que 21 = ¥l cos ((k+ 1)0) +isin ((k + 1)8)]. De fato, a partir da hipétese de

inducio, temos que 2* = r* (cos(kf) + isin(kf)) o que implica em

— " =2

= M =¥ (cos(kO) + isin(k0)) r(cos @ + isin 6)
= 2" =1k (cos(kf + 0) + isin(k0 + 0))

— M =R (cos[(k + 1)0] + i sin[(k + 1)6)) .

Assim, pelo Principio da Inducao Finita, a identidade é valida para todo k € N.

Agora, para todo k € Z com k < 0, podemos escrever k = —[, onde [ € N e [ #£ 0.

Segue disso que

2% =[r(cos+isinf))* = [r(cosf +isinf)]™
1
[r(cosf +isinf)]!
cos 0 + 4sin 0
rt(cos(16) + isin((0)
= % cos(0 — 16) + isin(0 — (0)

= r7'[cos(—16) + isin(—16)]

= 7*[cos(k@) + i sin(k0)].

O teorema estd demonstrado. O]

2.5 As raizes n-ésimas de um nimero complexo
Definigao 2.7. Dado um nimero natural n e um nimero complexo z (# 0), dizemos que
um numero complexo w € uma raiz n-ésima de z se w" = z.

Teorema 2.4. Para todo nimero natural n e nimero complexo z = r(cos0+isinf) (# 0),

existem exatamente n raizes n-ésimas distintas de z. Nesse caso, tais raizes sao da forma
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sequinte:

0+ 27k 0 + 27k
:\f[<i)+(i)} F=0,1,2,.. . n—1.
n

n
Demonstrag¢ao. Seja w = s(cos ¢ + isin¢) uma raiz n-ésima de z, isto é, z = w". Da

Férmula De Moivre temos que w™ = s™ [cos(n¢) + isin(ng)]. Como,

z=w" <= r(cosf+isinf) = s"[cos(n®) + isin(ne)]

;

r=3s"
<~
0+2mmr=n¢y, meZL
\
(
s=r
<~
0+2 ’
¢:ﬂ7 mEZ
\ n

concluimos que
0+2 0+2
w= Ur [COS (ﬂ) 4 isin (ﬂ)} , para algum m € Z,
n n

e denotamos tal raiz por z,,.
Agora, mostremos que o conjunto dos restos k, obtidos pelas divisoes de inteiros

quaisquer por n, determinam n raizes n-ésimas distintas de z

2 2

De fato, sejam p e ¢ dois numeros em Z e z,, z, duas raizes n-ésimas de z. Entao, da

forma polar dos niimeros complexos, temos que

0+2pt 0+ 2w

n n

2 2
or AT 2mt, para algum t€Z
n n

= 2nt, paraalgum t e Z

=2t, paraalgum te€Z

s |
s |g

=t, paraalgum teZ

ESESHES
|
RS e

t, paraalgum teZ
n

—qg=1tn, paraalgum teZ

rttr11101

p=gq mod (n). (2.9)

De 2.9, concluimos que para cada resto k = 0,1,...,n — 1 existe uma raiz n-ésima de z

0+ 2km
determinada pelo argumento principal vt skm e diferente das determinadas pelos restos
n
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restantes. Consequentemente, as raizes n-ésimas de z sao determinadas exatamente pelo

conjunto de nimeros complexos

0 + 2k 0 + 21k
Zk:w{cos(i)ﬂsin(iﬂ, k=012, .n—1.
n

n

2.6 Polinomios Complexos e Graus de Polinomios
Nessa secao, introduzimos um importante conceito, a no¢ao de polinomio complexo. Sobre
ele, sera enunciado o principal resultado dessa dissertacao.

Definicao 2.8. Um polinomio complexo € uma fungao p : C — C, definida por
p(2) = an2" + an-12""" + ..+ a1z + ag,

para todo z € C, onde ay,ap_1,...,a1 € ag sGo nimeros complexos com a, # 0 (n > 1).

Definicao 2.9. Seja p : C — C um polinomio complero e um subconjunto X C C.
Definimos o conjunto imagem de X, por p, como o conjunto

p(X)={weC | w=p(z), para algum z € X}.
Proposicao 2.5. Seja p um polinomio complexo. Entao existem inicos nimeros comple-
TOS Gy A1, - -, Q1 €ag com a, # 0 (n > 1) tais que p(2) = ap2"+a,_12" ' +. . .+ar1z+ag,

para todo z € C.

Demonstragao. De fato, sejam complexos a,, a,_1,a1,...,ap com a, # 0 (n > 1) tais que

p(z) = a2 + pn12" 14+ ...+ a1z + ap, para todo z € C, e escolhamos n + 1 valores

distintos do plano complexo zg, 21, ..., 2,. Sejam wy = p(zp), w1 = p(z1), ..., W, = p(zn)
e consideremos o sistema de equagoes, associado aos pontos zg, 21, . . ., Zn,
(
n—1 n —
ap + z2oa1 + ... + zZy ap—1 + Zya, = Wy
n—1 n —
apg + zap + ... + 2z Qp1 + zZja, = w;
(2.10)
n—1 n —
\ ag + zpar + ... + 2, Qn_1 + zja, = W,

A matriz dos coefcientes, do sistema de equagoes lineares 2.10, é denominada de matriz de

Vandermonde de ordem (n+1) x (n+1), cujo determinante, denominado de determinante
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de Vandermonde, é dado por

1 2 ... z37' 2p
1oz ... 27t 2
det . _ = ] (z—=)#0. (2.11)
: : 0<i<j<n
1z, ... 27t 0

Assim, pela regra de Cramer, o sistema admite uma tinica solugao. Consequentemente, a
funcao polinomial é determinada univocamente pelos complexos a,, a,_1,...,a; € ag com
a, #0 (n>1).

A Proposi¢ao 2.5, nos permite entao introduzir a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 2.10. Dado um polinémio complexo p : C — C, definido por p(z) = apz" +
12" 1+ ...+ a1z + ag, para todo z € C, definimos o grau de p, denotado pelo simbolo
d(p), como sendo o nimero inteiro n. Assim, O(p) = n.

Definimos o grau do polindmio complexo nulo por —oo, isto €, J(0) = —o0.

A importante Proposicao, abaixo, é de facil demonstracao e por isso omitiremos a

sua prova.

Proposicao 2.6. Sejam p e q dois polinomios complexos. Entao:

(i) O grau do polinémio soma p + q, definido por (p+ q)(z) = p(2) + ¢(z), para todo
z € C, satisfaz a propriedade O(p + q) < max{d(p),d(q)};

(i) O grau do polinomio multiplicagao por um escalar ap, definido por (ap)(z) = ap(z),

para todo z € C, onde a (# 0) € C € fizo, satisfaz a propriedade 0(ap) = O(p);

(111) O grau do polindmio produto pq, definido por (pq)(z) = p(2)q(z), para todo z € C,
satisfaz a propriedade 9(pq) = I(p) + A(q).

2.7 Raizes e fatorizacao de polindmios complexos

Nessa secao, apresentamos o conceito de raiz de um polinomio, necessario para o desenvol-
vimento dessa dissertacao, e em seguida dois importantes resultados relacionados a esse

conceito.
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Definigao 2.11. Seja um polinémio complexo p(z) = 2" a1 2" V. Haiz+ag, onde
Upy Qp_1,...,01 € ag $Go numeros comlexos com a, # 0 (n > 1). Um nidmero complexo

29 € C € chamado de uma raiz de p(z) se p(zy) = 0.

Observagao 2.1. A razdo para usarmos o nome especial de raizes do polinémio p(z) e
ndo o de zeros da funcgdo p(z) se deve ao fato de que elas possuem muitas propriedades

interessantes que nao sao compartilhadas pelos zeros de fungoes em geral.

Definigao 2.12. Seja um polinomio complexo p(z) de graun > 1 suponhamos que zy € C
¢ uma raiz de p(z). Definimos a multiplicidade da raiz zo como sendo o nimero natural

m satisfazendo a condigdo: existe um polindmio complexo q(z) tal que

p(z) = q(2)(z — 20)™ € q(z0) # 0.
O importante lema, abaixo, é de facil verificacao e por isso omitiremos a sua prova.

Lema 2.1. Para todo nimero natural n e nimeros complexos z e zy a sequinte identidade

vale
-z =(2—20) (2" + 2" P . 2 R+ .

Lema 2.2. Seja um polinémio complexo p(z) de grau n > 1. Entdo, para todo zy € C

existe um polinémio complexo q(z) (de grau n — 1) tal que

p(2) = p(20) = q(2)(z = 20)-

Demonstragao. Pela hipétese do lema, temos que p(2) = ap2" + ap_12" 4. ..+ a1z +ay,
onde a,, a,_1,...,a; € ag $a0 nimeros complexos com a, # 0 (n > 1). Assim, para todo

2o € C temos que

p(2) — p(2)
= (anz” + 12" 4 a2+ ao) — (anzg + an_lzgfl + ... Faz+ ao)
= (2" —20) Fan 1 (" =)+ ar(z — 2)
= a(z—20)" . A D F a1 (z—2)@E" )+ an(z — 20)
= (an(z" "+ AT a2 ) L+ ar) (2 — 20)

= 4(2)(z = 20),

onde q(z) = a, (2" '+ ...+ 2T+ a2+ 2T+ Far.
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Proposigao 2.7. Seja um polinémio complexo p(z) de grau n > 1. Entao, zp € C é uma

raiz de p(z) se, e somente se, existe um polinomio complexo q(z) (de graun — 1) tal que

p(2) = q(2)(z = 20)-

Demonstracao. O resultado é uma consequéncia direta do Lema 2.2.



Capitulo 3

Conceitos Basicos da Topologia e

Analise Complexa

Nesse capitulo apresentaremos os conceitos topoldgicos de disco aberto e fechado, e de
Analise, como a continuidade e a compacidade sobre polindmios complexos, necessarios
para a demonstraciao do Teorema Fundamental da Algebra. Utilizaremos as defini¢oes
presentes em [1],[3], [10], [6], [18], [17] e em [22]. Observamos que nas referéncias citadas
as definicoes, proposicoes e teoremas sao sobre R™ e em nosso trabalho adaptamos para

R2, que é o conjunto de elementos de C.

3.1 Topologia basica dos complexos

Definicao 3.1. Dados um real v > 0 e um complexo arbitrdrio zy, definimos:

(i) o disco aberto de centro zy e raio r como o conjunto D,.(zy) de todos os nimeros
complexos que estao a uma distancia menor do que r do ponto zy, isto €,

Dy (z) ={z: |z — 20| <7};

(ii) o disco fechado de centro zy e raio r como o conjunto D,.(z) de todos os nime-
ros complexos que estao a uma distancia igual ou menor do que r do ponto zy, isto €,

D,(20) =1{z: |z — 2| <r};

(i1i) o disco aberto deletado ou disco aberto perfurado de centro zy e raio r como

o congunto D!(zy) de todos os nimeros complezos que estio a uma distancia maior
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do que zero e menor do que r do ponto zy, isto €,

Di(z) ={2:0< |z — 2| <r};

(iv) a circunferéncia de centro zy e raio r como o conjunto Cy(2g) de todos os nimeros

complexos que estao a uma distancia igual a v do ponto zy, isto €,

Cr(20) =4z : |z — 20| = 0}.

A fig. 3.1 ilustra graficamente os conjuntos definidos acima, D, (2), D,(20), D.(20)
e Cy(29), respectivamente.

Im Im Im Im
A A 4 4

DVT(ZO) CT(ZO)

Figura 3.1: Os conjuntos D,(2), D,(20), D.(20) e Cyp(20)

Dado um subconjunto U do plano complexo, dizemos que um ponto z é interior
de U se existe um disco D,(z) contido em U, para algum real positivo r. O conjunto de
todos os pontos interiores de U, denotado por int (U), é chamado de interior de U.

Um subconjunto U de C é chamado de conjunto aberto quando int (U)=U, ou seja,
quando todos os pontos de U sao pontos interiores e é fechado se o seu complemento C\U
¢ aberto.

Dizemos que um subconjunto V' C C é limitado se existe um real s > 0 tal que
|z| < s para todo z € V. A partir da notagao de discos, vemos que V' é limitado se V' é
um subconjunto de um disco aberto D4(0), para algum ntimero real positivo s. Se V' nao
for limitado dizemos que é ilimitado.

Dizemos que um subconjunto K C C é compacto se ele é fechado e limitado.

Uma sequéncia em C é uma aplicacao z : N — C, onde N é o conjuntos dos naturais.
Dado uma sequéncia x, denotamos z(k) = xy, para todo natural k, e denominamos o k-
ésimo termo de x. Nesse caso, indicamos a sequéncia x por (zy).

Uma subsequéncia de (z;) é a restrigao desta desta sequéncia a um subconjunto
infinito N’ = {k; < ... < kp,...} C N. A notacdo (z)ren € utilizada para indicar um

subsequéncia.
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Dizemos que um ponto a € C é o limite de uma sequéncia (z;) se para todo € > 0
existe kg € N tal que k > kg — |zx — a] < e. Nesse caso, dizemos que a sequéncia é
convergente.

Dizemos que uma sequéncia (zx) C C é limitada se existe um real s > 0 tal que

|zi| < s para todo k € N. Se (z;) nao for limitada, entao dizemos que é ilimitada.

Teorema 3.1. As sequintes afirmacgoes sobre um conjunto K sao equivalentes:
(i) K é compacto;

(ii) Toda sequéncia (z) C K possui uma subsequéncia que converge para um ponto de

K.

Demonstragao. (i) — (i7). Seja uma sequéncia de nimeros complexos (z) C K e escre-
vamos z = ay + bgi, onde ay = Re(z;) e by = Im(zy), para todo k € N. Como K é um
conjunto compacto, entao K é limitado o que implica que (z;) é uma sequéncia limitada.
Assim, as sequéncias (ag)ken € (br)ren a0 limitadas em R e portanto podemos obter duas
subsequéncias (ax)ren € (bx)ren convergente para valores ag e by, respectivamente. Segue
disso que, tomando zy = ag + by, entao limgen 2x = 20, pois
|21, — 20| < lay, — aol + bk — bol,

para todo k € N'. Agora, se zp ¢ K, entdo existe um numero real » > 0 tal que
D,(z9) € C/K, pois K é um conjunto fechado. Assim, existe um inteiro mgy € N tal que
para todo m € N’ com m > my temos que |z — zo| < 7 0 que implica que z, € C/K o
que é um absurdo. Logo, zp € K.

(#4) — (7). Suponhamos que K é um conjunto ilimitado, entao existe uma sequéncia (zj) C
K tal que |zx| > k, para todo k € N. Segue disso que podemos extrair uma subsequéncia
(zx )kenv convergente para um elemento zg € K. Isso implica que a subsequéncia (zx)ren €
limitada o que é um absurdo. Logo K é um conjunto limitado. Finalmente, suponhamos
que o conjunto C/K nao é aberto, entdo existe um elemento zy € C/K tal que para
todo k € N temos D1(z0) N K # 0, isto é, existe um elemento z; € D%(zo) N K. Segue
disso que a sequéncia (zx)ren C K possui uma subsequéncia (zx)ren convergente para um
elemento a € K. Como limgen 2 = 29, entao zp = a o que é um absurdo. Logo, para
todo elemento zy € C/K, existe um numero real » > 0 tal que D,(z) C C/K, isto ¢,

C/K é um conjunto aberto. Consequentemente, K é um conjunto fechado.
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3.2 Continuidade dos polinomios em C

Definicao 3.2. Seja um polinomio complexo p : C — C e um numero zg € C. Dizemos
que o polinomio p € continuo no ponto zy se para todo real € > 0 existe um niumeo real
d > 0 tal que para todo z € C com |z — 29| < & temos que |p(z) — p(z)| < €.

Dizemos que p € continuo em um conjunto X C C, quando p € continuo em todo

desse conjunto.

Teorema 3.2. Todo polinomio p : C — C ¢é continuo em C.

Demonstragdo. Sejam um polinéomio p : C — C, definido por p(z) = a,2" + a,_12""' +
.+ a1z + ag, para todo z € C, onde ay,,a,_1,...,a; € ag sao nimeros comlexos com
a, #0 (n > 1), e zp € C. Observemos primeiramente que para todo nimero complexo

z € C, satisfazendo a condigao |z — zp| < 1, temos que |z| < 1+ |z| 0 que implica em

m—1
‘Z — 2y ’ = |Z—Zo|‘ sz_k_lzg

k=
m—1

< e 2l ([ 1))
k=0
m—1

=z —z0l( ) [21™ 7 Hl*)
k=0
m—1

< Jz=2l() (1420 zl"),
k

Il
o

para todo m = 2, ..., n. Segue disso que

p(2) — p(z0)| = |Zamz Zamzo|

m=0

- | Zam(zm — 26")‘
m=1

n

< 2 lan(Em = =)
m=1

= Z|am||z —ZO|

<

n m—1
ol (zw (z Lt o)™ r))
m=1 k=0
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Assim, para todo niimero real positivo €, tomemos o niimero real positivo
€

0 = min {1, — — }
L+ [0y lam] (275 (1 zol)m =+ 0]F) |

Entao, para todo complexo z € C, satisfazendo a condigao |z — 29| < J, temos que

Ip(2) — p(20)| < €. Consequentemenete, p é continuo no ponto zo.

Do que acabamos de ver, podemos concluir que p é continuo em C.

Corolario 3.1. Seja um polinomio complexo p : C — C e um numero zyg € C. FEntao,

para toda sequéncia (z) C C convergente para zy, a sequéncia (p(zk)) converge para

keN

o valor p(zy), isto €, limgen p(2k) = p(20)-

Demonstragao. De fato, seja (z;) C C uma sequéncia convergente para zy e tomemos a
sequencia (p(zk))keN. Seja um nimero real € > 0. Pelo Teorema 3.2, existe um niimero
real § > 0 tal que para todo z € C com |z — 29| < 0 temos que |p(z) — p(zp)| < €. Por
outro lado, existe um ng € N tal que para todo n € N com n > ng temos que |z, — 2| < 0.

Segue disso que |p(zx) — p(z0)| < €. Consequentemenete, limgen p(2x) = p(20).

Corolario 3.2. Para todo polindmio complexo p : C — C o polinémio |p| : C — R,

definido por |p|(z) = |p(2)|, para todo z € C, € continuo em C.

Demonstracao. De fato, basta observar que para todo nimero complexo zg € C, temos
que “p(z)] — \p(zo)H < |p(2) — p(20)], para todo z € C.

Corolario 3.3. Seja um polinomio complexo p : C — C e um numero zyg € C. FEntao,

para toda sequéncia (z,) C C convergente para zy, a sequéncia (|p|(zk)) converge para

keN
o valor |p|(20), isto €, limgen |p|(2x) = |p|(20)-
Teorema 3.3. Seja p: C — C um polinomio complexo. Para todo subconjunto compacto

K C C o conjunto imagem p(K) é também um conjunto compacto.

Demonstragao. Seja (wy) uma sequéncia de nimeros complexos em p(K). Para cada
k € N existe um nimero complexo zj tal que wy, = p(z;). Como K é compacto a sequéncia
admite uma subsequéncia (zj)ren que converge para um ponto a € K. Pelo Corolario 3.1,
resulta que limgen p(2x) = p(a). Assim toda sequéncia de pontos (wy) C p(K) possui uma
subsequéncia (wg)gen convergente para um ponto de p(K). Consequentemente, p(K) é

compacto.
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Teorema 3.4. Seja p : C — C um polinomio complexo. Para todo subconjunto compacto
K C C existem numeros complezxos zg, z1 € K tais que |p(20)] < |p(2)| < |p(z1)| para todo
z e K.

Demonstragao. Consideremos os numeros reais yo = inf{|[p|(K)} e y1 = sup{|p|(K)}.
Como K é compacto existe uma sequéncia (zx) C K tal que limgey |p|(26) = yo. Como
K é compacto a sequéncia (z;) admite uma subsequéncia (zj)ken que converge para um
ponto zy € K. Pelo Coroléario 3.3, temos que limgen [p|(zx) = |p|(20). Segue disso que
Yo = |p|(z0). Similarmente, podemos demonstrar que existe um nimero complexo z; € K

tal que y; = |p|(z1). Assim, o Teorema esta demonstrado.



Capitulo 4

Teorema Fundamental da Algebra e

Suas Consequéncias

Nesse capitulo, serao apresentados os principais resultados dessa dissertacao, a saber:
o Teorema Fundamental da Algebra e suas consequéncias, para o processo de fatoriza-
¢ao dos polinomios complexos. Também, uma andlise sobre as raizes, para alguns casos

particulares de polinomios complexos, sera feita no final do capitulo.

4.1 Teorema Fundamental da Algebra

Teorema 4.1. Para todo polinémio nao constante p(x) € Clz], existe um elemento zy € C
tal que p(zo) = 0, isto €, todo polinomio nao constante com coeficientes em C possui ao

menos uma raiz em C.

Demonstrag¢ao. Antes de tudo, observemos que p(zy) = 0 se, e somente se, |p(zy)| = |0|
se, e somente se, |p(z9)] = 0. Assim, provar que p(zg) = 0 é equivalente a provar que
Ip(20)| = 0 e como |p(zp)| ¢ um nimero real, utilizaremos as propriedades do médulo para
resolver esse problema, transportando-o do campo dos niimeros complexos para o campo
dos nimeros reais. B isso que faremos.

Para isso, povemos primeiramente que os valores |p(z)| possui um minimo absoluto
em C, isto é, existe zg € C tal que |p(z)| < |p(z)|, Vz € C. De fato, por hipdtese

podemos considerar p(z) = a,2" + Ap_12" 1+, . +aiz+ag, onde an, ap_1,...,a1 € ay SA0
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nimeros comlexos com a,, # 0 (n > 1). Assim, para todo z (# 0) € C, podemos escrever

Uy a a
o que implica em
Ay —1 aq Qo
Pl = | (a2 S 2]
Ay —1 aq Qo
= 12" |a, + — R R et e
Ap—1 ai Qo
N e P N
= |2 |_M_ _ ol ao
R e
Como lim [z|® = 400 e lim Ok 0, para todo (k = 0,1,...,n — 1), entdo
|z]—+o0 |z]—=+o00 |Z|n_k
concluimos que
. : |an—1] jar|  aol
1 > 1 " — - = -
P 2 fim (|Z| anl =73 EEERREE
>  lim |z|" lim la,| — [@n_1] - = o] _M
B e A = R - L FA L VA
> 400 - |an| = +oo. (4.1)

Segue de (4.1) que existe um nimero real r > 0 tal que

Ip(0)] < |p(2)],

para todo z € C com |z| > r. Em outras palavras, existe um disco fechado centrado na
origem de raio r > 0 D,.(0) tal que todo niimero complexo z tomado fora do disco D,(0) é
levado por p(z) em um nimero complexo cujo médulo é maior que |p(0)|. Por outro lado,
o disco D,(0) é um conjunto compacto de C e como a funcdo [p(z)| é continua em D,.(0),

entdo pelo teorema 3.4, existe um nimero complexo zy € D,(0) tal que

p(20)] < |p(2)],

para todo z € D,.(0), isto é, o niimero complexo 2, é um ponto de minimo em D,.(0). Como
2z é ponto de minimo em D,.(0), [p(z0)] < [p(0)| e [p(0)] < |p(2)|, para todo z & D,.(0),

podemos concluir que

1p(20)] < [p(2)],

para todo z € C.
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Em seguida, mostremos que se p(z) # 0, entao existe um nimero complexo z; € C
tal que |p(z1)| < |p(20)], ou seja, existe z; € C tal que o nimero complexo p(z;) estd mais
proximo da origem que p(zp). Para isso, tomemos z; — 29 = h, para algum h € C. Assim,

21 =29+ h e p(z1) = p(z0 + h). Calculando p(zy + h), temos
p(z0+h) = an(z0+h)" 4+ an_1(z0 + h)" 7 + ...+ ai(z0 + h) + ao.
Desenvolvendo os termos binomiais nas parcelas, acima, obtemos

an(z0+h)" = auz) + (?) a2y th+ ..+ < " 1> anzoh™ 1 + a,h™;
n —

n—1 n—1
an_l(z() + h)n—l = an_lzg_l + ( 1 )an_1z3_2h + ...+ (n o 2) an_lzoh“_2

n—1,
+an71h )

CLl(ZO + h) = Qai1xp + alh
o que reescrever p(zg + h) na forma

p(zo+h) = anz) + an_lzg_l + -+ ayzo + ag

+ (Z) O (n ﬁ 1) anzoh™ ! + a,h"

—1 —1
+ " an,lzg’Qh + ...+ " Ap_120h" 2 + ap_ B!
1 n—2

+a1h.

n—1

Como p(z) = anzy + an-_12;  + -+ + a12p + ag, entdo agrupando os termos de

mesmo grau em h obtemos
p(z0 + h) = p(z0) + mih + moh® + - + m,h",

onde os coeficientes m; (1 < i < n) s6 dependem dos valores de zy, @y, a1, , a1 €
ap, podendo existir algum deles iguais a zero. Seja entdao my (1 < k < n) o primeiro

coeficiente nao nulo. Temos entao

p(Zo + h) = p(ZQ) + mkhk + mthk“ + -+ mnh"
= p(z0) + meh® + W (my b + myoh® - - 4+ mp, ")

= p(z) + mih® + hkr(h),
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onde r(h) = Mpg1h +mpgoh? - - +myh" %, Assim, das propriedades do médulo, obtemos

[p(20 + B)| = Ip(z0) +mxh® + hEr(h)|
= | (p(z0) + mgh®) + n¥r(n)|
< |p(z0) + meh®| + [BEr(R)]. (4.2)
Embora o niimero complexo h € C seja fixo, foi tomado arbitrario. Assim, podemos
hk
escolher um argumento e um moédulo de h de modo que —1 < % < 0. De fato,
P\Zo

escrevendo my, h e p(zo) na forma polar, temos my, = r,,(cos a,,+isin oy, ), h = r,(cos ay+

isinay) e p(z) = rp(cos oy, + isina,) o que implica em

mgh® T'm[COS Qpy, + 18I0 (| (rh [cos ay, + i sin ah]) g

p(z) 7plcos o, + i sin o]

T [COS Qty + 18I0 vy |7 [cos (ko) + i sin(kay,)]

rp(cos ay, + isin ay,)
Pk [cos(aum + kap) + i sin(ay, + kay,)]

rp(cos oy, + i sin ay)

k
_ Imh [cos(am + kay — ap) + isin(a, + kay — o)) . (4.3)
Tp

r
Tomando 7, < {/ —£ obtemos
T'm

Tp Tp
rm:—;
Tp
T
— rmrm
Tp
_
Tp
= 1
Logo,
k
Ty . .. Tl
rp < &2 implica em 0 < —" < 1. (4.4)
T Tp
T — Oy + @
Escolhendo «aj, = %, obtemos
T — Oy + &
o, + kap — o, = am—l—k#—ap

k

= Qp+7T —Qy,+a,—q

= .
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Concluimos entao que

T — Qp + Qp

oy = ’ implica em oy, + kay, — oy = 7. (4.5)
Assim, a partir de (4.3), (4.4), (4.5) e do argumento de h, explicitado acima, podemos
concluir que —1 < —— < 0.
p(z0)
De nossa tultima conclusao, temos que
mkh’“
p(z0) + mph®| = )pzo (1—1— )‘
p(ea) +mut] = o) (1+ 25
mkhk
= |p(z0)| |1 +
Sl
= |p(z 1+
el (142
mkhk

= |P(Zo)|+‘p(20)|m

= |p(20)] = ‘p(ZO) (_M>’

P(Zo)
= |p(20)] — [mxh®].

Nas condigbes acima e da inequagao (4.2), concluimos que
[p(20 + h)| < [p(20)] — [mah®| + [R*r(R)]. (4.6)

Ainda, podemos escolher o médulo de h de forma que |h*r(h)| < |myh*|. De fato, pois
|h*r(h)| < |mih®]| se, e somente se, |h¥||r(h)| < |mg||h*| se, e somente se, |r(h)| < |my].

Como

lim |r(h)] = lm |m1h +mph® + -+ m,h" "
|h|=0 |h|—0
= lim |h(mk+1 +mk+2h+,._+mnhn—k—l>|
|h|—0
= lim |hl[mers + mpgoh + -+ mp k"
|h|—0

= lim |A| im [mgq1 + mpgoh + -+ mp k"
|h]—0 |h|—0

=0 |mk+1 + mk+2h 4o+ mnhn—k_1|

= 0.

Logo, para todo numero real ¢ > 0 existe um real § > 0 tal que para todo h € C com
|h| < 6, entao |r(h)| < e. Tomando € = |my|, entdo existe dy tal que |h| < o implica em

|r(h)| < |my|. Consideremos entao, h (# 0) € C tal que |h| seja menor que o minimo ente
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[r
do e /. Nesse caso, teremos na equagao (4.6)
Tm

p(z0+ )l < Ip(20)| — muh®| + W (R)|
< p(z0)| — [muh®| + myht|

= |p(20)]-

Portanto se p(zp) # 0, entdo existe um nimero complexo z1, do tipo z; = 2y + h, com
h definido como acima, tal que |p(z1)| < |p(20)|. Como, na primeira parte provamos que
exite um 2o tal que |p(zp)| ¢ minimo absoluto em C, se p(zy) # 0, entao pelo visto existiria
um z; tal que |p(z1)] < |p(20)| o que nos levaria a um absurdo. Consequentemente,
devemos ter p(zg) = 0.

Como consequéencia, do resultado acima, podemos enunciar duas importantes con-

sequencias do teorema Fundamental da Algebra, a saber:

Teorema 4.2. Seja um polinémio complexo p(z) = 42" + an 12" 1+ ...+ a1z + ag de
graun > 1. Entado, p(z) possui exatamente n raizes distintas zq, 2z, . . ., z,. Nesse caso, o

polinémio p(z) pode ser escrito na forma
p(2) = an(z — 21)(z — 22) ... (2 — z).

A partir da definicao de multiplicidade de uma raiz de um polindomio, ennunciamos

a segunda importante consequéncia do teorema Fundamental da Algebra.

Teorema 4.3. Seja um polinémio complezo p(z) de graun > 1. Entdo, existem nimeros
complexos Ci,Co, ..., Ce, G # ¢ (1 # J), e ndmeros naturais my, ma, ..., my, satisfazendo

1<m<n(l=1,2,....k), mi+mo+...+my =n e tais que

p(z) = (2 = Q)™ (2 = &)™ ... (2 = G)™

A seguir apresentamos o processo de fatorizacao, para o caso de polindomios com-
plexos com coeficientes reais. Para isso, precisaremos de um resultado auxiliar conforme,

abaixo.

Lema 4.1. Seja um polinémio complexo p(z) = a,2™ + a, 12" ' + ...+ a1z + ag, onde
Upy Ap_1,--.,01 € ag $SG0 numeros reais. Se zg € C € uma raiz de p(z), entdo o conjugado

Zo também € uma raiz de p(z).
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Demonstracao. Pela hipdtese temos que p(zp) = a,2f + an_lzg_l + ...+ a1z +ayg = 0.

Assim, tomando o complexo conjugado sobre o polinomio p(z), obtemos que

p(Z) = @ Z" A+ a1 . T+ ag

_ — o
= apz) +an—12y  + ...+ a1z + ag

— 0 _
= apz) +an—12y 4+ ...+ a1z + ao

=)
= ap2f +an—12, +...+a120 + ao

= P(Zo)

Proposigao 4.1. Seja p(z) um polinomio complexo com coeficientes reais e de grau impar.

Entao, p(z) possui ao menos uma raiz real.

Demonstracao. Pelo lema 4.1, o ntimero de raizes complexas nao reais aparecem sempre
em quantidades pares. Como o polinémio p(z) é de grau impar, entao ao menos uma delas

é um numero real.

Proposigao 4.2. Seja um polinomio complexo p(z) = a,2"+a, 12" '+.. . 4+a12+ag, onde
Qpy Qp_1,...,01 € Gy SGO numeros reais. Suponhamos que &1, . ..,&. denotem as distintas
raizes reais de p(z) e (1,Ca, ..., (s 08 niumeros complexos com Im((y) # 0 tais que (i e
(e (k=1,...,8) sdo as restantes distintas raizes complexas de p(z). Escrevamos (; =

ar+i0x (k=1,...,5) com ay, e Py reais. Entao,

PE) = an(z—&)" . (2= &) (2 — ) + 7)™ (2 —as)® + 52)™

onde n; € a multiplicidade da raiz § (j = 1,...,7) e my € a multiplicidade da raiz

(k=1,...,s).

Demonstracao. O resultado é uma consequéncia direta dos teorema 4.3 e da proposicao
4.1. Para as raizes reais é imediato. Agora, para os pares de raizes conjugadas usamos o

fato de que

(z = )z — G) = (2 — ap — Bri)(z — au + Bit) = (z — aw)* + B¢
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4.2 Raizes em polindmios de grau um e dois

Para o caso de polindmios de grau um ou dois, podemos determinar as suas raizes, de

uma maneira mais direta, conforme os dois teoremas, abaixo.

Teorema 4.4. Seja um polinémio complexo de grau um, p(z) = az +b (a # 0). Entdo,

b
sua unica raiz € dada por ——.
a

Demonstracao. Pelo teorema 4.2, o resultado é imediato.

Teorema 4.5. Seja um polinomio complexo de grau dois, p(z) = az* + bz + ¢ (a # 0)
e consideremos d = b* — 4ac. Se w € uma das duas raizes 2-ésimas de d, entdo as duas
raizes de p(z) sao dadas por

—b+w —-b—w
2a 20

Demonstracao. De fato, podemos escrever o polinomio na forma

p(z) = azt+bz+c

5, b c)
= alzZ+ -2+ -
a a

(5)) (- (%))

Z — Z — .

2a 2a

—b+w —b—w
2  © 2a

Isso mostra que as raizes de p(z) podem ser dadas por
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4.3 Raizes de polindémios do tipo p(z) = 2" — a
Para o caso de polindémios do tipo p(z) = 2" — a, podemos também determinar as suas

raizes, de uma maneira direta, observando que tais raizes sao as solugoes da equacao

2™ = a. Assim, temos segue o seguinte resultado.

Teorema 4.6. Seja um polindmio complezo do tipo p(z) = z" — a, onde a € C tal que

a = |al(cos + isinf). Entao, suas raizes sao

2 2
2 = V/lal [cos (M> + isin (M)} , k=0,1,2,...,n—1
n

n

Além disso, o polindmio p(z) pode ser escrito na forma

p(z)=(z—20)(z—21)...(2 — zn_1).



Capitulo 5

Consequéncias e Atividades para o

Ensino Médio

Nesse capitulo apresentamos nossa motivagao para discurssar sobre o Teorema Funda-
mental da Algebra e sugestoes de atividades praticas, em laboratérios de informatica, e
atividades tedricas. Na seccao 5.1 apresentamos nossas motivagoes, com uma pequena
abordagem pedagdgica, nas secgoes 5.2 a 5.6 oferecemos sugestoes das atividades praticas

e na seccao 5.7 temos as sugestoes de atividades praticas.

5.1 Justificativa Pedagégica

Pelo que foi apresentado nos capitulos 3 e 4, nao é possivel fazer uma demonstracao do
Teorema Fundamental da Algebra, para alunos do Ensino Médio. Mas segundo os PCN!

algumas das finalidades do ensino da Matematica sao as seguintes:

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao

cientifica geral;

e cxpressar-se oral, escrita e graficamente em situagoes matematicas e va-

lorizar a precisao da linguagem e as demonstracoes em Matematica;

e cstabelecer conexoes entre diferentes temas matematicos e entre esses

temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;

!Parametros Curriculares Nacionais, disponivel em http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos,/pdf/ciencian.pdf

41
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Acreditamos entao que mesmo nao sendo possivel dar uma demonstracao de tal
teorema, € possivel dar uma ideia intuitiva da validade do seu enunciado.

O que faremos ¢ muito préoximo do que ¢ feito no Ensino Fundamental, quando é
apresentado aos alunos os nimeros irracionais. L&, no Ensino Fundametal, a existéncia
dos niimeros irracionais nao é provada, nem mesmo é feita a domonstracao de que /2 é um
numero irracional. No entanto, tais nimeros sao apresentados com alguma justificativa e
partir dai aceita-se a existéncia deles.

O procedimento para "mostrar’que v/2 é irracional é o de buscar a cada passo,
nimeros com mais casas decimais que elevados ao quadrado se aproximem por falta da
v/2 e observar que esses nimeros nio sao decimais exatos nem dizimas perfodicas, levando-
os a uma conclusio de que tais nimeros nao sdo racionais. E ¢bvio, que tal procedimento
nao é uma demonstracao, pois mesmo que repetissemos esse processo, digamos, um milhao
de vezes nada garante que o nimero que estamos procurando ¢ um racional com periodo
com um milhao e uma casas e nesse caso nao poderiamos mesmo perceber o padrao. Esse
é o procedimento adotado na maioria dos livros didaticos do ensino fundamental, como
na colecao [8] uma das mais adotadas no pais.

Mas apds uma pesquisa em alguns dos livros didaticos de maior uso no ensino
médio, como [7], [14], [2] e [21], percebemos que o Teorema Fundamental da Algebra é
tratado como um axioma, sem nenhuma justificativa de sua validade. Até mesmo na
colegao [15], considerada mais completa e de uso em muitas universidades como referéncia
sobre o contetido de matematica do Ensino Médio e que demonstra a maioria dos teoremas
e propriedades do enino médio, nenhuma consideracao é feita sobre a demonstracao ou
alguma idéia intuitiva sobre a validade do Teorema Fundamental da Algebra. Como
dissemos acima, realmente nao é possivel demonstra-lo no Ensino Médio, mas alguma
justificativa desse tao importante teorema pode ser dada. Esse é o objetivo desse capitulo,
ou seja, mostrar intuitivamente que todo polindmio tem raiz complexa, sem contudo
demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra. Isso sera feito utilizando uma série de
atividades.

A primeira e a segunda atividade visam relembrar o conceito de equacgoes para-
métricas aprendidas em Geometria Analitica (tal conteiddo é tradicionalmente ensinado
antes dos nimeros complexos) e mostrar o uso de um software para desenho de fungoes

e, em especial, de equacoes paramétricas. Na terceira e quarta atividade, escolhemos
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dois polinomios e mostramos que existem solugoes complexa, para esses polinomios. Na
quinta atividade o aluno devera fazer uso do processo aprendido nas atividades anteriores
e "verifcar’a existéncia de raiz de um polinomio de grau 5. Ressaltamos também que essas
atividades foram idealizadas a partir da leitura do item 9 do livro [16].

Para ’convencer’ o aluno do ensino fundamental da irracionalidade da /2 faz-
se uso de calculadoras. No nosso caso utilizaremos um software chamado Winplot. Esse
software ¢ utiliado para desenhar curvas e superficies, ou seja, pode trabalhar com fungoes
em duas ou trés dimensoes. Esse sofware é gratuito e uma rapida busca na internet
encontramos muitos sites que oferecem o Winplot para download. Acoselhamos o site
http://www.mat.ufpb.br/sergio/winplot (acessado em 02 de junho de 2013), pois além
do software para download podemos encontrar muitas informagoes sobre o programa e
sugestoes de uso para o software.

Um dos grandes problemas de se trabalhar com fungoes complexas, como ¢é o caso
dos polinomios, é o fato de que nao termos como plotar graficos, pois para plotar os
graficos de funcoes complexas a valores complexos precisarimos desenhéa-los no R*, o que
nao é possivel.

Para tentar vencer esse obstaculo vamos plotar um grafico para cada médulo de
complexos, ou seja, dividir o plano complexo em circunferéncias e para cada circunferéncia
teremos uma curva. Se essa curva passar pelo zero complexo, o ponto (0,0), entao temos
uma raiz com o modulo utilizado para plotar a curva.

E claro que nao é possivel desenhar uma curva para cada mddulo, pois o modulo
é um numero real e esses sao infinitos. Entao o que faremos é algo parecido com o que
fez Argand em sua demonstracao: assumir que sendo uma func¢ao continua definida num
conjunto compacto, como é o caso da circunferéncia, entao a imagem da funcao também
é um conjunto compacto. A idéia é desenharmos algumas curvas e verificar que a medida
que consideramos complexos com moédulos maiores a origem passa da parte externa da
curva para a parte interna da curva. Logo deve existir um niimero complexo cujo muidulo
produz uma curva que passe pela origem e esse niimero complexo é uma raiz do polinomio
considerado.

Observamos que esse procedimento nao fornece, como a demonstragao do Teorema
Fundamental da Algebra, um método para obtencao de raizes de polinomios, mas permite

que o aluno tenha uma idéia intuitiva que é possivel chegar tao préoximo quanto se queira
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do moédulo da raiz do polinomio.
Antes de apresentarmos as atividades convém algumas observagoes sobre o uso so
software que devem ser apresentadas aos alunos, observamos também que essas observa-

¢oes sao validas para a maioria dos softawares utilizados em matematica:

(a) Utilizamos a virgula para separar a parte decimal da parte inteira de nimero, mas
a maioria dos programas e equipamentos, como a calculadoras, utilizam o padrao
americano onde o ponto realiza essa funcao. Esse é o caso do Winplot. Logo é

preciso dar essa informacao ao aluno quando for utilizar o programa;

(b) O seno é abreviado por sen aqui no Brasil, mas o Winplot utiliza também o padrao

americano que representa o seno por Sin;
(c¢) O simbolo da multiplicacao utilizado no Winplot é o asterisco (*).

(d) A raiz de p(z) é o valor de z tal que p(z) = 0. Mas o 0 dos complexos é 0 + 0i que
¢ a origem do plano complexo. Logo estamos procurando uma complexo que tenha

como imagem a origem do plano complexo.

Apresentamos também algumas atividades tedricas com as consequéncias do Teo-
rema Fundamental da Algebra.

Passemos agora para as atividades.
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5.2 Atividade 1

Dadas as equacoes paramétricas a seguir, faca o que se pede em cada item:

r=2+t teR
y=t—1

(a) Complete a tabela:

(b) Em cada linha da tabela anterior, z e y sao as coordenadas de um ponto. Complete

a tabela a seguir, utilizando as coordenadas da tabela anterior:

t Ponto

’

7

)
)
, )
)
)

’

mio|0|w|>
I

’




(¢) Localize os pontos A, B, C, D e E no plano cartesiano a seguir:

IS

(d) Que curva representa as equagoes paramétricas?

(e) Qual é a raiz da curva?

46



5.3 Atividade 2
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Utizando novamente as equagoes paramétricas da Atividade 1, questao a seguir, e o soft-

ware Winplot, faca o que se pede:

r=2+t

y=t—1

teR

(a) Abra o software Winplot, clicando no icone;

(b) Clique em Janela e a seguir em 2-dim;

1 Winplot [ |[-= |l

Janela

Ajuda

(¢) Na nova janela que abrir clique em 'Equacao’ e depois em 'Paramétrica’:

A~

\

4 semnome3

Arquiv. Equagie v Mouse Um Dois Anim Outros
.

4

3

2

=]

5o
]

Fivinpet [ o
[Janeia Ajuda

2-dim
3-dim
Adivinhar

Mapeador
Planetas

v Mostrar arquivos recentes
Abrir o dltimo arquivo

¥ Usar padrio

Sair

P2 «

F3

1 semnome3

E=em|

Arquivo [Equagao | Ver Mouse Um Dois Anim Outros

1. Bxplicita ... Fl
2. Paramétrica ... 2
3. Implicita 3
4.Polar . 4

Ponto
Segmento
Reta ..

Recursiva ...
Diferencial

} } Polinomial

Intrinseca

Desigualdades explicitas

Desigualdades implicitas ...

Inventério .. Ctri+l
Tamanho do inventario ..

Biblioteca ...

Definir fungo ...

Ocultar/mostrar tudo

Ajuda

P |
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(d) Abrird uma janela com dois campos: f(t) e g(t). No campo f(t) devemos digitar
a equagao que permite calcular o valor do z e no campo ¢(t) devemos digitar a

equacao que determina o valor do y.

x= i), y = glt) == x=1(t).y = glt) ==
= | fty="|
|

e = | i
polar [ plar [

tmin | tmin |

tméx | tmdn |

mite nenbuma * circulo £ tamanho solido [ min:  penhuma ciculo @ tamanho sdlida [

méw nenhuma * circulo 7 tamanho sdlida [ maw: nenhuma @ circulo € tamanho zdlida [

espessura da linha |1 densidade de plotagem |1 espessura da linha |1 densidade de plotagem |1

[ colocar setaemt = | [ colocar setaemt = |

tamanho da seta (pizels] |10 tamanho da seta [pixels) [10

cor | ajuda | ok, | cancelar| =
cor ajuda ok canhcelar

(e) Ainda na mesma janela digitamos o valor minimo de ¢, que deve ser 0, no campo 't

min’ e o valor maximo, que deve ser 2pi, no campo 't max’ e depois clique em "ok’:

x=f(t), y = gft) =) x=f{t), y = git) 58
fii= | fit) =
a)= | alt] =

polar [ polar [

tmin | * tmin |
| s | s

min nenhuma & circula © tamanha l_ sélida [~ mirn nenphuma @ circula 7 tamanha l_ sdlido [
mé&: nenhuma & circula O tamanho l_ sdlido [ mas nephuma ¢ ciiculo  tamanha l_ sdlido [
espezsura da linha ’1— densidade de plotagem ’1— espeszula da linha ’1— denzidade de platagem ’1—
[T colocar seta emt = | [ colocar setaemt = |

tamanho da seta [pixels) IT tamanho da zeta [pixels) ’T

cor | ajuda | ok | cancelar| cor | ajuda | ok | cancelar|

(e) Agora responda as questoes:

e Que curva foi apresentada?

e Qual a raiz da curva?

e Compare essa curva com a obtida na atividade 1.
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5.4 Atividade 3

Vamos verificar que o polinémio p(z) = z + i tem raiz em R. Para realizar a atividade

siga 0s seguintes passos:

(a) Escreva p(z) na forma polar. Para isso faga z = R(cos(t) + isin(t), substitua em

p(2):

(b) Aplique a distributiva para eliminar os parénteses:

(c) Agrupe as partes reais e as partes imagindarias:



()

20

A expressao que encontramos pode ser escrita na forma de equagoes paramétricas,
pois parte real corresponde ao = de p(z) e a parte imdgindria corresponde ao y de

p(z). Complete entao

v = Relp(z)] =

p(z) =

Utilizando as equagoes paramétricas do item anterior, repita os procedimentos apre-
sentados nos itens de a até e da atividade 2, utilizando para R o valor 0,5. Esboce
a curva apresentada pelo Winplot no plano correspondente a R=0.5.Depois clique
em ’'editar’ e troque o valor do R para 0,8. Desenhe a curva mostrada no pleno
cartesiano correspondete. Repita o procedimento para utilizando para o os valores

1,2 e 1,4. Esboce as curvas obtidas nos planos cartesianos correspondentes:

¥ = ¥ =
; Ir-0.5] i !R—[I.H!




o1

(f) Analisando os gréficos esbogados no item anterior o que vocé pode conjecturar sobre

o origem (o ponto (0,0))?

(g) Utilizando uma casa decimal, qual o valor do médulo de uma a raiz de p(z)? Veri-

fique utilizando o Winplot.



5.5 Atividade 4
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Repita todos os itens da atividade 3, mas utilizando o polinémio p(z) = 2% + 5iz + 3 e

para R os valores 0,4 - 0,5 - 0,6 - 0,7. Esboce as curvas nos planos correspondentes:

¥ R=0.4 ¥ R=D. 5]
3
2
1 1
-4 -3 -2 2 3 -3 -2 2 3
-1 -1
= #
-3 -
—4 —4-
= R=0.6 v R=0.7|
3
2
1 1
-4 3 2 -3 2 2
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5.6 Atividade 5

Com as conclusoes das atividades anteriores, procure um valor aproximado do médulo R

de alguma raiz de p(z) = 2° — i
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5.7 Atividades Tedricas

As atividades a seguir sao aplicagoes dos resultados sobre polinomios apresentadas no
capitulo 4.

Exemplo 5.1. Seja o polinémio complexo p(z) = (1+2i)z — (1+14). A partir do teorema
I+1 33—

142 5

Exemplo 5.2. Seja o polinomio complexo p(z) = 22 — 5iz — 6. A partir do teorema ?7,

4.4, sua unica raiz é dada por

tomando d = (51)? + 24 = —1 e como uma das solugoes da equagio w?> = —1 é w = 1,

5i— i 5i 4
1 Z:%e 1+1

entao as raizes de p(z) sdo = 3i.

Exemplo 5.3. Seja o polindmio complexo p(z) = 23 —i. Pelo teorema 4.6, as raizes de
p(z) sao dadas por

. 242 242
ZkZW{COS(M)vLiSiD(M)], k=0,1,2,

3



Capitulo 6
Apeéendice

Nesse apéndice apresentamos as solucoes das atividades 1, 2, 3, 4 e 5 do capitulo 5.

6.1 Atividade 1

Dadas as equacoes paramétricas a seguir, faca o que se pede em cada item:
r=2+1 teR
y=1t—1

(a) Complete a tabela:

N
PlOlnn|w]|<

W[N] O]X

Célculos do x e do y:

t=-2 = 2=2+(-2)=2-2=0 y=-2—-1=-3
t=—1 = z=2+(-1)=2-1=1 y=—-1-—-1=-2
t=0 = 2=24+0=2 y=0—-1=-1
t=1 = z=24+1=3 y=1-—-1=0
t=2 = z=24+2=4 y=2—-—1=1

95
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(b) Em cada linha da tabela anterior, z e y sdo as coordenadas de um ponto. Complete

a tabela a seguir, utilizando as coordenadas da tabela anterior:

t Ponto

-2 A=(0,-3)
-1 B=(1,-2)
0 C=(2,-1)
1 D=(3,0)
2 E=(4,1)

(c¢) Localize os pontos A, B, C, D e E no plano cartesiano a seguir:

v

(d) Que curva representa as equagoes paramétricas?

A curva é uma reta

(e) Qual é a raiz da curva?

A raiz é o ponto D = (3,0)



6.2 Atividade 2
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Utizando novamente as equagoes paramétricas da Atividade 1, e o software Winplot, faga

o que se pede:

r=2-+t

y=t—1

teR

(a) Abra o software Winplot, clicando no icone;

A~

\

(b) Clique em Janela e a seguir em 2-dim;

1 Winplot [ |[-= |l

Janela Ajuda

(¢) Na nova janela que abrir clique em 'Equacao’ e depois em 'Paramétrica’:

{4 semnome3 le=dleE]
Amquiv. Equagie var Mouse Um Dois Anim Outros

¥

4

3

2

5o
]

ElVinpet | o
[Janela Ajuda

2-dim F2
3-dim F3
Adivinhar
Mapeador

Planetas

v Mostrar arquivos recentes
Abrir o dltimo arquivo

v Usar padric

Sair

1 semnome3
Arquivo [Equagdo ] Ver Mouse Um

1. Explicita ... F1

3. Implicita 3
4.Polar 4
Ponto »
Segmento »
Reta ..

Recursiva ..

Diferencial »

Intrinseca

Desigualdades explicitas

Desigualdades implicitas

Inventério .. Ctri+l
Tamanho do inventario ..

Biblioteca ...

Definir fungo ...

Ocultar/mostrar tudo »

Ajuda

Dois  Anim  Outros

2. Paramétrica ... 2 ..‘

} Polinemial ... e
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(d) Abrird uma janela com dois campos: f(t) e g(t). No campo f(t) devemos digitar

a equagao que permite calcular o valor do z e no campo ¢(t) devemos digitar a

equacao que determina o valor

x=f{t), y = glt)
fil= | 2+t
alt) =

polar [

tmih |

t max ||

min: nenhuma ™ circulo © tamanho salida [
mé nenhuma * circulo 7 tamanho edlido [

espeszLa da linkha |1 denzidade de platagem |1

[ colocar ssta emt = |

tamanho da geta [pixels] |10

ok | cancelar |

car | ajuda |

e

do y.

x=f(t),y=git)

XS

ft)= | 2+t
gt)j= | t-1
polar [
tmin |
t max ||

min  nenhuma @ circula © tamanho wdlido [
max. nenhuma @ circulo © tamanho adlido [

espezsula da linha |1 denzidade de platagem |1

[ colocar setaemt = |

tamanho da seta [pixels] (10

ok | cancelar |

cor | ajuda |

—aifi m—

(e) Ainda na mesma janela digitamos ovalor minimo de ¢ no campo 't min’ e o valor

maximo no campo 't max’ e depois clique em "ok’

x=1(t), y = glt)

fil= | 24

t
a= | t-1
polar [
tmin | i
b max ||

min: nenhuma © ciculo © tamanho solido [
m& nenhuma @ cicule © tamanho solida [

espessura da linha |1 denzidade de plotagem |1

[ colocar setaemt = |

tamanho da zeta [pixels) (10

cor | ajuda | ak | cancelar|

==

S

x=f{t),y = glt)

fi= | 24t
= | ¢-1
palar [
b min | -3
tman | 2

min  nenhuma @ circula © tamanho whlido [
max:. nenhuma @ circulo © tamanho adlido [

espessuna da linka |1 denzidade de platagem |1

[ colocar setaemt = |

tamanho da seta [pixels] (10

cor | ajuda | ak. | cancelar|

o —
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A curva que sera apresentada é:

i ————

Yy
4

-3

(e) Agora responda as questoes:

e Que curva foi apresentada?

Uma reta

(f) Qual a raiz da curva?

O ponto D=(3,0)

(g) Compare essa curva com a obtida na atividade 1.
Espera-se que o aluno perceba que obteve a mesma curva da atividade 1, mas

o trabalho sem o software foi maior
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6.3 Atividade 3

Vamos verificar que o polinémio p(z) = z + i tem raiz em C. Para realizar a atividade

siga 0s seguintes passos:

(a) Escreva p(z) na forma polar. Para isso faga z = R(cos(t) + isin(t) e substitua em

p():

p(z)=z+1
P(z) = R(cos(t) +isin(t)) + ¢

(b) Aplique a distributiva para eliminar os parénteses:

p(z) = Rcos(t) +iRsin(t) + ¢

(c) Agrupe as partes reais e as partes imagindrias:

p(z) = [Rcos(t)] + i[Rsin(t) + 1]

(d) A expressao que encontramos pode ser escrita na forma de equagoes paramétricas,

pois parte real corresponde ao = de p(z) e a parte imdgindria corresponde ao y de

p(z). Complete entao

xr = Re[p(z)] = Rcos(t)
p(z) =
y = Im[(p(z)] = Rsin(t) + 1
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(e) Utilizando as equagdes paramétricas do item anterior, repita os procedimentos apre-
sentados nos itens de a até d, utilizando para R os seguintes valores 0,5 - 0,8 - 1,2
- 1,4. Para valor de R serad exibida uma curva. Faca um esboco de cada uma delas

no plano cartesiano correspondente a seguir:

i R=0.5 y R=0.8
3
2
‘D A
% k/ %
\ 1
T 2 4 4 a3 2 4 2 4
-1 -1
2 2
= 3
4 4
¥ R=1.2 Y R=1.4
4 4
2 2
1 1
x x
t
-4 -3 -2 -1 1 2 E) 4 —4 -3 2 -1 2 4

(f) Analisando os gréficos esbogados no item anterior o que vocé pode conjecturar sobre
o origem (o ponto (0,0))? A origem estd fora das curvas nos dois primeiros gréficos
e estd dentro das curvas nos outros graficos, logo deve existir um valor de R tal que

o grafico passe pela origem.
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(g) Utilizando uma casa decimal, qual o valor do médulo de uma a raiz de p(z)? Ve-

rifique utilizando o Winplot. A raiz deve ter modulo R igual a 0.9 ou 1,0 ou 1,1.

Plotando as curvas temos:

Arquivo Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros
¥ R=10,9

¥

Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

R=1,0]

\

B
_/

=2

Arquivo  Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

¥ R=1,1

Logo o valor do moédulo da raiz com

uma casa decimal ¢ R = 1,0



63
6.4 Atividade 4

Repita todos os itens da atividade 3, mas utilizando o polindémio p(z) = 2% + iz + 3 e

para R os valores 0,4 - 0,5 - 0,6 - 0,7. Esboce as curvas nos planos correspondentes:

(a) substituindo z = R(cos(t) + isen(t)) em p(z) temos:

p(z) =2*+5iz+3
p(2) = [R(cos(t) + isen(t))]* + 5i[R(cos(t) + isen(t))] + 3

(b) Aplicando a férmula de Moivre e aplicando a distributiva temos:

p(2) = R%*(cos(2t) + isen(2t)) + 5i[R(cos(t) + isen(t))] +
p(2) = R%cos(2t) + iR?*sen(2t) + 5i[Rcos(t) + iRsen(t)] +
p(2) = R?cos(2t) + iR?sen(2t) + 5iRcos(t) + 512R56n(t)
p(2) = R%cos(2t) + iR*sen(2t) + 5iRcos(t) — bRsen(t) +

(c) Agrupando a parte real e a parte imaginaria temos:

p(z) = [R*cos(2t) — 5Rsen(t) + 3] + i[R*sen(2t) + 5Rcos(t)]

(d) Escrevendo as equagdes paramétricas de p(z) temos

oy o 47 Reb(E)] = Focos(t) = SRsen(t) + 3
y = Imlp(2)] = R*sen(21) + 5Reos(1)
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(e) Utilizando o Winplot para gerar os gréficos pedidos temos:

(f) A origem esta fora da curva quando R = 0,5 e fora quando R = 0,7 e R = 0,8.

Quando R = 0,6 a curva 'parece’ passar pela origem.

(g) Analisando as curvas o médulo da raiz com uma casa decimal é R = 0, 6.
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6.5 Atividade 5

Com as conclusoes das atividades anteriores, procure um valor aproximado com uma casa
decimal do médulo R de alguma raiz de p(z) = 2° — i

Esperamos que o aluno encontre R = 1,0 como o valor aproximado do médulo de

uma das raizes.
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