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RESUMO

A otimizacao esta presente em varios aspectos da sociedade, desde discussdes em
meios académicos até a aplicagédo por profissionais, como engenheiros. Este trabalho
explorara a otimizag&o continua por meio de conceitos classicos de programagao linear
e nao linear. A resolucao de problemas de otimizagcao sera abordada de forma gradual,
comecando pelas condi¢cbes de Karush-Kuhn-Tucker e as condi¢cdes de qualificagcao,
e se especializando cada vez mais com a inclusdo da convexidade das func¢des en-
volvidas. A programagcéo linear serd apresentada de maneira abrangente, juntamente
com dois métodos de resolugédo: o método Simplex e 0 método de pontos interiores. A
énfase na programagéo linear (PL) em problemas com duas variaveis deve-se ao fato
de proporcionar material adequado para trabalhos em sala de aula no ensino basico.
A contribuicdo deste trabalho é apresentar duas propostas didaticas com o objetivo de
ensinar e resolver problemas de programacao linear bidimensionais no ensino basico,
baseadas no conceito do teorema fundamental da programacao linear. Sao apresenta-
das duas opgbes: uma utilizando tecnologia, especificamente o software GeoGebra, e
outra em um formato mais ludico, usando o geoplano.

Palavras-chave: Otimizacao continua. Problemas de programacao linear. Ensino ba-
sico.



ABSTRACT

Optimization is present in various aspects of society, from discussions in academic
circles to applications by professionals such as engineers. This work will explore con-
tinuous optimization through classical concepts of linear and nonlinear programming.
The resolution of optimization problems will be addressed gradually, starting with the
Karush-Kuhn-Tucker conditions and constraint qualifications, and increasingly specializ-
ing with the inclusion of the convexity of the functions involved. Linear programming will
be presented comprehensively, along with two resolution methods: the Simplex method
and the interior-point method. The emphasis on linear programming (LP) in problems
with two variables is due to providing suitable material for classroom work in basic
education. The contribution of this work is to present two didactic proposals with the
objective of teaching and solving two dimensional linear programming problems in basic
education, based on the concept of the fundamental theorem of linear programming.
Two options are presented: one using technology, specifically the GeoGebra software,
and another one in a more playful format, using the geoboard.

Keywords: Continuous optimization. Linear programming problems. Basic education.
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1 INTRODUGAO

Em uma busca rapida na internet para o significado da palavra otimizagao o
resultado é praticamente unanime: ato ou efeito de otimizar e/ou processo de se obter
o melhor valor objetivo em fungao de variaveis de decis&o. Em nosso dia-a-dia estamos
sempre na tentativa de otimizar nosso tempo, nossos gastos, nossos lucros, a producao
de algum produto entre tantos outros casos. Nesse contexto, as ciéncias em geral
também se utilizam da otimizacao, seja na economia, na informatica, na medicina, no
transporte e etc (RIBEIRO; KARAS, 2014). Para isso, devemos considerar uma série
de variaveis inter-relacionadas com um unico objetivo de minimizar (ou maximizar)
sujeito a restricdes que podem limitar a sele¢cdo dos valores para essa tomada de
decisdo (LUENBERGER, 2003).

Ao longo do trabalho apresentaremos discussdes acerca de problemas de oti-
mizagao do tipo

minimizar f(x)

(0)

sujeito a x e

que podemos classificar como problemas de programacéao linear ou problemas de
programacao néo linear. Acerca da primeira, (BOYD; VANDENBERGHE, 2004) cita-a
como aquela onde a fungéo f e fungdes de restricbes que definem o conjunto Q) séo
funcdes lineares ou lineares afins. J& a segunda, ndo teremos apenas fungdes lineares
envolvidas.

Temos como objetivo principal nessa dissertacao estudar tépicos de otimizacao
tais como as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker, método Simplex, método de pontos
interiores e, ao final, como contribuicao apresentar propostas didaticas para resolucao
de problemas de programacéo linear em turmas de oitavo ano do ensino fundamental.
Para que nosso objetivo seja alcangado, apresentaremos uma visdo mais geral sobre
otimizacdo, com uma revisdo bibliografica da teoria que julgamos necessaria ao leitor
para compreender esses processos citados acima.

Em particular no capitulo 2, apresentaremos as Condi¢des de Karush-Kuhn-
Tucker. Em 1950 Kuhn e Tucker introduziram um problema de programagao néo linear e
provaram o teorema principal da teoria que da condi¢cdes necessarias para a existéncia
de uma solucao 6tima para um problema de programacgao nao linear, estabelecendo o
que chamamos de teoria matematica da programacéao néo linear (KJELDSEN, 2000).
Além disso, apresentaremos as chamadas condigdes de qualificagdo (CQ’s) que dizem
respeito a propriedades de pontos viaveis em Q) que quando satisfeitas, garantem
as Condic¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (FLOR, 2016). As condi¢cbes de qualificagdo a
que nos referimos correspondem a CQ de independéncia linear, CQ de Mangasarian-
Fromovitz e CQ de Slater.

No capitulo seguinte apresentaremos a programacao linear que, segundo (DANT-
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ZIG, 1963) em 1949 quando académicos e érgaos governamentais apresentaram pes-
quisas usando ferramentas de programacao linear antes consideradas separadamente,
foram entdo unificadas. Essas pesquisas, abrangendo desde planejamento de rotacéo
de colheitas até o planejamento de acdes militares em larga escala, poderiam utilizar
uma estrutura matematica para formular problemas explicitamente e, assim, determinar

solugbes de maneira mais eficiente, utilizando o método Simplex, por exemplo.
Sobre os métodos apresentados para resolucédo de problemas de programacao
linear, temos 0 método Simplex que

Possibilitou aos economistas formular grandes modelos e analisa-los de forma
sistematica e eficiente. A descoberta de Dantzig coincidiu com o desenvolvi-
mento dos primeiros computadores eletrénicos, € 0 método simplex tornou-se
uma das primeiras aplicagdes importantes desta tecnologia nova e revolucio-
néria. Daqueles dias até o presente, as implementagdes computacionais do
método simplex tém sido continuamente melhoradas e refinadas. (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006, p. 355)

e, 0 método de pontos interiores, apresentado por Karmarkar! em 1984, sendo um
novo algoritmo polinomial de pontos no interior do conjunto viavel, ganhando destaque
nos jornais e revistas da época (LUENBERGER; YE, 2008).

No capitulo 4, apresentaremos duas sugestdes de propostas didaticas para
resolugdo de problemas de programagao linear em R2 com a representacéo de suas
restricdes no plano cartesiano. Uma proposta utiliza o software GeoGebra e a outra

corresponde a um jogo utilizando o geoplano.
A Base Nacional Curricular Comum ressalta que

A Matematica ndo se restringe apenas a quantificagcdo de fenémenos deter-
ministicos — contagem, medicao de objetos, grandezas — e das técnicas de
calculo com os nimeros e com as grandezas, pois também estuda a incerteza
proveniente de fendbmenos de carater aleatério. A Matematica cria sistemas
abstratos, que organizam e inter-relacionam fenémenos do espago, do movi-
mento, das formas e dos nimeros, associados ou néo a fenébmenos do mundo
fisico. Esses sistemas contém ideias e objetos que sdo fundamentais para a
compreensao de fendmenos, a construcdo de representacoes significativas e
argumentacoes consistentes nos mais variados contextos. (BRASIL, 2018, p.
265)

Aliado a isso, queremos mostrar/criar situagdes que englobem esses conceitos
de otimizacdo apresentados em nosso trabalho aos alunos e como a matematica
também pode ser apresentada nesse campo ainda pouco explorado em sala de aula.

' Narendra K. Karmarkar - matematico indiano
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2 VISAO GERAL DE PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

A otimizacado matematica tem por objetivo buscar uma melhor solucédo para
determinados problemas de naturezas diversas, como engenharia de processos, pes-

quisa operacional, andlise numérica e etc.
Precisamos considerar ainda que

Para a maioria dessas aplicagbes, a otimizagdo matematica é usada como
uma ajuda para um tomador de decisdo humano, projetista de sistema ou
operador de sistema, que supervisiona o processo, verifica os resultados e
modifica o problema (ou a abordagem da solugéo) quando necessario. Este
tomador de decisao humano também realiza quaisquer a¢des sugeridas pelo
problema de otimizagéo, por exemplo, comprar ou vender ativos para atingir o
valor 6timo. (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, p. 3)

Em algumas situacdes estamos interessados em minimizar uma fungéo, sujeito
a restricoes.

Definicao 2.1 Minimizador local e global

Considere uma fungéo f : R"” — R e x* € Q c R". Dizemos que x* é um minimizador
local de f em Q quando existe § > 0, tal que f(x*) < f(x) para todo x € B(x*,6) N Q.
Caso f(x*) < f(x), para todo x € Q, x* é dito minimizador global de f em Q.

Para ilustrar isso, observe a figura 2.1 onde x4 € minimo local e xo minimo global
de uma f(x).

Figura 2.1 — Minimo local e minimo global

£(x)

——=Local
minimum

— = Globol
minimum

W p——————

|
l
L x

Fonte: (DANTZIG, 1963, p.153)

Vamos partir da proposta de

minimizar f(x)
o (2.1)
sujeito a xe€Q
onde f : R” — R é uma funcéo arbitraria que chamaremos de funcéo objetivo e Q c R”
€ um conjunto qualquer o qual chamaremos de conjunto viavel, que geralmente possui
uma estrutura que pode apresentar igualdades e/ou desigualdades e x sera chamado
de ponto viavel quando pertencer a Q). Se x* é minimizador global de f em Q, entao
chamaremos de v* := f(x*) de valor étimo de 2.1.
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Em alguns casos encontraremos problemas de maximizacdo que podem ser
facilmente escritos como um problema de minimizacdo. Observe a figura 2.2 que
mostra como essa transformacao funciona. Veja que a solugcdo x corresponde ao
maximizador de f com valor maximo v, por outro lado, corresponde ao minimizador de
—f com valor minimo —v.

Figura 2.2 — Relag&o entre minimizar —f e maximizar f

Fonte: (IZMAILOV; SOLODOV, 2009, p.4)

O problema geral de otimizacao que trataremos em nosso trabalho, consiste em
minimizar f(x)
=0 (2.2)
0

X

IN

sujeito a h(x)

9(x)

onde f : R?” - R, h: R" - RMe g : R"?” —+ RP sdo fungbes dadas. Quando f,

h e g forem continuas, chamaremos (2.2) de um problema de otimizacao continua.

Nesse trabalho pediremos além de continuidade, que f, h e g sejam continuamente

diferenciaveis em certos pontos, ou seja, essas funcdes sdo diferenciaveis e suas
derivadas sao continuas nos pontos em questao.

Segundo (BOYD; VANDENBERGHE, 2004), podemos ter dentro da otimiza¢ao o
que chamamos de programacao linear e nao linear. A primeira diz respeito a problemas
em que a funcdo objetivo e suas restricbes sao lineares (ou lineares afins). Caso
contrario, chamaremos de programagao nao linear.

Assim, o problema da programagéo linear (PL) consiste em termos uma f obje-
tivo linear, com h e g afins da forma:

f(x) := ¢’ x, ceR"
h(x) := Ax—b =0, AcR™N g pcRM (2.3)
gx)=Mx-g<0. McRPMeqgecRP

Tomamos f linear, e nao linear afim em geral, porque os problemas correspon-

dentes seriam equivalentes no sentido de ter os mesmos minimizadores mas apenas
tendo valores 6timos diferentes.
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Em PL minimizadores locais sempre sao minimizadores globais, o que nao é
verdade em programacgao néo linear. No entanto, observamos que nem sempre em
PL temos solugcdo mesmo que o conjunto viavel seja ndo-vazio, para ilustrar esse fato,

vide exemplo 2.14.

Para obtencéo de solugdes para o problema (2.2) consideramos muitas vezes
as chamadas condi¢cées de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Historicamente, segundo o
artigo de (KJELDSEN, 2000):

Quando Kuhn e Tucker provaram o teorema de Kuhn-Tucker em 1950, eles
langaram a teoria da programacéao nao linear. No entanto, de certa forma, este
teorema ja havia sido provado em 1939, por W. Karush em dissertagdo de
mestrado, inédita.

As condigoes de KKT sao baseadas na teoria bastante elegante envolvendo
conjuntos matematicos chamados de cones. Como referéncia a essa teoria, deixamos
ao leitor como sugestao de leitura (RIBEIRO; KARAS, 2014, p. 190-) e (IZMAILOV;
SOLODOQV, 2009, p. 194-).

Definicao 2.2 Ponto KKT

Sejam f: R" - R, h: R? — RM e g : R" — RP fungdes continuamente diferenciaveis
em x* € R". Dizemos que x* é um ponto KKT do problema (2.2) se existirem A ¢ R™
e u € RP, tais que

Z;\ “Vhi(x Z,u/ Vgj(x*) = (L)
hi(x") =0, gi(x") <0 (P)
pi >0 (D)

gi(x") - ;" =0 ©)

emque hj :R" - R, i={1,..,meg;:R" =R, j={1,..,p} sdo as fungdes compo-
nentes de h e g, respectivamente. O simbolo V € indicado como sendo o gradiente
das fungdes f, he g.

Sobre as condicdes da definicdo 2.2, podemos dizer que:

i. Em (L) temos as condicbes de Lagrange;

ii. Em (P) temos a viabilidade primal dada pelas restricbes de igualdade e
desigualdade;

ii. Em (D) temos a viabilidade dual associada as desigualdades de (P) que diz
respeito a viabilidade dos multiplicadores de Lagrange p;;
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iv. Em (C) temos a complementaridade entre os multiplicadores de viabilidade
dual de (D) e as restricoes de desigualdade em (P).

Teorema 2.1 Se as fungbes h;’s e g;'s so lineares afins e x* € solugéo local de (2.2),
entédo x* é ponto KKT de (2.2).

A demonstragao deste teorema pode ser encontrado em (RIBEIRO; KARAS, 2014, p.
220). Notamos que sua reciproca nao é verdadeira. Bastaria, por exemplo, minimizar
—x12 — x22 sujeito a restricdo afim x4 = 1 e ver que o unico ponto KKT que temos é (1,0)
e ele na verdade € maximizador global do problema. O fato a que se refere o teorema

2.1 pode ser visto no exemplo 2.1 a seguir.

Exemplo 2.1 Considere o problema:

minimizar  f(x) := x12 + xg
sujeito a h(x) == X1 + Xxo =1
g(x) =x1 <0

Na figura 2.3 estao representadas as restricdes do exemplo 2.1.

Figura 2.3 — Representacao das restricdes do exemplo 2.1

Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Inicialmente podemos observar que a funcao objetivo é nao linear e as restricdes
sdo lineares afins. Podemos notar facilmente que x* = (0, 1) € minimizador local de f.
Isso vem do fato de que xo = 1 — x4 e se xq < 0 implica em xo > 1, que n&o minimiza a
funcdo. Logo x* é minimizador local e ponto KKT de acordo com o teorema 2.1.

De fato, pelas condicbes da definicdo 2.2, teremos em (L)

Vi(x) = (2x1,2x2), Vh(x)=(1,1), Vg(x)=(1,0)
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e, organizando essas informagdes com os multiplicadores de Lagrange no minimizador
x* =(0,1), devemos ter
(0,2) +A(1,1) +u(1,0) =0

que resultaem A = -2 e y = 2, que em (D) satisfaz as condi¢cdes da defini¢gdo 2.2.
Caso haja mais de um ponto KKT e considerando que encontramos u # 0, em
(C) temos que x4 - u = 0. Nesse caso x1 = 0 e, quando substituido em (P) onde temos
h(x) := x1 + xo—1 =0 e g(x) := x; < 0 nos fornece x» = 1, Unico ponto KKT e x* do
problema.
Logo, o ponto x* = (0, 1) satisfaz o teorema 2.1 e a fungao é assim minimizada

f(x1, X2) = X12 + x22

f(0,1) =0%2+1%=1=v*

A seguir vamos introduzir uma definicao importante no que diz respeito a encon-
trarmos solucéo para o problema (2.2). Sdo as chamadas condi¢des de qualificacao
que, quando satisfeitas, garantem a existéncia dos multiplicadores de Lagrange e a
aplicabilidade da definicdo 2.2 na busca por solucées.

Definicao 2.3 Condicao de qualificagao (CQ)

E uma condicédo sobre as restricdes de (2.2) em uma solucéo local x* de (2.2), garan-
tindo que ele € um ponto KKT do problema.

A definicdo 2.3 sugere a priori que poderiamos ter minimizadores que néo
satisfazem KKT. De fato, 0 exemplo 2.2 ilustra essa situagao.

Exemplo 2.2 Considere o problema

minimizar f(x) :=x
sujeito a h(x) = x%=0
Claramente podemos observar que o minimizador x* = 0 € também minimizador

global do problema, porém nao satisfaz as condicdes de KKT. Note que em (L) temos
Vi(x)=1, Vh(x)=2x

que quando organizamos o multiplicador de Lagrange A, obtemos 1 + 2Ax = 0. Essa
situacdo se torna impossivel, pois em (D) teremos x2 = 0 que implica em x = 0 e
consequentemente em 1 = 0.

Existem varias CQ’s, mas nesse texto apresentaremos duas de primeira ordem
bastante conhecidas na literatura, chamadas de condi¢ao de qualificacao de indepen-
déncia linear (LICQ) e condigcédo de qualificagdo de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ),
esta ultima mais geral que (LICQ) (ANDREANI, R.; ECHAGUE; SCHUVERDT, 2010).
E importante reenfatizar que uma CQ é definida como uma propriedade dos pontos
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viaveis do problema de otimizacao, que quando satisfeita por um minimizador local,
implica que o0 mesmo satisfaz a definicdo 2.2 (ANDREANI, Roberto et al., 2018).

Definicao 2.4 Seja x* € Q. Uma restrigdo de desigualdade gj(x) com {j=1,...,p} €
dita ativa em x* quando:

gi(x") = 0 (2.4)

Isto €, a desigualdade € satisfeita como igualdade. Caso gj(x*) < 0, dizemos que gj(x)
é inativa em x*. Denotaremos A(x*) o conjunto de indices ativos em x*, ou seja,

Alx) = {j € {1,...pH| gj(x*) = 0} (2.5)

Em relacao as restricbes de igualdade, elas sempre sdo ativas em todo ponto
viavel.

Teorema 2.2 Condicdo de qualificacao de independéncia linear (LICQ)

A condigéo de independéncia linear de

(Vi)Y U {ng(x*)}A(X*) (2.6)

.....

€ uma condicao de qualificacao. Essa condicdo é chamada de LICQ. A demonstracao
deste fato encontra-se em (BECK, 2014, p. 210).
No exemplo 2.3 a seguir, a condi¢cao de qualificacao LICQ é satisfeita.

Exemplo 2.3 Considere o problema

minimizar ~ f(x) = Xy + Xo
sujeito a h(x) —x1 +x2 =1
gx)=x4 >0

A figura 2.4 representa as restricdes do exemplo 2.3.

Podemos notar rapidamente que o ponto x* = (0,—1) € a solucéo global desse
problema, pois para (x1,xo) viavel &€ necessario ter xy > 0 e xo > —1, sendo que esta
ultima desigualdade vem de x1 + x2 =1.

Em x* as restricoes sdo ativas e representadas pelos vetores Vh(x*) = (0,-2) e
Vg(x*) = (1,0), linearmente independentes. Logo, vale LICQ e x* é ponto KKT tendo
como multiplicadores de Lagrange A = % eu=1.

Nesse exemplo, podemos seguir com a definicao 2.2 e procurar por mais pontos
KKT. Veja entdo que em (L) temos

Vix)=(1,1), Vh(x)=(2x1,2x2), Vg(x)=(-1,0)
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Figura 2.4 — Representacao das restricoes do exemplo 2.3

Xy

Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Podemos observar que se xo = 0, 0s vetores serdo linearmente independentes,
porém temos a garantia que para todo ponto viavel, xo # 0. Com isso, na condi¢éo de
Lagrange

(1,1) + A(2x1,2x%0) + u(-=1,0) =0

obteremos 1+2Ax;—u = 0 e 1+2Axp = 0. Em (P) teremos x2+x2—1 = 0 e g(x) := —x; < 0.
E, por fim, em (C), (—xq) - p = 0.

Agora em (C) vamos considerar inicialmente o caso —x4y = 0 obtendo x4 = 0 e,
usando esse resultado em (P), obtemos x» = £1, que quando substituidos em (L) nos
fornecep=1eA = ¢%. Com essas informacgdes temos os pontos (0,1) e (0,—1) que
séo pontos KKT, sendo o primeiro um minimizador local de f e o ultimo ja mencionado
como x*. Seguindo, temos o caso p = 0, que quando substituido em (L) nos fornece
X1 = Xo = 21_)\ que novamente ao substituirmos em (P) resulta em x; = iiz. Como

V2

na restricdo inicial x; > 0, teremos que x{ = Xp = % el = —@. Ou seja, 0 ponto

(\i@ \/Lé) também & um ponto KKT e corresponde ao maximizador local de f.
Verifiguemos o valor de f em cada ponto

f(X1,X2) = X1 + X2
£(0,1)=0+1 =1
£(0,~1)=0—1=—1 ="
Vav3\ v VB
f(?? =5 tp =2

Teorema 2.3 Condicdo de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ)
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A condicao de independéncia linear das restricées de igualdade aliada a existéncia de
um vetor d € R tal que

Vhi(x)Td=0 e Vgix")Td<0 (2.7)

€ uma condicao de qualificacdo. Essa condicdo é chamada de MFCQ. A demonstracao
deste teorema pode ser encontrado em (BERTSEKAS, 1999, p. 367).
No exemplo 2.4 a seguir vale MFCQ porém nao vale LICQ.

Exemplo 2.4 Considere o problema, adaptado de (RIBEIRO; KARAS, 2014)

minimizar f(x) = Xxq
sujeito a h(x) := X12 —2X1—Xo =0
g1(x) = x12—2x1 +X2 <0
Ggo(x) =—x; <0
A figura 2.5 representa as restricoes do exemplo 2.4.

Figura 2.5 — Representacao das restricdes do exemplo 2.4

&

4

2 ol x)

X4

gylx)

Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Veja que o ponto x* = (0,0) € minimizador do problema mas ndao cumpre LICQ.
As trés restricdes sao ativas nesse ponto, e os vetores

Vh(x") = (-2,-1), Vg1(x") = (-2,1), Vgo(x") =(-1,0)

séo linearmente dependentes. De fato, o problema cumpre MFCQ quando considera-
mos o vetor d = (1,-2), pois
Vh(x*)Td = (-2,-1)- (1,-2) = 0,
Vgi(x*)'d=(-2,1)-(1,-2) =—4 <0,
(x

Tg
Vgo(x*)Td = (-1,0)- (1,-2) =—1 < 0.
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Logo, x* é um ponto KKT. Observe que ao aplicarmos a definicao 2.2, temos
em (L)

Vi(x)=(1,0), Vh(x)=(2x4—-2,-1), Vgi(x)=(2x4—-2,1), Vgo(x)=(-1,0)
gue quando organizamos os multiplicadores de Lagrange no ponto x* = (0, 0), obtemos
(1,0) +A(—2,-1) + p1(—2,1) + uo(-1,0) =0

e, consequentemente temos A = u4 e ys = 1 —4u¢ que quando consideramos em (D),
temos dois casos
1 1
= = = = — = A = —
p1=0, pa=1, A=0 e py=7,, p2=0 2
Para seguirmos a procura de outros pontos KKT, devemos ter de acordo com a
definicao 2.2 em (P)

h(x) = x12—2x1 -X0=0, g1(x):= x12—2x1 +Xo <0, go(x)=—x1<0
E, em (C) devemos ter
(Xf—2x1 +Xp) -p1 =0 € (=xq)-pp=0

Em (C) vamos considerar dois casos. O caso em que puq = 0 e —xq = 0 que
implica diretamente em x; = 0. Como A = 0 e ys = 1, em (P) encontramos x, = 0,
ponto KKT e x* do problema. E, no caso em que (C) xf —2X1+Xp=0epus =0,que ao
usarmos a primeira equagao em (P) encontramos xo = 0, x; = 0 e, consequentemente
p1 = ¥ €A = J também x* do problema. Note que o ponto KKT x* = (0, 0) que minimiza
a f, possui multiplicadores de Lagrange diferentes relacionados em cada caso.

Em determinados problemas que resolveremos, as funcdes objetivo e de restri-
cbes, podem ser classificadas como convexas ou nao convexas.

Definicao 2.5 Um conjunto C c R" é dito convexo quando dados x,y € C, o seg-
mento

X, yI={(1-t)x+ty[t<[0,1]} (2.8)
estiver inteiramente contido em C. A figura 2.6 ilustra essa definicao.
Definicdao 2.6 Seja C C R um conjunto convexo. Dizemos que a fungdo f : C C
R" — R é convexa quando
f(1—-Hx +ty) < (1=0Hf(x) + tf(y), (2.9)

paratodos x,y € Cet € [0,1].

Geometricamente, observe a figura 2.7, onde os autores ilustram que para
ser convexa o arco do grafico deve estar sempre abaixo do segmento que liga as
extremidades.
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Figura 2.6 — Conjuntos convexo € nao convexo
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Fonte: (RIBEIRO; KARAS, 2014, p.49)

Figura 2.7 — Fungdes convexa e nao convexa
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Fonte: (RIBEIRO; KARAS, 2014, p.56)

Definicao 2.7 Dizemos que (2.2) é um problema de otimizagdo convexo, quando o
conjunto viavel

Q:={xeR"| h(x)=0eg(x) <0} (2.10)
for convexo e a fungdo objetivo f : Q c R" — R for convexa. Observamos que pedir
que Q seja convexo, implica que existem h; lineares, tais que h(x) = h(x), ¥(x) em Q e
as g;'s sejam convexas.

Teorema 2.4 Seja (2.2) convexo, se x* é solugdo local de (2.2), entao é solugéo global.

A demonstracao deste fato encontra-se em (BERTSEKAS, 2009, p. 117).
No exemplo 2.5 a seguir, usaremos o fato referido no teorema 2.4.

Exemplo 2.5 Considere o problema retirado de (BECK, 2014):

minimizar f(x) = x12 — Xo
sujeito a h(x) :=xo=0
Na figura 2.8 esta representada a restricdo do exemplo 2.5.
Observe que temos um problema convexo. Considerando o minimizador local
x* = (0,0), podemos afirmar que de fato ele € um minimizador global do problema.
Pela condicao de qualificacao LICQ, temos Vh(x*) = (0,1) claramente linearmente
independente. Entao, pelas condi¢des da definicdo 2.2 que sao garantidas, x* é ponto
KKT. De fato em (L), temos

Vi(x) = (2xq,-1), Vh(x)=(0,1)
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Figura 2.8 — Representacao da restricado do exemplo 2.5
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Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

e, organizando essas informacdes com os multiplicadores de Lagrange no ponto x* =
(0,0), obtemos
(0,-1) +A(0,1) =0

que resulta em A = 1. Logo, o ponto (x4, Xo) = (0,0) € um ponto KKT minimizador do
problema.
Assim,
f(xq1, X2) = x12 — Xo

f(0,0)=0°-0=0= v*
Teorema 2.5 Condicdo de qualificacdo de Slater
Seja (2.2) um problema convexo. A existéncia de x € R" tal que
h(x)=0, g(xX)<0 (2.11)

€ uma condi¢ao de qualificacado. Essa CQ é chamada de condicao de qualificacao de
Slater. A demonstracéo deste fato encontra-se em (BERTSEKAS, 2009, p. 369).
O exemplo 2.6 a seguir cumpre a condicao de qualificacdo de Slater.

Exemplo 2.6 Considere o problema

minimizar f(x) = 3x1 +4xo
h(
a(
A figura 2.9 representa o conjunto de restricbes do exemplo 2.6.

sujeito a X)=X{+Xo =4
X) :

=x12—x2§2
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Figura 2.9 — Representacao das restricdes do exemplo 2.6
TR
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Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Pela convexidade do problema, garantido pela definicao 2.7 e além disso, seja
X = (0, 4) que satisfaz as duas restrigdes, pois teremos h(x) = 0 e g(x) = -6 < 0. Logo,
pela CQ de Slater, se houver solugao, ela sera um ponto KKT. Assim, pelas condi¢des
da definicao 2.2, obtemos em (L) que

Vi(x)=(3,4), Vh(x)=(1,1), Vg(x)=(2xq4,-1)
e, ao organizar essas informagdes com os multiplicadores de Lagrange A e u
(3,4)+A(1,1) +u(2x4,-1) =0
obtemos 3+A+2ux; =0e4+A—-pu=0. Em (P), devemos ter
h(x) =x1 +x0—-4=0, e g(x):= x12—x2—2 <0

E, em (C) devemor ter (x2 —xo—2) - i = 0.

Na condicdo (C), se x12 —Xo—2=0eem (P)com xqy + xo—4 =0, implica em
Xy = =3 ou x; = 2. No caso x4 = —3 substituido em (L) ndo cumpre com (D). Ao

considerarmos x4 = 2 em (L) obtemos os multiplicadores de Lagrange A = —159 ey= ,l-
e, por sua vez x» = 2 em (P).
Logo o ponto (x1, Xo) = (2,2) € um ponto KKT minimizador do problema.
Assim,
f(X1, X2) = 3Xx1 + 4Xo
f(2,2)=3-2+4-2=14=Vv"
O préximo teorema vai estabelecer para problemas convexos, que as condigdes
necessarias de otimalidade de KKT sao também suficientes.
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Teorema 2.6 Suponha que (2.2) satisfaz a CQ de Slater. Entdo x é KKT de (2.2) se, e
somente se, X € solugéo de global de (2.2).

A demonstragao deste fato pode ser encontrada em (BECK, 2014, p. 214).
O exemplo 2.7 satisfaz as hip6teses do teorema 2.6.

Exemplo 2.7 Considere o problema

minimizar f(x) := x12 + Xo

sujeitoa  h(x) :==x1 +xo =3
g(x) = x12 + x22 <9

A figura 2.10 representa o conjunto de restricdes do exemplo 2.7.

Figura 2.10 — Representacao das restricoes do exemplo 2.7

5

Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Temos que as restricdes h e g sao afim e convexa, respectivamente. Agora, a
CQ de Slater ¢ satisfeita por exemplo, no ponto viavel X = (%, 3). Note que x é solug&o
do problema e ponto KKT. De fato, usando as condicées da definicdo 2.2 teremos, em

(L)
Vi(x)=(2xq,1), Vh(x)=(1,1), Vg(x)=(2xq1,2x0)

e, organizando essas informag¢des com os multiplicadores de Lagrange nos fornece
(2x1,1) +A(1,1) + p(2x1,2x0) =0
que resultaem 2xy +A +2uxo =0 e 1 +A + 2uxo = 0. Ja em (P), ficamos com
h(x) =x1 +x-3=0, e g(x):= x12+x§—9 <0

E, por fim, em (C), devemos ter (x12 + x22 -9)-u=0.
Vamos agora considerar em (C) o caso py = 0, que em (L) obtemos A = -1 e
X1 = % Ja em (P) ficamos com xp = g ou seja, temos um ponto KKT. Por outro lado,
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no caso x12 + xg —9 =0 nos fornece em (P) e em (L) os resultados x; = g Xo = % A=0

eu=—louaindaxy=3,x=0,A=-1eyu= —g que sdo absurdos pois violam (D).
Assim, o ponto KKT encontrado minimiza f e temos:

f(Xq, Xo) = x12 + Xo

(15 _ (1,5 1 _ .
2’2)"\2) T27 71 7

No exemplo 2.8 a seguir, temos um problema de PL onde a CQ de Slater &
satisfeita e teremos infinitos pontos KKT.

Exemplo 2.8 Considere o problema
maximizar  f(x) = 8x1 + 2Xo
sujeito a g1(x) =4x1 +x0 < 12
Oo(X) =x1+ X0 < 4
A figura 2.11 representa as restricoes do problema 2.8.

Figura 2.11 — Representacao da restricao do exemplo 2.8

=i

Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Por se tratar de um problema de maximizagéo, para melhor resolver, transforma-
remos em um problema de minimizagdo. Entdo teremos o novo sistema, que consiste
em

minimizar  f(x) == -8x1 —2Xo
sujeito a g1(Xx) =4x1 + X0 <12
Oo(X) =X1+ X0 < 4

Como ja citado, claramente o problema satisfaz a CQ de Slater. Tenhamos o
ponto viavel X = (1,0), entdo g4(x) = -8 < 0 e go(X) = =3 < 0. Vamos a analise de
acordo com a definigdo 2.2

Em (L), apés a inclusdo dos multiplicadores de Lagrange, temos o seguinte

(_8’_2)"',"1(4’ 1) +IJ2(1’1) =0
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que nos fornece 44 + o = 8 e uq + o = 2. Nesse ponto temos u1 =2 e uo =0. E, em
(C) teremos
(4x1 +x0—=12) - p1=0 e (X +x0—4)-us=0

Como ja sabemos os valores do uq = 2 e uo = 0, teremos que analisar o caso
4x1 + X0 —12 = 0. Se 4x4 + xo — 12 = 0, podemos concluir que xo = 12 —4x; ao ser
substituida em go(x) nos fornece x; > % que satisfaz as restrigbes do problema. Assim,
temos infinitos pontos KKT, tais que x{ > %, Uy =2 e o = 0. Testamos abaixo, como
verificacao, alguns pontos que mostram a concluséo do problema

f(X1,X2)=8X1 +2X2
8 4 "
f(§,§) =24=V
f(5,-8) = 24 = v*
10 —4 .
f(??) =24=v

No capitulo seguinte resolveremos esse mesmo problema 2.8, sendo referido
como exemplo 3.4, usando outro método e teremos uma nova concluséo.
O problema 2.9 a seguir ndo apresenta conjunto viavel, portanto nao h4 solugéo.

Exemplo 2.9 Considere o problema

minimizar ~ f(x) = Xy + Xo
sujeito a h(x) :==2x1 + Xo =2
9(x) ==2x1 + Xo > 1

A figura 2.12 representa o conjunto de restricoes do exemplo 2.9.

Figura 2.12 — Representacao das restricoes do exemplo 2.9
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Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra
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Note que, em h(x) podemos fazer a seguinte relagéo
Xo = -2 - 2X1

que quando substituida em g(x) implica em —2 > 1, um absurdo.

Logo, ndo ha conjunto viavel e o problema nao possui solugao.

O exemplo 2.10 a seguir, ndo cumpre nenhuma CQ, nao tem ponto KKT, mas
tem minimizador global.

Exemplo 2.10 Considere o problema que corresponde a uma variacdao do exemplo
2.5, do mesmo autor.

minimizar ~ f(x) := X2 — xp
sujeito a g(x) =x5 <0

A figura 2.13 representa a restrigdo do problema 2.10.

Figura 2.13 — Representacao da restricdo do exemplo 2.10
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Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Analisando a restricdo, vemos que ela nao satisfaz nenhuma das condicdes
de qualificacdo no minimizador x* = (0, 0) global. De fato, a condi¢cao de qualificacao
LICQ né&o é cumprida, pois o gradiente no minimizador é o vetor nulo e, em relagéo
a condicao de qualificacao MFCQ, nao existe vetor d que a satisfacga, pois temos um
produto entre o vetor nulo e o vetor d que ndo garante a negatividade. Ja a CQ de
Slater ndo é satisfeita, pois ndo teremos g(x) < 0. Agora, pelas condigdes da definicdo
2.2, em (L), temos

Vi(x) = (2x1,=1),  Vg(x) =(0,2xz)

que apos adicionar os os multiplicadores de Lagrange no ponto x* = (0, 0), devemos
ter (0,—1) + u(0, 0) = 0 encontraremos —1 = 0 que é um absurdo. Assim, 0 minimizador
nao é um ponto KKT.
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O exemplo 2.11 € um problema de PL que satisfaz a CQ de Slater. Também
sera resolvido no capitulo seguinte por outro método. La sera referido como exemplo
3.3.

Exemplo 2.11 Considere o problema

maximizar  f(x) = Xy + Xo
sujeito a g1(X) =x1+2x2 <6
go(X) =2x1 + X2 <6
Para melhor resolver, como se trata de um problema de maximizacgéo, transfor-

maremos em um problema de minimizagéo.
Assim, temos uma nova configuragdo do problema

minimizar  f(Xx) = —=X1 — Xo
sujeito a g1(X) =x1+2x2 <6
Oo(X) ==2x1 + X0 <6
A figura 2.14 representa as restricdes do exemplo 2.11.

Figura 2.14 — Representagao das restricdes do exemplo 2.11

Esz

g2(x)

Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Seja x = (-1, 2) um ponto viavel do problema. Entao, pela CQ de Slater teremos
91(X) =-3 < 0e go(x) =—6 <0, logo, se houver solucdo ele sera um ponto KKT. De
fato, pelas condigbes da definicdo 2.2, devemos ter, em (L)

Vi(x)=(-1,-1), Vgi(x)=(1,2), Vgo(x)=(21)
e organizando os multiplicadores de Lagrange, teremos

(—1,-1) +p1(1,2) +po(2,1) =0
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ficando com =1 + pq + 2us = 0 e —1 + 2uq + uo = 0. Aqui, obtemos yq = s = % E, por

(C), como pq = o = % entdo devemos ter x; + 2xo —6 = 0 e 2x1 + Xo —6 = 0. Com
isso, obtemos x4 = Xxo = 2 ponto KKT do problema. Assim, na configuragdo original de
maximizacao,

f(X1,X0) = X1 + Xo

f2,2)=2+2=4=Vv"
No exemplo 2.12 apresentado a seguir, partiremos a principio a procura de um

ponto KKT de acordo com a definicdo 2.2 e em seguida verificaremos se o ponto
minimizador cumpre com alguma CQ.

Exemplo 2.12 Considere o problema adaptado de (BECK, 2014):

minimizar ~ f(x) :=2x7 + 3Xo — X3
sujeito a hi(x) = X2 + X5 + x2 = 1
ho(x) = x12 + 2x22 + 2x§ =2
Podemos notar que as restricdes nao sao lineares e sdo nao convexas. Observe
a figura 2.12 que representa as restricbes do problema.

Figura 2.15 — Representacao das restricdbes do exemplo 2.12

Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Vamos inicialmente usar a definicdo 2.2 a procura de um ponto KKT. Em (L),
temos

Vix)=(2,3,-1), Vhi(x)=(2xq1,2%0,2x3), Vho(x)=(2x1,4x2,4X3)
e, organizando os multiplicadores de Lagrange teremos
(2,3,—1) +A1(2x1, 2X2, 2X3) + A2(2X1, 4Xp,4X3) = 0
E por fim,

2+ 2)\1X1 + 2A2X1 = 0, 3+ 2)\1X2 + 4)\2X2 = 0, -1+ 2A-|X3 + 4A2X3 =0
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Em (P), devemos ter h{(x) = 0 e ho(x) = 0 entéo,
hy(x) = x12+x22+x§—1 =0 ho(x) :=x12+2x22+2x§—2 =0

Resolvendo (L), obteremos

1
X1=—)‘1 +)\2, com )\1 +A27=/0.
3
1
= A A :
X3 50y + 2y)’ com A4 +2A#0

Para facilitar os calculos em (P), denotaremos t; = m el = m Ficare-

mos entao com xq = —ly, Xo = =3t € X3 = lo.
Substituindo,
(~t1)% + (Bt2)2 + 5 -1=0
(—t)% +2(-3t)% + 212 -2 =0
Obtemos,
2+ 1082 = 1
2 +2085 =2
Resultando em 2 = 45 e 12 = 0. Note que 2 = 0 é impossivel. Logo, esse exem-
plo ndo possui pontos KKT. O autor segue entdo outra maneira de resolver, observando
que o problema apresenta solugcao 6tima pois consiste em minimizar uma funcao con-
tinua em um conjunto compacto e ndo vazio. Chama essa solugéo de ponto irregular
e, indica que para pontos irregulares devemos observar o gradiente das restricdes que
devem ser linearmente dependente. Teremos dois casos possiveis:
i. Caso xq =0.
Nesse caso teriamos
minimizar  f(x) = 3xp — X3
sujeito a h(x) := x22 + x§ =1
Que resulta em

3
X{=0, Xo=———= € Xq=
1 vio © T Vo

Sendo entao f (0,—\%, \Lﬁo) = —/10 a solugdo minima.

ii. Caso xp = x3 =0.
Nesse caso teriamos hy = x12 =1ehy = x12 = 2, que € impossivel.
Logo a solugéo 6tima do problema é satisfeita no caso i. Note que ao conside-
rarmos o minimizador local x* = (0,—i, L) e usarmos a condicéo de qualificagdo
, V10’ V10 ¢ 9 ¢
LICQ, ficamos com
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que sao linearmente dependentes. Essa conclusao serve também para a condicao de
qualificagdo de MFCQ. Como o problema néo € convexo, nao satisfaz a CQ de Slater.

O exemplo 2.13 apresentado a seguir, partiremos novamente a procura de pon-
tos KKT de acordo com a definicdo 2.2 e em seguida, se 0 mesmo existir, verificaremos
se alguma CQ é satisfeita.

Exemplo 2.13 Considere o problema

minimizar ~ f(X) = X{ + Xo — X3

sujeito a hy(X) == X1 + Xo + X3 = 1
ho(x) == X2 + x5 + X3 =5

h3(x) ==Xy —Xo—Xx3 =3
Temos aqui um problema ndo linear e ndo convexo. A figura 2.16 representa o
conjunto de restricbes do problema.

Figura 2.16 — Representacao das restricbes do exemplo 2.13

Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra

Usando a definigcdo 2.2, teremos em (L) ap6s organizar os multiplicadores de
Lagrange
(1,1,=1)+A1(1,1,1) + Ax(2x1,2X2,1) + A3(1,-1,-1) =0

que nos fornece o sistema
1 +A1 +2A2X1 +7\3 =0
1 +A1 +2A2X2—A3 =0
-1 +A1 +A2—A3 =0

Em (P), ficaremos com

hi(X) ==x1+Xo+x3—1=0, ho(x) = x12+x§+x3—5 =0, hg(X):=x1—x0—x3—3=0
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Aqui, podemos fazer hy + hg e encontraremos x; = 2. Com esse resultado, ao
substituirmos novamente nas h’s em (P) e depois de algumas manipulagdes algébricas
e resolucao do sistema em (L), obtemos dois pontos KKT,

X1=2, X2=—1, X3=O, A1=—g, A2=§, )\3 =—2

E, ap6s conferéncia na f(x), concluimos que x* = (2,—1,0) € o minimizador
global. Pela condigédo de qualificagéo LICQ, temos os vetores
Vhi(x*)=(1,1,1), Vho(x¥) = (4,-2,1), Vhs(x*)=(1,-1,-1)
que sao linearmente independentes e cumprem a CQ referida. Logo
F(X1, X2, X3) = X1 + X = X3
f2,-1,00=2—-1-0=1=v"

E, por fim, 0 exemplo 2.14 a seguir. Um problema de PL que ndo possui solucéo,
mas cumpre a CQ de Slater.

Exemplo 2.14 Considere o problema

minimizar ~ f(x) = Xy — Xp

sujeito a g1(x) =xq4 > 1
go(X)=x >0
93(X) = X1 + Xp > 2

A figura 2.17 representa o conjunto de restricdes do exemplo 2.14.

Figura 2.17 — Representacao das restricoes do exemplo 2.14

X

—

Fonte: Proprio autor usando o GeoGebra
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Pela convexidade do problema, usando o ponto x = (2,2), a CQ de Slater é
satisfeita. Agora, se houver x*, ele sera ponto KKT do problema. Usando as condi¢des
da definicdo 2.2, temos, em (L)

(1,=1) +p1(=1,0) + po(0,-1) + p3(-1,-1) = 0

Entéo, ficamos com —u¢y —u3 = =1 e —us —u3 = 1. Fazendo a relacdo de que
p3 =1—pq e uo =—1—pg, claramente impossivel por (D) e ndo teremos ponto KKT.

Agora, com relagcéo a solugéao do problema, se xo = 0 implica em x; > 2, e
v* = 2. Porém, se aumentarmos o valor de x», automaticamente a f diminui. Logo, a
f ndo é limitada inferiormente, mesmo o conjunto de restricbes sendo viavel, que faz
nosso problema néo ter solugéo.

Ao longo deste capitulo, ao discutirmos as condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker,
optamos por fazer uma analise geométrica do conjunto de restricdes e a resolucao dos
problemas de uma maneira algébrica. No capitulo a seguir, faremos uma abordagem
mais geométrica da resolucédo dos problemas e da apresentagdo dos teoremas que
basearam a pesquisa.
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3 PROGRAMAGAO LINEAR E METODOS

A programacéo linear teve um grande impacto nos avangos do século XX. Desde
sua concepcao em 1947 com o planejamento de atividades militares, ou ainda seu
grande uso na industria e também nos meios académicos com economistas e matema-
ticos. Outros exemplos de problemas que sao usados muito comumente em nosso dia
a dia, respeitando suas variac¢des e citados por (DANTZIG, 1963), sdo os de minimizar
custos monetarios. A seguir temos dois deles.

Exemplo 3.1 Fabrica de conservas:

A situacao apresentada mostra que trés fabricas de conserva de um distribuidor
estao localizadas em trés cidades diferentes. Cada fabrica consegue preencher 250,
500 e 750 caixas de latas de conserva por dia, respectivamente. O distribuidor opera
em cinco diferentes armazéns e cada um consegue vender 300 caixas por dia. O
distribuidor deseja determinar o numero de caixas para serem despachadas das trés
fabricas para os cinco armazéns para que entdo o armazém obtenha quantas caixas
possa vender com um custo minimo de transporte.

Exemplo 3.2 Dieta familiar

Aqui temos uma familia de cinco pessoas com um salario modesto. O problema
gira em torno de criar uma dieta considerando as necessidades e gostos dos mem-
bros da familia e os precos dos ingredientes. E preciso considerar que o marido deve
consumir 3000 calorias por dia, a esposa deve consumir apenas 1500 calorias devido
restricdo alimentar, e as criangas devem consumir 3000, 2700 e 2500 calorias, respec-
tivamente. De acordo com o médico, essas calorias devem ser obtidas sem ultrapassar
uma certa quantidade de gorduras e carboidratos, mas também existe um minimo de
proteina. Além de que todas as vitaminas necessarias devem ser satisfeitas. Os menus
semanais devem ter seus custos reduzidos de acordo com os valores dos alimentos
em um dia fixo de compra semanalmente.

A abordagem da programacao linear é considerar um sistema de fungdes ele-
mentares que sao agdes que compdem um modelo matematico que caracterizam a
viabilidade do problema (chamadas também de atividades). Cada atividade € pen-
sada com entradas que podem representar, por exemplo, a quantidade de caixas a
serem despachadas ou ingredientes em uma dieta, essas diferentes entradas também
séo chamadas de itens. Ai entéo esse sistema € escrito em um Tableau que permite
que as informagdes sejam repassadas de forma compacta para gerar as equacgdes
(DANTZIG, 1963). O modelo de programacao linear deve satisfazer certas premissas
de proporcionalidade, ndo-negatividade, aditividade e fungéo obijetivo linear.
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Para o exemplo 3.1 o autor (DANTZIG, 1963, p. 35-42) simplifica o problema,
supondo que ha apenas duas fabricas de conserva, Fabrica | e Fabrica Il e, trés
armazéns denotados por A, B e C. E estipulado um nimero de producdo de 1000
caixas por dia, sendo 350 na Fabrica | e 650 na Fabrica Il, mantendo a demanda de
300 caixas nos trés armazeéns, sendo o excesso armazenado. Em seguida, o autor
apresenta a tabela 3.1 de custos de transporte

Tabela 3.1 — Tabela de custos de envio (Ddlares por caixa) do exemplo 3.1

Fabrica | Armazém A | Armazém B | Armazém C
Fabrica | 2,5 1,7 1,8
Fabrica Il 2,5 1,8 1,4

Para formular o modelo que descreve a as inter-relagdes entre a disponibilidade
de caixas e a demanda dos armazéns tomamos como exemplo 0 seguinte: enviar uma
caixa da Féabrica | para o Armazém A. A tabela 3.2 apresenta as relagdes.

Tabela 3.2 — Lista de atividades do exemplo 3.1

Atividade | Envio de | Para

1 I A
2 I B
3 I C
4 Il A
5 [l B
6 [l C
7 Estocar I
8 Estocar [l

Para a quantidade de caixas, o autor ainda considera a totalidade em cada
fabrica (I e Il), cada armazém (A, B e C) e os custos de transporte relacionados. A
tabela 3.3 apresenta os coeficientes de entrada e saida de caixas, considerando a
entrada por um coeficiente positivo e a saida por um negativo. As colunas denotadas
por | e Il representam as caixas produzidas em excesso nas respectivas fabricas.

Tabela 3.3 — Lista de entrada e saida de caixas do exemplo 3.1

Atividade | -A|l=B|l=C|lI-=A|ll=B|lIl=-C| I Il
Caixas em | +1 +1 +1 +1
Caixas em Il +1 +1 +1 +1
Caixas em A -1 -1
Caixasem B -1 -1
Caixasem C -1 -1

Custos +25 | +1,7 | +1,8 +2,5 +1,8 +1,4

Devemos relembrar que cada coeficiente esta relacionado a uma atividade (valor
desconhecido de caixas) e que neste caso teremos oito variaveis envolvidas de acordo
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com a tabela 3.3. Sendo assim, para finalizar, devemos considerar a tabela 3.4 dos
fluxos de entrada e saida de caixas.

Tabela 3.4 — Fluxo de entrada e saida de caixas do exemplo 3.1

Item Fluxo de caixas
Caixas em | 350 caixas disponiveis
Caixas em 650 caixas disponiveis
Caixasem A -300 saida de caixas
Caixasem B -300 saida de caixas
Caixasem C -300 saida de caixas

Custos em dolares Z minimo

O exemplo 3.1 apresenta entao, a seguinte modelagem:
minimizar 2,5x1 +1,7xo + 1,8x3 + 2,5x4 + 1,8x5 + 1,4xg
sujeito a X1 + Xo + X3 + x7 = 350

X4 + X5 + Xg + Xg = 650

— X1 — X4 = —300 (3.1)
— Xo — X5 = =300
— X3 — Xg =-300

X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg > 0

Observe que a modelagem do problema apresenta cinco atividades (equacoes)
que foram geradas através da combinagéo de oito itens (x1, Xo, ..., Xg) que representam
as entradas de acordo com o problema em questdo. Também precisamos deixar claro
que o objetivo deste trabalho nao é mostrar como modelar um problema e sim mostrar
métodos que podem ser usados para resolvé-los. Ao leitor, recomendamos (DANTZIG,
1963, p. 32-) para mais informagdes sobre modelar um problema de programacéo
linear.

Nesse contexto, trazendo a equagao (2.3) novamente, nosso problema em PL
deve ser do tipo

minimizar  f(w) :=¢'w, ccR"
sujeito a h(w) := Aw—-b =0, AcR™NgpeR™
gw) =Mw-§g<0. MecRP"egeRP

Com readequagéo de sinais e acréscimo de variaveis de folga, é possivel rees-
crever o problema anterior no formato dito padrdo de programacéo linear

minimizar ¢’ x, ceR”

sujeito a Ax=b, x>0 AcR™"epcR™
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No capitulo anterior, muitos dos exemplos resolvidos eram problemas de PL,
podemos considerar entdo, que as condigdes de KKT sdao um método para se deter-
minar uma soluc¢do de um problema de PL. Dizemos que se o conjunto viavel é vazio,
entdo o problema de PL é inviavel, vide exemplo 2.9. Dizemos que o problema de PL
¢ ilimitado, quando a fungao objetivo € ilimitada inferiormente na regido viavel, isto &,
existe uma sequéncia de pontos viaveis para a solugéo de (3.2) cujos valores objetivos
tendem a —oo (NOCEDAL; WRIGHT, 2006), tornando o problema de PL sem solucao,
tal qual o exemplo 2.14.

Definicao 3.1 Dado um conjunto convexo ndo-vazio C formado pelas restricbes do
problema de PL onde x é um ponto viavel, dizemos que x é ponto extremo (ou vértice)
de C quando x nao estiver estritamente entre os pontos finais dos segmentos de reta
contidos no conjunto C.

Definicao 3.2 Um conjunto é dito poliedral quando é ndo-vazio e é formado pela
interseccdo de um numero finito de semi-espacos do tipo

gj(x) = uj-Tx <gqg, ye RM e g eR (3.3)

comj=A{1,..,p}.
Teorema 3.1 Teorema fundamental da Programacé&o Linear

Seja P um conjunto poliedral que possui pelo menos um ponto extremo. Uma fungéo
linear limitada inferiormente em P atinge um ponto minimo em algum ponto extremo
de P. A prova deste fato encontra-se em (BERTSEKAS, 2009, p. 113).

Na figura 3.1 estdo representados os conjuntos de nivel da f (Level Sets of f).
Essa figura ilustra o teorema 3.1. Podemos analisar que no caso (a) temos um ponto
extremo no conjunto de restricées, ou ainda, que a funcao linear f atinge um minimo
em um ponto extremo de P. No caso (b) ndo temos apenas um ponto extremo, nesse
caso 0 minimo pode ser atingido em um ou mais pontos e até mesmo em um numero
infinito de pontos ndo extremos.

A teoria a que se refere o teorema 3.1 nos ajuda a compreender como funcio-
nam alguns algoritmos para resolu¢ao de problemas de PL, como o método Simplex
apresentado a seguir.

3.1 METODO SIMPLEX

O método Simplex € um algoritmo que procura uma solugao étima em problemas
de programacéo linear, otimizando uma funcéao linear com uma série de restricdes
envolvendo equacdes lineares através de iteragdes, que consiste em pivotamentos até
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Figura 3.1 — llustragéo do teorema fundamental de PL

Fonte: (BERTSEKAS, 2009, p. 114)

que se encontre uma solucgéo factivel que também chamaremos de viavel. Foi criado
por George Bernard Dantzig em 1947.

A estratégia do método Simplex consiste em calcular vértices adjacentes dimi-
nuindo a funcao objetivo, 0 que gera uma sequéncia finita de vértices que convergem
a uma solugéo de (2.3).

Geometricamente, em (NOCEDAL; WRIGHT, 2006) a figura 3.2 mostra o cami-
nho percorrido (simplex path) pelo método Simplex em um problema em R2. Nessa
figura o vertice 6timo é encontrado em 3 passos.

Figura 3.2 — Caminho percorrido pelo método Simplex

Fonte: (NOCEDAL; WRIGHT, 20086, p. 369)

De forma geral, apresentaremos o problema da programacao linear conforme
(3.4) para resolucao utilizando o método simplex

minimizar  C{X{+CoXo+...+CnXn=12
sujeitoa a1 X4 +a12X2+...+a1an=b1

ao{X{ +doqXo+ ...+ opXn = b2 (34)

amiXm+ ameXo + ...+ a@mnXn = bm
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com x; > 0, e g;; coeficiente das varidveis onde i = {1,...,m} e j = {1,...,n}. Os
coeficientes ¢; da fungao objetivo sdo chamados de fatores de custo.
As definicbes a seguir nos ajudam a entender como funciona o sistema (3.4).

Definicao 3.3 Chamaremos de z o valor da fungdo objetivo a ser minimizada e usare-
mos como

minimizar C{X{ +CoXo +...+CnXn=2 (3.5)

onde z é a variavel cujo valor deve ser minimizado de acordo com niveis x;, onde
i={1,..,n}

Em alguns problemas encontramos restricdes na forma de desigualdades, con-
forme ja descrito em (2.3). Para situagées como essa, segundo (DANTZIG, 1963), o
primeiro passo para utilizarmos o método simplex € introduzir variaveis artificiais na
forma padrao do problema e s6 entdo nesse momento o algoritmo simplex é usado.
Ou seja, se a inequacao for da forma:

a41Xq + @1oXo + ...+ aipnXn < by (3.6)

devemos ent&o adicionar uma variavel de folga x,,{ conforme nova equagéo abaixo
para obtermos uma relacédo de igualdade:

ag1 X1 + ay2Xo + ...+ a1pXn + X1 =b1 (37)

caso contrario, se (3.6) apresentar uma relagdo de >, devemos subtrair uma variavel
de folga.

Sendo assim, vamos considerar que a apresentacao de um problema de progra-
macao linear para ser resolvido pelo método Simplex, apds a adigdo das variaveis de
folga nas inequacdes fica da seguinte maneira:

minimizar ~ C{X{ + CoXo + ...+ CnXn +(=2)=0
sujeitoa ag1 X1 + ayo2Xo + ...+ a1pXn + X4 =b1
ao1X{ + o1 Xo+ ...+ opXn +Xpy0 = b2 (38)
amiXm+ amoXo + ...+ amnXn + Xn+m = bm
com x; > 0, gj; coeficiente das variaveis onde i = {1,...,my e j = {1,..., n}. E, pode-
mos perceber que X,.1, ..., Xn+m S&0 as variaveis de folga adicionadas ao conjunto de
restricoes.

Para efeitos do teorema 3.2, precisariamos definir a nogdo de degeneracao de
PLs. Apresentaremos o teorema sem entrar em detalhes, mas direcionamos o leitor
para uma discussdao em (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).
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Teorema 3.2 Suponha que o problema de PL (2.3) é ndo degenerado e limitado, en-
{40 o método simplex encontra uma solugdo. Além disso, a convergéncia do simplex
acontece em um numero finito de passos.

A prova desse fato encontra-se em (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 370).

Considerando esses fatos, segundo (DANTZIG, 1963), quando aplicamos o
método Simplex em (3.8) e encontramos (3.9), entdo o problema esta apresentado na
forma padrao viavel.

(_Z) +Em+1 Xm+1 + ... +Ean = —_O
X1 +§1’m+1Xm+1 +... +§1an = b-|

Xo +§2’m+1 Xme1 +--. +§2an = b2 (39)
Xm +§m’m+1 Xmet +--- +§man = bm

Onde as variaveis basicas xi, ..., Xm, (-2) minimizam a funcao objetivo, que aj;,
Cj, bj e Z( sao constantes, todos 0s x; s&o nao negativos e todos os b; > 0 . Assim,
nessa forma padrdo a solugao basica € dada por

z=29; X{=by; Xo=by; ... Xm=bm; (3.10)
com as variaveis nao-basicas
Xmsl =Xmao=...=Xpn=0 (3.11)

A seguir, resolveremos alguns exemplos comentados usando o0 método Simplex.
O exemplo 3.3 € um exemplo de problema de PL onde o resultado sera garantido pelo
teorema 3.2 e a solucdo sera vista da forma (3.9). Note que o exemplo 3.3 corresponde
ao exemplo 2.11 do capitulo anterior que foi resolvido pelo método KKT.

Exemplo 3.3 Considere o problema de programacao linear

maximizar Xy + Xo
sujeito a X1 +2x0 <6
2X1 +Xp <6
X1, X0 >0
Note que, para termos a forma para resolucao via Simplex de acordo com (3.8),
a fungéo objetivo x1 + x> deve ser do tipo z = x4 +X», onde z é o valor maximo procurado,

assim teremos z — xq — x» = 0, j& considerando o caso do problema ser transformado
em um problema de minimizacdo. As restricdes estdo na forma de desigualdades, logo,
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devemos acrescentar uma variavel de folga em cada uma de acordo com a definicao
(3.6). Assim temos um novo sistema
minimizar  z =Xy + Xp
sujeito a X{ +2Xo + X3 =6
2X{ +Xo+ X4 =06
X1, X0 >0
Analisando graficamente o problema 3.3 observando a figura 3.3, temos os

quatro pontos extremos formados pelas restricdes que sao as solucdes viaveis e 0
vetor v que representa a funcao objetivo.

Figura 3.3 — Visualizacao grafica do exemplo 3.3

Fonte: Proprio autor, usando software GeoGebra

Agora resolveremos usando o método Simplex através de tabelas, também
chamadas de Tableau. Segue-se a tabela 3.5 com os coeficientes das variaveis das
trés equacgdes do problema.

Tabela 3.5 — Coeficientes do exemplo 3.3

Z | X1 |Xo| X3 | X4 |Db
z (11,1000
x3/0(1]2]1|0]6
X402 1]0|1]6

Observe que as variaveis de folga receberam coeficiente zero na fungao obje-
tivo e escolhemos as mesmas para compor a primeira coluna da nossa tabela. Aqui
podemos concluir que a soluggo inicial, corresponde a x; =0 e xo» =0, com z = 0, que
na figura 3.3 corresponde ao ponto (0,0).

Para resolver usando o método, devemos escolher na linha z, o coeficiente mais
negativo, que no caso corresponde a x1 € xo. Vamos escolher a coluna x4, onde nas
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linhas de x3 e x4 temos que escolher o elemento pivé, que nada mais € que a menor
razao entre X—b1. Note que % =6e g = 3, logo a ultima raz&o nos fornece o pivd 2 na
coluna xy. Assim, faremos a divisdo da linha x4 por 2 (piv0) e a mudanga da linha para
a base x4 e obtemos a tabela 3.6.

Tabela 3.6 — Mudancga de base - x4 para xq

Z | X1 |Xo| X3 | X4 |Db
z|1|-1]-1]0]0]0
x3/0/ 1|2 |1]0]6
xx|of1]3][o|]l]s

Para seguir, devemos observar o pivd 1 na linha xy. Os valores acima dele
devem ser zerados. Com isso para a nova linha x3, devemos multiplicar toda a linha
X1 por (—1) e adicionar com a linha x3 termo a termo. Ja para a linha z, devemos
multiplicar a linha x4 por 1 e adicionar a linha z termo a termo. Temos entdo a tabela
3.7.

Tabela 3.7 — Finalizacdo de mudanca de base - x4 para x4

Z| X1 | X | X3 | X4 | b
z|1]o]|-F]o] 1|3
x3/0/0[3|1]-F]3
xx|ol1[ LS ]o] %3

Observe que de acordo com a tabela 3.7, a solugéo viavel é xy =3, xo =0 e
z = 3 que ainda nao sao solugdes 6timas. Na figura 3.3, corresponde ao ponto (3,0)

Como seguimos com um coeficiente negativo na linha z, devemos repetir o
processo, agora tomando como base a coluna x». Para determinar o pivo temos % =2
2

e 3 = 6. Logo o pivd sera 3 e a linha x3 sera dividida por 3 e passara para a base x;

2
como segue a tabela 3.8.

Tabela 3.8 — Mudanga de base - x3 para x»

Z| X1 | Xo | X3| X4 | b
z|1]o|-F|o] 1|3
x[0[o0[1[5]-1]2
xx|ol1[ S ]o]f]3

O préximo passo, sendo o pivd 1 na linha x> é obter o coeficiente zero acima
e abaixo dele. Para isso devemos ter a linha xo multiplicada por % e adicionada com
a linha z para a nova linha z. Multiplicar a linha xo por —% e adicionar a linha x4 para
obter a nova linha x4. Sendo assim, teremos a tabela 3.9.
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Tabela 3.9 — Finalizagdo de mudanca de base - x3 para xo

Z | X1 |Xo| X3 | X4 | b
z|1]ojo |t |14
x[0[0[1]2][-1]2
xx|of1]o[-1]5]2

Finalmente, na linha z todos os coeficientes sdo nao-negativos. Logo, conclui-
mos que Xy = 2, Xo = 2 € 0 maximo da fungéo objetivo é 4. No poligono da figura 3.3,
corresponde ao ponto (2, 2).

O exemplo 3.4 apresentado a seguir, corresponde a um problema de PL de-
generado. Foi resolvido no capitulo anterior pelas condicds de KKT como exemplo
2.8.

Exemplo 3.4 Considere o problema de programacao linear

maximizar  8xqy + 2x»
sujeito a 4x1 + Xo < 12
X1+ X0 <4
X1,X0 >0
Agora, arrumando o problema na forma para resolucao do Simplex, temos

minimizar ~ z = 8xq1 + 2X»
sujeito a 4X1 +Xo + X3 =12
X{+Xo+ X4 =4
X1, X0 >0
Analisando graficamente o problema 3.4 com a figura 3.4, temos 4 pontos extre-
mos formados pelas restricdes e o vetor u que representa a fungéo obijetivo.
Apés organizar os coeficientes do exemplo 3.4 no Tableau, ficamos com a tabela
3.10. Podemos ver que a solugdo inicial basica equivale a x; =0, xo =0e z =0, que
corresponde ao ponto (0,0) na figura 3.4.

Tabela 3.10 — Coeficientes do exemplo 3.4

Z | X1 |Xo|X3|Xg4| D
z|1,-8/2|0]|0|O0
x310/ 411 )0]12
X [0/ 1 [1T]0[1]4

Agora, para determinarmos o pivd, escolhemos a coluna x; e concluimos que o
elemento pivo sera o 4, logo a tabela 3.11 apresenta a nova base de x3 para x;.

Aqui nesse caso, concluimos que x1 = 3, Xo = 0 € Z = 24, que corresponde ao
ponto (3,0). Como ndao ha mais valores negativos na linha z, ja encontramos o valor
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Figura 3.4 — Visualizacao grafica do exemplo 3.4

Fonte: Proprio autor, usando software GeoGebra

Tabela 3.11 — Mudanga de base de x3 para xq

Z| Xy |Xo| X3 |X4| Db
z|1]0|0| 2|0 |24
xxlol1][ L] 1]o]s
xglo0lo0| 3 [-1[1]1

6timo. Porém, nesse exemplo especifico, o valor encontrado na resolugéo no capitulo
anterior como exemplo 2.8 corresponde a x; > 8 e xo < 3. Isso implica dizer, que o
Simplex convergiu para uma solucao que nao era vértice no capitulo anterior, porém

estava dentro do conjunto de pontos KKT infinitos.

3.2 METODO DE PONTOS INTERIORES

Uma outra maneira de encontrarmos solugdes étimas para programacao linear,
que nao seja pelo método Simplex, € usando o método de pontos interiores (MPI). Ao
compararmos geometricamente, o método Simplex funciona na fronteira do conjunto
viavel, ja o MPI aproxima-se do limite do conjunto viavel sem nunca se situar realmente
nos limites desta regiao (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). A figura 3.5 faz um comparativo
entre o método Simplex e 0 método de pontos interiores. Podemos complementar que
o método Simplex caminha em vértices adjacentes com custos cada vez menores
(minimizacéo), enquanto o MPI tenta aplicar o o método de Newton no sistema KKT.

Segundo (HOOKER, 1986), o tempo de execug¢ao de um algoritmo nao poli-
nomial como o0 método Simplex, pode crescer exponencialmente com o tamanho de
alguns problemas em certos casos, que seria um ponto falho do método. O que vem
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Figura 3.5 — Comparativo: método Simplex (pontos pretos) e o MPI.

Fonte: (HOOKER, 1986, p. 77)

ao encontro com o que afirma (NOCEDAL; WRIGHT, 2006), que mesmo altamente
eficiente em quase todos os problemas praticos, o Simplex pode ter um desempenho
muito limitado ao se tratar de problemas pontuais. Esse problema a que o autor se
refere, foi citado por (KLEE; MINTY, 1972) e mostra um problema n-dimensional, em
gue o conjunto poliedral viavel tem 27 vértices.

Os autores (KLEE; MINTY, 1972) enfatizam que estudaram o mau comporta-
mento do método Simplex e ndo o comportamento médio do método Simplex. Citam
ainda que segundo (DANTZIG, 1963) em problemas com m restricdes lineares e n
variaveis, o numero de iteracdes pode variar de m a 2m e raramente 3m. Esse nimero
€ geralmente menor de %" quando ha menos de 50 equagdes com 200 variaveis. Na
analise, (KLEE; MINTY, 1972, p. 174) comparam o numero de iteragbes citado por
Dantzig, com a inequacéo (3.12), objeto do estudo dos autores, para problemas da
ordem de (n, 2n), considerando n variaveis e 2n restricdes

=(n,2n) > 2" -1 (3.12)

onde = representa o numero de iteracoes.

Para se ter uma ideia, (LUENBERGER; YE, 2008) fazem um comparativo usando
(3.12). Imagine um problema envolvendo n = 3 variaveis e m = 6 equacgobes. Nessa
configuracao teriamos 7 pivotamentos no método Simplex. Agora, ao tratarmos de um
problema com n = 50 e m = 100, encontramos 2°9 — 1 ~ 10'° pivotamentos, que se
considerado a resolucao por um computador nos da em torno de 33 anos para resolver
o problema.

Apresentado em 1984 por Karmarkar, (KARMARKAR, 1984), um novo algoritmo
polinomial, um método de pontos interiores com um grande potencial e possivel com-
petidor para 0 método Simplex. Nesse processo, € o interior do conjunto viavel que
desempenha um papel dominante, este algoritmo evita propositalmente os limites do
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conjunto viavel e eventualmente converge para um vértice como solucao (LUENBER-
GER; YE, 2008).

No método de pontos interiores, (BERTSEKAS, 2015) explica que a fungao
objetivo é adicionada uma funcédo denotada por funcao de barreira logaritmica B(x),
definida no interior do conjunto solugao, que é continua e a tende a oo, assim que
qualquer uma das restricdes g(x) se aproximam de zero.

Podemos entao utilizar a fungao barreira da seguinte forma

n
B(x) == _ In{=gi(x)} (3.13)
i=1
e, consideraremos uma sequéncia yy positiva, convergindo a zero, tal que
0 <Ykst <Yk (3.14)
Dado isso, um MP!I do tipo barreira logaritmica consiste em encontrar xk € R”,
tal que
xK ¢ arg min{ch—ka(x)}, k=0,1,..,n. (3.15)

Note que se y = 0, obtemos a fungéo inicial e por usarmos fungées logaritmicas
gi(x) > 0. Sobre y, podemos dizer que corresponde a um parametro de barreira ou
aproximacao. Observe a figura 3.6 que ilustra como esse parametro como funciona.

Figura 3.6 — Fungao de barreira de acordo com parametros y

y=1

¥iB(x)

y=0,5

a b

Fonte: Adaptado de (LUENBERGER; YE, 2008, p. 406)

x

Para o formato padrao de programacéo linear, baseada em (3.2), temos que o
método de pontos interiores nos da

n
Xk € arg min {ch—ykZ In(—x,-)} , k=0,1,...,n (3.16)
i=1
E possivel fazer essa abordagem de barreiras no Método de Newton aplicado
ao sistema KKT, porém n&o entraremos em discuss&o. Ao leitor fica a sugestao de
leitura em (NOCEDAL; WRIGHT, 2006, p. 505 - 510).
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O estudo de centro analitico foi baseado em (LUENBERGER; YE, 2008, p. 118)
e considera o politopo limitado por Q) € R" representado por ninequagdes e m variaveis.
O centro analitico € como o centro de gravidade (CG) do politopo e nos fornece a base
para o método de trajetéria central e a ideia de MPI. A cada iteracdo, a trajetéria dos
CG’s formados abaixo do conjunto de nivel da f objetivo e 0 conjunto QO (minimizagao),
forma o que chamamos de caminho central, que é quando z se aproxima de z*, ou
seja, z < z*, sendo z* o valor 6timo do problema.

O exemplo 3.5 a seguir representa essa situagdo com um problema em R2. Todo
o exemplo foi feito no software GeoGebra. Apresentaremos apenas as imagens com
alguns comentarios.

Exemplo 3.5 Considere o problema de programacao linear

minimizar  xq + 2xo
sujeito a 3x1 +4x0 > 23
-X1+Xp <4
— X1 +4x0 <28
5x1 + Xxp <49
Xy —2Xo > 1
X1,Xo > 0
A figura 3.7 representa o politopo formado pelas restricbes do problema 3.5. O
vetor u representa a fungdo a ser minimizada. Para comegarmos a trajetoria central,
marcaremos o centro analitico do politopo (também considerado como centro de gra-

vidade), adicionaremos o conjunto de nivel relativo ao vetor u e um conjunto de nivel
passando pelo centro de gravidade, conforme figura 3.8.

Figura 3.7 — Restricbes do problema Figura 3.8 — Gentro de gravidade do
35 problema 3.5

Fonte: Proprio autor, usando o software Geo- Fonte: Préprio autor, usando o software Geo-
Gebra Gebra
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Repetimos o0 processo de marcar o centro de gravidade, porém no politopo
abaixo do conjunto de nivel citado anteriormente. Observe a figura 3.9 e seguimos o
mesmo processo, conforme a figura 3.10.

Figura 3.9 — Centro de gravidade 2 Figura 3.10 — Centro de gravidade 3

109, ~ 107%;

Fonte: Proprio autor, usando o software Geo- Fonte: Proprio autor, usando o software Geo-
Gebra Gebra

Ao adicionarmos o centro de gravidade 4, conforme a figura 3.11, j& podemos
observar a convergéncia da trajetéria. Na figura 3.12 isso fica mais claro.

%2

Fonte: Proprio autor, usando o software Geo- Fonte: Préprio autor, usando o software Geo-
Gebra Gebra

Na figura 3.13 j4 podemos concluir o método. E, para uma melhor visualizagéo,
a figura 3.14 apresenta apenas a trajetoria central para a resolugéo do problema 3.5.
Assim, o vértice x* = (5,2) é o minimizador. Logo o valor 6timo z* = 9.
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Figura 3.14 — Trajetéria central do pro-

Figura 3.13 — Centro de gravidade 6 blema 3.5
Fonte: Proprio autor, usando o software Geo- Fonte: Préprio autor, usando o software Geo-

Gebra Gebra
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4 SUGESTOES DE SEQUENCIA DIDATICA

A sala de aula de um professor de ensino basico, por vezes torna-se um ambi-
ente heterogéneo de aprendizagem. Enquanto alguns alunos apds breve explicacao ja
comecam a desenvolver as atividades propostas, outra parte do grupo ainda demanda
de mais atencéo. Isso fica claro quando analisamos os dados mais recentes que se
tem acesso, de acordo com (INEP, 2022), referentes ao IDEB (indice de Desenvolvi-
mento da Educacéo Béasica) do ano de 2021 para o componente de matematica do
nono ano do ensino fundamental, conforme figura 4.1.

Figura 4.1 — Dados do IDEB 2021

4. Resultados do Saeb 2021: 92 ANO | MATEMATICA

Comparativo entre a Distribuigdo Percentual dos Estudantes por Niveis da Escala de
Proficiéncia no Saeb em Matematica no 92 ano do Ensino Fundamental - Brasil — 2019 e 2021
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Fonte: (INEP, 2022, p. 40)

Isso faz com que noés professores tenhamos sempre em mente maneiras de
como tornar nossa aula mais atrativa, mais conectada com os alunos e ainda, fazer
com que os alunos consigam ao final da aula, atingir o objetivo da mesma. O trabalho
nao é facil, depende de muitos fatores tanto fisicos quanto humanos.

A realidade da sala de aula mostrada na figura 4.1 vem ao encontro ao que 0s
autores (FELIPPE; MACEDO, 2022) compilam em artigo, citando que a escola é um
lugar para construcdo de conhecimento e que o desafio esta em por em pratica as
teorias e conceitos hoje que servirdo para o amanha. Pontuam ainda que, para que o
conteudo tenha significado para o aluno precisamos considerar a pluralidade da sala
de aula e ver a matematica como situacdes de resolucao de problemas.

No seu dia a dia, o professor deve planejar de acordo com um documento norte-
ador, a Base Nacional Curricular Comum, também conhecida de BNCC. Ela serve de
referéncia para que as redes de ensino garantam um patamar comum de aprendiza-
gens que se materializam como um conjunto de decisdes que envolvem, entre outras
acdes, contextualizar os conteudos dos componentes curriculares, selecionar e aplicar
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metodologias e estratégias didatico-pedagdgicas diversificadas (BRASIL, 2018).
Destacamos aqui, duas competéncias gerais retiradas do documento:

2 - Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das
ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexao, a analise critica, a imaginagéo
e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular
e resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas;

5 - Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagéao e comu-
nicagdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas
sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar infor-
magcdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo
e autoria na vida pessoal e coletiva. (BRASIL, 2018, p. 9)

Em artigo, (VALENTE, 2022) faz um apanhado de ideias acerca da tecnologia,
citando entre outras coisas, que com a disseminacao da tecnologia no inicio dos anos
2000 criou-se a distincao de usuarios que apenas sabiam usa-la (alfabetizado digital)
e, aqueles que sabiam explorar outros recursos em diferentes praticas e contexto
(chamados de letrados digitais). Nesse contexto cita dois conceitos interessantes: o
da "bricolagem", que é definida como uma habilidade de usar o que esta a sua mao
e recombina-la para criar algo e, o de "curadoria", que nada mais € do que organizar,
selecionar, apresentar algo com o objetivo de criar condi¢cdes para que possamos
desenvolver habilidades de tratar a informagé&o, colocando o professor no papel de
curador.

Segundo (LEVY, 1999), as técnicas de simulagdo, em particular aquelas que
utilizam imagens interativas, ndo substituem os raciocinios humanos mas prolongam
e transformam a capacidade de imaginacdo e de pensamento. Ao observarmos o
que (VALENTE, 2022) pontua em seu artigo e combinarmos com o que (LEVY, 1999)
apresenta, trazemos duas propostas nesse capitulo para uma abordagem em sala de

aula do tema dessa dissertacdo com o uso especifico de um aplicativo, o0 GeoGebra.
Apresentaremos ainda, uma proposta em formato de jogo. Sobre planejar o0 uso
de jogos

A utilizacao do jogo como material pedagégico tem como objetivo criar um
ambiente descontraido que viabilize a aprendizagem significativa por meio da
observacao, da criatividade, do pensamento l6gico, da resolucdo de situacédo
problema, da articulacdo com diferentes conhecimentos e da inter-relagao
com os colegas de sala (TEIXEIRA; APRESENTACAO, 2014).

s

E preciso que ao olharmos a nossa sala de aula, no desenvolvimento das
nossas acgdes tenhamos a clareza de que nossos alunos desenvolvam a capacidade
de identificar oportunidades de utilizacdo da matematica para resolver problemas,
aplicando conceitos, procedimentos e resultados para obter solucdes e interpreta-las
segundo os contextos das situacdes (BRASIL, 2018).

Visto isso, apresentamos a seguir duas sugestdes de plano de aula para o
ensino basico envolvendo otimizag&do. As duas situagdes partem do pressuposto de
resolver problemas de PL baseadas no teorema 3.2 que néo sera trabalhado em sala,
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mas deve ser de conhecimento prévio do professor que pretende aplicar a atividade.
A primeira utiliza um software dindmico chamado GeoGebra, disponivel gratuitamente
na internet, e a segunda apresenta um jogo usando um material fisico chamado de
Geoplano.

4.1 SUGESTAO 1: USO DO APLICATIVO GEOGEBRA PARA RESOLUCAO DE PRO-
BLEMAS DE PL

4.1.1 Descricao da aula

Através de um problema simples apresentar aos alunos uma nogéao do que &
otimizacao, mais especificamente programacao linear. A ideia é representar geome-
tricamente uma situagao de programacao linear, buscando o ponto étimo de acordo
com as restricdes e a fungéo objetivo. A atividade foi pensada para ser desenvolvida
em duplas. Espera-se que o professor apresente a situacao-problema aos alunos e da
lingua portuguesa transcreva para a linguagem algébrica. Ao apresentar o problema,
discutir com os alunos a simbologia usada, ja que o uso do < e > ainda é pouco
conhecido para eles no ensino fundamental.

E importante salientar que essa sequéncia didatica foi pensada como fecha-
mento ou atividade final das aulas relativas a equagdo do primeiro grau com duas
incognitas.

4.1.2 Objetivos

Apresentar aos alunos uma area da matematica chamada de otimizagao;
Usar o GeoGebra como meio para resolver de maneira grafica um problema de
programacao linear.

4.1.3 Pré-requisitos

Para o desenvolvimento da atividade, é necessario que os alunos tenham co-
nhecimento prévio sobre equacao do primeiro grau com duas incégnitas e sua repre-
sentagéo no plano cartesiano. Como é uma atividade usando o programa GeoGebra, é
preciso que os alunos tenham conhecimento bésico em informatica. A versao utilizada
do programa foi 6.0.823.0.

4.1.4 Ano escolar sugerido

A sugestao é que seja trabalhada no oitavo ano do ensino fundamental, porém
nada impede ao professor trabalhar em outros anos, levando sempre em consideragao
0s pré-requisitos necessarios.
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4.1.5 Numero de aulas

Em torno de quatro a seis aulas de 45 minutos cada uma.

4.1.6 Habilidades envolvidas da BNCC e objetos do conhecimento

(EFOBMAO07) Associar uma equacao linear de 12 grau com duas incégnitas a
uma reta no plano cartesiano - associagcao de uma equacao linear de 10 grau a uma
reta no plano cartesiano.

4.1.7 Materiais necessarios

A atividade deve ser feita em um laboratério de informatica ou algo do tipo, em
que os alunos tenham acesso ao aplicativo GeoGebra instalado no computador ou
acesso a versao online. Sugere-se ainda que o professor tenha acesso a um disposi-
tivo de projecédo para que os alunos possam acompanhar com o professor o desen-
volvimento da atividade. Os alunos deverao levar também pelo menos um caderno e
material para registro por dupla.

4.1.8 Sequéncia didatica

Momento 1: apresentar aos alunos o problema:

Uma fabrica de mdveis deseja fabricar mesas e cadeiras a fim de obter o maior
lucro possivel. Sabemos que o lucro apds a venda de cada cadeira é de R$ 45,00
e de R$ 80,00 por mesa. Sabe-se também que o material necessdrio para fabricar
uma cadeira é de 5 tabuas e de 20 tabuas para cada mesa. temos no maximo 400
tabuas disponiveis. Em relacdo ao tempo, temos 10 horas de trabalho para finalizar
uma cadeira e 15 horas para cada mesa, num totalmaximo de 450 horas de trabalho
disponiveis.

Como os alunos ja tem um conhecimento prévio sobre equacdes do 10 grau com
duas incégnitas, sugerir que eles analisem o problema por uns 10 minutos e tentem
traduzir para a linguagem algébrica. Para padronizar a execugéo da atividade, sugiro
usarmos x para cadeiras e y para mesas. A situagao deve ser traduzida algebricamente
como:

Maximizar o lucro de 45x + 80y, considerando:

5x +20y < 400, cabe ao professor explicar que ndo necessariamente usaremos
as 400 tabuas e sim no maximo 400, por isso explicar o uso de < ao invés de = em
situagdes mais formais.

10x + 15y < 450, do mesmo modo da situacéo anterior, é preciso deixar claro
aos alunos que nao necessariamente usaremos as 450 horas disponiveis.

Momento 2: apresentar aos alunos o GeoGebra.
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Geogebra é um software dinamico de matematica que reline geometria, algebra
entre outras funcionalidades, segundo o proprio desenvolvedor. Nos minutos iniciais
instigar aos alunos a explorar o aplicativo, explicando que os comandos séo feitos na
guia a esquerda na tela. Isso pode levar tempo, mas o professor pode explorar com os
alunos como fazer pontos, retas, equacoes e etc, e deixa-los livres um momento para
explorar novos comandos.

Ao iniciar a atividade propriamente dita, para melhor visualizagdo junto aos
alunos, fazer as seguintes modificagdes:

Clicando no plano cartesiano com o botédo direito do mouse, no item Exibir
malha, selecionar a opcdo Sem malha, assim teremos a tela mais limpa.

Nas configuragdes, no canto superior direito, na aba E/IXO X, habilitar a marca-
cao de Direcdo positiva apenas. Explicar aos alunos que essa decisao é tomada pois
nossa situacao problema nao permite valores negativos para x cadeiras € y mesas.

Feito isso, no campo da esquerda, devemos digitar as nossas equacgoes. As
equacdes a que nos referimos sdo as chamadas restricdes do problema. Em nosso
caso sdo a quantidade de tdbuas e de horas. Usaremos as equagdes no formato
5x + 20y = 400 e 10x + 15y = 450. Ap6s cada equacao ser digitada, deve-se dar
ENTER. Teremos entéo a figura 4.2.

Figura 4.2 — Visualizacao gréafica do problema
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Fonte: Proprio autor, usando software GeoGebra

O proximo passo € afirmar aos alunos que essa respresentacao poligonal nos
mostra as possiveis solu¢des do nosso problema, onde todas as solugdes viaveis estao
no poligono formado pela intersecgéo entre retas e os eixos do plano cartesiano.
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Usando a ferramenta Ponto, que € o segundo botdo na parte superior do soft-
ware e clicando na opc¢éao Intersecgdo entre dois objetos, usaremos essa ferramenta
em quatro intersecgdes: eixo X e eixo Y (A), equacéo 1 e eixo Y (B), equagcédo 1 e
equacao 2 (C) e por fim, equacao 2 e eixo X (D).

Assim, o software nos mostrara as quatro interesec¢des e suas respectivas
coordenadas, conforme imagem 4.3

Figura 4.3 — Pontos de intersecgao
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Fonte: Proprio autor, usando software GeoGebra

Pedir aos alunos que manualmente em seus cadernos, usem a equagao a ser
maximizada 45x + 80y e verifiquem qual dos quatro pontos tera o valor maximo do
lucro nessas condicdes. Que no caso deve ser satisfeito no ponto C, com a fabricacao
de 24 cadeiras e 14 mesas.

Instigar os alunos a investigar outros pares ordenados dentro do poligono for-
mado para verificarem que a solugdo encontrada nao sera 6tima. Inclusive é interes-
sante sugerir outros lugares do plano para essa verificagdo, como acima de uma reta
e baixo de outra, até mesmo mais acima das retas. E importante que os alunos fagam
a constatacao ja afirmada pelo professor, em que de fato a solucao 6tima esta em um
dos vértices do poligono.

Momento 3: resolver outros problemas de maneira similar.

Como sugestao, deixo os seguintes problemas:

* Uma artesa produz dois tipos de objetos para comercializar. No objeto A,
sdo gastos nove horas de mao de obra e trés horas de secagem. No objeto
B, sdo gastos uma hora de mao de obra e uma hora de secagem. Sabendo
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que a artesa tem disponivel até 18 horas de mao de obra e até 12 horas
de secagem. Sabendo que cada objeto A fornece lucro de R$ 4,00 e de R$
1,00 para cada objeto B, qual a quantidade de objetos a serem produzidos
de cada um para que o lucro seja maximo?

+ Um fabricante de bombom dispde de um estoque de 130kg de bombom
com sabor cereja e 170kg de bombom com sabor céco. Deseja vender os
bombons em duas configuragdes de pacotes, o primeiro deve conter metade
do peso em bombons de cereja e outra metade com bombons de cbco, e
comercializado a R$ 20,00 o quilograma. Ja o segundo pacote deve conter
um terco do peso em bombons de cereja e os dois tercos restantes com
bombons de c6co, sendo comercializado por R$ 12,00. Quantos quilogramas
de cada mistura devem ser preparados para se obter o lucro maximo?

« Uma jovem estudante tem no seu orcamento até R$ 160,00 para gastar
com atividade fisica em um clube de sua cidade, sendo R$ 5,00 o custo
por hora para a pratica de natacdo e R$ 2,00 o aluguel de uma bicicleta.
Disp6e também de até 65 horas mensais disponiveis para tais atividades.
Deve praticar no minimo 5 horas de natagédo e 10 de ciclismo. O treinador
do clube afirmou que em média sdo gastos 400kcal na natacéao e 280kcal
no ciclismo, com isso, quantas horas de cada modalidade a estudante deve
praticar para maximizar o gasto calérico mensal?

« Uma empresa de produtos quimicos comercializa a mistura de dois solven-
tes. Para a primeira mistura, sdo usadas uma parte de solvente A e duas
partes de solvente B, com um volume maximo produzido de 32 litros. A se-
gunda mistura é feita usando quatro partes do solvente A e quatro partes
do solvente B, com um volume maximo de 72 litros. Sabemos ainda que o
solente A é comprado pela empresa com quantidades a partir de dois litros
e o solvente B com quantidades a partir de 12 litros. O lucro na comercia-
lizagdo das misturas em relagao ao solvente A é de R$ 45,00 o litro e do
solvente B R$ 60,00 o litro. Qual a quantidade maxima de solventes a serem
comprados para que se tenha um lucro maximo na venda?

4.1.9 Avaliacao

Sugerimos dividir a avaliagdo em duas partes. A primeira parte, que corresponde
a 50% da nota, constitui em avaliar individualmente se o aluno trabalhou de maneira
colaborativa com sua dupla e manteve comportamento adequado durante as aulas. A
segunda metade da avaliagcao € pedir aos alunos para apresentarem a resolugcédo das
atividades propostas usando o software GeoGebra e os calculos da maximizagéo no
seu material de apoio.
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4.1.10 Possiveis obstaculos

Como toda atividade desenvolvida em sala de aula possui obstaculos e dificul-
dades, essa nao seria diferente. A falta de acesso ao laboratério de informatica com
internet é o principal obstaculo que o professor deve estar atento, juntamente com a
familiaridade dos alunos com o uso do computador. E preciso verificar antes em todos
os computadores a viabilidade de funcionamento do site ou do aplicativo.

Na falta de laboratério de informética na escola, abaixo apresentamos uma
sugestao com os mesmos principios, porém utilizando uma abordagem mais manual.

4.2 SUGESTAO 2: JOGO USANDO GEOPLANO PARA RESOLUCAO DE PROBLE-
MAS DE PL

4.2.1 Descricao da aula

Primeiramente deve-se apresentar aos alunos o geoplano, que € um material
formado por uma superficie plana com furos equidistantes. O material utilizado faz
parte do Kit do Explorador Matemético, desenvolvido pela BRINK MOBIL conforme
figura 4.4.

Figura 4.4 — Foto do geoplano

Fonte: Proprio autor, usando material BRINK MOBIL

Através de um problema, apresentar aos alunos uma no¢ao do que é otimizacgao,
mais especificamente programagao linear. A ideia é representar geometricamente uma
situagdo de programacao linear, buscando o ponto étimo de acordo com as restricdes
e a funcao objetivo. A atividade deve ser feita com grupos entre trés e quatro alunos.
Espera-se que o professor apresente a situacao-problema aos alunos e da lingua
portuguesa transcreva para a linguagem algébrica. Ao apresentar o problema, discutir
com os alunos a simbologia usada, ja que o uso do < e > ainda € pouco conhecido
para eles no ensino fundamental.
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E importante salientar que essa sequéncia didatica foi pensada como fecha-
mento ou atividade final das aulas relativas a equagdo do primeiro grau com duas
incognitas.

4.2.2 Obijetivos

Apresentar aos alunos uma area da mateméatica chamada de otimizacao;
Usar o geoplano como um meio para resolver de maneira dindmica um problema
de programacao linear.

4.2.3 Pré-requisitos

Para um bom desenvolvimento da atividade, é necessario que os alunos tenham
conhecimento prévio de equacdes do primeiro grau com duas incégnitas e saber
localizar pontos no plano cartesiano.

4.2.4 Ano escolar

A sugestdo é que seja trabalhada no oitavo ano do ensino fundamental, porém
nada impede ao professor trabalhar em outros anos, levando sempre em consideragé@o
0S pré-requisitos necessarios.

4.2.5 Numero de aulas

Pelo menos quatro aulas de 45 minutos cada.

4.2.6 Habilidades envolvidas da BNCC e objetos do conhecimento

(EFOBMAO07) Associar uma equacao linear de 1° grau com duas incégnitas a
uma reta no plano cartesiano - associagéo de uma equacao linear de 12 grau com duas
incdgnitas a uma reta no plano cartesiano.

4.2.7 Materiais necessarios

Utiliaremos um geoplano, pinos para encaixe, elastico para representar as retas,
uma bolinha de ferro, um plastico transparente para fechamento do poligono viavel e
uma seta confeccionada com papel para representar o vetor da funcéao objetivo.

4.2.8 Sequéncia didatica

Momento 1: apresentar aos alunos o problema.

Uma loja de roupas deseja maximizar o lucro de vendas de suas pegas que
mais tem saida, calgas jeans e camisetas. O gerente sabe que o lucro de venda de
uma calga jeans é de R$ 40,00 e de uma camiseta é de R$ 20,00. Para controle da loja,
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no estoque deve ter no minimo 20 calgas e a diferenca entre a quantidade de calgcas de
camisetas deve ser de pelo menos 100 unidades. Observa-se ainda que quem compra
uma calca e duas camisetas, acabou gerando uma baixa de pelo menos 100 pecas ao
fim do periodo de observacdo. Porém, quem leva duas calcas jeans e trés camisetas
gera uma baixa de até 400 pegas no estoque.

Apoés analise junto aos alunos deve-se passar para a linguagem algébrica. Para
iSSO usaremos x para calcas e y para camisetas. Algebricamente o problema seria o
seguinte:

Maximizar o lucro de 40x + 20y, considerando:

x > 20, ou seja, a quantidade de calgas € maior que vinte unidades no estoque;

x —y > 100, a diferenca minima entre a quantidade de pecas;

x +2y > 100, a baixa minima de pecas;

2x + 3y < 400, por fim, a baixa maxima de pecas;

Lembrando que como x e y sdo pecas de roupa, os valores sdo positivos.

Lembre-se que os alunos nao estdo familiarizados com a linguagem das desi-
gualdade, o que facilmente o professor pode converter todas em igualdade, sem perder
a esséncia do trabalho em questao, desde que deixe claro aos alunos as diferencas
entre elas e o que representam.

Momento 2: montando o geoplano.

Observe que nossa situacao problema nao permite valores negativos, logo o
geoplano sera a representacao do primeiro quadrante do plano cartesiano. Conside-
rando ainda os valores citados, a escala do geoplano precisa ser analisada de maneira
que fique facil a representagao. Nesse caso ilustrado aqui, cada ponto equivale a 10
unidades. Cada restricao sera representada por uma reta. Precisaremos determinar
dois pontos em cada uma para traca-la. Varias sdo as estratégias para fazer essa
busca de pontos, cabe ao professor achar a que se adeque melhor a sua realidade
e a de seus alunos. O préximo passo € afimar aos alunos que essa respresentacao
poligonal formada pelas retas e suas intersec¢des nos mostram as possiveis solugcbes
do nosso problema. Para cada reta utilizou-se de uma cor diferente de elastico. A figura
4.5 ilustra a situacao.

Vamos aqui, introduzir uma representacdo do vetor da funcédo objetivo a ser
maximizada. Pode-se usar qualquer area do geoplano, desde que mantenha as pro-
porcoes da funcado objetivo (40 para x e 20 para y). Acrescente também uma seta no
sentido da maximizacgéo (para cima) nesse caso. Observe a figura 4.6.

Agora, pegue a bolinha de ferro que utilizaremos para nos ajudar e coloque
dentro do poligono formado pelas restricdes. Observe a figura 4.7.

Momento 3: determinar a solugcao

Agora que o problema esta devidamente representado, devemos recobrir 0
poligono com um plastico transparente. Note que mais um ponto foi incluido em uma
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Figura 4.5 — Representacao do problema no geoplano
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Fonte: Proprio autor, usando material BRINK MOBIL

Figura 4.6 — Representacao do problema no geoplano com o vetor da maximizagao

/

Fonte: Proprio autor, usando material BRINK MOBIL

interseccao para que assim a figura ficasse mais firme para o propdésito do jogo. Em
todas as retas foi acrescentado mais um elastico por cima para fixar o plastico. Observe
a figura 4.8:

Agora com nosso problema devidamente representado, devemos pegar o geo-
plano e gira-lo de maneira que o vetor que representa a fungéo objetivo esteja apon-
tando para o chao, ou mais precisamente, perpendicular ao chdo ou superficie de
apoio. Aqui optou-se por apoiar em uma parede para que tenhamos a certeza da per-
pendicularidade. Nesse momento a forga da gravidade rolara a bolinha para a solugcéao
6tima. Observe a figura 4.9.

Nesse caso, encontramos o vértice da intersecgao entre as retas azul e ama-
rela, que correspondem ao ponto (140,40), ou seja, o lucro maximo é obtido vendendo
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Figura 4.7 — Inicio da resolucao
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Fonte: Proprio autor, usando material BRINK MOBIL

140 calgas e 40 camisetas, que corresponde a R$ 7200,00. E interessante instigar os

alunos a investigar outros pares ordenados dentro do poligono formado para verifica-

rem que a solugao encontrada néo sera 6tima. Inclusive é interessante sugerir outros

lugares do plano para essa verificagdo, como acima de uma reta e baixo de outra,

até mesmo mais acima das retas. E importante que os alunos fagam a constatagao ja

afirmada pelo professor, em que de fato a solugdo étima estd em um dos vértices do
poligono.

Momento 4: resolver atividades semelhantes

+ Uma fabrica de moveis deseja fabricar mesas e cadeiras a fim de obter o

maior lucro possivel. Sabemos que o lucro apds a venda de cada cadeira

é de R$ 30,00 e de R$ 60,00 por mesa. Sabe-se também que o material
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Figura 4.9 — Resolugéo do problema

Fonte: Proprio autor, uando material BRINK MOBIL

necessario para fabricar uma cadeira é de 5 tdbuas e de 20 tdbuas para
cada mesa com no maximo 400 tabuas disponiveis. Em relagdo ao tempo,
temos 10 horas de trabalho para finalizar uma cadeira e 15 horas para cada
mesa, num total de 450 horas de trabalho disponiveis.

+ Uma artesa produz dois tipos de objetos para comercializar. No objeto A,
sao gastos nove horas de mao de obra e trés horas de secagem. No objeto
B, sdo gastos uma hora de mao de obra e trés horas de secagem. Sabendo
que a artesa tem disponivel até 18 horas de mao de obra e de no maximo
12 horas de secagem. Cada objeto A tem lucro de R$ 4,00 e R$ 1,00 para
cada objeto B. Qual o maximo de objetos a serem produzidos de cada um
para que o lucro seja maximo?

» Uma empresa de produtos quimicos utiliza a mistura de dois solventes. Para
a primeira mistura, sdo usadas uma parte de solvente A e duas partes de
solvente B, com um volume maximo de 32 litros. A segunda mistura é feita
usando quatro partes do solvente A e duas partes do solvente B, com um
volume maximo de 72 litros. Sabemos ainda que o solente A é comprado
pela empresa com quantidades maiores que dois litros e o solvente B com
guantidades acima de 12 litros. O lucro sobre o solvente A é de R$ 45,00 e
do solvente B R$ 60,00. Qual a quantidade maxima de solventes a serem
comprados para que se tenha um lucro maximo?

4.2.9 Avaliacao

Sugiro dividir a avaliacdo em duas partes. A primeira parte, que corresponde
a 50% da nota, constitui em avaliar individualmente se o aluno trabalhou de maneira
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colaborativa com seu grupo e manteve comportamento adequado durante as aulas. A
segunda metade da avaliagédo € pedir aos alunos para apresentarem a resolugédo das
atividades propostas usando o geoplano e os calculos da maximizacéo.

4.2.10 Possiveis obstaculos

A quantidade de geoplanos disponiveis para a resolu¢do da atividade pode se
tornar um grande obstaculo. Muitas vezes as escolas nem possuem esse material.
Existem algumas variacdes que ao invés de furos sao utilizados pinos que nao influen-
ciam o resultado. Como sugestado no caso da falta desses materiais citados, o professor
pode usar papel quadriculado para representar as retas e desenvolver a atividade com
algumas modificacées. Como a atividade seria baseada em desenhos no plano, sé
€ necessario marcar as equacodes e fazer o giro conforme a atividade anterior. Como
nao teremos o elemento "bolinha de ferro"na atividade, é s6 observar o vértice mais
ao "sul"da figura.
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5 CONCLUSAO

Na primeira parte da dissertacao, tratamos a otimizacdo de uma maneira geral.
Utilizamos as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) e respectivos teoremas para
resolucao de alguns exemplos de problemas de otimizacao ilustrativos. Abordamos
condi¢coes necessarias e suficientes de otimalidade e, em particular, apresentamos
uma discussao detalhada de condigbes de qualificagdo e conceitos de analise convexa.

Apds esse aprendizado geral sobre problemas de otimizacéo continua, nos es-
pecificamos em problemas de programacao linear (PL). Vimos os dois métodos mais
famosos e conhecidos em PL, a saber, o0 método Simplex e 0 método de pontos in-
teriores (MPI). Exploramos vis6es geométricas e algébricas desses métodos. Para o
primeiro, optamos por resolver via Tableau e ao mesmo tempo acompanhar os resul-
tados com o politopo formado pelas restricbes do problema e, observar as iteragdes
caminhando pelos vértices do mesmo até encontrar uma solugéo 6tima. Para ilustrar o
funcionamento do MPI utilizamos centros de gravidade de politopos que compunham
0 que chamamos de trajetéria central. Essa trajetoria central formada pelos centros de
gravidade converge para uma solugao étima do PL.

Elaboramos duas sequéncias didaticas a serem apresentadas aos alunos do
ensino basico abordando otimizacao. A primeira sequéncia envolvia o aprendizado
com o software GeoGebra para resolug¢do de problemas de PL e a segunda um jogo
com elasticos, bolinha usando um Geoplano. Deixamos como sugestdes, a adaptacao
das aulas para uma malha quadriculada ou pontilhada nos moldes do jogo usando o
geoplano e, uma atividade de MPI baseada no exemplo apresentado no GeoGebra.
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