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Resumo

Esta dissertacao de mestrado propoe um estudo detalhado dos poliedros de Pla-
tao, explorando suas propriedades geométricas e proporcionando uma experiéncia nova
com o auxilio de algumas animagoes. O objetivo é apresentar esses solidos de forma que
facilitem a aprendizagem investigativa e a compreensao deles através de interacao digital.
O trabalho inicia com uma revisao da literatura e alguns aspectos gerais sobre a interacao
da humanidade com a Geometria, oferecendo um embasamento teédrico e contextualizagao
curricular. Em seguida, realiza-se uma apresentacao do que é um poliedro e suas pro-
priedades, onde algumas questoes sao levantadas como quais caracteristicas os definem e
outras. A pesquisa inclui algumas figuras interativas como recursos para uma melhor in-
terpretacao da Geometria Espacial. Além disso, sao identificados os poliedros platonicos e
apresentado suas propriedades e caracteristicas com detalhes que enriquecem e promovem
uma melhor apreciagao desses objetos de estudo. Por fim, a dissertacao apresenta con-
clusoes e recomendagoes para o ensino de ensino de Geometria Espacial no ensino médio
e alguns anexos com algumas construgoes que foram desenvolvidas no trabalho, visando

contribuir para a melhoria do ensino e aprendizagem da matemética no contexto atual.

Palavras chave: geometria espacial; relacao de Euler; poliedros regulares; sequéncia
didética.
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Abstract

This master’s thesis proposes a detailed study of the Platonic solids, exploring their ge-
ometric properties and offering a novel experience with the aid of animations. The aim
is to present these solids in a way that facilitates investigative learning and enhances
understanding through digital interaction. The work begins with a literature review and
an overview of humanity’s interaction with Geometry, providing a theoretical founda-
tion and curricular context. Next, it presents what a polyhedron is and its properties,
raising questions such as what characteristics define them, among others. The research
includes interactive figures as resources for a better interpretation of Spatial Geometry.
Furthermore, the Platonic solids are identified, and their properties and characteristics
are presented in detail, enriching and promoting a deeper appreciation of these objects
of study. Finally, the dissertation presents conclusions and recommendations for teaching
Spatial Geometry in high school, along with appendices containing some constructions
developed during the work, aiming to contribute to the improvement of mathematics

teaching and learning in the current context.

Keywords: Spatial Geometry; Euler’s relation; regular polyhedra; didactic sequence.
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Introducao

O mundo a nossa volta é constituido, segunda a nossa percepgao, por trés dimen-
soes, usualmente associadas a altura, a largura e profundidade, conceitos fundamentais da
Geometria Espacial. Quando observamos um objeto em um livro ou revista impresso em
uma folha bidimensional, o que se tem é uma representacao semiotica desse objeto e nao
o proprio objeto, impossibilitando uma percepg¢ao clara das trés dimensoes que o cons-
tituem. Por esse e outros motivos, os alunos tém dificuldade de compreender/visualizar
as propriedades geométricas no espaco e distinguir formas planas de espaciais. Logo, ao
apresentar conceitos da geometria espacial é bom ter em mente uma abordagem que pos-
sibilite diferentes experiéncias nas quais estas serao precursoras da aprendizagem deste
estudante. Assim, consideramos importante uma proposta de ensino de s6lidos geomé-
tricos que permita que o leitor possa interagir com o conhecimento de forma simples e
se possivel ludica, pois o processo de ensino/aprendizagem quando nao fundamentado,
se perde com facilidade. Em 14 de Dezembro de 2018, foi homologada a Base Nacional
Curricular Comum (BNCC), que tem por objetivo ser a balizadora da qualidade da edu-
cagao por meio do estabelecimento de um patamar de aprendizagem e desenvolvimento
de todos os estudantes do Brasil ao longo da Educagao Bésica. A BNCC estabeleceu
dez competéncias bésicas, dentre elas duas serao tomadas como ponto de partida deste

trabalho, as quais dizem:

e Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias,
incluindo a investigagao, a reflexao, a analise critica, a imaginacao e a criatividade,
para investigar causas, elaborar e testar hipdteses, formular e resolver problemas
e criar solugoes (inclusive tecnologicas) com base nos conhecimentos das diferentes

areas.

e Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e comunicacao de
forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas préaticas sociais (incluindo
as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagoes, produzir conhe-
cimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e
coletiva. (Brasil, 2018, p.9).



A partir dessas duas competéncias citadas, analisamos o que a BNCC traz como proposta
nas etapas do Ensino Fundamental e do Ensino Médio na area de Matemética e suas
Tecnologias, duas competéncias especificas nortearao este trabalho, respectivamente sao

elas:

Desenvolver o raciocinio logico, o espirito de investigacao e a capacidade de
produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matemati-
cos para compreender e atuar no mundo. Investigar e estabelecer conjecturas
a respeito de diferentes conceitos e propriedades matemaéticas, empregando
estratégias e recursos, como observacao de padroes, experimentagoes e dife-
rentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao
cada vez mais formal na validac¢do das referidas conjecturas. (Brasil, 2018, p.
267 e p. 531).

Ainda no documento supracitado é ressaltada a importancia da geometria no curriculo
escolar, enfatizando a necessidade de desenvolver competéncias como a compreensao e
aplicacao das propriedades dos objetos geométricos, a resolucao de problemas envolvendo
relagoes espaciais e a andlise de formas tridimensionais. Segundo Barbosa (2003) a ge-
ometria espacial desempenha um papel fundamental no desenvolvimento cognitivo e na
formagao integral dos estudantes, contribuindo para o desenvolvimento de habilidades
visuais, espaciais e de raciocinio abstrato. Na visao da autora, o ensino tradicional de
alguns conceitos é incompreensivel para certos alunos que ainda nao se apropriaram de
algumas caracteristicas de natureza tridimensional: Nesse contexto, a utilizacao da geo-
metria dindmica, especialmente com o software GeoGebra, surge como uma alternativa
promissora para tornar o ensino da geometria espacial mais envolvente e eficaz. Alves e
Soares (2003) nos diz que, a geometria dindmica possibilita a manipulagao interativa de
objetos geométricos (através do arrastamento dos elementos geométricos) e a observagao
instantanea das mudancas correspondentes, permitindo aos alunos explorar visualmente
as propriedades e relagoes geométricas de forma intuitiva. Isso nao apenas torna o pro-
cesso de aprendizado mais atrativo, como também permite que se apropriem melhor de
conceitos do simples ao mais complexo, como angulos, so6lidos, poliedros, intersecoes de
planos e solidos, entre outros.

Em vista disso, a presente dissertagao de mestrado tem como objetivo de pro-
porcionar uma experiéncia nova com o leitor em seus estudos acerca dos poliedros, bem
como as representagoes que temos deles no cotidiano, estabelecemos como objetivo geral
de nosso trabalho proporcionar aos alunos o conhecimento da existéncia de somente cinco
classes de poliedros de Platao, por meio de demonstragao formal e trabalho pratico de

construcao desses poliedros. Para isso, estabelecemos os seguintes objetivos especificos:

e demonstrar a relagao de Euler;



e demonstrar a existéncia de somente cinco classes de poliedros de Platao;
e proporcionar uma leitura interativa com a planificacao desses solidos geométricos.

Para fins de organizacao de nosso trabalho, estabelecemos trés capitulos. O tra-
balho inicia com algumas consideracoes sobre a geometria, oferecendo um embasamento
teodrico e contextualizacao curricular. Apresentamos algumas retrospectivas histoéricas na
interagao da humanidade com a geometria onde sao citadas obras como “Os Elementos”
de Euclides entre outras. Em seguida, realiza-se uma apresentagao do que é um poliedro e
suas propriedades e quais caracteristicas os definem, incluindo a demonstracao da Relacao
de Euler, demonstragao da existéncia de somente cinco poliedros platonicos e explicita-
¢ao dos poliedros regulares. A pesquisa inclui algumas figuras interativas como recursos
para uma melhor interpretacao da Geometria Espacial. Além disso, sao identificados os
poliedros platonicos e apresentado suas propriedades e caracteristicas com detalhes que

enriquecem e promovem uma melhor apreciacao desses objetos de estudo.



Capitulo

1

Geometria e Educacao Matematica:

Conexoes Historicas e Contemporaneas

1.1 O Desafio do Ensino de Matematica na Era Digital

Ensinar Matematica hoje em dia é um grande desafio para os educadores que
lidam com jovens e adolescentes. Enquanto a disciplina demanda compreensao e aplicagao
de conceitos abstratos e encadeamentos logicos, esses alunos estao cada vez mais imersos
no mundo tecnolégico, incluindo smartphones, tablets, computadores e video games, os
quais muitas vezes despertam mais interesse do que os contetdos escolares. Diante desse
cenario, torna-se imperativo conciliar a experiéncia dos alunos com a tecnologia e os
conteudos ensinados em sala de aula.

Com o auxilio de softwares educacionais, é possivel formar alunos que desenvol-
vam um pensamento critico, capazes de analisar o desempenho desses programas, refletir
sobre os resultados e formular suas proprias conjecturas. Eles podem analisar a variagao
da reta e descrever problemas cotidianos na forma de fungoes, algo que poucos alunos con-
seguem fazer. Esse processo é fundamental para a constru¢ao do conhecimento, uma vez
que a aprendizagem é continua. O professor nao deve simplesmente entregar o contetido
pronto ao aluno; deve incentiva-lo a compreender o porqué de certos conceitos. Sobre esse
aspecto, Huete (2006, p. 24) observa:

Aprender contetidos matematicos que possam ser proveitosos, como as opera-
¢Oes numéricas ou a medida, nao é uma garantia de uma posterior aplicagao
adequada. Uma aprendizagem significativa obriga o aluno a observar, pergun-
tar, formular hipoteses, relacionar conhecimentos novos com os que ja possuem
tirar conclusoes logicas a partir dos dados obtidos. Enfim, exige que construa

paralelamente fatos, conceitos, principios, procedimentos e estratégias relati-



vas ao conhecimento matematico. E importante distinguir esses elementos se

quisermos conhecer o entendimento que os sujeitos tém da matematica.

Nos ultimos anos, a Educacao Matematica tem ganhado destaque nos meios aca-
démicos, com o objetivo de reduzir a distancia entre a teoria e a pratica no ensino dos con-
teidos mateméaticos. Entre as diversas tendéncias, a aplicacao da Informatica no ensino
tem se destacado, proporcionando dinamicas de manipulacao de dados e uma compreensao
mais profunda dos conceitos por parte dos alunos. Dentro desse contexto, encontramos
uma variedade de metodologias e abordagens que permitem o ensino da matemética de
forma préatica e eficaz. Apesar das varias ferramentas disponiveis para esse fim, é essen-
cial destacar que o sucesso na utilizagao dessas ferramentas como meio de promover a
aprendizagem depende do dominio tanto dos contetidos quanto das proprias ferramentas
pelos educadores.

Em seu livro ‘Teoria das Inteligéncias Multiplas’ (1983), Gardner afirma que exis-
tem diferentes tipos de inteligéncias, todas igualmente importantes, portanto o professor
pode mostrar para os alunos que existem outras areas, assim como a Matemaética, que
o aluno pode mostrar interesse como, Arte, Musica, entre outras. E essas areas podem
estar vinculadas com a Matemaética de certa forma. O desempenho da atividade que sera
aplicada com o auxilio dos computadores, fica sob responsabilidade do professor, pois
sabemos que alunos quando se deparam com internet disponivel ou uma construcao legal
no software tende & ficar alvorocados e isso pode fazer com que a atividade perca seu foco.

Telma Souza Gracias (2000, pg. 10) frisa que:

[...] O professor é o responsavel direto pelo uso do computador na sala de
aula e as possibilidades de trabalho dependerao do seu desempenho. Embora
a presenca do computador na sala de aula possa promover um encantamento
inicial e motivacao nos alunos, esse clima logo acabara se o professor nao

desenvolver um plano de atividades que os tire da passividade.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) ressaltam a importancia de uma
abordagem que promova uma aprendizagem significativa. Essas diretrizes e padroes ga-
rantem que a integragao entre o conhecimento e a aprendizagem seja mais bem-sucedida
quando acompanhada de uma sequéncia didatica claramente definida em seus objetivos.

Neste cenario, a integragao das Tecnologias Digitais & Educacao Matematica pode
oferecer alternativas valiosas na busca por métodos eficazes de ensino da matematica,
fornecendo ferramentas que facilitam a manipulagao dindmica dos conceitos. Embora
muitos alunos sintam entusiasmo ao frequentar o laboratério de informatica e ao expe-
rimentar abordagens distintas, ¢ comum que esses recursos nao sejam plenamente utili-
zados. Quando isso ocorre, a falta de uma sequéncia didética claramente definida pode
comprometer a construcao do conhecimento. Diante desse desafio, cabe ao professor bus-

car recursos complementares que enriquecam suas praticas pedagogicas. E crucial que o



professor se adapte ao ambiente em que ele e seus alunos estao inseridos, o que requer
constante reinvencao, adaptagao e apropriagao de novos métodos e praticas. O objetivo
é promover uma aprendizagem nao apenas memoristica, mas genuinamente significativa,
capacitando os alunos a aplicar os conhecimentos adquiridos ao longo de suas trajetorias
educacionais.

Para que o professor possa aplicar atividades de maneira eficaz, é indispensével
que ele realize o mapeamento dos conhecimentos prévios dos alunos. Sem essa informa-
¢ao, & pouco provavel que ele consiga integrar os conteudos de forma significativa. Por
exemplo, se um aluno esqueceu certas propriedades de um contetudo especifico, é neces-
sario relembra-las para construir uma ponte entre o conhecimento antigo e o novo. Sem
essa intervencao, a aprendizagem nao sera significativa, pois os alunos podem estudar
métodos e definicoes com os quais nao tém afinidade ou sobre os quais possuem defini¢oes
equivocadas.

Cabe ao professor identificar essas dificuldades e trabalha-las com cuidado. E
importante permitir que o aluno chegue a suas proprias conclusoes, pois o professor,
como intermediador entre o ensino e a aprendizagem, deve instigar a opiniao do aluno.
Se o professor simplesmente der a resposta ou corrigir o erro antes que o aluno tenha
terminado a resolucao, este ficara condicionado e, de certa forma, dependente daquela
ajuda. Portanto, é fundamental que o aluno dé o ponta-pé inicial, identificando onde estéa
o erro. A partir dai, o professor pode intervir, explicando por que aquele caminho estava
errado e apresentando uma nova forma de resolucao, ou mostrando que o erro ocorreu
devido a uma falta de atencdo na resolucdo. E um equivoco pensar que a resolucao de
exercicios nao constitui aprendizagem quando na verdade, todo momento é propicio para
a aprendizagem. ALMOULOUD (2007, p. 133) nos diz:

2

Um obstaculo é um conhecimento, uma concepg¢ao, e nao uma dificuldade
ou falta de conhecimento; esse conhecimento produz respostas adequadas em
certo contexto frequentemente encontrado; mas ele produz respostas falsas,

fora desse contexto [...].

Em nosso trabalho, escolhemos abordar um tema classico: os so6lidos de Platao
e essa abordagem utilizara tecnologias que tivemos que aprender para incorporar neste
trabalho. Por exemplo, através do aplicativo Geogebra, criamos animacoes que foram
integradas ao arquivo PDF utilizando o LaTeX, seguindo a mesma abordagem de quali-
dade encontrada no excelente material sobre a Torre de Hanéi publicado pela SBM. Nos

apéndices, fornecemos descri¢oes detalhadas dos procedimentos e codigos que utilizamos.



1.2 A Geometria ao Longo da Histoéria

A geometria é uma das mais antigas areas da matemética, com origens que re-
montam a civilizagoes antigas em todo o mundo. No Egito Antigo, foram usados conceitos
geométricos em construgoes e medidas de terras. Na Mesopotamia, sumérios e babilonios
desenvolveram sistemas geométricos para construgoes e comércio. Na Grécia Antiga, ma-
teméticos como Euclides estabeleceram os fundamentos da geometria euclidiana com os
Elementos. Na China e na India antigas, a geometria estava ligada & agrimensura e a
arquitetura. Ao longo dos séculos, a geometria evoluiu, influenciando campos como fisica,

engenharia, arte e arquitetura. LIMA (2009, p. 02) apresenta:

Etimologicamente, geometria quer dizer medida da terra. Esta denominacao
grega é justificada pelo historiador Herddoto (século quinto A.C.), que atribui
aos egipcios a origem dessa ciéncia. Segundo ele, o imposto que pagavam os
proprietarios de terra no Egito era diretamente proporcional a area de cada
lote. As cheias do rio Nilo muitas vezes faziam desaparecer parte das terras dos
agricultores. Entao os cobradores de imposto do fara6 tinham que recalcular
cada area a fim de que a cobranga fosse ajustada. Também era preciso, para
efeitos de comércio, que se soubesse calcular o volume de cada depoésito de

grao.

Os livros da colecao Os Elementos, do grego Euclides, escritos por volta de 300
a.C. em Alexandria, Egito, constituem uma obra de treze livros que compila o conheci-
mento matemético da época. Esses escritos abordam diversos temas, incluindo geometria
plana, ntimeros, proporgoes, grandezas incomensuraveis e geometria espacial. Reconhe-
cidos pela abordagem logica e dedutiva, os Elementos estabeleceram os fundamentos da
demonstragao rigorosa e do raciocinio 16gico na matematica. Sua influéncia perdura ao
longo da histéria, moldando a pedagogia matematica e introduzindo termos e conceitos
ainda presentes nos estudos contemporaneos.

A geometria espacial desempenha um papel crucial no desenvolvimento humano
desde tempos antigos. Esta area da matemaética, que explora formas e relagoes no espaco
tridimensional, foi fundamental para as civiliza¢oes antigas na concepcao e construcao de
monumentos, edificios e estruturas. Desde as piramides do Egito Antigo até os templos
gregos e as catedrais medievais, a geometria espacial foi empregada para criar obras im-
pressionantes em termos de durabilidade e estética." Além disso, a geometria espacial teve
aplicagoes praticas em diversas areas, incluindo a navegacao maritima, engenharia civil e
arquitetura. Antigos astronomos a utilizavam para calcular érbitas planetarias e prever
eclipses, enquanto engenheiros a empregavam para projetar pontes, aquedutos e sistemas
de irrigacao, evidenciando seu papel multifacetado e fundamental ao longo da historia da

humanidade.



Anterior a Euclides, um fil6sofo grego chamado Platao escreveu por volta de 360
a.C. uma obra filosofica que aborda temas como cosmologia, fisica e teoria das formas,
intitulada Timeu, sendo uma das obras mais influentes de Platao. No didlogo Timeu,
Platao discute as formas geométricas e sua relagao com a construcao do universo, conforme
apresentado por Timeu, um personagem ficticio. Platao atribuiu a construcao do universo
a um demiurgo, ou artesao divino, que criou o cosmos com base em principios geométricos
e matematicos. Platao descreve cinco solidos regulares, atualmente conhecidos como
os "solidos platonicos", que sao poliedros convexos onde todas as faces sao poligonos
regulares idénticos e os mesmos nimeros de faces se encontram em cada vértice. Os

solidos platonicos sao:

Tetraedro: Um poliedro com quatro faces triangulares idénticas;
Hexaedro: Um poliedro com seis faces quadradas idénticas;
Octaedro: Um poliedro com oito faces triangulares idénticas;
Dodecaedro: Um poliedro com doze faces pentagonais idénticas;
Icosaedro: Um poliedro com vinte faces triangulares idénticas.

Platao atribui significados metafisicos e cosmologicos a esses solidos, sugerindo
que eles representam os elementos basicos do universo. Por exemplo, Platao associa o
tetraedro ao fogo, o hexaedro a terra, o octaedro ao ar, o icosaedro & agua e o dodecaedro
as "formas da mente"ou ao cosmos como um todo. Embora “Timeu” seja uma obra
filosofica e nao um tratado matemaético, a discussao de Platao sobre os sélidos regulares
influenciou significativamente o desenvolvimento da geometria e da mateméatica ao longo

dos séculos.

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Figura 1.1: Solidos de Platao

Curiosamente s6 existem esses cincos poliedros regulares, conforme apresentado
por Platao e apresentados na Figura 1.1. Além de Platao, outros matemaéticos também
contribuiram para a demonstracao de que existem exatamente cinco poliedros regulares,
como Fuclides em sua obra.

Avancando no tempo, temos a figura de Johannes Kepler, um matematico e as-

tréonomo alemao que viveu no final do século XVI e inicio do século XVII. Embora seja



mais conhecido por suas leis do movimento planetério e suas contribui¢oes para a astro-
nomia, Kepler também teve interesse nos sélidos platénicos, os cinco poliedros regulares
identificados por Platao na Antiguidade.

Kepler estava intrigado com as relagoes entre os solidos platonicos e as orbitas
dos planetas. Em sua obra "Harmonices Mundi"(Harmonia do Mundo), publicada em
1619, Kepler explorou essas conexoes, buscando uma harmonia geométrica entre as formas
dos solidos platonicos e as distancias médias dos planetas ao Sol (veja a Figura 1.2.
Ele associou cada um dos solidos platonicos com uma das orbitas planetarias, tentando
encontrar uma justificativa para a distancia dos planetas do Sol com base nessas formas
geométricas.

Por exemplo, Kepler associou o dodecaedro, um dos sélidos platénicos, com a Or-
bita de Marte. Ele propos que a distancia média de Marte ao Sol poderia ser determinada
pela circunferéncia de um circulo inscrito em um dodecaedro.

Embora essas associagoes tenham sido mais especulativas do que rigorosamente
matemaéticas, o trabalho de Kepler sobre os s6lidos platonicos e suas relagoes com o cosmos
reflete sua abordagem holistica e filosofica para a astronomia e a geometria. Suas ideias

influenciaram o pensamento posterior sobre a harmonia e a ordem do universo.

Figura 1.2: Figura contida no livro Harmonices Mundi

Aqui temos nosso uma primeira ilustragao na Figura 1.3 de uma animacao dentro
de um pdf para dar a ideia do movimento dos sélidos de Platao segundo o pensamento

de Kepler.
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Figura 1.3: Tlustracao dos Soélidos de Platao segundo Kepler

Leonhard Euler apresentou em 1758 uma importante férmula na teoria dos poli-
edros, conhecida hoje como relacao de Euler. A formula estabelece uma relagao entre o
namero de vértices (V'), o namero de arestas (A) e o namero de faces (F') de um poliedro
convexo e afirma que
V-A+F=2.

Essa relacao se aplica a qualquer poliedro convexo, como cubos, prismas, piramides, dode-
caedros, entre outros. Observamos que os relatos histéricos apontam que a demonstracao
de Euler era falha.

A relacgao de Euler é 1til nao apenas para poliedros convencionais, mas também é
aplicavel em muitos outros contextos da matematica, como teoria dos grafos e topologia.
Ela descreve uma relacao fundamental entre as principais caracteristicas geométricas de
um poliedro e é amplamente estudada e aplicada em diversos campos. Como essa relagao,

foi possivel dar uma nova demonstracao da existéncia de apenas cinco poliedros regulares.

1.3 A Geometria na Ciéncia, Arte e Cultura

A geometria espacial continua a desempenhar um papel crucial em diversas areas,
como engenharia, fisica, computacao grafica e medicina, onde ¢é utilizada na modelagem
de 6rgaos e tecidos para diagnostico e tratamento. Ao longo da historia, essa disciplina
tem sido uma ferramenta essencial para a compreensao e transformacao do mundo ao
nosso redor. Sua presenca na arte, na cultura e nas construgoes civis revela a profunda

intersecao entre a matematica e a expressao criativa, mostrando como a geometria nao

10



Figura 1.4: Piramides egipcias localizadas no Complexo de Gizé

apenas estrutura, mas também inspira e possibilita novas formas de expressao e inovacao.

Um exemplo notavel de geometria espacial aplicada a arquitetura sao as Piramides
de Gizé (Figura 1.4), situadas na margem oeste do rio Nilo, perto do Cairo, no Egito.
Construidas durante a quarta dinastia do Antigo Egito, por volta de 2580 a.C., essas
estruturas iconicas incluem as piramides de Quéops, Quéfren e Miquerinos. A maior
delas, a Piramide de Quéops, é considerada uma das Sete Maravilhas do Mundo Antigo,
exemplificando como a geometria espacial foi utilizada para criar formas arquitetonicas
grandiosas e duradouras, que sao ao mesmo tempo um feito de engenharia e uma expressao
artistica.

Desde as piramides do Egito até as instalacoes contemporaneas, as formas geo-
métricas continuam a inspirar artistas e a encantar o piblico, mostrando que a verdadeira
beleza reside no equilibrio harmonioso entre forma, fun¢ao e imaginagao.

Artistas brasileiros tém se aventurado em diversas correntes artisticas ao longo
dos anos, constantemente desafiando as concepcoes tradicionais de arte e demonstrando
como a geometria pode se integrar harmoniosamente ao processo criativo. Um exemplo
notavel e, muitas vezes, pouco explorado é o trabalho de Hélio Oiticica, particularmente
sua série "Metaesquemas'"(1957-1958). Nessa série de pinturas, Oiticica explora a geome-
tria de maneira dindmica e inovadora, desafiando convengoes e ampliando os limites da
expressao artistica (veja a Figura 1.5)). Ele utiliza quadrados e retdngulos em composi-
¢oOes assimétricas e vibrantes, desafiando a rigidez da geometria tradicional. O que torna
essa obra particularmente interessante do ponto de vista geométrico é a maneira como
ele manipula a forma e o espago para criar uma sensacao de movimento e transformacao,

algo que raramente é abordado em pesquisas sobre a intersecao entre geometria e arte.
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Figura 1.5: Obras de Hélio Oiticica

Ao invés de seguir a “cartilha” da geometria euclidiana, onde as formas sao es-
taticas e rigidas, Oiticica cria composi¢goes que parecem estar em constante mutagao,
refletindo a ideia de que a geometria pode ser fluida e expressiva. Algumas de suas obras
estao expostas no Museu de Arte Moderna do Rio de Janeiro (MAM-RJ), pois o artista
tinha uma boa relagao com o museu, o que justifica suas obras ser parte do acervo.

Os solidos de Platao sao referéncias também na arte. O artista plastico Ekkehard
Neumann recriou essas formas em chapa de aco, conforme ilustrado na Figura 1.6. Os
objetos sao agrupados de forma livre, sem pedestais, ao longo da margem do lago no

Steinfurter Bagno na Alemanha.

Figura 1.6: Parque de Bagno

O parque é um exemplo de natureza projetada de acordo com as regras e ideias
humanas. Os solidos platonicos ilustram como esse design é impulsionado pelo desejo de
compreender as leis do mundo e do cosmos, classificar os fenémenos e, por sua vez, entendé-
los. O desejo de orientacao em um ambiente complexo é compartilhado pela geometria,

arte, filosofia e arquitetura paisagistica, e é claramente ilustrado por esta escultura.

12



O Cubo de Rubik, também conhecido como Cubo Magico, ¢ um quebra-cabeca
tridimensional e que foi criado pelo arquiteto hungaro Erng Rubik em 1974. Este intri-
gante jogo ganhou uma enorme fama globalmente. Além do Cubo de Rubik original, uma
série de variagoes foram desenvolvidas, algumas inspiradas nos sélidos platonicos, con-
forme Figura 1.7. Dois desse s6lidos magicos receberam nomes especificos: o tetraedro,
apelidado de Pyraminx, e o dodecaedro, conhecido como Megaminx. Na figura abaixo,

podemos observar algumas dessas pecas.

Pyraminx Cubo de Rubik Octaedro magico Megaminx lcosaedro magico

Figura 1.7: Poliedros de Platao Mégicos

Outro artista brasileiro que explorava as formas geométricas em suas expressoes
artisticas ¢ Amilcar de Castro (1920-2002) nascido em Paraisopolis, interior de Minas
Gerais, ele foi um importante artista, escultor e designer grafico conhecido por suas con-
tribuicoes ao movimento modernista brasileiro, suas obras possuiam uma abordagem mais

organica e expressiva.

Figura 1.8: Trabalhos de Amilcar de Castro

Amilcar de Castro via nas curvas uma forma de transcender a rigidez das for-
mas geométricas tradicionais, trazendo fluidez e dinamismo para suas obras, trabalhando
com o aco ele explorava a delicadeza das curvas, dobrando e torcendo o metal estrate-
gicamente, transformando superficies planas em soélidos geométricos que se movimentam
no espago, conforme pode ser visto na Figura 1.8. Essa habilidade de moldar o espaco
com curvas refletia sua profunda compreensao da geometria espacial, onde a simplicidade
se desdobrava em complexidade, criando uma interacao viva entre forma e espaco. Em
suma, suas esculturas sao monumentos da geometria espacial como linguagem artistica e

sua influéncia continua a ser sentida no cenario da arte contemporanea brasileira.
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Capitulo

2

Poliedros

Os estudos sobre poliedros e suas defini¢coes remontam a séculos de discussoes.
Alguns autores os definem como um conjunto de figuras geométricas, enquanto outros
os consideram soélidos delimitados no espaco por essas figuras. Ha também aqueles que
adotam ambas as definigoes. Segundo LIMA (2006), ao apresentar um conceito, é fun-
damental estabelecer uma definicao adequada ao nivel de estudo pretendido. Como esse
trabalho foi idealizado de maneira que seja compreensivel até para estudantes do ensino
médio, devemos ter cautela ao definir o objeto de estudo.

Definir poliedros simplesmente como solidos geométricos formados por um niimero
finito de faces (partes de planos distintos) pode servir como uma introdugao intuitiva,
mas nao ¢ uma definicao precisa. No entanto, isso nao impede que possamos inicialmente
apresentar um conceito mais geral e refiné-lo ao longo das aulas. A Cole¢ao do Professor
de Matemaética da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), amplamente reconhecida
como uma referéncia para as praticas docentes, frequentemente utiliza essa abordagem:
introduz conceitos de maneira intuitiva antes de aprofundé-los, como ocorre no ensino do

calculo de volume.

2.1 Definicao e Componentes de um Poliedro

Considerando uma abordagem desse objeto de estudo que possa, mesmo que de
forma provisoria, oferecer um ponto de entrada a geometria espacial, podemos utilizar a
defini¢ao de poliedros proposta por LIMA (2006):

Definicao 2.1. Poliedro é uma reuniao de um nimero finito de poligonos planos, onde

cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro poligono.

Na Figura 2.1, temos dois exemplos animados de poliedros segundo essa defini¢ao
geral. Aqui é importante notar que a maneira em que juntamos os poligonos para formar

os poliedros nos permite figuras como estas.
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Figura 2.1: Exemplos animados de poliedros

Embora essa definicao seja adequada para uma introducao ao conceito, ela se
torna imprecisa a medida que algumas caracteristicas sao apresentadas, sendo necessaria
uma definicdo que permita maior generalidade. Neste estudo, focaremos nos poliedros
convexos, que sao formados apenas por poligonos convexos.

Para tratar sobre a convexidade de superficies e espacos, usaremos brevemente o

que LIMA (2006, pag. 233) nos diz:

Definicao 2.2. Um poliedro é convexo se o conjunto de todos os seus pontos interiores
for convexo. Isso significa que, para qualquer par de pontos dentro do poliedro, o segmento
de reta que os conecta estard inteiramente contido dentro do poliedro. Em termos mais
gerais, um conjunto C' no plano ou no espago € dito convero quando, para quaisquer dois

pontos de C', o segmento de reta que os une estd completamente contido em C.

4

Figura 2.2: Poligono convexo e poligono nao convexo
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Dessa forma, uma vez que definimos o que é poliedro convexo, retomamos a
necessidade de darmos mais rigor a definicao ao objeto de estudo, buscamos em diversas
obras de nomes conhecidos entre os leitores tais como Gelson lezzi, Elon Lages e outros,
suas visoes do que seria um poliedro e ap6s analisarmos uma a uma, optamos por utilizar
a definicao apresentada a seguir, pois ela nos permite grandes generalizagoes, é precisa e
de facil interpretacao. Dessa forma, segundo MACHADO (1988), para definir um poliedro

convexo consideramos n poligonos convexos que satisfazem as trés condigoes seguintes:

Definicao 2.3. Para caracterizar um poliedro convexo consideramos n poligonos, com

n > 4, que satisfazem as trés condigoes:

(I) nao hd dois destes poligonos no mesmo plano;
(1I) cada lado de um dos poligonos é comum a dois e apenas dois dos poligonos;

(III) o plano de cada poligono deiza todos os demais poligonos num mesmo semiespago.

(condi¢ao de convexidade)

Passamos agora a apresentar alguns objetos que estao associados a um poliedro
que sao: faces, arestas, vértices e angulos. Considere um poliedro qualquer. As arestas
de um poliedro sao os segmentos de reta que delimitam a borda onde duas faces se
encontram. Os vértices sao os pontos onde trés ou mais arestas se encontram. As faces
sao as superficies planas que formam os lados do poliedro, delimitando sua estrutura

tridimensional. A figura 2.3 a seguir ilustra esses elementos para um cubo e um tetraedro.

vértice
“T1T—face

face

-—— e o o o wm -

aresta aresta

Figura 2.3: Vértices, arestas e faces de um cubo e um piramide

2.2 Prismas e Piramides

No que segue, apresentamos alguns tipos elementares de poliedros convexos. En-

tre eles, destacam-se os prismas e as piramides. Prismas sao poliedros que possuem duas
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bases paralelas e congruentes, com faces laterais que sdo paralelogramos (Figura 2.4).
As piramides tém uma base poligonal e faces laterais triangulares que se encontram em
um ponto comum, o vértice (Figura 2.5). Cada tipo possui caracteristicas geométricas
especificas que definem sua forma e propriedades, sendo fundamentais para o estudo da

geometria tridimensional.
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Figura 2.4: Prisma reto e prisma obliquo

Esse tipo de poliedro é utilizado regularmente como reservatorios pela sua rigidez
e praticidade de construgao ja que usualmente sao paralelepipedos (todas faces retangu-
lares), para calcular a capacidade volumétrica de um prisma utilizamos o principio de
Cavalieri, que geralmente é apresentado nas segoes de geometria espacial dos livros de
matematica na educagao béasica. LIMA (2006) na pag. 256 nos traz esse axioma da

seguinte forma:

Axioma 2.1 (Principio de Cavalieri). Sao dados dois sélidos e um plano. Se todo plano
paralelo ao plano dado secciona os dois solidos sequndo figuras de mesma drea, entao esses

sdlidos tém o mesmo volume.

O Principio de Cavalieri € um poderoso conceito que simplifica o calculo de volu-
mes e permite comparacoes entre solidos aparentemente diferentes. Ele se baseia na ideia
de que o volume de um sélido pode ser determinado a partir das areas de suas seccoes
transversais, desde que essas areas sejam equivalentes em cada nivel.

Sabendo que o volume de um paralelepipedo de area de base A, e altura h é dado
por

V - Abh

Para um prisma de mesma altura h, tracamos uma se¢ao transversal que tera area A.
Naturalmente, é possivel obter um retangulo cuja area seja A. Portanto, usando o axioma,

segue que o volume do prisma também serd V = Ah.
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As piramides, por sua vez, tém uma tnica base e todas as outras faces sao trian-
gulos que se encontram em um tnico vértice localizado em um plano nao coincidente ao
plano da base, chamado apice ou vértice da piramide. Um exemplo comum ¢é a piramide
quadrangular, como as piramides do Egito, que tém uma base quadrada e quatro faces
triangulares. A nomenclatura das piramides e prismas esté relacionada ao nimero de
lados da base: um prisma hexagonal, por exemplo, tem uma base em forma de hexagono,
enquanto uma piradmide pentagonal tem uma base em forma de pentagono, essa termi-
nologia ajuda a descrever com precisao suas caracteristicas geométricas, facilitando sua

identificagao e estudo.

Figura 2.5: Piramide quadrangular obliqua e piramide quadrangular reta

Analogamente ao prisma, é possivel ter uma piramide quadrada reta e uma pi-
ramide quadrada obliqua, embora a obliqua seja menos comum nos exemplos cotidianos.
Uma piradmide quadrangular obliqua é aquela em que a projecao ortogonal do vértice (o
ponto onde todas as faces triangulares se encontram) no plano da base, ndo coincide com
o centro da base quadrada. Isso faz com que o segmento de reta que liga diretamente
o vértice ao centro da base nao seja perpendicular a base, resultando em uma piramide
inclinada. Por outro lado, uma piramide quadrangular reta tem o vértice diretamente
acima do centro da base, o que resulta em um segmento de reta entre o vértice e o centro
da base, ortogonal a base.

Alguns so6lidos geométricos sao facilmente identificaveis em nosso dia a dia. Um
prisma retangular, por exemplo, pode ser visto em caixas de sapatos, enquanto uma
piramide triangular pode ser encontrada em estruturas arquitetonicas como telhados. Por
exemplo, temos o dado de 6 lados (Figura 2.6)), também conhecido como dado ctbico ou
dado comum, é um objeto utilizado em muitos jogos de mesa e atividades ladicas. Ele é
um dos tipos mais populares de dados e é construido de maneira que cada uma das seis

faces é marcada com um numero de pontos de 1 a 6.
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Figura 2.6: Dado no formato de hexagono

Um ringue octogonal, também conhecido como octégono, ¢ uma estrutura geo-
métrica que possui oito lados e oito angulos. Este formato é popularmente conhecido no
mundo dos esportes de combate, especialmente no MMA (Mixed Martial Arts), onde o

ringue de competi¢ao tem forma octogonal, conforme ilustrado na Figura 2.7.

Figura 2.7: Octégono com forma de um prisma octogonal

Vamos agora estabelecer a féormula do volume de uma piramide de base triangular.

Proposicao 2.1. O volume de uma piramide triangular € igual a um terco do produto da

sua base pela sua altura.

Demonstra¢ao. Dado a piramide triangular £ — ABC', sendo E seu vértice e ABC' sua
base. Denotando o volume dessa piramide por V', adrea da base b e altura h. Queremos
provar que: X
V= gbh
Na base ABC, podemos construir um prisma ABC — DEF. Através de AE e
EF passamos um plano AEF. Dessa forma, o prisma é composto por trés piramides
triangulares £ — ABC em azul, E — ADF em verde e E — AC'F em laranja, conforme a

animagao a seguir (Figura ):
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Figura 2.8: Prisma em trés tetraedros de mesmo volume

Observamos que as pirdmides £ — ADF e E — AC'F tém a mesma altura e bases
ADF e ACF congruentes. Dai, podemos concluir que essas piramides duas piramides
possuem o mesmo volume.

Além disso, temos que a piramide E — ACF pode ser vista como a piramide
A — CEF, ou seja, com vértice A e base CEF. Também é possivel perceber que a
piramide E — ABC pode ser vista como a piramide A — BC'E que tem a mesma altura
que a piramide A — CEF e tem a base BC'E congruente a base CEF. Portanto as
piramides £ — ACF ¢ E — ABC possuem o mesmo volume.

Uma vez que o prisma ABC' — DEF fica dividido em trés piramides de mesmo
volume, segue que o volume de qualquer uma dessas piramides € a ter¢a parte do volume do
prisma. Em particular, o volume da piramide F—ABC' é um tergo do prisma ABC—DFEF'.
Mas o volume de ABC — DEF é bh.

Portanto, temos finalmente que

1
V = -bh.
3
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2.3 Relacao de Euler

As relagoes que se estabelecem vinculando suas arestas, vértices e faces citadas
anteriormente servem como um prelidio da relacao que o ponto principal desta secao. Essa

! seu enunciado por sua beleza a assertividade

relacao é chamada de Relagao de Euler
costuma fascinar os alunos da educacao basica, pois Euler propoe que independentemente
da quantidade de vértices, arestas ou faces de um poliedro, o valor da equacao é sempre
constate. Como isso é possivel?

O teorema de Euler, que relaciona o ntimero de vértices (V'), arestas (A) e faces
(F) de um poliedro convexo (V' — A + F' = 2), foi inicialmente formulado por Leonhard
Euler em 1758. Embora Euler tenha enunciado o teorema, ele nao forneceu uma prova
rigorosa segundo os padroes modernos, em parte porque a definicao precisa de poliedro
nao estava bem estabelecida na época.

Durante muitos anos, diversas tentativas foram feitas para provar rigorosamente
o teorema de Euler. Uma dessas tentativas foi realizada por Augustin-Louis Cauchy, que
forneceu uma prova em 1811. No entanto, mesmo Cauchy enfrentou dificuldades devido
a falta de uma defini¢ao precisa de poliedro.

A compreensao completa e a prova rigorosa do teorema de Euler s6 foram alcan-
¢adas com o desenvolvimento da topologia no final do século XIX e inicio do século XX,
quando matematicos como Henri Poincaré comecaram a estudar propriedades topologicas
de superficies de maneira mais formalizada.

Portanto, a resolucao adequada do teorema de Euler e a definicao rigorosa de
poliedros vieram com o avango da matemética, especialmente na teoria dos niimeros e na
topologia, décadas apds a formulagao inicial do teorema por Euler.

Observe as Figuras 2.9, 2.10 e 2.11 a seguir, que sao exemplos de poliedros con-

VeXos:

Neste caso, temos uma piramide hexa-
gonal. Suas faces sao compostas por
um hexagono na base e seis triangulos
laterais, totalizando 7 faces. A pira-
mide possui 12 arestas e 7 vértices. Te-

mos que

V-A4+F=7T-124T7=2.
Figura 2.11: Piramide

I"Leonhard Euler (1707-1783) foi um matematico e fisico suico, amplamente considerado um dos mais
prolificos matematicos de todos os tempos. Ele fez contribui¢des significativas em diversos campos da
matemaética, incluindo a teoria dos ntimeros, a topologia, a geometria e o calculo.
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Nesta figura, temos um prisma hexa-
gonal. Suas faces sao compostas por
dois hexagonos e seis retangulos, totali-
zando 8 faces. A quantidade de arestas
¢ 18 e o nimero total de vértices é 12.
Temos que

V-A+F=12—-1848=2.

Figura 2.9: Prisma hexagonal

Aqui temos um hexaedro regular, tam-
bém conhecido como cubo. Suas faces
sao compostas por 6 quadrados, e ele
possui 12 arestas e 8 vértices. Temos
que

V-A4+F=8-124+6=2.
Figura 2.10: Hexaedro regular

Esses exemplos ilustam a famosa relagao de Euler para poliedros convexos, apre-

sentada no teorema a seguir.

Teorema 2.1. Dado um poliedro convexo com A arestas, V vértices e F' faces, tem-se
V-—A+F=2

A prova desse teorema pode ser feita de algumas formas, mas o que se encontra
geralmente sao provas realizadas pelo Principio de Inducao Matematica, porém apesar
de ser uma ferramenta que um aluno do ensino médio poderia facilmente dominar e
compreender, muitos deles nao a conhecem por nao fazer parte da ementa exigida pela
BNCC. No entanto, iremos trazer uma demonstragao simplificada que implicitamente traz
o conceito recursivo que até um aluno sem muito conhecimento matematico poderia ficar
convencido de que a prova apresentada satisfaz o teorema em questao. Mesmo assim, caso
haja a curiosidade por parte do leitor de uma demonstracao alternativa, pode verifici-la
em Dolce e Pompeo (2013) Fundamentos Da Matematica Elementar - Volume 10 - pag.
122.

Iremos montar um determinado poliedro P através do processo de “colar” cada
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face desse poliedro e em cada etapa dessa iremos verificar a relacao descrita acima.

Demonstrag¢ao. Considere uma face inicial com uma quantidade m > 3 de vértices. Esta

face tera exatamente m arestas. Assim, temos:

Neste caso, temos que V =m, A =m e F = 1, resultando em
V—A+F=m—-m+1=1.

Agora iremos juntar a Face 2 a uma das arestas da Face 1. Ao realizarmos esse procedi-
mento, a quantidade de faces do poliedro em construcao aumenta em 1 unidade. Considere
que a Face 2 é composta por n vértices e n arestas. Quando unimos as duas faces, o total
de arestas adicionadas ao poliedro serda n — 1, uma a menos, pois uma aresta de cada face
serd compartilhada. O total de vértices sera n — 2, ou seja, dois a menos, pois a aresta

em comum serd limitada por dois vértices coincidentes. Assim, temos:

Dai, temos que V=m+ (n —2),A=m+ (n — 1) e F' = 2, contabilizando
V—-A+F=m+n—-2—(m+n—-1)+2=1.
Para o passo seguinte, temos duas possibilidades:

Primeira Possibilidade: A Face 3 é unida a apenas uma das faces (Face 1 ou Face 2),

por exemplo, como na figura a seguir:
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Nessa configuragao, suponha que a terceira face tenha p arestas e, consequente-
mente, p vértices. De forma anéloga ao caso anterior, quando unirmos as trés faces, duas
a duas, ao poliedro sera adicionado p — 1 arestas, p — 2 vértices e 1 face. Neste novo
esque, a nova contagem nos fornece V.-m+(n—-2)+(p—-2)=m+n+p—4,A =
m+n—-—1)+p-1)=m+n+p—2e F =3. Logo,

V—-A+F=m+n+p—4—(m+n+p—2)+3=1

Segunda Possibilidade: A Face 3 é unida as duas faces simultaneamente (Face 1 e Face
2).

Para este caso, considere novamente a terceira face com p arestas e p vértices.
Diferentemente do caso anterior, as faces nao estarao unidas duas a duas, mas sim as trés
simultaneamente. Dessa forma, ao poliedro do passo anterior, sera adicionado p—2 arestas,
p—3 vértices e 1 face. A nova contagem torna-se V.=m+(n—2)+(p—3) = m+n+p—>5,
A=m+(n—-1)+(p—2)=m+n-+p—3e F =3 e assim obtemos novamente:

V-A+F=m+4+n+p-5-(m+n+p—-3)+3=1
Observe que, independentemente da maneira como a proxima face for "colada"nas outras,
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a relacdo permanece a mesma, ou seja, igual a 1. E seguro afirmar que isso sempre
acontece, pois o que se percebe é que, em qualquer caso, o ntimero de arestas acrescentadas
é sempre uma unidade a mais que o ntmero de vértices acrescentados ao poliedro.

Esse resultado se mantém até a pentltima face. Assim, a relacao V' — A + F seréd
constante e igual a 1. No entanto, ao grudarmos a tltima face, nao se acrescentam vértices
nem arestas ao poliedro, pois estas estarao todas sobrepostas as arestas ja presentes.
Entretanto, acrescentamos uma unidade a quantidade de faces. Dessa maneira, sempre
que colarmos a ultima face do poliedro, que tem um ntmero finito de faces por definigao,
obteremos a seguinte relagao:

V-A+F=2.

2.4 Poliedros de Platao

Os poliedros regulares fazem parte do grupo especial de poliedros que, além de
cumprirem as regras gerais, estes também possuem outras particularidades. Particulari-
dades essas que os fazem de certa forma especiais, pois na matematica as congruéncias
geométricas, as especificidades e as simetrias classificam objetos principalmente por sua
aparéncia “agradavel aos olhos”.

Alguns poliedros regulares eram conhecidos dos antigos egipcios, que os usavam
em sua arquitetura. No Livro Elementos de Fuclides, livro este que embasa uma constru-
¢ao gigantesca no ambito da Geometria, ha um inicio de tratamento matematico desses
solidos, conhecidos como sélidos de Platao 2, pois ao que se sabe Platao foi o primeiro a
enunciar que existem 05(cinco) poliedros regulares e somente cinco.

Vale ressaltar que neste trabalho estamos tratando apenas dos casos de poliedros
convexos, pois dependendo da definicao adotada, é possivel existir cinco poliedros regu-
lares, ou nove, ou infinitos. Assim, para o primeiro caso devemos considerar que poliedro
regular é todo poliedro convexo onde suas faces sao poligonos regulares congruentes e
seus vértices sao congruentes, neste caso existirao apenas cinco poliedros regulares, os
chamados “Poliedros de Platao”; no segundo caso, devemos considerar que poliedro re-
gular é todo poliedro onde suas faces sao poligonos regulares congruentes e seus vértices
sao congruentes, para este caso existirao nove poliedros regulares: os cinco de Platao e os
quatro de Kepler-Poinsot .Porém se considerarmos poliedro regular sendo todo poliedro
onde os vértices e as arestas sao congruentes, entao existem, além dos nove anteriores,

os infinitos poliedros de Arquimedes (Arquimedianos, prismas e anti-prismas). Abaixo

2"Platao (c. 427-347 a.C.) foi um filésofo grego, discipulo de Sécrates e mestre de Aristoteles. Ele
fundou a Academia em Atenas, uma das primeiras instituicbes de ensino superior do mundo ocidental.
Platao é conhecido por suas obras filosoficas que abordam temas como a justica, a ética, a politica, e a
teoria do conhecimento.
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seguem duas defini¢oes de poliedros regulares que utilizaremos nesse trabalho, a primeira
para DANTE (2005) pagina 432 e a segunda de LIMA (2006) pagina 241.

Definicao 2.4. Um poliedro é denominado poliedro de Platao se, e somente se, forem

verificadas as sequintes condigcoes:

i) Todas as faces tém o mesmo nimero de arestas;

it) Em todos os vértices concorrem o mesmo numero de arestas;
iii) Vale a relagao de Euler: V. — A+ F = 2.

Definigao 2.5. Um poliedro convexo € regular quando todas as faces sao poligonos requ-

lares iguars e em todos os vértices concorrem o mesmo niumero de arestas.
A demonstragao abaixo foi baseada no livro de Dante pagina 431.
Teorema 2.2. Fxistem cinco e somente cinco poliedros requlares.

Demonstragcao. Para provar que existem apenas cinco poliedros regulares, vamos usar as

seguintes notacoes:

e V. representa o niimero de vértices;

A: é o numero de arestas;

F: é o nimero de faces;

e n: corresponde ao nimero de lados de cada face (ou seja, cada face é um poligono

regular com n lados);
e p: é numero de faces que se encontram em cada vértice.

Considere um poliedro com F' faces, A arestas e V vértices. Suponha que cada
face possui n arestas e que cada vértice conecta p arestas. Para que o poliedro seja valido,
é necessario que n > 3, onde n pertence ao conjunto dos nimeros naturais (N). Além
disso, é preciso que p > 3, com p também pertencendo a N.

Agora, imagine um poliedro cujas faces foram separadas e dispostas sobre um
plano. Se quisermos determinar a soma do niimero de lados de todos os poligonos dispostos
no plano, uma maneira seria multiplicar o nimero de faces triangulares por 3, o ntimero
de faces quadrangulares por 4, o numero de faces pentagonais por 5, e assim por diante,
somando depois os valores obtidos parcialmente.

E importante destacar que essa contagem nao corresponde ao total de arestas
do poliedro, pois é necessario considerar que cada aresta é compartilhada por duas faces

adjacentes. Portanto, a contagem do ntmero de lados dos poligonos que formam um
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poliedro corresponde ao dobro da quantidade de arestas desse poliedro. Logo, seja nF' o

ntmero de arestas das faces do poliedro, temos:
nF =2A

Outra observagao que pode ser feita é que como todos os angulos poliédricos
devem ter o mesmo numero de arestas, e cada aresta esta entre dois, e somente dois,
angulos, entao:

pV =2A

Escrevendo A e V' em funcao de F', obtemos

A:ﬂ ”F_
2 P

Substituindo estas expressoes na relacao de Euler, segue que

nk  nF
— —— 4+ F=2
P 2
Multiplicando todos os termos por 2p para eliminar os denominadores e colocando F' em
evidéncia, temos

F(2n—np+2p) =4.
Dessa maneira, podemos escrever

4p

F=————
2n —np +2p

Naturalmente devemos ter 2n — np + 2p > 0, ou equivalentemente

2n -
n—2 P
Como p > 3, por transitividade, concluimos que n2 > 3. Dali,
2n
2>3 < 2n>3n—-6 <= n<6
n —

Dessa forma, concluimos que o nimero n de lados dos poligonos de qualquer poliedro
regular deve ser menor do que 6, restando apenas as possibilidades n =3,n =4 e n = 5.
Para n = 3, ou seja, as faces sao triangulares, temos que a expressao de F' em funcao de
p torna-se:
po_
6—p
Devemos ter 3 < p < 6, ou seja, p = 3,p =4 ou p = 5. Substituindo essas possibilidades,
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seguem as descri¢goes dos poliedros com faces triangulares obtidos.

4.3 12

e Quando n = 3 e p = 3, temos que F = 63 - 3 = 4, resultando em um
tetraedro.
4-4 16
e Quando n =3 e p =4, temos que F' = 61" 32— 8, que ¢ um octaedro.
4.5 20
e Quando n = 3 e p = 5, calculamos F' = -5 1 20, e nesse caso temos um
icosaedro.

Se n = 4, ou seja, as faces sao quadrados, temos que a expressao de F' em funcao de p é:

dp  2p
8—2p 4—p

Nessa situagao tnico valor possivel para p é 3:

2-3 6
e Quandon = 4 e p = 3, temos que F = 1-35-1° 6, e isso representa um
hexaedro.

Finalmente para n = 5, a inica opgao para p serd 3 e assim finalizamos com a figura do

dodecaedro.
4-3 12 12
don=>5ep=3,t F= = =T =12
* Quandon =S5ep =3, temos que I' = oo s = (55 = !
que representa o dodecaedro.
m

No Capitulo 3 faremos uma descri¢ao detalhada com algumas propriedades desses

cinco solidos regulares.
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Capitulo

3

Poliedros Regulares

3.1 Tetraedro Regular

O tetraedro regular (Figura 3.1))é uma
piramide triangular que se destaca pela
sua simetria e é conhecida pelos plato-
nicos como o simbolo do elemento fogo.
Composto por quatro tridngulos equi-
lateros, ele possui 4 vértices, 4 faces e

6 arestas. Dai, temos que

V-A+F=4—-6+4=2.
Figura 3.1: Tetraedro regular

a) Area da Base: Desde que a base de uma tetraedro de lado a sera um tridngulo
3
equildtero de base a e altura h = \/T—a, temos que a area da base A, é dada por:

1 a*V/3

A =—.a-h=
b2ah 4,

b) Area da Superficie: Para o tetraedro, temos que a &rea A, da superficie é formada

por quatro tridngulos com area A,. Assim, temos que:

A, =4- A, = a*V3.

c) Altura do Tetraedro: A altura H; de um tetraedro corresponde a distancia do plano

da sua base até o vértice oposto.
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De fato, considerando a Figura 3.2, temos que a altura H; é cateto do tridngulo re-

3
tangulo AOV, de hipotenusa AV = a. J& sabemos que AD = h = %—a e sendo O o

2V3 VB

baricentro do triangulo ABC, segue que o cateto mede AQ = —AD =35 0= 3¢

Figura 3.2: Altura de um Tetraedro

Pelo Teorema de Pitagoras, concluimos que

AV? = AO* + OV?

Isolando H;, temos

d) Volume: Desde que um tetraedro regular de lado a é uma piramide de base triangular,

segue da Proposicao 2.1 que seu volume V; é

1
V—-.4,-H
3 b 12)

sendo Ay é a area da base da piramide e H; é a altura calculada anteriormente. Dessa

forma, obtemos:



e) Angulo entre faces: O angulo entre duas qualquer duas faces consecutivas pode
ser calculado observando novamente a Figura 3.2, sendo que o angulo 6 procurado

corresponde ao angulo ODV no tridngulo retangulo ODV. Ja sabemos que OV =
V6

1
H;, = —a e novamente pela propriedade do baricentro, segue que OD = gAD =
L \/ga \/ga Assim
——a = —a. 1
3 2 6 ’

Portanto § = arctg(2v/2) ~ 70, 53°.

A seguir, temos uma animacao que ilustra a planificacao de um tetraedro. Essa

. ~ . . @f Planificagao
animacao foi criada no software Geogebra no icone | © ¢

(= )b+

Usando a planificagao gerada, observar um fato interessante conhecido como Re-
lacao de Euler para regioes planas. Denotando por V), A, e F), a quantidade de vértices,
arestas e faces da figura planificada, fazendo a contagem desses elementos, obtemos V,, = 6,

A, =9 e F, = 4. Disso resulta que

V,— Ay +F,=6-9+4=1.
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3.2 Hexaedro Regular

O hexaedro (Figura 3.3)) é um tipo de prisma
quadrangular reto, onde a medida de sua al-
tura coincide com as medidas das arestas de
cada uma das suas faces. O hexaedro tam-
bém é chamado de cubo. Segundo Platao, o
hexaedro é o representante do elemento terra,
formado por 12 arestas, 8 vértices e 6 fa-
ces todas no formato quadrangular. Dessa

forma, obtemos

i V-—A+F=8-12+6=2.
Figura 3.3: Hexaedro regular

Area da Base: Sendo que a base de um hexaedro regular ¢ um quadrado de lado a,

temos que a area da base é dada por

Ay=a-a=a".

Area da Superficie: Temos que a area A;, da superficie de um hexaedro regular

equivale a 6 vezes a area da base. Assim:

Ah:6-Ab:6a2.
Altura do Hexaedro: Para um hexaedro regular de lado a, temos que a altura Hj,
coincide com essa medida de lado a, isto é, H, = a.

Volume: Sendo um hexaedro um prisma de base quadrada de lado e altura a, temos

que seu volume V), é calculado diretamente pela formula:

Vi=A,-a=da* a=d

Angulo entre faces: Uma vez que os lados de um hexaedro regular que se encontram

sao dois a dois perpendiculares, segue que o angulo 6 entre seus lados é # = 90°.
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Agora vamos ver a planificacdo animada de um cubo.

(=4

Dessa planificacao do hexaedro, obtemos a seguinte contagem desses elementos:

V, =14, A, =19 e F,, = 6. Verificamos a seguinte relagao,

V,— A, +F,=14—19+6=1.

3.3 Octaedro Regular

O octaedro regular (Figura 3.4) pode ser vi-
sivelmente interpretado como uma juncao de
duas piramides quadrangulares sobrepostas
de forma que compartilham de uma mesma
base e com faces laterais todas idénticas. De
acordo com Platao, o octaedro é o represen-
tante do elemento ar. Esse solido platonico
¢ formado por 12 arestas, 6 vértices e 8 fa-

ces que possuem o formato de um triangulo

equilatero. Assim, verificamos a relagao de

Euler nesse caso:

Figura 3.4: Octaedro regular V-A+F=6-12+8=2.
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a) Area da Base: Posicionando o octaedro em um plano, vamos considerar a sua base
como sendo um de seus lados. Com isso, temos que a base serd um triangulo equilatero
a*\V/3

Ab:4.

de lado a e sua area é

b) Area da Superficie: A area A, da superficie de um octaedro regular equivale a 8

vezes a area da base. Logo:

2
3
Aozswgzsarr:2¢%?

¢) Altura do Octaedro: Para um octaedro regular de lado a, posicionada conforme a
Figura 3.5, vamos considerar a sua altura H, como sendo a distancia entre duas faces

paralelas.

Figura 3.5: Octaedro regular apoiado no plano

P

Um fato interessante é que o angulo diedral do tetraedro é suplementar ao angulo
diedral do octaedro, que serd calculado mais adiante no item e. Isso implica que a
altura H, coincide com a altura H; do tetraedro. Dai,
6
==Y,
3
d) Volume: Para calcular o volume de um octaedro regular, vamos considerar a parti¢ao
do octaedro em duas piramides de base quadrada, com uma delas representada como

na Figura 3.6.
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Figura 3.6: Piramide que compde o octaedro

O volume V), de uma piramide ¢ dado por

1
Vp = 3 area da base - altura.

e a altura h, = a?. Esse formula de

altura se justifica pelo fato de que 2h, representa a diagonal de um quadrado de lado

A base da piramide é um quadrado de area a?

a.

Dessa forma, temos que

1 2 V2.
V,=--a> a— = ~——a
p=g a4 5 °
Finalmente, temos que o volume do octaedro é

2
—2-\/_a3—
6

5
V,=2.v,=2. Y% _\/?_a?’.

e) Angulo entre faces: Para encontrar o dngulo entre as faces de um octaedro regular,

vamos recorrer a Figura 3.7:

Figura 3.7: Piramide que compoe o octaedro
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Vamos calcular o angulo 8, que corresponde ao angulo entre a base da piramide e um

de seus lados. Pelo triangulo retangulo em destaque, segue que

5 1

-

cos(6,) =

el
)

e dessa forma, concluimos que 6, = arccos(1/ \/3) O angulo # entre as faces do

octaedro corresponde ao dobro de 0, ou seja,

0 = 26, = 2arccos(1/v/3) ~ 109, 47°.

E importante destacar que o angulo formado por faces do octaedro que formam
a piramide é de 90°.

Agora vamos a ilustracao da planificagdo de um tetraedro.

(=)o)

Usando a planificacao do octaedro, a contagem de seus elementos resulta em

V, =10, A, = 17 e F,, = 8, que verifica a relacao de Euler no plano:

V,— Ay +F,=14—19+6=1.
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3.4 Dodecaedro Regular

Conhecido como o mais harmonioso e sobe-

rano dos soOlidos Platonicos, o dodecaedro

(Figura 3.8)) na concepgao de Plat@o, nao

representa nenhum dos elementos naturais,

representa o universo. Este é constituido por

12 faces pentagonais, possui 30 arestas e 20

vértices. Logo,

V-A+F=20-30+12=2.

Figura 3.8: Dodecaedro regular

a) Area da Base: Sendo que a base de um dodecaedro regular é um pentagono regular

de lado a, vamos denotar alguns elementos importantes que nos ajudarao a determinar

a sua area, conforme Figura 3.9

54%..

e

Figura 3.9: Pentagono regular de lado a
Usando a definicao de tangente de um angulo, obtemos que

tg(54°) =

vle|

— h= gtg(54°).

Como o pentiagono é composto de 5 tridngulos idénticos, cada um com area dada por

1 5 5a 5a?
A =5-—-a-h="2-a- 2 to(54°) = —— to(54°).
b=25 5@ h 5% S tg(54°) 1 tg(54°)

Além disso, temos da trigonometria que

25 + 10v/5

tg(h4°) = 5 ,
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b)

0 que nos permite expressar A, por

Ay = YT EVE 25“0 \/25+10x/_

Area da Superficie: Para o calculo da area Ay superficial de um dodecaedro regular,

temos que A, equivale a 12 vezes a area da base. Assim:

2
Aj=12- A, = 12-%\/25+ 10v/5 = 3a%\/25 + 10v/5

Volume: Para calcular o volume V; de um dodecaedro regular com aresta a, vamos
considerar a decomposicao do dodecaedro em um cubo, cujas arestas sao as diagonais

dos pentégonos das faces, e por outros 6 soélidos, conforme a Figura 3.10.

Figura 3.10: Decomposicao de um dodecaedro

Vamos denotar a aresta do cubo por d. E conhecido que a diagonal d de um pentagono

regular com aresta a ¢ dada por:

d:&'¢,

onde ¢ = f é o conhecido niimero de ouro. O volume do cubo é entao:

‘/cubo:d?):(a'gb)g:ag'(bg

Para calcular o volume de cada um desses outros seis solidos, vamos fazer uma nova

decomposi¢ao como ilustra a Figura 3.11:

38



Figura 3.11: Decomposi¢ao de um dos seis s6lidos

Como o solido tem base quadrada d e usando indicacao das medidas, é imediato ob-

servar que d = a + 2z e portanto z = 9=2. Pelo Teorema de Pitagoras, temos que

2
a?=a2*>+1?el®>=h*+(d/2)?. Dai

_ 2 2
a2:(d2“> 12 e l2:h2+dz.

Substituindo a segunda expressao com [? na primeira equacao e isolando h?, obtemos:

3, dld—a) 3, 1, 1, 2
_— = - —_ = —1 = — —_ = = —
1 5 74— 3¢ p(p—1)=-—a 54 a’,

onde usamos o fato que d = a¢ e ¢*> — ¢ = 1. Portanto, concluimos que

a
h—§.

Isso nos permite calcular o volume do prisma da decomposicao e também das duas

piramides de base quadrada. Portanto, o volume do dodecaedro é dado por:

1 1
Vd = ‘/cubo + 6(‘/;)risma + 2‘/piramide> = CL3¢3 +6 <§dah + 2§l’dh>

3
— a3¢® + 3a¢ga 4 4g(¢ _ 1)¢ag = d'¢’ + S + o,
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sendo que usamos o fato de que ¢? = ¢ + 1. Isso também implica que

¢’ =00 =(0+1)p=0¢"+¢=20+1.

Assim,
3 To+4
Va= <¢3+—¢>+1> =04
2 2
Portanto o volume total do dodecaedro regular é:
154+ 7v5
y,_ 15+ V5

4

Altura: Vamos considerar a altura H; de um dodecaedro como sendo a distancia
entre dois lados paralelos. Essa distancia coincide com o diametro da esfera inscrita

no dodecaedro, conforme ilustra a Figura 3.12:

Figura 3.12: Esfera inscrita em um dodecaedro

Denotando por r o raio dessa esfera inscrita, temos que Hy; = 2r. Podemos decompor
o dodecaedro em 12 piramide de base pentagonal e altura r, obtendo a relacao entre

volumes:

onde V), denota o volume de uma dessas piramides. Dat,

aQ\/i Hy a2\/7
T 25+10\/5-7_ﬂ 25 + 105 - Hy.
2 15+ 75
%\/25+10\/3-Hd:+T\/_a3.

15+ 75

—_———Q.
2v/25 + 10v/5

1
‘/ng'Ab'T:

W =

Logo,

Isolando Hy, segue que

Hy =
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Racionalizando e simplificando expressao, obtemos finalmente que

V250 + 110v5
a

10

Hy; =

e) Angulo entre faces: Denotando o angulo entre as faces por 6, o raio da esfera inscrita
por 7 e o apétema da face por ap, temos que essas grandezas estao relacionadas no

triangulo retangulo da Figura 3.13 a seguir:

Figura 3.13: Relacao do angulo entres as faces, apdtema e raio da esfera inscrita

Pelo item anterior, sabemos que r = % e o apOtema ap é

V25 + 10\/5a

10

ap =
Dessa forma, pela relagao de tangente no triangulo retangulo em destaque, temos que

a
tg <Q> v VOIS o501 110V
2) ap 1%\/25+10\/5 2v/25 + 10v/5

Dai,

V2 11
0 = 2arctg ( o0+ 0\@) ~ 116,6°.

2v/25 4+ 105
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Agora vamos ver a planificacao do dodecaedro produzida no Geogebra.

(= )+

Através dessa planificagao, obtemos a seguinte contagem dos elementos: V, = 38,

A, =49 e F, = 12. Verificamos a seguinte relacao,

V,— A, +F,=38—49 412 =1

3.5 Icosaedro Regular

Figura 3.14

: Icosaedro regular
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O icosaedro regular (Figura 3.14)também
possui uma relagdo com os elementos se-
gundo Platao, este seria o representante do
elemento agua, o icosaedro ¢ um solido for-
mado por 30 arestas, 12 vértices e 20 faces
no formato de um triangulo equilatero. O
icosaedro é o poliedro regular com o maior
niumero de faces possiveis, isso claro levando
em consideragao apenas a definicao de Platao
de Poliedros regulares. Assim, nenhum outro
poliedro com mais de 20 faces podera ser re-
gular. Temos que a contagem dos elementos

do icosaedro implica que

V-—A+F=12-30+20=2.



a) Area da Base: Posicionando o icosaedro em um plano, vamos considerar a sua base
como sendo um de seus lados. Com isso, temos que a base serd um triangulo equilatero
a*\V/3

Ab=4.

de lado a e sua area é

b) Area da Superficie: Por ser formado por 20 tridngulos equilateros e congruentes,
podemos encontrar a area A; da superficie de um icosaedro regular multiplicando a
area de um dos triangulos das faces por 20. Considere um icosaedro regular de arestas

medindo a.

2
A,-=20-Ab=20-“f=5\/§a2.

c) Angulo entre as faces: Para determinar o dngulo entre duas faces de um icosaedro
regular, podemos usar um método geométrico baseado na simetria do poliedro. Vamos
considerar um plano que passa por trés vértices adjacentes do icosaedro. Esse plano
cortara o icosaedro de maneira que a sec¢ao plana forme um pentégono regular, porque
cada vértice do icosaedro é adjacente a cinco outros vértices. Observe a animacao a

seguir:

(=)

O pentagono regular dessa secao esta destacado no Figura 3.15, sendo que o angulo

entre suas arestas adjacentes é 108° e seus lados medem a.
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Figura 3.15: Pentagono seccional associado ao icosaedro

Podemos encontrar a medida do segmento AD utilizando a Lei dos Cossenos:
k* = a® + a® — 2a” cos(108°) = 2a” (1 — cos(108°)).

Usando o fato de que cos(108°) = %5, obtemos

s o [3+45
k-a( 5 )

Agora, vamos encontrar as alturas dos tridngulos DEG e AEG, que possuem a a

mesma base EG. Como as faces do icosaedro sao triangulos equilateros, a altura h

desses triangulos é dada por:

Nos resta descobrir a medida do angulo 6, que é o angulo entre duas faces adjacentes

do icosaedro, conforme a imagem a seguir:

Figura 3.16: Relacao entre k, h e 6
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Aplicando a Lei dos Cossenos:

k* = h* + h* — 2h* cos § = 2h*(1 — cos )

Substituindo os valores de k? e h?, segue que

a® <3+ \/5> = ;aQ(l — cosf).

2

Com as devidas simplificacoes, temos que

cosf = —

“|S

Finalmente, o dngulo € entre duas faces adjacentes do icosaedro é dado por:

A = arccos <_T\/5> ~ 138,2°

Altura: Primeiramente precisamos calcular o raio da esfera circunscrita ao icosaedro,

conforme a Figura 3.17:

Figura 3.17: Esfera circunscrita a um icosaedro

O plano que passa pelo centro dessa esfera e por dois pontos do icosaedro determina
um poligono (nao regular) conforme mostrado na figura. Para determinar o valor da
medida x, observamos que pela simetria do icosaedro, OBy = x, NBy = x —a/2 e

AyBy = %ga. Dessa forma, aplicando o Teorema de Pitédgoras, obtemos que

2
2 3 1
x2+<x—g> = <§a> — 2m2—ax—§a2:0.

Logo v = §(1 + v/5). Denotando por R o raio da esfera e aplicando novamente o

Teorema de Pitagoras agora no triangulo OM A,, segue que
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2_ 2, (O _ 9
R = +(2) =225+ V)

Extraindo a raiz quadrada, finalmente encontramos a expressao

R:% 2(5 + V5).

Para calcular a altura H; do icosaedro, que equivale a 2r, sendo r o raio da esfera

inscrita e y como na Figura 3.18, vamos usar o Teorema de Pitagoras e concluir que
2 4y = R? r2 = R2 2.

Dai,
2 2 2
s a a a
= —(10+2vbh) — — = —(42 4+ 18V5H).
rt = 1610+ 2V5) — 5 = (42 4+ 18V5)
Com um pouco de manipulacao dessa expressao, obtemos que
\/ga \/ga
e) Volume: Um icosaedro regular pode ser decomposto em 20 tetraedros congruentes
nao regulares. Cada um desses tetraedros tem uma base que é uma das faces do
icosaedro (um triangulo equilatero de lado a), e o vértice oposto a esta base é o centro
do icosaedro. Dessa forma, o volume V; do icosaedro serd equivalente a 20 vezes o
volume V' desse tetraedro que possui arestas da base medindo a e arestas das faces

medindo s. Veja a Figura 3.18 que ilustra essa decomposigao:

Figura 3.18: Decomposi¢ao de um icosaedro em 20 tetraedros

Ja sabemos que a area da base desse tetraedro é dado por

2
Abzaf.
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Observando que a altura desse tetraedro ¢ H;/2, segue o volume do icosaedro pode ser

expresso por

1a®v/3 H; 5d®
T =20-V =20 - = .
Vi=20-V 034 5 12(3+x/5)
Portanto
5a3
VZ=E(3+\/5).

Finalmente chegamos na aminagao a planificagao do icosaedro:

(=)o)

Através dessa planificagao, obtemos a seguinte contagem dos elementos: V, = 22,

A, =41 e F, = 20. Verificamos a seguinte relacao,

V,— A+ F,=22—414+20=1
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3.6 Arestas que produzem mesmo volume ou mesma al-

tura

Nessa se¢ao vamos obter as medidas que os sélidos de platao devem ter para que
resultem em mesmo volume e em sequéncia, mesma altura. Das secoes anteriores, vimos
que todos os so6lidos de Platao possuem volume e altura dados por expressoes do tipo

V =k-a®e H =1-a, respectivamente. Em resumo, temos os seguintes resultados:

Tabela 3.1: Volume e altura dos solidos de Platao com aresta a

Solido Volume Altura
Tetraedro \1/—3(13 ‘/?ga

Cubo a’ a
Octaedro @ag‘ \{Tga
Dodecaedro L—i(15 + 7V/5)a® %\/250 +110v5a
Icosaedro %(3 +5)a? ?(3 + \/g)a

‘ a; =~ 2,040

Figura 3.19: Soélidos de Platao com mesmo volume

Vi=Vp,=V,=Vy=V;=

Nesta Figura 3.19, sao apresentados os cinco solidos de Platao, ajustados para
terem volumes iguais. A escala dos comprimentos de aresta de cada sélido foi modificada

para garantir que todos os volumes sejam V; =V, =V, =V; =V, =1, onde:
e a; ~ 2,040 é o comprimento da aresta do tetraedro;
e a; =1 é o comprimento da aresta do cubo (hexaedro);
e a, ~ 1,285 é o comprimento da aresta do octaedro;

e a, ~ 0,507 é o comprimento da aresta do dodecaedro;
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e a; ~ 0,771 é o comprimento da aresta do icosaedro.

Apesar das diferencas nas formas geomeétricas, esses solidos possuem volumes

idénticos, ilustrando a relagao entre a geometria e o volume nos sélidos de Platao. O

ajuste das arestas é essencial para que, independentemente do tipo de sélido, o espaco

tridimensional que eles ocupam seja o mesmo.

A

a; ~ 0,662

ap =

aq =~ 0,449
a, = 1,225

a; =~ 1,225

ththHc,:HdZHi: 1
Figura 3.20: Solidos de Platao com mesma altura

Para a Figura 3.20, sao apresentados os cinco solidos de Platao que devem ter a
mesma altura, digamos, todas iguais a 1. Dali, as igualdades H, = H, = H,= H; = H; =

1 implicam que:
e a; ~ 1,225 é o comprimento da aresta do tetraedro;
e a; =1 é o comprimento da aresta do cubo (hexaedro);
e a, ~ 1,225 é o comprimento da aresta do octaedro;
e a,~ 0,449 é o comprimento da aresta do dodecaedro;

e a; ~ 0,662 é o comprimento da aresta do icosaedro.

Vale observar que sempre o tetraedro e o octaedro possuem mesma altura no caso

€Il que possuem mesia aresta.
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Conclusao

Atualmente, um dos principais temas de debate entre educadores é a busca por
métodos inovadores que auxiliem as praticas e os recursos pedagogicos, com o intuito de
despertar a criatividade e o interesse dos alunos, facilitando a construgao do conhecimento
e a aplicagao de conceitos matematicos nas resolucoes de problemas com uma abordagem
que visa promover um aprendizado mais humanista e significativo.

Neste sentido, acreditamos que a presente dissertacao apresenta uma visao am-
pla sobre os poliedros de Platao, destacando nao apenas suas propriedades matematicas,
mas também seu valor pedagogico, explorando detalhadamente as caracteristicas dos so-
lidos regulares e sua importancia na historia da geometria. Dessa forma, esperamos ter
proporcionado ao leitor uma compreensao clara e apreciativa desses fascinantes objetos
geométricos, pois esses poliedros sao ferramentas poderosas para a educagao matematica,
com isso esse material desenvolvido serve como um recurso essencial para professores e
alunos de graduagao, permitindo uma abordagem inovadora e visualmente enriquecedora
no ensino da geometria, integrando esses soélidos nas préticas de sala de aula os educadores
poderao estimular o interesse dos alunos pela matematica e promover uma compreensao
mais intuitiva dos conceitos espaciais. Entendemos que este trabalho nao apenas valoriza
a contribuicao de Platao na matematica, mas também contribui significativamente para
a pratica pedagogica atual, inspirando novas geragoes a explorar e apreciar a beleza da

Geometria.
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Apéndice

Instrucoes para Inserir Animagoes em PDFs

A insercao de uma animac¢ao em um documento IXTEX é feita a partir de uma
sequéncia de imagens numeradas (por exemplo, framel.png, frame2.png, etc.). Todas as
imagens devem estar no mesmo formato (por exemplo, todas .png ou .jpg).

No preambulo do seu documento IXTEX, é necessario incluir o pacote animate
com o comando \usepackage{animate}.

No ponto do documento onde deseja inserir a animacao, utilize o comando

\animategraphics. A sintaxe basica é a seguinte:

\animategraphics [<opg¢des>]{<fps>}{<nome do arquivo>}{<nimero inicial>}{<nimero final>}
As principais op¢oes disponiveis sao:

loop: Faz a animagao repetir continuamente.

autoplay: Faz a animagao iniciar automaticamente.

controls: Adiciona controles de reprodugao.
Os parametros da sintaxe sao:

fps: Numero de frames por segundo.

nome do arquivo: Nome base do arquivo de imagem, sem o ntimero e a extensao.

nimero inicial: Numero do primeiro frame.

namero final: Numero do ultimo frame.

Para animagoes geradas por alguns programas, como o GeoGebra, é possivel
converté-las diretamente em formato GIF para figuras planas. No entanto, animacoes

3D criadas no GeoGebra ainda nao possuem uma opc¢ao nativa para conversao em GIF.
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A solucao encontrada foi utilizar um programa de gravacao de tela que permita salvar
diretamente em GIF. No Linux, usamos o programa Peek para esse propdsito, que pode ser
utilizado para gravar qualquer animagao exibida na tela. No Windows, existem aplicativos
semelhantes, como o Camtasia, que também oferecem essa funcionalidade.

Tendo a animagao em formato GIF, é possivel gerar os frames associados uti-
lizando o comando ffmpeg -i figura.gif figura_%d.png no terminal do Linux. Um
site muito util, que oferece diversos recursos para manipulacao de GIFs, é o EZGIF,

disponivel no endereco https://ezgif.com.
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