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RESUMO

Este trabalho aborda o Teorema do Ponto Fixo de Banach, também conhecido como
teorema do ponto fixo de contracdo. E apresentada uma demonstracéo detalhada do
teorema, fundamentada nas propriedades das métricas e das contragdes. Apds essa
abordagem classica, explora-se uma aplicacao bastante interessante em que se busca
achar pontos em comum entre uma imagem e uma reducao dela. O que garante a
existéncia e unicidade de um ponto de intersecao, denominado Ponto Fixo, entre uma
contracdo da imagem sobreposta a original é justamente o Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Esta aplicacgéo ilustra o teorema de maneira pratica, simples e intuitiva. Além
disso, é possivel encontrar o respectivo ponto fixo algoritmicamente. Por fim, é proposto
uma sequéncia didatica focada em transformagcdes geométricas, integrando conceitos
do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Esta sequéncia didatica visa proporcionar uma
compreensdo visual das transformagcdes geométricas através da lente das contracdes
e pontos fixos, tornando o aprendizado mais acessivel e interessante para os alunos.
Esta dissertagao, portanto, ndo sé demonstra a robustez teérica do Teorema do Ponto
Fixo de Banach, mas também evidencia sua aplicabilidade em diversos campos da
matematica e seu potencial didatico.

Palavras-chave: Teorema do Ponto Fixo de Banach. Sobreposicao de Imagens. Con-
tracoes.



ABSTRACT

This work addresses the Banach Fixed-Point Theorem, also known as the contraction
mapping theorem. Initially, a detailed proof of the theorem is presented, based on the
properties of metrics and contractions. After this classical approach, we explore a very
interesting application in which we seek a common point between an image and a
reduction of it. What guarantees the existence and uniqueness of an intersection point,
called fixed point, between a contraction of the image superimposed on the original
one is precisely Banach Fixed-Point Theorem. This application illustrates the theorem
in a practical, simple and intuitive way. Furthermore, it is possible to find the respective
fixed point algorithmically. Finally, a didactic sequence focused on geometric transfor-
mations is proposed, integrating concepts of the Banach Fixed-Point Theorem. This
teaching sequence aims to provide a visual understanding of geometric transformations
through the lens of contractions and fixed points, making learning more accessible and
interesting for students. This dissertation, therefore, not only demonstrates the theoret-
ical robustness of Banach Fixed-Point Theorem, but also highlights its applicability in
different fields of mathematics and its didactic potential.

Keywords: Banach Fixed-Point Theorem. Superposition. Contraction.
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1 INTRODUGAO

Se o leitor escolher qualquer imagem e reduzi-la, seja de forma proporcional ou
nao, para posteriormente sobrepor a reducao a imagem original, um ponto de interse-
cao unico sera gerado. Isso pode parecer incrivel e quase impossivel de acreditar que
funcione para qualquer imagem, no entanto, a matematica comprova esse fenémeno.
O primeiro encontro com essa ideia ocorreu durante uma aula de Fundamentos do
Calculo no segundo ano do mestrado, ministrado pelo professor Roger Behling. Este
trabalho visa, entre outros objetivos, demonstrar ao leitor como esse fato é possivel.

Os topicos do capitulo 2 serdo utilizados de forma direta na demonstracao do Te-
orema do Ponto Fixo de Banach apresentado no capitulo seguinte, que estabelece, sob
certas condi¢des necessarias, a existéncia e unicidade de ponto fixo para contragdes
em Espagos Métricos Completos.

O capitulo 4 inclui uma aplicagéo visual que ilustra como o Teorema do Ponto
Fixo de Banach pode ser usado para encontrar o ponto de interse¢cdo de duas ima-
gens, em que uma é contracao da outra. Este exemplo pratico ajuda a solidificar a
compreensao do teorema através de uma visualizagao concreta.

Por fim, no ultimo capitulo, a dissertacado oferece uma sequéncia didatica de-
talhada sobre transformacdes geométricas, utilizando o Teorema do Ponto Fixo de
Banach como uma ferramenta pedagdgica para ensinar conceitos de contracdes e
pontos fixos no contexto de transformacdes geométricas. Esta sequéncia disatica é
destinada a professores do ensino médio que desejam integrar conceitos avangcados
de matematica em suas aulas de forma acessivel e interativa.

Em suma, esta dissertacdo ndo apenas explora o Teorema do Ponto Fixo de
Banach e uma demonstracao dele, mas também destaca suas aplicagdes tedricas e
praticas, oferecendo recursos didaticos para a Educagdo Matematica.
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2 MATERIAL PRELIMINAR

Os tépicos abordados neste capitulo tem como objetivo fundamentar a demons-
tracdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach, que sera apresentado no Capitulo 3.
Serao abordados tépicos fundamentais, como Espacos Métricos e Sequéncia de Cau-
chy, que servirdo de base para a demonstragao do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

2.1 ESPACOS METRICOS COMPLETOS

Os espacos métricos sdo uma estrutura fundamental na Matematica que des-
creve as propriedades de proximidade e distancia em um conjunto. Eles s&o definidos
por um conjunto M e uma funcao métrica d, que associa pares de elementos de M a
nameros reais nao negativos, satisfazendo propriedades especificas. A métrica d mede
a distancia entre dois pontos no espag¢o métrico (veja Bazan, Pereira e Souza Fernan-
dez (2023)). Se M é um conjunto ndo vazio e se a, b € M, dizer que a esta préximo
de b significa afirmar que a distancia entre a e b é pequena. Espacos métricos tém
uma ampla variedade de aplicagdes em Matematica, Fisica, Ciéncia da Computagéo
e outras areas. Eles s&o essenciais para o estudo da Topologia, Analise Matematica,
Teoria da Medida, algoritmos de busca e Otimizacao, entre outros campos.

... O conhecimento da teoria dos espacos métricos é fundamental para
compreender o funcionamento de diversos métodos numéricos (por exemplo,
a fim de resolver equagdes diferenciais) bem como em Andlise Matematica. O
Teorema do Ponto Fixo de Banach, por exemplo, essencial para se demonstrar
a existéncia e unicidade da solugéo de problemas de valor inicial, faz uso de
conceitos métricos como o de “completude”. Em toda a Matematica, especial-
mente nos ramos da Geometria, Topologia e da Analise, o conhecimento da

teoria dos espagos métricos € uma ferramenta essencial. (BERNI, 2021)

Formalmente, tem-se a definigcao.

Definicao 1. Diz-se que d é uma métrica defina em um conjunto ndo vazio M quando
for uma funcao real com dominio M x M atendendo as sequintes propriedades para
todos os elementos x,y,z € M,

1. N&o-negatividade: d(x, y) > 0;

2. ldentidade dos indiscerniveis: d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y;
3. Simetria: d(x, y) = d(y, X);

4. Desigualdade triangular: d(x, y) + d(y, z) > d(x, z) (HONIG, 1976).
Nesse caso diz-se que M é um espag¢o métrico com métrica d.
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Serao apresentados conceitos para o entendimento do que vem a ser um Es-
paco Métrico Completo, j4 que este aparece como hipdtese no Teorema do Ponto
Fixo de Banach. A reta Real com sua métrica usal (valor absoluto) é um exemplo de
Espago Métrico Completo (LIMA, 2020) e (BERNI, 2021). Para construir esse conceito,
€ preciso definir convergéncia de sequéncias em um espago métrico.

Convergéncia de sequéncias

Definicao 2. Uma sequéncia (xn) em um espago métrico (M, d) converge a um ponto
x € M, ou dita convergente a esse ponto, se para todo € > 0, existe um numero natural
N tal que, para todos os valores n > N, a distancia entre x, e x é menor que &, ou seja,
d(xn,X) < €. Nesse caso, usa-se também a notacao de limite

lim xp = X.
n—oo

Sequéncia de Cauchy

Apresenta-se agora a definicao de sequéncia de Cauchy.

Definicao 3. Uma sequéncia (xn) em um espago métrico (M, d) é uma sequéncia de
Cauchy se, para todo € > 0, existe um numero natural N tal que, para todos n,m > N,
vale

d(Xn,Xm) < €

Em outras palavras

n’,l)]rgoo d(xn, Xxm) = 0.

As definicdes sobre convergéncia de sequéncias e sequéncias de Cauchy per-
mitirdo estabelecer uma apresentacao formal de Espacos Métricos Completos. Mas,
antes de chegar nessa definicdo, nota-se que néo € dificil mostrar que toda sequéncia
convergente deve ser de Cauchy. No entanto, a reciproca nem sempre € verdadeira.
Isso dependera do espaco métrico. Se houver a validade da reciproca, usa-se o termo
completude do espaco.

Definicao de Espacos Métricos Completos

Definicao 4. Um espaco métrico (M, d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy
desse espaco for convergente.

Um exemplo de espaco métrico que ndo é completo € o conjunto dos numeros
racionais munido da métrica induzida pelo valor absoluto. E possivel construir sequén-
cias de Cauchy racionais que nao convergem a um racional. Um fato bastante conhe-
cido é que os espacgos Euclidianos sdo completos. Essa afirmacao é posta abaixo em
forma de lema.
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Lema 1. (x,) é uma sequencia convergente emR" se, e somente se, é uma sequéncia
de Cauchy.

No resultado anterior ndo foi dito em qual métrica o espaco R” é completo. A
razao para isso, € que métricas em espacos de dimensao finita sdo equivalentes, e
portanto qualquer métrica no R o deixa completo. Para detalhes sobre equivaléncia
de distancias e nogao de dimensao finita em espagos vetoriais, direcionamos o leitor a
referéncia (LIMA, 2020).

2.2 NOGOES DE CONTRAGAO E PONTO FIXO

O Teorema do Ponto Fixo de Banach estabelece condi¢des sob as quais uma
funcdo em um espaco métrico completo possui 0 que se chama de ponto fixo. O
teorema pede que a tal funcédo seja uma contracao.

Contracao

Definicao 5. Sejam (M, d) um espaco métrico e considere uma fungdo f : M — M.
A aplicacdo f é dita ser uma contragcdo se existir uma constante ¢ que pertence ao
intervalo [0, 1) tal que

d(f(x),f(y)) < c- dx,y),vx,y € M. (1)

Para ilustrar, seguem dois exemplos de contragdes.

Exemplo - Funcéo linear com coeficiente angular menor que 1:

Sejaafungido f : R — R definida por f(x) = %x. Veja que a diferenca |f(x) — f(y)| =
‘%x— %y) = 3|x—y| < JIx—yl. Portanto, f ¢ uma fung&o contrativa com constante de

contracao ¢ = %

Exemplo - Condidere a fung&o trigonométrica f : R — R dada por f(x) = sin (%).

E possivel verificar que para todo x, y € R,

IF(x) = F(y)| = ’sin (%) —sin (%) ‘ .

Agora, tomando a férmula do seno da diferenca, tem-se que

IF(x) = £(y)| = ‘2003 (X;y) sin (%)] <2 ’sin (%)\

E conhecido que |sin(6)| < |6| para todo 6 € R. Assim

100~ )l < 2 X2 | = Tx—y1.
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Portanto, verifica-se que |f(x) — f(y)| < %Ix—yl, confirmando que a funcéao é
contrativa com constante de contragdo c = 411.
Contragcdes sdo exemplos particulares de funcdes continuas. Para deduzir isso,

reveja a definicdo de continuidade.

Definicao 6. Sejam M, d um espaco métrico. Diz-se que f : M — M é continua no
ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel obter 6 > 0 tal que d(x,a) < 6
implique d(f(x),f(a)) < €. (LIMA, 2020)

Sem entrar em detalhes, apenas observa-se aqui que a continuidade definida
acima equivale ao seguinte. Pode-se dizer que f é continua em a € M se, e somente
se, limpn—~f(Xn) = f(a) para toda sequéncia (xp) em M convergente a a. Esse fato sera
usado em um detalhe na demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Lema 2. Se (M,d) é espaco métrico e f : M — M é uma contragdo, entao f é continua,
ou seja, é continua em cada ponto a € M.

Demonstracdo. Dado um ¢ > 0 na definicao de continuidade e tomando em conta que
a constante de contragao c esta no intervalo [0,1), é facil ver que basta tomar 6 = €. De
fato, obtem-se d(f(x),f(a)) < cd(x,a) < d(x,a) <6 =«¢. |

Ponto Fixo

Seja M um conjunto n&o vazio, um ponto x que pertence a M é dito ponto fixo
de uma funcéo f : M — M se f(x) = x. O conceito de ponto fixo pode parecer simples,
entretanto ha uma infinidade de problemas, na Fisica e na Matematica Aplicada, que
exigem a determinacao de pontos fixos. Para ilustrar, tome, por exemplo, f : R — R
com f(x) = x2—3x. Para determinar o conjunto de pontos fixos dessa f deve-se resolver

X2 —3x = X.
Subtrai-se x em ambos 0s membros da igualdade.
x°—4x = 0.

Colocando a variavel x em evidéncia, obtem-se dois numeros cujo produto é zero,
X - (x—4) =0, conclui-se que essa fungéo possui dois pontos fixos, que séo 0 e 4. Veja
que no grafico da Figura 1, a parabola da fungéo quadratica f(x) = x2 —3x e a reta
da funcao identidade g(x) = x se interceptam em dois pontos. As abscissas desses
pontos sao precisamente os pontos fixos da funcao f do exemplo.
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Figura 1 — Grafico

>
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3 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

O Teorema do Ponto Fixo de Banach, também conhecido como Teorema
das Contracbes (KREYSZIG, 1991), é um resultado fundamental na teoria dos Espa-
cos Métricos Completos. E assim nomeado em homenagem ao matematico Stefan
Banach (1892-1945). Banach, mateméatico polonés, nascido em circunstancias com-
plexas, cresceu em Cracovia e estudou Engenharia, mas depois se interessou por
Matematica devido a um encontro crucial com o matematico Hugo Steinhaus. Logo
comecou a fazer contribuicées notaveis a Andlise Funcional. Banach fundou a Analise
Funcional moderna e introduziu conceitos importantes, como o espac¢o de Banach e
a algebra de Banach. Ele provou teoremas fundamentais, como o Teorema de Hahn-
Banach, e também explorou paradoxos notaveis, como o Paradoxo de Banach-Tarski.
Sua carreira académica floresceu em Lwéw, onde manteve conexdes com matematicos
soviéticos. No entanto, durante a Segunda Guerra Mundial, ele enfrentou dificuldades
sob a ocupacéao nazista e morreu em 1945 de cancer de pulmao. Banach deixou um
legado duradouro na matematica (O’'CONNOR J J; ROBERTSON, 2000). Em Kaluza
(1996) encontra-se uma biografia completa de Banach.

3.1 DEMONSTRAGAO

Enuncia-se a seguir o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Além de enuncia-lo,
demonstra-se o teorema e parte da demonstracao tem como base o material preliminar
do capitulo anterior.

Teorema 1. Seja (M,d) um espaco métrico completo e f : M — M uma contracéo,
i.e., existe uma constante real ¢ € [0, 1), tal que para todo x,y € M tem-se

d(f(x),f(y)) < c- d(x,y).

Entao, f possui um tnico ponto fixo em M, ou seja, existe um Unico x € M tal que

f(x) = x.

Demonstrag&o. A primeira parte da demonstragédo trata da existéncia. Seja x5 um
ponto arbitrario pertencente a M. Com ele, de forma iterada, constréi-se a sequéncia
(xx), k =0,1,2,..., dada por



Capitulo 3. TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH 19

xy = fxo)

X = f(xy) = f(F(x0)) = (o)

X3 = f(xp) = f(f(xp)) = F3(x0)

X = flxkeq) = Ff(x). 2)

A ideia agora € mostrar que (x,) € uma sequéncia de Cauchy. Para isso, comece
tomando a distancia entre x, e x,1, em que k > 1. Levando em consideragéo (1) e
(2), segue que

d(Xpe1.Xk) = d(f(xg),F(Xk-1))
C - d(Xk, Xk—1)

C - d(f(xk—1),f(xk=2))
< % d(Xp_q, Xk_2)

IN

ck - d(x1,xg). (3)

IN

Sejam m, n inteiros positivos tais que m > n. Utilizando a desigualdade triangular de
forma recorrente, obtem-se

d(Xm,xn) <

IA

IN

IN

d(Xp41,Xn) + d(Xpi1,Xm)
d(Xp41:Xn) + d(Xp2.Xn41) + A(Xm, Xpi2)

d(Xpe1, Xn) + A(Xpy2, Xpi1) + A(Xpy3:Xn42) + A(Xm, Xpi3)

d(Xpy1: Xn) + d(Xpy2, Xpi1) + A(Xpi3, Xpi2) + d(Xpia, Xpe3) + -+ + d(Xm, X))

Por outro lado, de (3),

Logo,

d(Xm, Xn) < cC

n

IN

¢’ - d(xq,Xp);

™1 d(xy, X);

d(Xn+1 ) Xn)

d(Xn+2, Xn+1 )

IN

Cm_1 : d(X-| ) Xo).

IA

d(Xm, Xm—1)

n 1 m—1

'd(X1,X0)+Cn+ 'd(X1aXO)+”'+C 'd(X‘IsXO)

n

= (¢"+---+ ™) dxg, x0)

= "M+ +c™M)  d(xq, xg)
1—cmn
n .

= C ? . d(X1,X0)
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Como c € [0,1) tem-se 1—¢™" < 1. Entéo,

Cn

d(Xm,Xxn) < T—c

- d(x1, X0)- (4)

Em (4), ao tomar o limite quando n — oo, conclui-se que d(xm, xn) — 0. Dessa forma,
(xx) € sequéncia de Cauchy e como M & completo, tem-se que (xx) é convergente a
um ponto X € M. A argumentacdo segue agora em direcdo a provar que x é ponto fixo
de f. Esse fato decorre da convergéncia de (xj) a X aliada a continuidade de f (lembre
gue contrag¢des sdo continuas), como mostram as manipulacdes a seguir

%= lim xgq = lim f(xg) = F(X)
k—o00 k—o0

A primeira igualdade segue da convergéncia de (xi) e a segunda da construgao dessa
sequéncia dada em (2). A ultima igualdade é consequéncia da continuidade de f no
ponto X.

Analisa-se agora a unicidade enunciada no teorema. Suponha que X € x sejam
pontos fixos de f, isto é, x = f(X) e X = f(x). Logo, d(f(x), f(x)) = d(x,x), 0 que, junto a
f ser contracéo, rende

d(x,%) = d(f(x), (X)) < ¢- d(X,X).

Ouseja, (1—c)-d(x,x) <0.Como1-c>0e d(x,x) >0, conclui-se que d(x,x) =0 e
segue que X = X. [
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4 APLICACAO GEOMETRICA DO TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

O Teorema do Ponto Fixo de Banach tem vastas aplicacbes em diversas dis-
ciplinas, por exemplo, em Analise Funcional. De acordo com Agarwal, Jleli e Samet
(2018) "esta teoria tem muitas aplicagdes, principalmente, em Biologia, Quimica, Eco-
nomia, Teoria dos Jogos, Teoria da Otimizagao, Fisica e outras (traducéo do autor)". E
importante salientar que o Teorema do Ponto Fixo de Banach serve de base para de-
monstrar teoremas centrais em Analise como o Teorema da Funcao implicita, Teorema
da Funcéo Inversa e Teorema de Picard.

Neste capitulo é apresentada uma abordagem visual do teorema que consiste
em, a partir de uma imagem retangular, reduzi-la e sobrepor as duas imagens, de
modo que a imagem menor esteja completamente sobre a maior, e entdo encontrar um
ponto em comum entre elas. Estas agdes serdo chamadas neste capitulo de aplicacao
geomeétrica, aplicagdo ou experiéncia.

Apesar de nao ter-se encontrado material como o apresentado abaixo, nem o
autor nem seu orientador reinvindicam sua invengao.

A Figura 2 é um cativante Doodle do Google, langcado em 22 de julho de 2022.
Esse doodle representa uma homenagem impar a Banach, celebrando o dia que, em
1922, ele tornou-se oficialmente professor. A Figura 3 € o Monumento dos matemati-
cos poloneses Stefan Banach e Otton Nikodym, localizado na Cracévia, Pol6nia, este
monumento foi projetado por Stefan Dousa. As Figuras 2 e 3 foram estrategicamente
impressas em papel milimetrado para aprimorar a visualizacdo do experimento, faci-
litando as analises matematicas necessarias e propiciando uma compreensao mais
intuitiva do conteudo. As outras imagens usadas nas aplicacdes foram os logotipos do
Impa, Instituto de Matematica Pura e Aplicada, e da UFSC, Universidade Federal de
Santa Catarina, e uma foto de arquivo pessoal do autor.

Figura 2 — Celebration Stefan Banach.

Fonte: https://doodles.google/doodle/celebrating-stefan-banach.
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Figura 3 — Monumento dos matematicos poloneses Stefan Banach e Otton Nikodym.

Fonte: https://wikipedia.org.

As experiéncias descritas aqui sdo imagens retangulares, w x h, com vértices
P =(0,0), Q = (w,0), R = (w,h)e S = (0,h). Quando essas imagens séo contraidas, elas
formam outra imagem com vértices P = (p1,p2), Q = (91,80), R = (F1,F2) e S = (51,55).
Apobs a sobreposicao, € necessario verificar se a imagem reduzida estd completamente
contida na original. Isso acontece quando p4, G4, 1, S1 € [0, w] e po, @, I, So € [0, h],
o que implica que P, Q, R, S € M.

Para comecar é necessario determinar a fungao f : M — M, que atenda aos
requisitos da aplicacdo geomeétrica. Como M é um conjunto de vetores, fazer operacoes
com matrizes especificas atende aos objetivos, conforme estd orientado em Lima e
Carvalho (2002) e Steinbruch e Winterle (1987).

A funcéo f procurada é, entao, do tipo:

fxy)y=A- [0 1 (P1). (5)
Yo bo

A matriz A desejada poderia ser obtida usando as razdes trigonométricas no
triangulo retangulo formado entre as duas imagens. No entanto, é preferivel usar outra
técnica, que consiste em mapear os pontos dos vértices para encontrar a matriz que
realizara a transformagcao geométrica.

Destacam-se alguns pontos importantes. Nas experiéncias relatadas neste ar-
tigo, considera-se que ha convergéncia quando os digitos se mantém constantes por
trés casas decimais. Além disso, ao longo do capitulo, aparecerdao muitos pares or-
denados compostos por niumeros decimais, e, por essa razao, optou-se por utilizar o
ponto (.) como separador entre a parte inteira e a decimal.
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4.1 PRIMEIRO EXEMPLO DE SOBREPOSICAO DE IMAGENS

Ha duas imagens sobrepostas na Figura 4, em que a menor é contracdo da
maior e esta transladada e rotacionada. Entdo, seja M = [0,28] x [0,20] a maior !.

Figura 4 — Celebration Stefan Banach.

Fonte: https://doodles.google/doodle/celebrating-stefan-banach.

Estabelecendo o vértice inferior esquerdo de M como a origem P = (0,0), os
demais vértices sdo dados por Q = (28,0), R = (28,20) e S = (0,20). Apds a contracao,
os pontos P, Q, R e S sdo mapeados, respectivamente, para P = (10,2), Q= (22.2,9),
R=(17.2,17.7) e S = (4.9,10.7). A matriz A, » é responsavel por determinar tanto a
contragdo quanto a rotagcao da imagem, enquanto (b4, bo) sdo as coordenadas de P.

Observe que

1(0,0) = (10,2);

f(28,0) = (22.2,9); (6)
£(28,20) = (17.2,17.7);

£(0,20) = (4.9,10.7). (7)

Os valores conhecidos devem ser substituidos em (5). Por conveniéncia, serao
usados também (6) e (7) para calcular os elementos da matriz.

De (6),
f(28 0)_ a1 a1 . 28 N 10 _ 22.2
’ - aoq daoo 0 2 - 9

' Considere M toda area milimetrada do papel.
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<a11 a12>'<28> B (22.2)_(10)
do{ daoo 0 9 2
<a11 a12>'(28> ) (22.2-10)
doq{ daoo 0 9-2
aqq - 28 12.2
(321-28> B (7 )

Assim,
12.2
311 = W = 0436
doq = % = 0.250.
De (7),
f(0,20)= a1 a1 _ 0 N 10 _ 49
aoq daoo 20 2 10.7
a1 ayo . 0 _ 4.9 _ 10
aoq daoo 20 10.7 2
a1 ayo . 0 _ 49-10
aoq1 daoo 20 10.7-2
aio - 20 _ 5.1
ano - 20 8.7 .
Assim,
-5.1
aip = :—0 =—0.255
8.7

aoo E = 0.435.

Na Tabela 1 estdo todos os dados obtidos acima. Agora estes dados seréao
aplicados a equacao (5).
Tabela 1 — Valores obtidos a partir da figura 4

ai a2 aoi aoo TRANSLAQAO (b1 ,bg)
0.436 | -0.255 | 0.250 | 0.435 (10, 2)
Fonte: Autor.

0436 —0.255\ (x\ (10
by = <0.25o 0.435) | (y) ' (2) | ©

Entdo a funcéo é
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Tomando (xp,yp) = (0,0) como primeira iteragao.

(x1.¥1) = f(X0.Y0) = (

0.436 -0.255

0.250 o.435> | <8> ' (12()) ) <120>

o) = X1 y) = 0.436 —0.255) ' 10) . (10) _ (13.847)
0.250 0.435 2 2 5.370

Caya) = o) = 0.436 —0.255) ' 13.847) . <1o> _ <14.664>
0.250 0.435 5.370 2 7.798

A 0.436 —0.255) ' 14.664) . (10) _ <14.4o1)
0.250 0.435 7.798 2 9.058

0.436
0.250

13.965

9.540 | -
13.435
9.484

—0.255 14.401 10
. + =

0.435 9.058 2
A partir da décima quarta iteracdo, chega-se ao ponto de intersecao.
(x ) = flx )= 0.436 -0.255 13.435 .\ 10) _
14:Y14)= 1%3:Y18) = { 5 250 0.435 9.483 2 )"

(x ) = flx )= 0.436 —-0.255 13.435 .\ 10

15:Y15) = 1X14:Y14) = { 5 250 0.435 9.484 2

13.435
9.484 |

(X5,Y5) = f(X4,Ya) = (

(X15,Y15) = (

A Tabela 2 apresenta os resultados das iteracdes até a convergéncia, que acon-
tece a partir da décima quarta iteragao.

No gréfico fornecido na Figura 5, € possivel observar o comportamento da
funcao. Note que as distancias entre os pontos diminuem a cada iteragao até alcancar
o ponto de convergéncia. A Figura 6 mostra cinco iteragdes consecutivas da mesma
experiéncia, evidenciando que a medida que as imagens sdo contraidas e aplicadas
sobre a anterior com as mesmas condi¢cdes, as contracdes convergem para o ponto
de interesse.
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Tabela 2 — Valores obtidos das iteracdes

y

N¢ lteracoes X
1 10.000
2 13.847
3 14.664
4 14.401
5 13.965
6 13.652
7 13.490
8 13.428
9 13.415
10 13.420
11 13.427
12 13.432
13 13.435
14 13.435
15 13.435
16 13.435

2.000
5.370
7.798
9.058
9.540
9.641
9.607
9.551
9.512
9.491
9.484
9.482
9.483
9.484
9.484
9.484

Fonte: Autor.

Figura 5 — Grafico

0 5
X

Fonte: Autor.

10 15

4.2 SEGUNDO EXEMPLO DE SOBREPOSICAO DE IMAGENS

Nesta aplicagéo, foi utilizada uma outra imagem, impressa em papel milime-
trado?, com diferentes valores. A contragdo, neste caso, ndo foi proporcional, ou seja,
a reducgao horizontal e vertical ocorreram com taxas percentuais distintas (40% na

largura e 30% na altura). A Figura 7, que ilustra essa aplicacdo geomeétrica, também

exibe algumas linhas que se cruzam, sendo o ponto de intersecédo o local do ponto

fixo.

Na Tabela 3 estao apresentados todos os dados obtidos a partir desta aplicacao,
que sao necessarios para a determinacao do ponto fixo. Os vértices P, Q, Re S da

2 Considere M como o papel milimetrado completo.
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Figura 6 — 5 iteragdes Celebration Stefan Banach em papel milimentrado .

Fonte: https://doodles.google/doodle/celebrating-stefan-banach.

Figura 7 — Monumento Banach.

imagem original sdo mapeados, respectivamente, nos pontos P, Q, Re S.

Fonte: pt.wikipedia.org

Tabela 3 — Valores obtidos da figura 7

P Q

R S

TRANSLACAO (b1,bs)

(7,35) | (17.6, 7.3)

(15.4,

12.9) | (4.9,9.2)

(7, 3.5)

Fonte: Autor.
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A funcao da segunda aplicacao é

0.3786 —0.1050 X 7
f(Xsy) = : + ’ (9)
0.1357 0.2850 y 3.5
como pode ser visto na Tabela 4 a convergéncia é obtida na décima iteracao, conside-

rando trés casas decimais, 0 que mostra que nessa situagao a convergéncia acontece
muito rapido.

Tabela 4 — Dados apds 12 iteracdes (figura 7)

N¢ lteracoes X y
1 7.000 | 3.500
2 9.283 | 5.448
3 9.942 | 6.312
4 10.101 | 6.648
5 10.126 | 6.766
6 10.123 | 6.802
7 10.118 | 6.813
8 10.115 | 6.815
9 10.114 | 6.815
10 10.113 | 6.815
11 10.113 | 6.815
12 10.113 | 6.815

Fonte: Autor.
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4.3 TERCEIRO EXEMPLO DE SOBREPOSICAO DE IMAGENS

Nesta aplicacdo elementar, além das transformagdes geométricas anteriores, foi
aplicada uma transformacao de cisalhamento, que provoca uma inclinagédo na imagem,
como mostrado na Figura 8. O cruzamento das linhas azul e vermelha representa o
ponto de convergéncia, que € o ponto fixo da transformacao.

Figura 8 — Sobreposigao com Contragao Inclinada do Celebration Stefan Banach em
papel milimentrado .

147

Fonte: https://doodles.google/doodle/celebrating-stefan-banach.

Os dados necessarios para determinar a fungéo desta aplicagdo estao na Tabela
5. Neste caso, os vértices da imagem original P, Q, R e S s&o transformados em P, Q,
R e S, respectivamente, conforme os valores abaixo:

Tabela 5 — Valores obtidos da figura 8

P Q R S TRANSLAGCAO (by,bs)
(5,2) | (23.2,5.4) | (25.6,19.4) | (7.4, 15.9) (5, 2)
Fonte: Autor.

Os dados da Tabela 5 foram usados para determinar a fungéo da aplicagéo, que
€ expressa pela equacao:

0.6500 0.1200 5
F(x,y) = A%+ (). (10)
0.1214 0.6950 y 2
Na equacao (10), esta a funcao utilizada para determinar o ponto fixo. Mesmo

usando apenas trés casas decimais, a convergéncia ocorre apos a quadragésima
iteracdo, como mostrado na Tabela 6.
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Tabela 6 — Dados de 41 iteracdes (figura 8)

N¢ lteracdes X y
1 5.000 | 2.000
2 8.490 | 3.997
3 10.998 | 5.809
4 12.846 | 7.373
5 14.235 | 8.684
6 15.295 | 9.764
7 16.113 | 10.643
8 16.751 | 11.353
9 17.250 | 11.925
10 17.644 | 12.382
11 17.954 | 12.748
12 18.200 | 13.040
13 18.395 | 13.273
14 18.549 | 13.458
15 18.672 | 13.606
16 18.770 | 13.723
17 18.847 | 13.817
18 18.909 | 13.891
19 18.958 | 13.951
20 18.996 | 13.998
21 19.027 | 14.035
22 19.052 | 14.065
23 19.072 | 14.089
24 19.087 | 14.107
25 19.100 | 14.122
26 19.109 | 14.134
27 19.117 | 14.144
28 19.123 | 14.151
29 19.128 | 14.157
30 19.132 | 14.162
31 19.135 | 14.166
32 19.138 | 14.169
33 19.140 | 14171
34 19.141 | 14.173
35 19.143 | 14.175
36 19.144 | 14.176
37 19.145 | 14177
38 19.145 | 14.178
39 19.146 | 14.178
40 19.146 | 14.179
41 19.146 | 14.179

Fonte: Autor.

4.4 QUARTO EXEMPLO DE SOBREPOSICAO DE IMAGENS

Nesta aplicagéo, o software de matematica GeoGebra foi utilizado como ferra-
menta auxiliar, principalmente para marcar os vértices das imagens e fornecer suas
coordenadas. Como mostrado na Figura 9, a experiéncia foi realizada sobre o brasao
da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC). Os vértices da imagem original
estdo indicados por A, B, C e D, enquanto os vértices da imagem contraida séo E, F,
G e H. Assim como nas aplicagdes anteriores, é necessario determinar os elementos
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da matriz A para compor a fungao de transformacéao.
As coordenadas dos vértices da figura original e da contragcao séo apresentados
na Tabela 7.

Tabela 7 — Valores das coordenadas da Figura 9

A B C D E F G H

(0,0) | (7.39,0) | (7.39,10.19) | (0, 10.19) | (3.08, 3.13) | (7.39, 4.27) | (5.75,10.19) | (1.51,9.02)

Fonte: Autor.

Conforme apresentados na Tabela 7, as coordenadas dos vértices permitem
estabelecer as seguintes igualdades

£(0,0) = (3.08,3.13);
£(7.39,0) = (7.39,4.27);
£(7.39,10.19) = (5.75,10.19);
£(0,10.19) = (1.51,9.02).

Com base nesses dados, as igualdades acima conduzem a equacgao (11). As
taxas de contragéo vertical e horizontal da imagem original foram ambas de apro-
ximadamente 60%. Utilizando célculos com trés casas decimais, a convergéncia &
alcangada na vigésima segunda iteracao, conforme mostrado na Tabela 8.

0.5832 —-0.1541 X 3.08
f(x,y) = . + ; (11)
0.1541 0.5780 y 3.13
4.5 QUINTO EXEMPLO DE SOBREPOSIQAO DE IMAGENS

A Figura 10 exibe o logotipo do Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA).
Apbs a aplicacado da contracdo sobre a imagem original, o fundo foi removido para
que ficasse transparente, permitindo uma melhor visualizacdo do ponto de intersecao
entre as duas imagens. Esse ponto de intersecao, denotado por / = (13.257,3.764),
representa o resultado da convergéncia das iteracGes aplicadas. A Tabela 9 apresenta
as sucessivas iteragdes até que a convergéncia seja alcangada.

E importante notar que a contragdo da imagem preserva a estrutura da mesma,
reduzindo suas dimensdes para aproximadamente 30%, sem alterar significativamente
sua geometria. O processo iterativo utilizado, conforme descrito pela equacéao (12),
demonstra a eficiéncia da técnica na sobreposi¢cao de imagens, que converge rapi-
damente para o ponto de intersecao, evidenciando a precisdo dos calculos matriciais
aplicados.
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Figura 9 — Brasdo da UFSC

Fonte: https://identidade.ufsc.br/versoes-do-brasao-para-fundos-claros

A transformacéo utilizada para mapear as coordenadas da imagem original até
sua versdo contraida é dada pela seguinte equagéo linear

0.1932 0.2327 X 9.86

f(x,y) = : + ) (12)
—0.2282 0.1939 y 6.06

A tabela 9 apresenta os valores das coordenadas x e y apos 12 iteragdes,
mostrando o processo de aproximacao do ponto de intersecéao.

4.6 SEXTO EXEMPLO DE SOBREPOSIGAO DE IMAGENS

Nesta ultima aplicagao, foi utilizada uma imagem do arquivo pessoal do autor,
conforme mostra a Figura 11. A imagem, ap0s ser contraida, foi intencionalmente ro-
tacionada em 90°, de modo a ilustrar a sobreposigdo com transformagao geométrica.
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Tabela 8 — Dados de 24 iteracdes (figura 9)

N¢ lteracbes X y
1 3.080 | 3.130
2 4,394 | 5.414
3 4.809 | 6.937
4 4,816 | 7.882
5 4.674 | 8.429
6 4.507 | 8.723
7 4.365 | 8.867
8 4.259 | 8.929
9 4.189 | 8.948
10 4.144 | 8.948
11 4118 | 8.942
12 4104 | 8.934
13 4.097 | 8.927
14 4,094 | 8.922
15 4.093 | 8.919
16 4.093 | 8.917
17 4.093 | 8.915
18 4.094 | 8.915
19 4.094 | 8.914
20 4,094 | 8.914
21 4.094 | 8.914
22 4.095 | 8.914
23 4.095 | 8.914
24 4,095 | 8.914

Fonte: Autor.

Tabela 9 — Dados apoés 12 iteracoes (figura 10).

N? lteracoes X y

9.860 | 6.060
13.145 | 4.985
13.520 | 4.026
13.368 | 3.755
13.276 | 3.737
13.254 | 3.755
13.254 | 3.763
13.256 | 3.765
13.257 | 3.765
13.257 | 3.764
13.257 | 3.764
13.257 | 3.764

Fonte: Autor.

NMoOo©oNoOOMWN =

Como observado nos exemplos anteriores de sobreposicao de imagens, a convergén-
cia é rapidamente alcancada. A Tabela 10 apresenta todas as iteracdes realizadas até
atingir o ponto final da transformacao. A equagao que descreve essa experiéncia é
dada por (13). A taxa de contragdo da imagem original foi de aproximadamente 30%,
similar ao exemplo anterior.

A transformacéao aplicada pode ser descrita pela seguinte equacgao:
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Figura 10 — Logotipo do IMPA

Fonte: https://cdnportaldacbmep.impa.br/img/logo/logo-impa.svg

0.0
boy) = (o 299

—-0.299
0.0

)-()+ (6

(13)

A Tabela 10 mostra os valores das coordenadas x e y apos 10 iteragdes, evi-
denciando a convergéncia rapida do processo.

Tabela 10 — Dados apés 10 iteracdes (figura 11)

N? lteracbes

X

Y

SOONOUAWN =

5.280
3.264
2.791
2972
3.014
2.998
2.994
2.995
2.996
2.996

6.740
8.321
7.717
7.576
7.630
7.642
7.638
7.636
7.637
7.637

Fonte: Autor.

Como pode ser observado na tabela, a convergéncia para o ponto / = (2.996, 7.637)
€ alcangada rapidamente, confirmando a precisdo do método aplicado. Esse exemplo
destaca a eficiéncia das técnicas de contracao em aplicacdes envolvendo sobreposicao

de imagens.

As experiéncias visuais apresentadas neste capitulo, mostram de forma clara o
conceito de ponto fixo e destacam como o Teorema pode ser aplicado em situagdes
geométricas. O processo de iteragdes sucessivas exemplifica a eficiéncia do Teorema,
que sempre leva a uma solucéo Unica. Isso mostra sua importancia, tanto em proble-
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Figura 11 — Passeio de Balédo

Fonte: Arquivo Pessoal

mas praticos quanto tedricos, reforgando sua relevancia em varias areas da Ciéncia e
Matematica.
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5 SEQUENCIA DIDATICA

Este capitulo apresenta uma sequéncia didatica sobre transformagcdes geomé-
tricas e a aplicagdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach em imagens sobrepostas.
Esta sequéncia contém 5 aulas de 45 minutos, estruturadas conforme o exemplo de
Guedes (2019):

1. Organizacao da turma

2. Introducéao
3. Desenvolvimento

4. Concluséao

5.1 SUGESTAO DE AULA
DISCIPLINA: MATEMATICA

Série sugerida: 22 Série do Ensino Médio

TEMA: TRANSFORMAGOES GEOMETRICAS

Autor: Marco Aurelio Pereira Costa
Professor: Dr. Roger Behling

HABILIDADE DA BNCC

(EM13MAT105) Utilizar as nogdes de transformagodes isométricas (trans-
lacao, reflexao, rotagao e composigbes destas) e transformagdes homotéticas
para construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes producdes
humanas (fractais, construc¢des civis, obras de arte, entre outras).

(EM13MAT308) Aplicar as relagbes métricas, incluindo as leis do seno
e do cosseno ou as nogbes de congruéncia e semelhancga, para resolver e
elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos (BRASIL,
2018).

CONHECIMENTO PREVIO

* Operagbes com Matrizes, Razdes Trigonométricas, Sistemas Lineares e
Plano Cartesiano.

TEMPO DA SEQUENCIA DIDATICA

* 5 aulas de 45 minutos
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OBJETIVOS DA AULA

» Compreender e aplicar transformacdes geométricas: translacao, rotacao, e
escala.

» Entender o conceito de ponto fixo de uma fungao e sua aplicagdao em trans-
formagdes geométricas.

MATERIAIS NECESSARIOS

» Papel milimetrado

* Régua

+ Calculadora

+ Lapis de cor

» Computador com software Geogebra (se disponivel)

 Projetor ou quadro branco

ESTRUTURA DAS AULAS

Aula 1: Introducao as Transformacoes Geométricas
1. Organizacao (5 minutos)
2. Introducéo (10 minutos)

» Apresentacdo dos conceitos de transformagdes geométricas: trans-
lacao, rotagéo, e homotetia.

» Explicacdo do uso de matrizes para representar figuras geométri-
cas.

3. Desenvolvimento (20 minutos)

« Atividade pratica: criacdo de figuras geométricas e realizagédo de
translacdes utilizando matrizes.

4. Conclusao (10 minutos)

» Recapitulagao dos conceitos.
 Tarefa de casa: pesquisar exemplos de translacdo no cotidiano.

Aula 2: Rotacao de Figuras
1. Organizacao (5 minutos)
2. Introducéao (5 minutos)

 Discussao sobre as pesquisas dos alunos.
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3. Desenvolvimento (25 minutos)

+ Explicagdo da matriz de rotagao.

« Atividade pratica: rotacionar figuras geométricas utilizando seno e
cosseno.

4. Conclusao (10 minutos)

» Recapitulagéo dos conceitos.
 Tarefa de casa: aplicar translagéo e rotacdo na mesma figura.

Aula 3: Homotetia e Escala
1. Organizacao (5 minutos)
2. Introducédo (5 minutos)
* Discusséo sobre a tarefa de casa.
3. Desenvolvimento (25 minutos)

» Explicacao do conceito de homotetia (escala) e ampliacao/reducao
de figuras.

« Atividade pratica: ampliar e reduzir figuras utilizando a matriz de
escala.

4. Conclusao (10 minutos)

» Recapitulagdo dos conceitos.

 Tarefa de casa: aplicar translacao, rotacao e homotetia na mesma
figura.

Aula 4: Imagens Sobrepostas
1. Organizacao (5 minutos)
2. Introducgéao (7 minutos)

» Explicacdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach e sua aplicacao
em transformag¢des geométricas.

3. Desenvolvimento (30 minutos)

« Atividade prética: encontrar o ponto fixo em uma figura utilizando
iteragdes de transformacdes geométricas.

4. Conclusao (3 minutos)
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Aula 5: Aplicacao do Teorema do Ponto Fixo
1. Organizacao (5 minutos)
2. Introducédo (5 minutos)
3. Desenvolvimento (30 minutos)

» Continuacao da atividade pratica da aula anterior: determinacao do
ponto fixo através de sucessivas iteracoes.

4. Conclusao (5 minutos)

AVALIACAO

A avaliacdo sera feita por meio das atividades praticas realizadas em sala, onde
o professor verificard o dominio dos conceitos de transformacdes geométricas e a
aplicagao correta do Teorema do Ponto Fixo.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, explorou-se o Teorema do Ponto Fixo de Banach, desde sua
demonstracéo formal até uma aplicagdo geométrica bastante visual envolvendo con-
tracbes de imagens. Ao aplicar o teorema para determinar o ponto de intersecao
entre duas imagens, demonstrou-se como conceitos tedricos podem ser aplicados em
contextos concretos e visualmente intuitivos. Esta abordagem néo apenas reforgou a
compreensao tedrica, mas também ilustrou a utilidade pratica do teorema.

A sequéncia didatica desenvolvida sobre transformacées geométricas exem-
plifica o potencial didatico do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Integrar conceitos
de pontos fixos e contragcées em atividades educacionais proporciona uma aborda-
gem mais dindmica e visual para o ensino da matematica, facilitando o aprendizado e
incentivando o interesse dos alunos.

A importancia do Teorema do Ponto Fixo de Banach é clara, tanto pela sua base
tedrica sélida quanto pelas suas aplicacdes praticas. Ao concluir esta dissertacao, fica
evidente que o teorema além de ser um conceito importante na Andlise Matematica,
também € uma ferramenta util com aplicagées em varias areas. Os métodos tedricos
e a sequéncia apresentados neste trabalho servem como base para novas pesquisas
e praticas pedagogicas, contribuindo para o desenvolvimento da matematica e do seu
ensino.

Sugestao de Estudos Futuros

Como sugestao de trabalhos futuros, propde-se a utilizacao da Decomposicao
em Valores Singulares (SVD) para determinar, de forma precisa, os parametros de
contracao e rotagcdo em transformacdes de imagens. A aplicacdo do SVD permitiria
uma analise mais refinada das propriedades geométricas envolvidas nas transforma-
¢oes, complementando os estudos sobre o Teorema do Ponto Fixo de Banach e suas
aplicacoes visuais.
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