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RESUMO

Este trabalho visa explorar aplicacoes de congruéncia modular anos finais do ensino fun-
damental, juntamente com a integracao de tecnologia. Examina a evolucao histérica da
aritmética, com contribui¢des de Pierre de Fermat, Euler, Friedrich Gauss dentre outros.
Este estudo ainda detalha a divisao Euclidiana e os critérios de divisibilidade como pré-
requisitos para a compreensao da congruéncia modular, buscando desenvolver a aprendi-
zagem dos alunos, exemplificando por meio de oficinas de resolugao de problemas praticos
do cotidiano sobre cédigos de barras, niimeros de CPF e técnicas de criptografia de men-
sagens, tudo isso aliado ao uso de uma calculadora digital em formato de aplicativo para
apresentar restos inteiros e fazer o uso da definigao de congruéncia. Usando de uma abor-
dagem metodologica multifacetada, combinando revisao bibliografica e anélise qualitativa
de campo, com foco em observagoes participantes, entrevistas semiestruturadas, anélise
documental e grupos focais em uma escola municipal de Magalhaes de Almeida — MA,
buscando alternativas para o ensino aprendizagem mais eficaz.

Palavras Chave: Congruéncia modular; Divisao Euclidiana; Integragao de Tecnologia;
Criptografia.



ABSTRACT

This work aims to explore applications of modular congruence in the final years of ele-
mentary school, together with the integration of technology. Examines the historical evo-
lution of arithmetic, with contributions from Pierre de Fermat, Euler, Friedrich Gauss,
among others. This study also details the Euclidean division and the divisibility crite-
ria as prerequisites for understanding modular congruence, seeking to develop student
learning, exemplifying through workshops on solving practical everyday problems about
barcodes, CPF numbers and message encryption techniques, all combined with the use of
a digital calculator in application format to present integer remainders and make use of
the definition of congruence. Using a multifaceted methodological approach, combining
bibliographic review and qualitative field analysis, focusing on participant observations,
semi-structured interviews, document analysis and focus groups in a municipal school in
Magalhaes de Almeida — MA, seeking alternatives for more effective teaching and learning.

Keywords: Modular congruence; Euclidean Division; Technology Integration; Crypto-
graphy..
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1 INTRODUCAO

Congruéncia modular, ¢ um tépico matematico fascinante de teoria dos ntimeros.
A motivacao da escolha do tema e os assuntos abordados se deram pelo aprofundamento
dos estudos durante a preparacao para o Exame Nacional de Qualificagao do PROFMAT-
UEMA, que durante as resolugoes de problemas, percebeu-se a grande importancia e uma
vasta aplicagao do contetdo.

A educacao matematica nos anos finais do ensino fundamental no Brasil enfrenta
desafios significativos, como evidenciado pelos resultados estaveis, porém insatisfatorios,
no Programa Internacional de Avaliacao de Estudantes (PISA) de 2022. Essa estagnagao
aponta para a necessidade urgente de revisitar e inovar as abordagens pedagogicas em
matematica.

Em um contexto em que os estudantes brasileiros continuam apresentando desem-
penho abaixo da média em matemética, ciéncias e leitura, conforme os dados do PISA
2022, surge a questao da eficacia das metodologias de ensino atuais. Este estudo visa
explorar como a integracao de ferramentas digitais, especificamente com o uso de uma
calculadora de restos inteiros, pode revitalizar o ensino e a aprendizagem da congruéncia
modular, um aspecto vital da matematica.

A congruéncia modular é um conceito fundamental na teoria dos ntiimeros, que es-
tuda os padroes de repeticao dos niimeros inteiros quando divididos por um certo niimero
inteiro, chamado de modulo (PONTES, 2021). Esse conceito é essencial para compreen-
dermos a aritmética modular, que é uma extensao da aritmética convencional, na qual as
operagoes basicas como adigao, subtragao, multiplicacao e divisao sao realizadas dentro
de um conjunto finito.

Neste contexto, explorar a congruéncia modular pode ser uma excelente opor-
tunidade para utilizar a tecnologia de forma eficaz e envolvente (VILACA, 2023). Ao
introduzir esse tema, os estudantes podem nao apenas desenvolver suas habilidades ma-
temaéticas, mas também aprender a aplicar esses conceitos de forma pratica e criativa,
utilizando ferramentas digitais (FREITAS et al., 2023).

A integracao de tecnologia na educacao matemaética se tornou uma pratica cada
vez mais comum e necessaria nos dias de hoje (FREITAS et al., 2023). Com a rapida
evolucao da tecnologia, os educadores tém a sua disposi¢cao uma vasta gama de ferramen-
tas e recursos que podem enriquecer o processo de aprendizagem e tornar os conceitos
matematicos mais acessiveis e interessantes para os alunos (FRAZ, 2023).

Ao introduzir a congruéncia modular nos anos finais do Ensino Fundamental, os
educadores podem estimular o pensamento critico e a resolucao de problemas, além de
proporcionar uma base solida para o estudo de conceitos mais avancados de matematica
e ciéncia da computagao (FREITAS et al., 2023).

Através da integracao de tecnologia na educacao matemética, os alunos podem
experimentar uma abordagem mais hands-on e participativa, onde tém a oportunidade
de explorar, experimentar e descobrir os conceitos mateméticos por si mesmos (FREITAS
et al., 2023). Isso nado apenas torna o aprendizado mais significativo e memoravel, mas
também prepara os estudantes para enfrentar os desafios do mundo digital em que vivemos
(FRAZ, 2023).

Além disso, a integracao de tecnologia na educa¢ao matematica pode ajudar a
tornar a mateméatica mais acessivel e inclusiva para todos os alunos, incluindo aque-
les com dificuldades de aprendizagem ou deficiéncias. Por meio de recursos digitais, é
possivel adaptar o ensino para atender as necessidades individuais de cada estudante,
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proporcionando uma experiéncia de aprendizado mais personalizada e eficaz (VILACA,
2023).

O presente trabalho se concentra em propor o ensino de congruéncia modular
para alunos dos anos finais do ensino fundamental, utilizando uma calculadora desenvol-
vida para essa pesquisa para vincular o conteido mateméatico a aplicagoes praticas do
dia a dia. A motivagao para este foco decorre da constatagao de que a proficiéncia em
operacgoes basicas de matematica é essencial para resolver problemas cotidianos por meio
da congruéncia modular.

A pesquisa aborda a necessidade de melhorar a compreensao da aritmética fun-
damental, especialmente a divisao, que € Ginica entre as operagoes basicas que resulta em
dois valores: o quociente e o resto. Este estudo se propoe a explorar a divisao Euclidiana e
os critérios de divisibilidade como pré-requisitos para a compreensao da congruéncia mo-
dular, buscando desenvolver a habilidade dos alunos em divisao, a operagao que apresenta
maior dificuldade de aprendizado.

O problema central que norteia esta pesquisa é: Como a implementacao de uma
ferramenta digital, especificamente uma calculadora para dispositivos moéveis, pode influ-
enciar o ensino e a aprendizagem da congruéncia modular entre os estudantes dos anos
finais do ensino fundamental em uma escola municipal de Magalhaes de Almeida - MA?
Este problema reflete a necessidade urgente de abordagens pedagogicas mais eficazes e
engajadoras no ensino de matemaética.

Para respondermos a essa problemética foram tragados os seguintes objetivos:

O objetivo geral: Investigar a eficicia da utilizacao de uma calculadora que apre-
senta restos inteiros de uma divisao como ferramenta pedagogica para o ensino e a apren-
dizagem de congruéncia modular.

Os objetivos especificos: Examinar a evolucao histérica da aritmética modular;
exemplificar alguns critérios de divisibilidade; Orientar os estudantes através da divisao
Euclidiana e Demonstrar aplicacoes préticas da congruéncia modular com o uso da Cal-
culadora modular desenvolvida para essa pesquisa.

Considerando o objeto desta pesquisa, optou-se por uma abordagem de pesquisa
qualitativa. Essa escolha foi feita devido a necessidade de analisar as causas e consequén-
cias dos fendémenos envolvidos durante a realizacao de um projeto de ensino e aprendiza-
gem de congruéncia modular usando uma calculadora modular.

Segundo Godoy (1995, p. 52), A pesquisa qualitativa se caracteriza pelas praticas
interpretativas que nos aproximam do nosso cotidiano. possibilita ter ambiente natural
com fonte direta de dados e o pesquisador como instrumento fundamental; Essas praticas
sao transformadoras e trazem varias representagoes.

A pesquisa qualitativa é uma atividade situada que posiciona o observador no
mundo. Ela consiste em um conjunto de praticas interpretativas e materiais que
tornam o mundo visivel. Essas praticas transformam o mundo, fazendo dele
uma série de representagoes, incluindo notas de campo, entrevistas, conversas,
fotografias, gravagoes e anotagoes pessoais. Nesse nivel, a pesquisa qualitativa
envolve uma postura interpretativa e naturalistica diante do mundo. Isso sig-
nifica que os pesquisadores desse campo estudam as coisas em seus contextos
naturais, tentando entender ou interpretar os fenémenos em termos dos senti-
dos que as pessoas lhes atribuem. (DENZIN; LINCOLN, 2006, p. 3).

Foi realizado uma pesquisa de campo com os alunos do ensino fundamental anos
finais da Escola Municipal Anténio Lopes de Carvalho como forma de analisar o objeto
de estudo deste trabalho. A escola fica localizada na zona rural de Magalhaes de Almeida
no povoado Custodio Lima, os alunos sao do préprio povoado e de povoados vizinhos.
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A escolha da escola deve-se ao fato do autor deste trabalho exercer suas ativi-
dades na mesma. O projeto consistiu na aplicacao da proposta de forma presencial nas
turmas do 82 e 92 ano vespertino ensino fundamental que ambas contém 16 alunos, onde
todos participaram do projeto sendo 17 meninas e 15 meninos. O intuito foi analisar os
impactos da utilizacao de uma ferramenta educacional, mais especificamente uma calcu-
ladora modular durante a resolucao de problemas relacionados a teoria de congruéncias
nos anos finais do ensino fundamental, verificar aceitacao com relacao ao novo conteido
e investigar as contribui¢oes do novo conhecimento com o uso da ferramenta tecnologica
para essa etapa de ensino.

O presente trabalho esta organizado em seis secoes: Na primeira esta a intro-
ducao, nela é feita a apresentacao dos tema, a problemética, metodologia, justificativa
e objetivos. A segunda aborda os aspectos historicos de teoria dos niimeros; A terceira
aborda as defini¢oes e propriedades de congruéncia modular e alguns critérios de divisibi-
lidade; A quarta tras algumas aplica¢oes de congruéncia modular no cotidiano; A quinta
temos os resultados e discursoes e a sexta tras as consideragoes finais do trabalho.

Este estudo visa contribuir para o campo da educacao matemaética, oferecendo
insights valiosos sobre a integracao de ferramentas digitais no ensino e aprendizagem
da congruéncia modular. Além disso, espera-se que os resultados deste estudo possam
informar praticas pedagbgicas futuras e auxiliar na formulacao de politicas educacionais
mais eficazes.
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2 ASPECTOS HISTORICOS DE TEORIA DOS NU-
MEROS

A teoria dos numeros é um dos campos mais antigos e fascinantes da matematica,
que se dedica ao estudo das propriedades dos niimeros inteiros e suas relagdes. Ao longo
da historia da humanidade, desde as civilizagoes antigas até os dias de hoje, a teoria dos
nimeros tem desempenhado um papel crucial no desenvolvimento da matemética e da
ciéncia como um todo (CARVALHO et al., 2020). Nesta se¢ao, exploraremos os aspectos
histoéricos gerais da teoria dos niimeros, desde suas origens na antiguidade até os avancos
mais recentes nesta area de estudo.

As origens da teoria dos nimeros remontam as civilizacoes antigas, como os egip-
cios, babilonios e gregos, que ja exploravam questoes relacionadas aos nimeros e suas
propriedades. Na antiga Mesopotamia, por exemplo, os babilonios desenvolveram um
sistema de numeragao baseado no nimero 60, que influenciou o sistema de medida de
tempo que ainda utilizamos hoje. Os egipcios também tinham um sistema de numeracao,
embora menos desenvolvido que o dos babilonios, que utilizava simbolos para representar
nameros (RUSSO et al., 2024).

Na Grécia Antiga, matematicos como Pitagoras e Euclides deram contribuigoes
significativas para a teoria dos ntmeros. Pitdgoras, famoso por seu teorema sobre os
triangulos retangulos, também estabeleceu importantes relagoes entre os nimeros intei-
ros, como as propriedades dos ntimeros primos. Euclides, por sua vez, é conhecido por
sua obra "Elementos", na qual apresentou os fundamentos da geometria euclidiana, mas
também incluiu uma sec¢ao dedicada a teoria dos ntmeros, abordando questoes como a
decomposi¢ao em fatores primos e o algoritmo de Euclides para encontrar o maior divisor
comum de dois niameros (IDEM, 2022).

Durante a Idade Média, a teoria dos niimeros continuou a se desenvolver, princi-
palmente no mundo islamico. Matematicos como Al-Khwarizmi e Omar Khayyam fizeram
importantes contribuigoes para a resolugao de equacoes polinomiais e para o estudo dos
numeros irracionais. Al-Khwarizmi também introduziu o sistema de numeragao indo-
arabico na Europa, que substituiu gradualmente os sistemas de numeragao romano e
grego (NUNES, 2020).

No Renascimento, a teoria dos niimeros experimentou um renascimento significa-
tivo na Europa, com matemaéticos como Fibonacci e Fermat fazendo importantes avangos
nesta area. Fibonacci, em sua obra "Liber Abaci", introduziu os ntimeros ardbicos na Eu-
ropa e popularizou a sequéncia de Fibonacci, que tem aplicagoes em varias areas, incluindo
a biologia e a economia. Fermat, por sua vez, enunciou o chamado "dltimo teorema de
Fermat", uma das conjecturas mais famosas da teoria dos ntmeros, que s foi provada
mais de 350 anos apés sua formulacio (KASAHARA; DE SA, 2023).

No século XVIII, a teoria dos nimeros comegou a se consolidar como um campo
distinto da matematica, com o trabalho de matemaéticos como Euler e Gauss. Euler
fez contribuicoes importantes para a teoria dos ntmeros, especialmente no campo das
fungoes geratrizes e nas congruéncias. Gauss, por sua vez, é conhecido por suas obras
sobre aritmética modular, teoria dos ntimeros algébricos e a demonstragao do teorema
fundamental da aritmética, que estabelece a unicidade da decomposi¢ao em fatores primos
(RODRIGUES; GONZAGA, 2022).

Também no século XIX, a teoria dos ntimeros continuou a se expandir e se ra-
mificar em varias dire¢oes, com o surgimento de novos conceitos e técnicas matemaéticas.
Destacam-se os trabalhos de matemaéaticos como Dirichlet, Dedekind e Riemann, que de-
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ram contribuicoes significativas para a teoria dos ntimeros algébricos, teoria dos niimeros
analiticos e a teoria dos nimeros transcendentais (RUSSO et al., 2024).

J& no século XX, a teoria dos nimeros experimentou um grande florescimento,
com o desenvolvimento de novas técnicas e métodos matematicos. Destacam-se os tra-
balhos de mateméticos como Hardy, Littlewood, Ramanujan, Wiles e muitos outros, que
fizeram importantes contribui¢oes para éreas como a teoria dos ntimeros analiticos, a te-
oria dos ntmeros algébricos e a teoria dos nimeros aditivos. O século XX também viu a
resolugao de varias conjecturas famosas na teoria dos ntimeros, como o ultimo teorema de
Fermat, provado por Andrew Wiles em 1994 (RUSSO et al., 2024).

Hoje, a teoria dos niimeros continua sendo um campo ativo e vibrante da ma-
tematica, com muitos problemas em aberto esperando por solugoes. Com o advento da
computacao e da teoria dos ntimeros computacionais, novas ferramentas e métodos ma-
tematicos estao sendo desenvolvidos para lidar com problemas cada vez mais complexos
nesta area de estudo. Assim, a teoria dos ntmeros permanece como um dos pilares fun-
damentais da matemaéatica, com aplicagoes em diversas areas, desde a criptografia até a
fisica teorica (KASAHARA; DE SA, 2023).

A Teoria dos ntmeros ¢ um ramo da Matematica utilizada como sinénimo de
Aritmética, e estuda os nimeros inteiros com suas propriedades e operacoes, sendo esta
utilizada em tarefas do cotidiano, em calculos cientificos e negocios (SILVA 2022), ou
seja, ¢ a parte pratica de quase todo o ramo tedrico da Matematica, e uma das areas que
também compoe a base curricular do ensino fundamental.

A Aritmética em si na sala de aula é dada principalmente por meio dos contetudos
de niimeros naturais e inteiros, multiplos e divisores, nimeros primos e compostos, regras
de divisibilidade, maximo e minimo divisor comum, bem como todas as suas propriedades
e aplicagoes. Dentro disso ainda temos a Congruéncia Modular, que é a parte mais
detalhista da Aritmética (KASAHARA; DE SA, 2023).

O estudioso Euclides de Alexandria no seu escrito chamado “Os elementos™ uma
versao grega de teoria dos ntimeros - datado provavelmente 300 anos antes de Cristo,
demonstrou algo parecido com o teorema fundamental da aritmética em sua proposicao,
mas foi Gauss, no séc. XIX, que conseguiu demonstrar com veracidade, atribuindo notacao
apropriada e gerando o teorema, o que vem sendo aceito e utilizado até a atualidade

(OLIVEIRA 2017).

Enquanto ainda estudante em Gottingen, Gauss tinha comegado a trabalhar
em uma importante publicacdo em teoria dos nimeros. Aparecendo dois anos
depois de sua dissertagao de doutoramento, as Disquisiotiones arithmeticae
constituem um dos grandes classicos da literatura matematica. Consiste em
sete se¢oes. Culminando com duas demonstracoes da lei de reciprocidade qua-
dratica, as quatro primeiras se¢oes sao essencialmente uma reformulagao mais
compacta da teoria dos nimeros do século dezoito. Fundamentais na discussao
s@o os conceitos de congruéncia e classe de restos. (BOYER; MERZBACH,
2012, p.344)

Ele introduziu a nogao de congruéncia, que descreve como nimeros dividem um
modulo comum, retornando um mesmo resto. Esta ideia revolucionou a maneira como os
matemaéticos abordam problemas de divisibilidade e teoria dos numeros. Além disso, a
divisao, sendo fundamental para a compreensao da congruéncia modular, permanece como
uma das operagoes matematicas mais desafiadoras para os estudantes (CARVALHO et
al., 2020).

Porém, a congruéncia modular, conceito-chave na aritmética modular, apesar de
frequentemente ensinada nas aulas teodricas, caso nao seja demonstrada a devida conexao
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com aplicagoes praticas, pode contribuir para a falta de interesse dos alunos em relagao ao
contetido. O problema é agravado pelo contexto pds-pandemia, que exige novas aborda-
gens pedagogicas e a integracao de ferramentas digitais que se alinhem com as habilidades
e interesses dos alunos (RUSSO et al., 2024).

Sabemos das dificuldades presentes no ensino da matemaética, devemos procu-
rar tornar as aulas mais atrativas, especialmente quando falamos dos atuais
estudantes mais imediatistas e menos interessados em aulas apenas teoricas.
Nessas condigoes, o que podemos tentar fazer é tornar nossas aulas as mais
atrativas possiveis, aos olhos deles. (Melo, 2014, p.53).

Historicamente, a aritmética modular nao era um toépico comum nos curriculos
de matemaética do ensino basico. Contudo, nas tltimas décadas, tem sido cada vez mais
reconhecida sua importancia e incluida no ensino fundamental e médio. Isso é evidenciado
em curriculos educacionais que comegam a incorporar conceitos de teoria dos ntimeros e
algebra em niveis mais bésicos de educagao (National Council of Teachers of Mathematics,
2000).

Santos (2013), em seu trabalho de pesquisa demonstra que o rendimento apresen-
tado pelos alunos de escolas publicas que participam da OBMEP, em dados extraidos do
site da instituicao, teve rendimento insatisfatorio e baixo aproveitamento. Dentro dessa
problematica, é importante a realizagdo de um trabalho pratico a fim de ajudar o estu-
dante da area da matematica a de fato usar na pratica cotidiana dele o conceito base
de congruéncia modular e desenvolva a capacidade de resolver problemas de repeticoes
periddicas de eventos.

O ensino de aritmética modular enfrenta desafios, principalmente devido a sua
natureza abstrata. Pesquisadores em educacao matemaéatica tém explorado diferentes abor-
dagens para tornar esse topico mais acessivel aos alunos. Por exemplo, Zazkis e Campbell
(1996) destacam a importancia de estratégias pedagogicas que contextualizem a aritmética
modular em problemas do mundo real para facilitar a compreensao dos alunos.

Borba e demais autores (2023), demostra com énfase a importancia do aprofun-
damento do uso de tecnologias no ensino na matematica como uma maneira de driblar
algumas dificuldades existentes ha tempos e incrementar o ensino. Se segue:

Tentaremos ver como coletivos formados por professores, alunos, softwares,
internet, e telefones celulares podem gerar novas opgoes educacionais e como
as partes deste coletivo se influenciam mutuamente. Em outras palavras, este
livro pode ser pensado como uma forma de agdo local, como uma maneira de
abrir possibilidades para que a inclusao digital se faga de forma que realce o
que de novo essas tecnologias podem trazer para a educagao, para expandir a
sala de aula, ou mudar a noc¢ao do que entendemos por sala de aula. (BORBA,
p. 20-21)

As aplicacoes da aritmética modular se estenderam para além da teoria dos niime-
ros. Na criptografia, por exemplo, a aritmética modular é um pilar central em algoritmos
como o RSA, que é um dos primeiros sistemas de criptografia de chave publica, ampla-
mente utilizado para seguranca de dados. ! Além disso, seu uso em ciéncia da computacao
¢ bem documentado, particularmente em estruturas de dados e algoritmos.

10 algoritmo RSA foi descrito em 1977 por Ron Rivest, Adi Shamir, e Leonard Adleman. Este tipo
de algoritmo é chamado de criptografia assimétrica ou de chave piiblica, pois existem duas chaves que
sao usadas.
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2.1 Divisao Euclidiana de Numeros Inteiros

Como nem sempre é possivel expressar uma relagao de divisibilidade de um inteiro
por outro, segue do Principio da Boa Ordem que embora que nos inteiros nao possamos
fazer divisoes em geral, existe um processo de divisao muito 1til e importante chamado
de divisao com resto.

O conceito e a pratica da divisao Euclidiana sao essenciais para a compreensao
da congruéncia modular, um tépico fundamental na matematica avangada.

Teorema 2.1: (Divisao Euclidiana): Sejam a e b dois nimeros naturais, com
b # 0. Existem dois tinicos nimeros naturais q e r, tais que:

a=>b.q+r, com0<r<]lbl.

Demonstracao: Considere o conjunto,
S={x=a—-by;y € Z} N (NUO)

Existéncia: Sejam a,b € Z, com b # 0, entao existe n € Z tal que n(—b) > —a, logo
a —nb > 0, o que mostra que S é nao vazio. O conjunto S é limitado inferiormente
por 0, logo, pelo Principio da Boa Ordenagao, temos que S possui um menor elemento
r. suponhamos entdo que r = a — bg. Sabemos que 7 > 0. Vamos mostrar que r < |b|.
Suponhamos por absurdo que r > |b].

Portanto, existe s € NUO, tal que r = |b| + s, logo 0 < s < r. Mas isso contradiz
o fato de r ser o menor elemento de S, pois s =a — (¢ 1)b € S, com s < r.

Unicidade: Suponha que a = bq + 7 = bg +r = bq' +1', onde ¢,¢'r,7" € Z, 0 < r < [B|
e 0 < 7" < |b], Assim, temos que —[b] < —r < 7' —1r <" < [b]. Por outro lado,
b(g —q') =71 —r, o que implica que

bllg — d'| = [r" —r| < 0],
o que sO ¢é possivel se ¢ = ¢ e consequentementes, r = r’

Este conceito foi fundamentado por Euclides em sua obra "Elementos", estabe-
lecendo a base para a teoria dos nimeros como conhecemos hoje (Heath, 1908). Heath
(1908) destaca que a abordagem de Euclides para a divisao com resto é mais do que
um simples método de célculo, é a fundagao da compreensao de ntimeros inteiros e suas
propriedades.

Imaginemos a seguinte problematica: Desejamos dividir 9 pirulitos entre 4 cri-
ancas. Com quantos pirulitos cada crianga ficara? Como 4 nao divide 9. Precisariamos
dividir os 9 pirulitos em 4 partes iguais, ficaria cada uma das criangas com 2 pirulitos
e sobraria 1, que seria o resto da divisao de 9 por 4. Na pratica, esta seria a Divisao
Euclidiana basica, feita de maneira manual com objetos comuns do dia a dia.

Portanto, no nosso uso, chamamos a de dividendo (ntmero que sera dividido), b
de divisor (nimero que divide), g de quociente (resultado da divisdo) e r de resto (o que
sobra).

Exemplo 2.1.1. Sejam os ntimeros inteiros 236 o dividendo e 7 o divisor temos:

236 =7-33+5.
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O Algoritmo da divisao euclidiana também pode ser estendida para dividendo ne-
gativo (ou divisor negativo) usando a mesma abordagem afinal a definigao é para quaisquer
inteiros a e b.

Exemplo 2.1.2. Sejam os nimeros inteiros (-19) o dividendo e 4 o divisor temos:

—19=4-(=5)+1.

Exemplo 2.1.3. Na pratica podemos imaginar a seguinte situagao: Sejam 15
cavalos a serem divididos entre 4 amigos. Nesse caso o dividendo é o niimero de cavalos
e o divisor o nimero de amigos.

15=4-3+3.
Nesse caso, cada amigo ganharia 3 cavalos e ainda restaria 3 cavalos.
Exemplo 2.1.4. Qual o quociente e o resto da divisao de —17 por 37
—17=3-(-6)+ 1.

Logo, o Quociente é —6 e o Resto 1.
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3 CONGRUENCIA MODULAR

A aritmética modular é um sistema de aritmética para inteiros, onde os nimeros
"retrocedem"quando atingem um certo valor, o moédulo. O pioneiro na abordagem de
congruéncia foi matematico suico Euler por volta de 1750, quando ele explicitamente
introduziu a ideia de congruéncia moédulo um nimero natural N.Porém a abordagem
moderna da aritmética modular foi desenvolvida por Carl Friedrich Gauss em seu livro
Disquisitiones Arithmeticae, publicado em 1801.

A congruéncia modular baseia-se no conceito de divisao Euclidiana. Ela é definida
quando dois nameros inteiros tém o mesmo resto ao serem divididos por um niimero inteiro
positivo n. Ou seja, a é congruente a b moédulo n, escrito como a = b mod n, se n divide
a-b (Andrews, 1994).

Andrews (1994) explica como a congruéncia modular ¢ uma extensao natural do
conceito de divisao Euclidiana, enfatizando a importancia de entender a divisao com resto
para explorar as propriedades das congruéncias.

Introduzir a divisao Euclidiana no ensino fundamental e médio prepara os estu-
dantes para conceitos mais complexos como a congruéncia modular. Ao entender como
um numero pode ser decomposto em um produto mais um resto, os alunos comecam a
perceber os padrdes subjacentes na matematica (Burn, 2005). Burn (2005) ressalta ainda
a importancia da divisao Euclidiana como um precursor para o entendimento da con-
gruéncia modular, apontando que este conhecimento bésico é essencial para o avanco em
matematica.

A prética e o entendimento da divisao Euclidiana sdo indispenséaveis para a com-
preensao plena da congruéncia modular. Esta relagao é fundamental nao apenas em teoria
dos niimeros, mas também em diversas aplicacoes praticas na matemética, na ciéncia da
computagao e na criptografia.

A grande aplicabilidade das Congruéncias modulares em diversas areas, como
sistemas de identificacdo (ISBN, CPF, RG, coédigos de barras), criptografia,
calendérios, relogios etc. € base de muitos artigos cientificos e gera contribuigoes
para o processo ensino e aprendizagem no ensino fundamental. (SILVA, 2022,
p. 59)

Agora vamos a algumas defini¢oes, proposigoes e exemplos:

Definicao 3.1. Seja m um ntmero natural. Diz-se que dois ntmeros a e b sao
congruentes modulo m e, escreve-se a = b mod m, se os restos de sua divisao por m sao
iguais. Caso contrério, diz-se que a e b sao incongruentes e, denota-se a # b mod m.

Exemplo 3.1. Seja 23 = 11 mod 4, pois os restos da divisao de 23 e 11 por 4
sao iguais a 3.

Exemplo 3.2. Seja 17 # 8 mod 5, pois os restos da divisao de 17 e 8 por 5 sao
2 e 3 respectivamente.

Pela definicao 3.1, Temos a impresao que para verificar se dois nlimeros sao con-
gruentes modulo m é necessario efetuar a divisao euclidiana de ambos por m para depois
comparar seus restos. porém é suficiente a aplicacao do resultado apresentado na propo-
sicao 3.1.
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Proposigao 3.1. Suponha que a, be m € Z, com m > 1. Entao a = b mod m
se, e somente se, m | b — a.

Demonstracao: Sejam a = mqg+r,com 0 <r <meb=mqg +r", com 0 <1 <m,
as divisoes euclidianas de a e b por m, respectivamente. Suponha que a = b mod m. Segue,
da defini¢ao, que, r =’ e dai b —a = m(q¢' — q) + ' — r = m(¢’ — q), portanto, m|b — a.

Decorre da definicao, que a congruéncia, médulo um inteiro fixado m, é uma
relacao de equivaléncia, conforme a proposicao 3.2.

Proposicao 3.2. Seja m € N. Para todos a, b, ¢c € Z, tem-se que:
(a) Reflexiva: a = a mod m;

(b) Simétrica: se a = b mod m, entao b = a mod m;

(c) Transitiva: se a = b mod m e b = ¢ mod m, entdo a = ¢ mod m.
Demonstracao:

(a) Como m|0, entdo, m|(a — a) o que implica que a = a mod m.

(b) Se @ = b mod m, entdo a = b+ kym, ky € Z. Logo, b = a — kym, o que
implica pela proposicao 3.1, que a = b mod m.

(¢) Se a = b mod m e b = ¢ mod m, entdo existem inteiros k; e ko tais que
a—b=kimeb—c= kym. Somando membro a membro estas tltimas equacoes, obtem-se
a — ¢ = m(k; + ko) mod m, de onde segue que, a = ¢ mod m. Reciprocamente, suponha
que m|b —a. Como r' —r =b—a—m(q¢ — q) e m|b — a, concluimos que m|r’ —r. Sendo
0 <7, r < m, tem-se que |’ —r| < m, logo ' = r. Portanto, a = b mod m.

Proposigao 3.3. Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1.
a) Se a =b mod m e ¢ = d mod m, entdo a + ¢ = b+ d mod m;
b) Se a = b mod m e ¢ = d mod m, entdo a — ¢ = b — d mod m;

(
(
(¢) Se a =bmod m e ¢ =d mod m, entdao ac = bd mod m;
(d) Se a = b mod m, entao ak = bk mod m, Vk € Z;

(

e) Se a,b,m,k € Z, com k >0 e a=bmod m, entdo a* = b* mod m.

Demonstragao:

(a) De a = b mod m e ¢ = d mod m, segue que existem ki, ky € Z tais que,
a—b=mky e c—d= mky. Somando as duas ultimas equagoes membro a membro,
obtem-se (a + ¢) — (b+ d) = m(ky + k2), acarretando que a + ¢ = b + d mod m.

(b) Basta subtrair membro a membro as equagoes a — b = mk; e ¢ —d = mks,
que implica em (a — ¢) — (b — d) = m(k1 — k2), acarretando a — ¢ = b — d mod m.
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(¢) Como a = bmod m e ¢ = d mod m, existem ks, ky € Z, tais que a—b = kym e
c—d = kym. Multiplicando a —b = k3m por c e ¢ —d = k4 por b, obtem-se ac — bc = cksm
e bc — bd = ckym. Somando membro a membro essas ultimas igualdades, segue que
ac — bd — bc+ be = cksm + ckym, acarretando ac — bd = m(cks + ck,) e, portanto, ac = bd
mod m.

(d) De @ = b mod m, segue que existe algum ¢ inteiro, tal que a — b = tm.
Multiplicando ambos os membros dessa equacgao por k, obtem-se, ka — kb = ktm e,
portanto, ka = kb mod m, Vk € Z.

(e) Sera utilizada indugao sobre k. Para k = 1 a proposigao ¢ verdadeira, pois,
a' = b' mod m conforme hipétese. Supondo a propriedade verdadeira para k, isto é,
que a® = bv* mod m, deve-se mostrar que isso implica na validade para k + 1, ou seja,
a1 = ¥ mod m. De fato, como a = b mod m e, por hipétese de inducao, a* = b* mod
m, basta multiplicar, membro a membro as congruéncias, para obter, a.a® = b.b* mod m,
o que implica em a**' = v**! mod m.
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Exemplo 3.3. Determinar o resto da divisao de por 11.

Solucio: Note que calcular a poténcia de 2'%° para tentar dividir por 11 nao

parece ser viavél. Observe como fica a solugao por congruéncia modular.
29 =32=—1mod 11
pelo item (e) da proposigao 3.3 temos: (2°)2° = (—1)?° mod 11
2190 =1 mod 11
Portanto, 2!% deixa resto 1 na divisao por 11.
Exemplo 3.4. Determinar o resto da divisao de 222255% + 55552222 por 3.
Solugao: : Observe que 2222 = 740.3 + 2 e 5555 = 1851.3 4+ 2. Dessa forma
temos:
2222 = 2 mod 3 e 5555 = 2 mod 3.
Como 2 = —1 mod 3, pelo item (c) da proposi¢ad 3.2 temos:
2222 = —1 mod 3 e 5555 = —1 mod 3.
Assim pelo item (e) da proposi¢ao 3.3 temos:
2222555 = —1 mod 3 e 5555%?*? = 1 mod 3
Usando o item (a) da proposi¢ao 3.3 temos:
22225555 4 55552222 = 1 +1 = 0 mod 3

Portanto, 2222°5%% + 55552222 deixa resto 0 na divisao por 3.
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3.1 Pequeno Teorema de Fermat

Acredita-se que hé pelo menos, 500 anos antes de Cristo, os chineses sabiam que,
se p € um nimero primo, entao, p|2? —2. Mas coube a Pierre de Fermat, meados do século
XVII, generalizar esse resultado, enunciando assim o "Pequeno Teorema de Fermat"como
é conhecido nos dias atuais.

Para demonstrar o esse teorema de Fermat precisaremos do lema a seguir.

Lema 3.1: Seja p um ntmero primo. os nimeros (?), onde 0 <7 < p, sao todos
divisiveis por p.

Demonstracao: O resultado vale trivialmente para i = 1.
Podemos, entao supor 1 < ¢ < p. Nesse caso, i!|p(p —1)...(p — i+ 1).

Como (i!,p) = 1, decorre que #!|(p — 1)...(p — i + 1), e o resultado se segue, pois

Py _ (p=1)...(p—i+1)
$)=nr al
Teorema 3.1: (Pequeno Teorema de Fermat): Dado um nimero primo p, tem-se
que p divide o nimero a? — a, para todo a € Z.

Se p = 2, o resultado é trivial ji que a*> — a = a(a — 1) é par. Suponhamos p

impar. Nesse caso claramente basta mostrar o resultado para a > 0. Vamos provar o
resultado por inducao sobre a.

O resultado vale claramente para a = 0, pois p|0.

Supondo o resultado valido para a, iremos prova-lo para a + 1. Pela férmula do
Binoémio de Newton,

(a+1)?—(a+1)=a’ —a+ (’f)ap_l + ...+ (pfl)a.
Como, pelo lema 3.1 e pela hipotese de indugao, o segundo membro da igualdade

acima ¢é divisivel por p, conclui-se que p divide (a 4+ 1)? — (a + 1).

O Pequeno Teorema de Fermat é muito eficiente na resolucao dos problemas
sobre congruéncia modular por dar celeridade & resolu¢ao dos mesmos. Em notacao de
congruéncias, o teorema de Fermat enuncia-se assim:

Se p é um namero primo e a € Z, entao a? = a mod p. Além disso, se p { a, entao,
a?~1) =1 mod p.

A seguir serao apresentadas algumas aplicagdes do Pequeno Teorema de Fermat.
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Exemplo 3.1.1: Calcule o resto da divisao de por 7.

Solugdo: Note que 7 é primo e além disso 71 2. Assim temos que 257 = 6-42 +5.
Pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que 26 = 1 mod 7. Dessa forma R = 2(642+5)
mod 7, R = 1*2.2° mod 7, portanto R = 32 mod 7, Logo R =4 mod 7

2257 = 4 mod 7.
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323451

Exemplo 3.1.2: Calcule o resto da divisao de por 13.

Solucao: Note que 13 é primo e além disso 13 1 3. Assim temos que 23451 =
12-1954 + 3. Pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que 13'2 = 1 mod 13. Dessa forma
R = 30219%4+3) 104 13, R = 1'%* . 3% mod13, portanto R = 27 mod 13, Logo R = 1 mod
13

323451 = 1 mod 13.

3.2 Critérios de divisibilidade

Nessa segao é apresentado alguns critérios de divisibilidade, usando os conceitos,
definigoes e propriedades de congruéncia modular. A ideia principal é mostrar os critérios
de divisibilidade e estabelecer condigoes que nos permitam determinar se um dado ntimero
inteiro @ > 0 é ou nao divisivel por outro niimero inteiro b > 1, a um custo menor do que
efetuar a divisao.

Um niimero inteiro na base 10, Sera apresentado da seguinte forma:

a=r,-10"+7r,1-10"1+ .. +7r - 10+ 7.

3.2.1 Divisibilidade por 2

Um ntumero inteiro a > 0 ¢é divisivel por 2 quando o tltimo algarismo é par ou
¢ zero. Utilizando a nocao de congruéncia, note que: 10 = 0 mod 2, assim 10° = 0 mod
2.Assim,

r; - 10' = 0 mod 2, para i > 1.
Portanto, dado um niimero n, tem—se que:

a=r,-10n+7r,1-10,_1+...47r-104+1r9=0+0+ ...+ 0+ 79 = ng mod 2,
assim n = ng mod 2. E a é divisivel por 2 se, e somente se, ry é divisivel por 2, ou seja,
se Tg € par ou zero.

Exemplo 3.2.1.1: Verifique se o ntimero 3416 ¢ divisivel por 2.

Solugao:

5678 =5-1034+6-102+7-10+8=0+0+0+ 8 =8 mod 2,

mas, 8 = 0 mod 2, por transitividade 3416 = 0 mod 2. O que confirma que 5678 é divisivel
por 2 ja que 8 é um nimero par e é divisivel por 2.

Exemplo 3.2.1.2: Verifique se o nimero 6543 ¢é divisivel por 2.
Solucao:
6543 =6-103+5-1024+4-10+3=0+0+0+ 3 = 3 mod 2,

mas, 3 = 1 mod 2, por transitividade 6543 = 1 mod 2. portanto o nimero 6543 nao é
divisivel por 2, ja que 3 é um ntmero impar e nao é divisivel por 2.
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3.2.2 Divisibilidade por 3

Um ntimero inteiro a > 0 é divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus alga-
rismos for um nimero divisivel por 3. Utilizando a nocao de congruéncia e a proposigao
3.2, note que: 10 = 1 mod 3, por outro lado, 10> = 10-10 = 1 -1 = 1mod 3, ou ainda,
103=10%-10=1-1=1 mod 3, assim, 10’ = 1 mod 3. Dal,

r; - 10° = 1 mod 3, para ¢ > 1.
Assim,
ro = ng mod 3
r1 - 10 = ny mod 3

r9 - 102 = ny mod 3

To1 - 10"t =r,_; mod 3
r, - 10" = r, mod 3
Somando membro a membro tem-se que:
(rp 10" 471 - 10" oo - 10+ 19) = (rp + Ty + -+ - + 71 + 79) mod 3,
dessa forma temos que a = (r,, + 7,1 + ... + 71 + 19) mod 3. Assim a ¢é divisivel por 3

se, e somente se, (1, + 7,1+ -+ 11 +19) € divisivel por 3, ou seja, se a soma de todos

os algarismo for divisivel por 3, em congruéncia a é divisivel por 3 se:
(rp+7Tp_1+---+r;+179) =0 mod 3.
Exemplo 3.2.2.1: Verifique se o ntimero 7455 é divisivel por 3.

Solucao:
7455 =7-1034+4-10+5-10+5=7+4+5+ 5= 21 mod 3,
como 21 = 0 mod 3, tem-se por transitividade que 7455 = 0 mod 3, portanto o ntimero

7455 ¢é divisivel por 3. pois a soma dos seus algarismos é divisivel por 3.
Exemplo 3.2.2.2: Verifique se o ntimero 4589 é divisivel por 3.

Solugao:
4589 = 4-103+5-102+8-10+9=4+5+8 +9 = 26 mod 3,
como 26 = 2 mod 3, tem-se por transitividade que 4589 = 2 mod 3, portanto o ntimero

4589 nao ¢é divisivel por 3, pois a soma dos seus algarismos nao é divisivel por 3.
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3.2.3 Divisibilidade por 4

Um niimero inteiro a > 0 é divisivel por 4 se, e somente se, quando termina em
00 ou quando os dois ultimos algarismos da direita for divisivel por 4. Como 10 = 2 mod
4, por outro lado, 102 =10-10 = 2-2 = 0 mod 4. Daf

7;.10° = 0 mod 4, para i > 1.
Assim,
a=r,-10"+7r,_1-10" 1+ 4+ 10 + ro mod 4
a=04+04---47r;-10+ ry mod 4
a=ry-104rg mod 4

Portanto, a é divisivel por 4 se, e somente se, riry for divisivel por 4.
Exemplo 3.2.3.1: Verifique se o nimero 8732 é divisivel por 4.

Solugao:
8732 =8-103+7-10+3-10+2=0+ 0+ 30 + 2 = 32 mod 4,
como 32 = 0 mod 4, tem-se por transitividade que 8732 = 0 mod 4, portanto o ntimero

8732 ¢é divisivel por 4. pois ning é 32 que é divisivel por 4.
Exemplo 3.2.3.2: Verifique se o niimero 9813 ¢ divisivel por 4.

Solugao:
9813 =9-103+8-102+1-10+3=0+0+ 10+ 3 = 13 mod 4,
como 13 = 1 mod 4, tem-se por transitividade que 9813 = 1 mod 4, portanto o nimero

9813 nao é divisivel por 4. pois ning ¢ 13 que nao é divisivel por 4.

3.2.4 Divisibilidade por 5

Um ntmero inteiro a > 0 é divisivel por 5 quando o tltimo algarismo for 0 ou 5.
Utilizando a nocao de congruéncia, note que: 10 = 0 mod 5, dessa forma 10° = 0 mod 5.
Dessa forma temos;

r; - 100 = 0 mod 5, para i > 1.
Assim,

a=7r,-10"+7r, 110"+ 47 - 10+7rg=04+0+---+0+ 17y = ry mod 5,
assim a = ro mod 5. Assim, a é divisivel por 5 se, e somente se, o é divisivel por 5, ou

seja, se rg for divisivel por 0 ou 5.

Exemplo 3.2.4.1: Verifique se o ntimero 3754 é divisivel por 5.
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Solucao:
3754 =3-1034+7-10°+5-10+4=0+0+0+4 = 4 mod 5,
como 4 = 4 mod 5, tem-se por transitividade que 3754 = 4 mod 5, portanto o nmero

3754 nao ¢ divisivel por 5, pois seu algarismo da unidade nao é 0 ou 5.
Exemplo 3.2.4.2: Verifique se o nimero 2025 é divisivel por 5.

Solucao:
2025=2-10°40-10°+2-10+5=040+0+5= 5 mod 5,
como 5 = 0 mod 5, tem-se por transitividade que 2025 = 0 mod 5, portanto o niimero

2025 ¢ divisivel por 5, pois seu algarismo da unidade é 5.
Exemplo 3.2.4.3: Verifique se o nimero 3450 é divisivel por 5.

Solugao:
3450 =3-103+4-1024+4-10+0=0+0+ 0+ 0= 0 mod 5,
como 0 = 0 mod 5, tem-se por transitividade que 3450 = 0 mod 5, portanto o niimero

3450 é divisivel por 5, pois seu algarismo da unidade é 0.

3.2.5 Divisibilidade por 6

Um ntimero a > 0 é divisivel por 6 se, e somente se, a é divisivel por 2 e 3. Uma
justificativa desse critério vem do Teorema Fundamental da Aritmética - TFA, de fato
pode-se notar que a decomposicao em fatores primos do 6 é 6 = 2 - 3.

Demonstragao: Seja a um numero natural, tomando a = 6 -t = 2- (3 -¢), se
fizermos x = 3 -t , entdao a = 2 -z, com xz € N, dai a é divisivel por 2. Analogamente
a=6-t=3-(2-1), se fizermos z =2 -t, entdo a = 3 - z, com z € N, assim a é divisivel
por 3, logo se a é divisivel por 6, entao a é divisivel por 2 e 3.

Por outro lado, suponhamos, que a seja divisivel por 2 e 3, como 2|a, entdo existe
k € N tal que a = 2 - k, notemos que 3 — 2 = 1, multiplicando essa igualdade por £,
obtemos 3-k—2-k=k = 3-k—a =k (i), por outro lado, existe também ¢ € N tal que
a = 3-t, pois 3|a (ii), logo, por (i) e (ii) temos que k =3-k—a=3-k—3-t =3(k—1).

Exemplo 3.2.5.1: Verifique se o ntimero 6654 ¢ divisivel por 6.

Solugao:

Nesse caso da divisao por 6, vamos dividir em duas partes que é verificar se o
numero é divisivel por 2 e caso seja, verificar se também é divisivel por 3.

Parte 1: (verificar se 6654 ¢ divisivel por 2)
6654 =0+ 0+ 0+ 4 mod 2,
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6654 = 4 mod 2

Temos entao que 6654 ¢é divisivel por 2 ja que 4 é um nimero par e é divisivel
por 2.

Parte 2: (verificar se 6654 também ¢é divisivel por 3)

6654 =646+ 5+ 4 mod 3,
6654 = 21 mod 3

Portanto o ntimero 6654 ¢ divisivel por 3. pois a soma dos seus algarismos ¢é
divisivel por 3.

3.2.6 Divisibilidade por 8

Um namero inteiro a > 0 é divisivel por 8 se, e somente se, quando termina em
000 ou quando os trés tltimos algarismos da direita for divisivel por 8. Como 10 = 2 mod
8, por outro lado, 103 =10-10-10=2-2-2 = 0 mod 8. Daf

7r;.10° = 0 mod 8, para i > 2.
Assim,
a =7y - 10" + 7,1 - 10" 4+ - 75 - 10* + 71 - 10 4 79 mod 8
a=04+04+---+7ry-10>4+7r; - 10+ 19 mod 8
a=ry-102 47110+ 7o mod 8

Portanto, a é divisivel por 8 se, e somente se, ror;7 for divisivel por 8.
Exemplo 3.2.6.1: Verifique se o nimero 9832 é divisivel por 8.

Solugao:
9832 =9-10+8-10°+3-10+2 =0+ 800+ 30 + 2 = 832 mod 8,
como 832 = 0 mod 8, tem-se por transitividade que 9832 = 0 mod 8, portanto o niimero

9832 ¢ divisivel por 8. pois roriry é 832 que ¢é divisivel por 8.
Exemplo 3.2.6.2: Verifique se o ntimero 1985 ¢ divisivel por 8.

Solucao:
1985 =1-10>+9-10*+8-10+5= 0+ 900 + 80 + 5 = 985 mod 8,
como 985 = 1 mod 8§, tem-se por transitividade que 1985 = 1 mod 8, portanto o niimero

1985 nao é divisivel por 8. pois rori7rg € 985 que nao é divisivel por 8.
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3.2.7 Divisibilidade por 9

Um ntimero inteiro a > 0 é divisivel por 9 se, e somente se, a soma de seus alga-
rismos for um nimero divisivel por 9. Utilizando a nocao de congruéncia e a proposigao
3.2, note que: 10 = 1 mod 9, por outro lado, 10> = 10-10 = 1 -1 = 1lmod 9, ou ainda,
103=102-10=1-1=1mod 9, assim, 10’ = 1 mod 9. Daif,

r;.10° = 1 mod 9, para i > 1.
Assim,
ro = ro mod 9
ry-10=r; mod 9

re - 102 =15 mod 9

To1 - 10"t =r,_; mod 9
r, - 10" =r, mod 9
Somando membro a membro tem-se que:
(rp - 10" 47y - 10" oo - 10+ 19) = (rp + Ty + -+ -+ 71 +79) mod 9,
dessa forma temos que a = (r, + 7,1 + ... + 71 +79) mod 9. Assim a ¢é divisivel por 9

se, e somente se, (1, + 7,1+ -+ 11 +19) € divisivel por 9, ou seja, se a soma de todos

os algarismo for divisivel por 9, em congruéncia a é divisivel por 9 se, e somente se:
(rp+7Tp_1+---4+r+179) =0 mod 9.
Exemplo 3.2.7.1: Verifique se o niimero 8451 é divisivel por 9.

Solucao:
8451 =8-10%+4-102°+5-10+1=8+4+5+1 =18 mod 9,
como 18 = 0 mod 9, tem-se por transitividade que 8451 = 0 mod 9, portanto, o niimero

8451 ¢é divisivel por 9. pois a soma dos seus algarismos ¢ divisivel por 9.
Exemplo 3.2.7.2: Verifique se o ntiimero 2317 é divisivel por 9.

Solugao:
2317=2-1034+3-10°+1-10+7=2+3+1+7=13mod 9,
como 13 = 4 mod 9, tem-se por transitividade que 2317 = 4 mod 9, portanto, o ntimero

2317 nao ¢ divisivel por 9, pois a soma dos seus algarismos nao é divisivel por 9.
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3.2.8 Divisibilidade por 10

Um ntmero inteiro a > 0 ¢ divisivel por 10 quando o tltimo algarismo é zero.Utilizando
a nocao de congruéncia, note que: 10 = 0 mod 10, assim 10’ = 0 mod 10.Assim,

r; - 100 = 0 mod 10, para i > 1.
Portanto, dado um niimero a > 0, tem—se que:

a=71,- 10"+ 7, 1 - 10"+ .+ 710+ 1
a=04+04...404ryg mod 10
a = ro mod 10.

Assim a = rg mod 10. E a é divisivel por 10 se, e somente se, ry € divisivel por
10, ou seja, se ry é zero.

Exemplo 3.2.8.1: Verifique se o nimero 3540 é divisivel por 10.
Solucao:

3540 =3-103+5-1024+4-10+0
3540 =040+ 0+ 0 mod 10
3540 = 0 mod 10,

Mas, 0 = 0 mod 10, por transitividade 3540 = 0 mod 10. O que confirma que
3540 é divisivel por 10 ja que termina em 0.

Exemplo 3.2.8.2: Verifique se o niimero 7589 ¢ divisivel por 10.
Solugao:

7589 =7-103+5-102+8-10+9
7589 =04+04+0+9 mod 10
7589 = 9 mod 10,

Mas, 9 = 9 mod 10, por transitividade 7589 = 9 mod 10. Portanto, o ntmero
7589 nao ¢ divisivel por 10, ja que o mesmo é um nimero que nao termina em zero.

Exemplo 3.2.8.3: Verifique se o niimero 78560 é divisivel por 10.

Solucao:

78560 = 7-10*+8-10°+5-10°+6-10+0
78560 =0+0-+0+0+0 mod 10
78560 = 0 mod 10,

Mas, 0 = 0 mod 10, por transitividade 78560 = 0 mod 10. O que confirma que
78560 é divisivel por 10 ja que termina em 0.
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3.2.9 Divisibilidade por 11

Um ntmero inteiro @ = r,, - 10" + 7,1 - 10" 4+ ... +r; - 10 + ry é divisivel por
11 quando rg —ry +1ry —r3+ ... — r,,_1 + r,.Utilizando a nogao de congruéncia, note que:
10 = —1 mod 11 e que 10> = 1 mod 11.Assim temos:

ro = ro mod 11
ry-10 = —r; mod 11
ry - 102 = ro mod 11

rs - 103 = —rs mod 11

Toy - 10" = —r,_; mod 11
r, - 10" = r, mod 11
Somando membro a membro tem-se que:

(ro4+71-104+7-102 +73- 103+ -+ 7,1 - 10"+ 7, - 10") = (ro — 71 + 72 —
T3+ ... —Tph_1+1,) mod 11,

Dessa forma temos que a = (rg —r1+ro—r3+...—r,_1+7,) mod 11. Assim a é divisivel
0 3

por 11 se, e somente se, (rg—1r1+7r2—73+...—r,_1+7,) é divisivel por 11, em congruéncia

a ¢é divisivel por 11 se, e somente se:

(ro—ri+re—r3+...— 71 +7,) =0 mod 11.

Exemplo 3.2.9.1: Verifique se o nimero 4567 é divisivel por 11.
Solugao:

4567=7—6+5—4 mod 11
4567 = 2 mod 11

Como 2 nao é divisivel por 11,temos que 4567 nao é divisivel por 11 .

Exemplo 3.2.9.2: Verifique se o niimero 482713 é divisivel por 11.
Solucao:

482713 =3 —-14+7—-2+8 -4 mod 11
482713 = 11 mod 11

Como 11 ¢ divisivel por 11,temos que 482713 ¢é divisivel por 11 .
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4 Aplicagoes de Congruéncia Modular no Cotidiano

Nesta secao sao apresentadas algumas das possiveis aplicacoes de congruéncia
modular no cotidiano nos quais iremos mostrar também aos alunos, apresentando as
potencialidades desta teoria, bem como ela se mostra bem 1til na sociedade, em particular,
na tecnologia. Nesse trabalho foi dado enfoque em criptografia e sistemas de identificacao

4.1 Criptografia

A origem da criptografia (do grego kryptos = escondido e graphien = escrita)
vem dentre outras utilidades, da inseguranca que havia no trafego de mensagens entre o
remetente e destinatéario, segundo Montanher. Na época das batalhas romanas, a mensa-
gem tinha que ser recebida em sua integralidade, nao havendo espago para erros, duvidas
ou inconsisténcias, pois o remetente enviava informacgoes valiosas e secretas, que o emis-
sor teria de receber e colocé-las em pratica, sendo este muitas vezes o tnico que sabia
decifra-las, e usar como estratégias nas batalhas.

Ha datagoes de codigos criptografados desde o tltimo século antes de Cristo,
no sistema de escrita hieroglifica egipcio e em comunicag¢oes sobre planos de batalha
romanos, conforme Silva. Inclusive, o mais completo exemplo sobre isso é a Criptografia
do Imperador Julio César.

O imperador romano precisava transmitir informacoes secretas ao seu general nos
campos de batalhas, pois, naquela época, as mensagens escritas poderiam ser facilmente
violadas, e sendo estas decodificadas, somente o emitente e o receptor teriam as chaves
que possibilitariam a decodificagoes das informagoes.

Oliveira, 2016, resume em seu trabalho como era basicamente o modelo de Crip-
tografia de Julio Cézar:

Funciona assim, a mensagem original é recodificada num sistema de nimeros,
chamado de pré-codificagao que considera uma concordéancia biunivoca das le-
tras existentes na mensagem com um conjunto de nimeros definidos de acordo
com a variedade de letras utilizadas. (Oliveira, 2016, p. 30)

Portanto, nesse processo de pré-codificagao as letras sao transformadas em niime-
ros, e na codificagao eram transformadas em outros niimeros, entao uma mensagem havia
duas fases de codificagoes, para somente assim chegar ao codigo da mensagem.

Exemplificando melhor essa criptografia, vamos usar o exemplo da Chave 3 ou
“pule 3", usada por Jilio Cézar ao transmitir informagoes & sua equipe, que nesse caso,
se na mensagem constava a letra K, isso correspondia a N, ou seja, K = L 4+ 2. Assim, a
decodificacao da mensagem era feita pela simples substituicao da letra escrita pela terceira
letra depois dela. O quadro a seguir (Quadro 1) apresenta a transposigao da criptografia
de César.

A codificacao da palavra ESCOLA, usando “chave 3”, ficaria assim:

HVFROD
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QUADRO 1: Criptografia de César ( chave 3)

a|/blc|d|e|f|g|h|i|j|k|]|m
dje|flg|h|i|j|k|[]l | m|o|p]|l12
njo|plq|r|is|{t|ju|v|w|x|y| z
qlr|s|t|lulv|iw|x|y|z]|al|b

Fonte: Conforme modelo de OLIVEIRA, 2017, p. 31

Partindo do processo de pré-codificacao, estas letras precisariam ser pré-codificadas
em numeros, e depois, na codificacao, precisariam ser codificadas em outros ntimeros, se-
guindo o seguinte quadro com a mesma Criptografia de César - Chave 3:

QUADRO 2: Criptografia de César ( chave 3)

a|b|c|d|e|f|g|h|i|j|k|]]l|m
00 (0102|0304 ]05|06|07|08|09]|10]11] 12
nl o|pl|lq|r|s|tju|v | w|x|Yy|z
13114115116 | 17|18 |19 20 |21 |22 |23 |24 |25

Fonte: Conforme modelo de OLIVEIRA, 2017, p. 31

Usando o mesmo exemplo, agora para pré-decodificar a palavra ESCOLA no
sistema numérico ficaria assim:

04—-18—-02—-14—-11-00
Na codificagao, usando a Chave 3, assumiria a seguinte forma:
07—-21-05—-17—-14-03

Ao observarmos o quadro 2, percebemos que esta é uma criptografia formada por
26 simbolos — 00 & 25 — que quando tratada nos termos da congruéncia modular, um
importante recurso para aprimoramento, poderia ser estabelecido além de uma chave c,
com a aplicagdo de mod 26, ou seja, todos os restos de uma divisao onde o divisor é 26,
tal que 0 < ¢ < 26.

Oliveira (2013) apresenta um exemplo prético da aplica¢do de congruéncia modu-
lar na Criptografia. Neste caso, seré recodificada a palavra MARIA, usando a criptografia
de César com “chave 15”.

A Pré-codificagao segundo o quadro 2: 12 — 00 — 17 — 08 — 10.

A Codificacao:

12 + 15 =27 = 01 mod 26
00 + 15 =15 = 15 mod 26
17 + 15 = 32 = 06 mod 26
08 +15 =23 = 23 mod 26
00+ 15 =15 =15 mod 26

Logo, a codificacgao utilizando a congruéncia modular sera:
01 -15—-06—-23—-15

Desse modo, pode-se afirmar:
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B (a) = a + ¢ mod 26

Em que a = nimero pré-codificado, B (a) = nimero codificado e C = chave da
criptografia de Cesar. Cuja decodificacao se da pela aplicacao da expressao:

E (a) =d — ¢ mod 26
Onde E (a) = namero decodificado e d = B (a).

A Criptografia tém sido fundamental no uso das tecnologias, sendo esta cada vez
mais desenvolvida e buscada por grandes empresas, pois hoje em dia, os smartphones con-
tém diversos documentos que antes eram s6 papeis na carteira fisica, como por exemplo,
a carteira digital de transito, que basta usar uma senha que sera autenticado o sistema,
dando acesso a diversas informacoes do motorista, inclusive sendo usado Qrcode, para
verificar autenticidade do documento.

Outro exemplo que vislumbramos muito na pratica é o uso dos bancos digitais,
que antigamente era praticamente impossivel resolver algo sem a assinatura fisica, sem ter
que ir ao banco ou destinar a um procurador tal funcao, hoje basta a autenticacao digital
para obter vérios servigos, em qualquer lugar, qualquer momento, sendo possivel realizar
transagoes apenas com a criptografia dos dados, tornando este um sistema que facilita
e demonstra seguranca até certo ponto, aos usuarios. Portanto, a Criptografia deve ser
segura a quem usa, e secreta, como proprio nome diz:

“Os servigos basicos de seguranca que um sistema criptografico deve fornecer
sdo, Confidencialidade, Integridade, Autenticagdo e Nao Repudiagao. A Con-
fidencialidade consiste em manter a informacao secreta para todos os que néao
estao autorizados ao contato com essa informacao. Integridade garante que a
informacao nao foi alterada por entidades desconhecidas ou nao autorizadas.
Autenticacdo garante a identidade de uma entidade envolvida na comunicacao.
Por dltimo, a Nao Repudiagao previne a negacao de agdes e compromissos pre-
viamente realizados.” (SILVEIRA, 2013)

Para garantir todos esses pilares, as empresas de tecnologia sao responsaveis por
cruzar varias informacoes que garantem a seguranca das senhas fornecidas e permitir o
acesso do usuario aos recursos tecnologicos desejados, pois como podemos perceber, a
criptografia em meios digitais tornou-se essencial aos usuarios.
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4.2 Sistemas de Identificagao - Codigo de barras com 13 digitos

O codigo de barras é utilizado universalmente em diferentes areas, como no co-
mércio, nas industrias, em bibliotecas, em bancos, dentre outros. Foi criado por Joseph
Woodland e Bernard Silver em 1952, inicialmente com 12 digitos, conforme Montanher
nos diz, e acabou sendo nomeado como Universal Product Code (UPC), conforme foi
disposto na figura 1 abaixo.

Figura 1: Ilustragao do Codigo de barras UPC (12 digitos)

2360105702

Fonte: Google imagens

George J. Laurer aprimorou o método, e em meados da década de 70, foi acrescido
mais um digito, servindo com identificagao do pais de origem, esse codigo recebeu o nome
de European Article Numbering system (EAN-13) — figura 2 -, adotado até os dias atuais.

Figura 2: Ilustragao Codigo de Barras EAN-13

123456 " 789012

Fonte: Google imagens

Conforme Oliveira, o nome c6digo de barras surgiu devido a existéncia da sequén-
cia de barras que sao identificadas pela largura de sua impressao e correspondem a um
codigo numérico, para o qual foi utilizado congruéncia modular. Sendo que, estas barras,
sejam elas brancas ou pretas, possuem espessuras possiveis: finas, médias, grossas ou
muito grossas.

Esquinca defende que o cédigo de barras é:

[...] uma representagdo grafica de dados. Ele permite uma rapida captacao
de dados, proporciona velocidade nas transacoes, precisao nas informagoes e
admite atualizagao em tempo real e tudo isso implica em maior controle, dimi-
nuigao de erros, gerenciamento remoto, garantindo velocidade no atendimento
de pedidos e clientes, além de significativa redugao de custos. (ESQUINCA,
2013, p. 41).

O codigo de barras do tipo EAN-13 é usado em diversos produtos, e é formado por
13 algarismos sendo este o mais utilizado em todo mundo. Usa congruéncia moédulo 10,
cuja base de multiplicacao é constituida pelos algarismos 1 e 3. Essa base de multiplicagao
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vai se repetindo da esquerda para a direita, multiplicando os 12 algarismos da sequéncia.
O 13° algarismo é chamado de algarismo de controle.
Sa (2020) discrimina o EAN-13 da seguinte forma:

[...] no codigo de barras com 13 algarismos, os trés primeiros digitos do codigo
representam o pais de registro do produto (verifique que para produtos filiados
no Brasil teremos sempre os digitos 7, 8 e 9); os quatro digitos seguintes identi-
ficam o fabricante; os proximos cinco digitos identificam o produto e o dltimo,
como ja sabemos, é o digito verificador ou de controle, que se pode calcular
através da congruéncia, modulo 10. (SA, 2020, p. 7).

A compreensao dessa estrutura nos permite, mais uma vez, entender a importan-
cia da aritmética modular para a construgao desses mecanismos de controle, visto que, a
interpretacao dos padroes e sequéncias de barras, cujas as leitoras eletronicas decodificam
até chegar a algarismos, que por fim, ainda chegarao a uma sequéncia légica matematica
que identifica produto a produto, é fruto do aprimoramento desses estudos.

Para que seja realizada a leitura de um codigo de barras, o leitor 6ptico afere
a espessura e cor de uma sequéncia de quatro barras associando-as a uma sequéncia de
sete digitos binarios. Ha trés blocos de barras um pouco maiores que nao sao lidos pelo
aparelho 6ptico e possuem a finalidade de dividir os campos do codigo de barras, e sao
denominados como lado esquerdo e lado direito.

Cada digito de 0 a 9 possui uma sequéncia referente aos sete digitos binéarios.
Especificamente, o lado esquerdo possui duas representacoes diferentes dependendo da
quantidade par ou impar de algarismos “uns”. Isso tornou-se necessario para que um
mesmo leitor Optico conseguisse realizar leituras nos sistemas UPC e EAN-13, visto que,
o primeiro usa 12 digitos e o segundo usa 13.

Pode-se estabelecer que o simbolo 0 represente uma listra branca fina, o simbolo
00 uma listra branca média, 000 uma listra grossa e 0000 uma listra muito grossa. Do
mesmo modo, o simbolo 1 representaria uma listra preta fina e, 11, 111 e 1111, listras
média, grossa e muito grossa. Essas sequéncias de 0 e 1 podem ser convertidas em nimeros
de 0 a 9. Como por exemplo, o nimero 7, o primeiro do cddigo na Figura 1 é representado
pela sequéncia 0101011.

Conforme Oliveira (2017) reforga:

Quando um consumidor passa pelo caixa de um supermercado, cujo sistema
é informatizado, percebe que o atendente registra suas compras passando o
codigo de barras em frente a uma leitora que permite identificar todas as infor-
magoes fiscais e de preco referentes aos produtos. As informacées do produto
foram cadastradas previamente num banco de dados integrado. Esse proce-
dimento agiliza a emissao do documento fiscal e a computacao dos valores a

serem pagos, permitindo que a efetivagao da transagao comercial acontega em
curto espago de tempo.

O codigo de barras do tipo EAN-13 é formado por 13 algarismos e é universal-
mente utilizado. Este cdédigo usa a congruéncia de médulo 10, cuja base de multiplicagao
é constituida pelos algarismos 1 e 3. Essa base de multiplicacao vai se repetindo da es-
querda para a direita, multiplicando os 12 algarismos da sequéncia, sendo o 13° algarismo
chamado de algarismo de controle. Segue abaixo — quadro 3 — ilustracao de tabela da
sequéncia binaria de digitos no sistema EAN-13:

Os numeros do lado esquerdo sao dependentes da quantidade par ou impar de al-
garismos “uns” para serem identificados, e partindo dessa classificacao é gerado o primeiro
algarismo do codigo de barras, seguindo a sequéncia, conforme o quadro abaixo ilustrado
— quadro 4:
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QUADRO 3: Ilustracao da sequéncia binaria de digitos no sistema EAN-13

Digito | Lado Esquerdo (Impar) | Lado Esquerdo (Par) | Lado Direito
0 0001101 0100111 1110010
1 0011001 0110011 1100110
2 0010011 0011011 1101100
3 0111101 0100001 1000010
4 0100011 0011101 1011100
) 0110001 0111001 1001110
6 0101111 0000101 1010000
7 0111011 0010001 1000100
8 0110111 0001001 1001000
9 0001011 0010111 1110100

Fonte: (ESQUINCA, 2013)

QUADRO 4: ITlustracao da sequéncia geradora do primeiro digito no sistema EAN-13

Digito Inicial | 1° 20 30 4° 5 6°
0 Impar | Impar | Impar | Impar | Impar | Impar
1 Impar | Impar | Par | Impar | Par Par
2 Impar | Impar | Par Par | Impar | Par
3 Impar | Impar | Par Par Par | Impar
4 Impar | Par | Impar | Impar | Par Par
5) Impar | Par Par | Impar | Impar | Par
6 Impar | Par Par Par | Impar | Impar
7 Impar | Par | Impar | Par | Impar | Par
8 Impar | Par | Impar | Par Par | Impar
9 Impar | Par Par | Impar | Par | Impar

Fonte: (ESQUINCA, 2013)

Partindo desta breve explicagao, nos paragrafos seguintes seré apresentada uma
demonstracao de como o codigo EAN-13 é constituido e os passos para a obtencao do
algarismo de controle.

Seja a sequéncia (aq,ag, as, as, as, ag, ar, as, ag, Ao, 11, A1, A13) & representacao
dos 13 digltOS de um CédlgO EAN-13. onde (al, asz, s, a4, as, ag, a7, s, g, @419, A11, A12, (113)
sao os doze primeiros digitos e a;3) o digito de verificagdo do codigo EAN-13. para en-
contrar o digito de verificacao basta seguir os seguintes passos:

19 Passo: Montar a sequéncia com os 12 algarismos do coédigo respeitando a
seguinte ordem.

(a'17 a2, asz, a4, as, g, a7, ag, A9, 10, A11, 0/12)

2° Passo: Multiplicar os termos de posicoes respectivas da sequéncia do passo
anterior pela seguinte sequéncia:

(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1, 3)
3° Passo: Determinar a soma S somando os produtos do passo anterior.

(S = a1-1—|—a2~3—|—a3-1+a4-3+a5-1—|—a6-3+a7-1+a8-3+a9-1+a10-3+a11-1—}—&12-3)
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4° Passo: Encontrar a3 usando congruéncia modular, S + a;3 = 0 mod 10 Note
que a3 € um algarismo que somado a S é um multiplo de 10.

Exemplo 4.2.1: Observe na prética.

Figura 3: Cédigo EAN-13 sem o tltimo algarismo

780983423456

Fonte: Google imagens (modificado para o exemplo)

Solucao:
1° Passo: Montar a sequéncia com os 12 algarismos do codigo respeitando a
seguinte ordem.

(7,8,0,9,8,3,4,2,3,4,5,6)

29 Passo: Multiplicar os termos de posicoes respectivas das sequéncias:
(7,8,0,9,8,3,4,2,3,4,5,6) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3)
(7-1+8-3+0-1+9-3+8-1+3-3+4-1+2-34+3-14+4-34+5-14+6-3)
32 Passo: Determinar a soma S somando os produtos do passo anterior.

(S=7-1+8-3+0-1+9-34+8-1+3-3+4-1+2-3+3-14+4-3+5-1+6-3)

S =123

4° Passo: Encontrar a;3 usando congruéncia modular, S + a3 = 0 mod 10.
Sabendo que S = 123 tem-se: 123 + a3 = 0 mod 10.

Logo, a13 = 7, pois 130 = 0 mod 10.

De fato como pode-se notar no cédigo EAN-13 completo abaixo o digito de vei-
ficagao € o algarismo 7.

Atualmente, codigos de barras sao utilizados nao s6 em produtos, como também
em crachas de identificacao ou pulseiras, permitindo o controle do fluxo de pessoas em
determinados ambientes, além de existir outros diversos outros modelos de c6digos de bar-
ras, presente em varios seguimentos. Dessa maneira, concluimos que, o uso desse recurso
acelera processos fisicos por meio dos recursos computacionais e de calculos numeéricos.
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Figura 4: Codigo EAN-13 (completo)

80983 5

Fonte: Google imagens
4.3 Cadastro de Pessoa Fisica - CPF

O Cadastro de Pessoa Fisica — CPF — no Brasil é constituido por 11 digitos,
sendo os dois tultimos separados por hifen e com caracteristicas de digitos de controle, ou
verificacao determinados com aplicacao da nogao de congruéncia. Para ilustrar, a figura
7 nos mostra um esquema que organiza o que cada combinagdo numérica representa:

09834"234567

Figura 5: Descrigao dos Digitos do CPF

Regiao Fiscal emissora do CPI '—I
ABC.DEF.GHI-J
|

Digitos definidos pela Receita Federal Primeiro digito verificador

Fonte: Clube de Matematica da OBMEP

Na ilustracao acima percebemos que os 8 primeiros digitos sao niimeros bases ja
definidos pela Receita Federal, o nono ntimero faz referéncia a regiao que foi emitida a
documentacao — numeros de 0 & 9, ficando alguns estados brasileiros com nimeros iguais,
j& que possuimos 27 estados ja somando com o Distrito Federal — DF | ainda ficando os
dois dltimos numeros como digitos de verificagao contra fraudes.

Na figura 8 temos o mapa do CPF por regiao fiscal onde o 9° digito do CPF
indica o estado em que o documento foi emitido e tem as seguintes identifica¢oes:

1 - DF, GO, MS, MT e TO

2 - AC, AM, AP, PA, RO e RR
3 - CE, MA e PI

4 - AL, PB, PE, RN

5—-BA e SE
6 — MG
7-ESeRJ
8 - SP
9 - PR e SC
0-RS
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Figura 6: Regiao Fiscal Emissora do CPF

afado(:PF

o do CPF im! ca o estado de origem

CPF: 000.000.008-00
de S@o Paulo

Fonte: Google imagens

Seja a sequéncia (ay, ag, ag, a4, as, ag, az, ag, 4y — g, a11) a representagao dos 11
digitos de um C.P.F. onde (a1, as, as, a4, as, ag, az, as, ag) sao os noves primeiros digitos e
a9, a1) os digitos de verificagao do C.P.F. para encontrar os digitos de verificagdo vamos
dividir em duas etapas:

1° Etapa: Calculando o a9, penultimo digito:

Multiplique a sequéncia (aq, as, as, a4, as, ag, ar, ag, ag) respectivamente pelos ni-
meros (1,2,3,4,5,6,7,8,9), depois some os noves produtos obtendo S1, isto é, S1 =
a1-1+as-2+a3-34+as-44+a5-5+ag-6+ar-7+ag-8+ag-9, Dal ajg serd o resto da
divisdo de S1 por 11 (caso seja 10, adote ajp = 0).

2° Etapa: Calculando o a;;, ultimo digito:

Agora com 10 digitos conhecidos da sequéncia: (ay, ag, as, a4, as, ag, ar, as, ag, a1p)
de forma andloga, multiplique os termos (a1, as,as,ay,as, ag, ar, as, ag, ajp) respectiva-
mente pelos nameros (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) e some todos produtos obtendo S2 = a; -
O+a2-1+a3-2—|—a4-3+a5-4+a6-5—|—a7-6—|—a8-7+a9-8+a10-9, Assim a1 sera
o resto da divisao de S2 por 11. Utilizando a congruéncia modular podemos denotar os
digitos de controle da seguinte forma:

S1—a;p=0mod 11 ¢ S2 —a;; =0 mod 11

Exemplo 4.3.1: Considerando o C.P.F. 041.530.823—XW, calcule os digitos de
verificacao X e W.

Solucao: Dividindo o problema em duas etapas tem-se:

19 Etapa: Calcular o peniltimo digito ag que é o primeiro digito de verificagao,
O Q1o =X:

Multiplicando a sequéncia (0,4, 1,5,3,0,8,2,3) respectivamente pelos numeros
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(1,2,3,4,5,6,7,8,9) e depois somando os noves produtos obtemos S1,0ou seja S1=0-1+
4-24+1-34+5-443-54+0-6+8-7+2-8+4+3-9. conclui-se assim que S1 = 145. como
aio ¢ o resto da divisao de 145 por 11 tem-se que 145 = 2 mod 11. portanto a;g = 2 ou
seja X= 2

2° Etapa: Calculando o tultimo digito aj; que é o ulltimo digito verificador o
all:W:

Agora com 10 digitos conhecidos da sequéncia tem-se: (0,4,1,5,3,0,8,2,3,2)
de forma andaloga, multiplique os termos (0,4, 1,5,3,0,8,2,3,2) respectivamente pelos
nameros (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) e some todos produtos obtendo S2=0-04+4-1+1-2+
5-3+3-44+0-5+8-6+2-7T+3-8+2-9, conclui-se assim que S2 = 137. como aq;
¢ o resto da divisao de 137 por 11 tem-se que 137 = 5 mod 11. portanto a;; = 2 ou seja
W=5

Logo, os digitos de verificagao procurados sao: 2 e 5, completando assim a nume-
racao do C.P.F. de digitos 041.530.823 — 25.

Exemplo 4.3.2: Considerando o C.P.F. 068.047.675—XW, calcule os digitos de
verificacao X e W.

Solucao: Dividindo o problema em duas etapas tem-se:

19 Etapa: Calcular o peniltimo digito a9 que é o primeiro digito de verificagao,
O Q1o =X:

Multiplicando a sequéncia (0,6,8,0,4,7,6,7,5) respectivamente pelos ntimeros
(1,2,3,4,5,6,7,8,9) e depois somando os noves produtos obtemos S1,0u seja S1 =0-1+
6-24+8-34+0-44+4-54+7-64+-7T4+7-8+5-9. conclui-se assim que S1 = 241. como
aip € o resto da divisao de 241 por 11 tem-se que 241 = 10 mod 11. Nesse caso vale a
observagao feita na explicacao acima e portanto a;gp = 0 ou seja X=0

2° Etapa: Calculando o tdltimo digito a;; que é o ulltimo digito verificador o

a11:W:

Agora com 10 digitos conhecidos da sequéncia tem-se: (0,6,8,0,4,7,6,7,5,0)
de forma anéloga, multiplica-se os termos (0,6,8,0,4,7,6,7,5,0) respectivamente pelos
nameros (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) e some todos produtos obtendo S2 =0-0+6-1+8-2+
0-3+4-447-54+6-64+7-7T+5-840-9, conclui-se assim que 52 = 182. como a;
é o resto da divisao de 182 por 11 tem-se que 182 = 6 mod 11. portanto a;; = 6 ou seja

W=6

Logo, os digitos de verificacao procurados sao: 0 e 6, completando assim a nume-
racao do C.P.F. de digitos 068.047.675 — 06.
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4.4 Congruéncia Modular no Ensino Fundamental

Uma das grandes preocupagoes dos professores de matematica da educagao ba-
sica esté relacionado a aceitacdo dos contetidos estudados. E muito comum o professor ser
questionado sobre qual a utilidade daquele contetido, por isso existe uma grande preocupa-
¢ao em existir sempre uma contextualizagao. A auséncia de metodologias que aproximem
os contetidos com aplicacoes no cotidiano acaba desmotivando grande parte dos alunos.

A congruéncia modular é um conceito matematico fascinante que pode ser intro-
duzido com sucesso no ensino fundamental, enriquecendo a compreensao dos alunos sobre
numeros e operacoes aritméticas. Esta abordagem pedagogica permite explorar de forma
pratica e interessante propriedades dos nimeros inteiros, além de fornecer uma base s6-
lida para o desenvolvimento de habilidades matematicas mais avancadas. Neste contexto,
exploraremos a importancia da congruéncia modular no ensino fundamental anos finais,
suas aplicagoes praticas e como pode ser integrada de forma eficaz no curriculo escolar.

A introducao da congruéncia modular no ensino fundamental pode ser feita de
forma gradual e acessivel aos alunos, comecando com conceitos basicos e avancando con-
forme o desenvolvimento cognitivo de cada grupo. Os alunos podem comecar explorando
a congruéncia com modulos pequenos, como 2, 3 ou 4, e gradualmente progredir para mo-
dulos maiores & medida que adquirem mais familiaridade com o conceito. Isso permite que
os alunos desenvolvam uma compreensao soélida dos fundamentos da congruéncia modular
antes de se aventurarem em aplicagdes mais avangadas. (GROSS et al., 2020)

Um dos aspectos mais empolgantes da congruéncia modular é suas aplicacoes pra-
ticas em diversas areas, desde a matemética pura até a criptografia e a teoria dos jogos.
Por exemplo, na matematica pura, a congruéncia modular ¢ amplamente utilizada para
estudar padroes e propriedades dos niimeros inteiros, como o Teorema de Euler ou o Pe-
queno Teorema de Fermat. Na criptografia, a congruéncia modular desempenha um papel
fundamental na garantia da seguranca das comunicacoes digitais, sendo a base de algorit-
mos como o RSA, amplamente utilizados na prote¢ao de dados sensiveis. (COUTINHO
et al., 2021)

Além disso, a congruéncia modular pode ser explorada de forma interdisciplinar,
integrando-se com outras disciplinas, como ciéncia da computagao, fisica e até mesmo
miusica. Por exemplo, na ciéncia da computacao, a congruéncia modular é usada em
algoritmos de hash para garantir a integridade de dados e em algoritmos de geracao de
numeros pseudoaleatorios. Na fisica, é usada para modelar fendomenos periddicos, como
as oOrbitas dos planetas ao redor do sol. E na misica, é usada para criar escalas musicais
e padroes ritmicos. (SILVA, 2021)

A introdugdao da congruéncia modular no ensino fundamental nao apenas en-
riquece a compreensao dos alunos sobre matematica, mas também promove o desen-
volvimento de habilidades cognitivas essenciais, como pensamento critico, resolucao de
problemas e raciocinio l6gico. Ao explorar padroes numeéricos e propriedades dos nime-
ros inteiros, os alunos sao desafiados a pensar de forma abstrata e a aplicar conceitos
matemaéaticos em contextos do mundo real.

Ao apresentar aos alunos um contetiido com varias possibilidades de aplicacoes,
servird como estimulo para aceitagdo do mesmo e a desmistificacao de que a matematica,
além de dificil, tem pouca aplicabilidade.

A curiosidade dos alunos é um fator positivo e poder ser visto como vantagem,
pois a partir dela que surge a motivacao para a aprendizagem, conforme Lorenco preceitua
e ainda segundo ele:
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[...] a melhor forma de os motivar, é apresentando os conteidos recorrendo,
sempre que possivel, a exemplos proximos das suas vivéncias e utilizando as
tecnologias que os absorvem nestas idades, despertando assim a curiosidade e
a vontade de procurar os métodos para obter a solugao dos problemas apresen-
tados. (Lourenco, 2011. p. 44).

O conhecimento da teoria de congruéncia modulares apresenta uma vasta possi-
bilidade de aplicagoes de problemas por meio do contetiddo em varias areas. Podemos rela-
cionar o tema com aplicagoes envolvendo: criptografia, codigo de barras, CPF, RG,cartao
de crédito, calendarios, relogios, etc. “E um tema bastante atual e que pode ser traba-
lhado ja nas classes do Ensino Fundamental e gerador de excelentes oportunidades de
contextualizacdo no processo de ensino-aprendizagem de matemética.” (SA, 2015, p.8)

Em verdade, a matematica sempre estaré presente em diversos pontos do cotidi-
ano, seja as pessoas sabendo o basico ou nao, ela sempre estd em diversos aspectos. A
sala de aula em si ¢ um espago de crescimento e discussao de diversos temas, e geram ex-
pectativas diferentes em cada aluno, pois cada um carrega uma particularidade dentro do
seu proprio processo de aprendizagem. Portanto, a depender de como temas considerados
mais dificeis sao tratados, estes além de uma melhor aceitacao, podem gerar curiosidade,
que é outro aspecto muito importante para o entendimento e aprofundamento.
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4.5 Utilizagcao de Tecnologia na Educacao Matematica

A utilizagao de tecnologia na educagao matematica tem se tornado cada vez
mais relevante e difundida nos ultimos anos. Com o avango tecnologico e a crescente
integracao da tecnologia na vida cotidiana, é natural que seu uso também se expanda no
contexto educacional, incluindo o ensino e aprendizagem da matemética. (RODRIGUES;
GONZAGA, 2022)

Nesse sentido, a tecnologia oferece uma série de recursos e ferramentas que podem
enriquecer o processo de ensino e aprendizagem, tornando-o mais dinamico, interativo e
acessivel. Desde softwares especificos até aplicativos para dispositivos moveis, ha uma
ampla gama de opc¢oes disponiveis para auxiliar os educadores no ensino da matematica.

Uma das principais vantagens da utilizagao da tecnologia na educacao matema-
tica é a possibilidade de tornar os conceitos abstratos mais concretos e visuais. Por meio
de softwares de geometria dindmica, por exemplo, os alunos podem explorar figuras geo-
métricas, realizar construcoes e visualizar propriedades de forma interativa, o que facilita
a compreensao e a internalizagdo dos conceitos. (NUNES, 2020)

Além disso, a tecnologia permite uma maior personalizacao do ensino, adaptando-
se as necessidades individuais de cada aluno. Com o uso de softwares educacionais, é
possivel oferecer exercicios e atividades que se adequem ao nivel de conhecimento e ao
ritmo de aprendizagem de cada estudante, proporcionando uma experiéncia de ensino
mais personalizada e eficaz. (KASAHARA; DE SA, 2023)

Outro aspecto relevante da utilizacao da tecnologia na educagao matematica é
a promocao da colaboracao e do trabalho em equipe. Através de plataformas online e
ferramentas de comunicagao, os alunos podem compartilhar ideias, discutir solu¢oes para
problemas e colaborar em projetos matematicos, o que estimula o desenvolvimento de
habilidades sociais e cognitivas. (RUSSO et al., 2024)

Além disso, a tecnologia oferece a oportunidade de diversificar as estratégias
de ensino, tornando-o mais atrativo e envolvente para os alunos. Jogos educacionais,
simulagoes interativas e videos explicativos sao apenas algumas das formas pelas quais a
tecnologia pode ser incorporada as aulas de matematica, tornando o aprendizado mais
ladico e interessante. (IDEM, 2022)

No entanto, é importante ressaltar que a utilizacao da tecnologia na educacao ma-
tematica deve ser feita de forma consciente e planejada. E fundamental que os educado-
res compreendam as potencialidades e limitagoes das ferramentas tecnologicas disponiveis,
bem como saibam como integra-las de maneira eficaz ao curriculo escolar. (RODRIGUES;
GONZAGA, 2022)

Cabe ao professor orientar os alunos na utilizacao das tecnologias, estimular o
pensamento critico e a reflexao sobre os contetidos estudados, e promover atividades que
explorem tanto os recursos tecnologicos quanto os métodos tradicionais de ensino. (NU-
NES, 2020)

A integragao de tecnologias digitais na educacao matematica tem ganhado des-
taque, especialmente no que se refere ao uso de ferramentas como calculadora de resto
para melhorar a compreensao de conceitos complexos como a congruéncia modular. Fer-
ramentas tecnologicas, como a calculadora de resto, podem simplificar o aprendizado de
conceitos matematicos avancados.

Elas permitem aos estudantes explorar e visualizar esses conceitos de maneira
interativa, o que pode melhorar a compreensao e o engajamento (Borba; Penteado, 2019).
Os autores argumentam que o uso de tecnologia na educacao matematica transforma
o processo de aprendizagem, tornando-o mais dinamico e acessivel, especialmente para
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conceitos abstratos como a congruéncia modular.

Estudos tém mostrado que a integragao de ferramentas digitais na matematica
escolar pode levar a melhorias significativas no desempenho académico dos alunos. A
tecnologia facilita a experimentacao e a resolucao de problemas de forma mais eficiente e
intuitiva (Heid; Blume, 2008). Os autores destacam que a tecnologia nao apenas auxilia
no entendimento de conceitos matematicos, mas também contribui positivamente para o
desempenho geral dos alunos, uma vez que estimula formas de pensamento mais criticas
e analiticas (RODRIGUES; GONZAGA, 2022)

A integracao da tecnologia na educacao matemaética, especialmente através do
uso de ferramentas como a calculadora de restos, representa um avanco significativo na
forma como os conceitos matematicos sao ensinados e aprendidos. A congruéncia modu-
lar, um toépico complexo e abstrato, é um exemplo de como a tecnologia pode facilitar
o aprendizado, tornando-o mais acessivel e compreensivel para os estudantes (NUNES,
2020).

O uso de calculadoras de restos no estudo da congruéncia modular permite que
os alunos visualizem e manipulem os nimeros de maneira mais eficaz. Esta abordagem
pratica ajuda a desmistificar um conceito que, de outra forma, poderia parecer distante e
teorico. O uso de tecnologias informaéticas é discutido no ambito na matematica desde a
década de 80, conforme Borba (2023) nos diz:

Nos anos 1980 o uso de calculadoras simples e cientificas e de computadores
jé era discutido em educagao matematica. Durante essa fase, expressdes como
"tecnologias informaticas" (TI) ou tecnologias computacionais comegaram a ser
utilizadas pelas pessoas para se referirem ao computador ou software, por exem-
plo. BORBA, 2023, p. 26

Borba e Penteado (2019) destacam inclusive esse aspecto metodologico como
“Zona de Conforto e Zona de Risco”, pois as atividades investigativas propostas em sala
de aula como uso de TI - tecnologias informéaticas — possuem carater aberto, buscando
visualizar diversas solugoes para um mesmo problema, mesmo isso nao se encaixando com
a ja formada “imagem da Matematica”, colocada como ciéncia exata, de maneira absoluta.

Inclusive as TI podem apresentar funcionamento bom ou ruim, a depender do
operador, pois os alunos podem saber utilizar algumas funcionalidades de maneira mais
aprimorada se comparar ao professor, a depender da geracao e nivel de atualizacao em
que o profissional se encontra, colocando o professor em zona de risco, exigindo de certa
forma uma dinamizacao do “poder” em sala de aula.

Além disso, a tecnologia oferece uma ponte entre o conteido matemaético e suas
aplicagoes praticas, mostrando aos alunos como a matemaética esta integrada em diversos
aspectos do mundo real, desde a criptografia até a resolugao de problemas cotidianos.

O professor que se encontra na sua zona de conforto, trabalhando com métodos
de uma matematica exata, de uma tnica solugao para cada problema, e nao fazendo uso
de TI, de certa maneira nao busca entrar na sua zona de risco, ji que este nao deseja
mudar sua metodologia tradicional de ensino de matematica, e precisar lidar com métodos
tecnologicos que talvez os alunos estejam mais familiarizados, por exemplo.

A adocao de ferramentas tecnologicas no ensino de matematica também reflete
uma mudanca no papel do educador, que passa a ser um facilitador do processo de apren-
dizagem. Isso incentiva uma abordagem mais colaborativa e exploratoria na sala de aula,
onde os alunos sao encorajados a investigar e descobrir por si mesmos, construindo assim
uma compreensao mais profunda e duradoura dos conceitos.
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4.6 MIT App Inventor

Figura 7: Pagina Inicial do Site
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O MIT App Inventor é uma plataforma de programagao visual e intuitivo que
permite a todos — até mesmo criangas — criar aplicativos totalmente funcionais para te-
lefones Android, iPhones e tablets Android/iOS. Aqueles que s@o novos no MIT App
Inventor podem ter um primeiro aplicativo simples instalado e funcionando em menos
de 30 minutos. E mais, nossa ferramenta baseada em blocos facilita a criacao de apli-
cativos complexos e de alto impacto em um tempo significativamente menor do que os
ambientes de programagao tradicionais. O projeto MIT App Inventor busca democratizar
o desenvolvimento de software, capacitando todas as pessoas, especialmente os jovens, a
passarem do consumo de tecnologia para a criagao de tecnologia.

Uma pequena equipe de funcionarios e estudantes do MIT CSAIL, liderada pelo
professor Hal Abelson, forma o ntcleo de um movimento internacional de inventores. Além
de liderar a divulgacao educacional em torno do MIT App Inventor e de realizar pesquisas
sobre seus impactos, essa equipe principal mantém o ambiente de desenvolvimento de
aplicativos on-line gratuito que atende a mais de 6 milhoes de usuarios registrados.

Os programas de codificagao baseados em blocos inspiram o empoderamento in-
telectual e criativo. O MIT App Inventor vai além disso para fornecer capacitacao real
para que as criancas facam a diferenga — uma maneira de alcancar um impacto social de
valor imensuravel para suas comunidades. Na verdade, os inventores de aplicativos na
escola e fora dos ambientes educacionais tradicionais se uniram e fizeram exatamente isso.

De acordo com o CSAIL (Computer Science and Artificial Intelligence Labora-
tory), laboratorio de criagdo do Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT), a ferra-
menta ja apresenta mais de atualmente o site conta com mais de um milhao de visitantes
tinicos mensais de 195 paises criando coletivamente quase 30 milhoes de aplicativos, o
MIT App Inventor estd mudando a forma como o mundo cria aplicativos e a forma como
as criangas aprendem sobre computagao.

Uma das principais caracteristicas do MIT App Inventor é sua interface grafica
de arrastar e soltar, que permite aos usuarios construir aplicativos visualmente, montando
blocos de cd6digo em vez de escrever linhas de codigo tradicionais. Esses blocos representam
funcionalidades como botoes, textos, sensores, operacoes logicas e muito mais, facilitando
a construcao e compreensao do aplicativo.

O MIT App Inventor oferece uma variedade de componentes e recursos prontos
para uso, incluindo integracao com sensores do dispositivo, acesso a internet, banco de
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dados local, multimidia, entre outros. Isso permite aos usuarios criar uma ampla gama
de aplicativos, desde jogos simples até aplicativos educacionais e utilitarios.

Além disso, o App Inventor oferece suporte a recursos avancgados, como conecti-
vidade com dispositivos externos, integracao com APIs web e publicagao de aplicativos
na Google Play Store.

Uma das grandes vantagens do MIT App Inventor é seu foco na educacgao. Ele é
frequentemente utilizado em escolas e cursos introdutoérios de programagao para ensinar
conceitos basicos de desenvolvimento de aplicativos de uma forma pratica e envolvente.

Em resumo, o MIT App Inventor é uma ferramenta poderosa que torna a criacao
de aplicativos moveis acessivel a uma ampla audiéncia, promovendo a aprendizagem e a
criatividade na area da tecnologia.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

As proximas segoes apresentam os resultados obtidos na etapa de intervengao
pedagogica da pesquisa. Sao tratados os resultados obtidos do questionéario diagnostico,
da integracao tecnologica na realizacao das atividades propostas e no questionario final.

5.1 Questionario diagndstico

O objetivo do questionario diagnostico foi verificar se os 32 estudantes seleci-
onados para participar da pesquisa tinham acesso a internet, se usavam o celular como
principal ferramenta de acesso a internet, se usavam o celular para fins pedagdgicos, inves-
tigar com que frequéncia eles usam ferramentas tecnologicas em sala de aula, questionar
se nos ultimos anos foi usado a calculadora como ferramenta educacional na escola e a
dificuldade dos mesmo em aprender matemética.

Quando questionados sobre o acesso & internet em casa e quais dispositivos sao
usados com mais frequéncia. 100% dos entrevistados disseram usar internet em casa e o
dispositivo mais utilizado é o smartphone. Isto confirma a expansao e popularidade dos
servigos digitais com a difusao da Internet , cada casa tem um telefone e é mais comum
utiliza-lo para acesso a internet do que qualquer outro dispositivo eletronico.

A grande maioria dos alunos passam em média 3 horas ou mais conectados na
internet e na sua maioria usam esse tempo didrio pra navegar nas redes sociais e jo-
gos onlines. Vale ressaltar que apesar de terem disponiveis gratuitamente varios meios
educacionais e informativos os alunos quase nao usam a internet para essa finalidade.

Ao serem questionados sobre o uso de dispositivos moéveis 100% dos alunos res-
ponderam que nos ultimos 4 anos nao usaram o celular como ferramenta educacional na
escola e grande maioria respondeu que nenhuma vez fez uso da calculadora em sala de
aula a pedido do professor. Esse resultado comprova que a tecnologia para o ensino de
matematica nao esta sendo aproveitada de maneira eficiente, uma vez que os alunos tém
acesso a ela pelo celular, mas, em sala de aula, nao é usada com o propésito educacional.

A BNCC propoe que os estudantes utilizem tecnologias, como calculadoras e
planilhas eletronicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, aumentando assim a
possibilidade do uso de dispositivos moveis em sala de aula.

Sobre a aprendizagem em matemaética cerca de mais 75% dos alunos afirmaram
ter alguma dificuldades em aprender conteiidos de matematica. Isso é um alerta para
refletirmos sobre as praticas docentes nos dias atuais.

Quando questionados sobre a ideia do uso de aplicativos em dispositivos madveis
como ferramenta educacional dos 32 alunos entrevistados a grande maioria tem um pen-
samento positivo sobre essa pratica. 16 alunos acharam a ideia boa, 8 acharam a ideia
6tima, 7 acharam a ideia regular e 1 achou a ideia ruim.

Vejamos algumas justificativas de alunos sobre a ideia do uso de aplicativos em
dispositivos moéveis:

Aluno C: "E uma ideia boa, pois torna a aula mais atrativa."
Aluno D: "E uma 6tima ideia porque foge um pouco das aulas tradicionais."

uno E: "Eu mui i r mais pr ixar a mateméti
Aluno E: "Eu acho to boa, pois pode ser o algo a mais pra deixar a matemética
interessante."
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Aluno F: "E uma boa ideia, porém se nao for bem administrada pode prejudicar
a aprendizagem."

Aluno G: "Gostei da ideia, achei boa, pois todos nos temos celular, dai ninguém
vai ficar de fora do estudo."

Aluno H: "Eu acho regular, pode ser bom mas alguns alunos podem usar o celular
pra outras finalidades."
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5.2 O Aplicativo

Nesta secao apresentamos a ferramenta educacional, um software para disposi-
tivos movéis, desenvolvida no intuito de auxiliar alunos da educacao basica durante as
aplicagoes do contetido de congruéncia modular.

Em um contexto historico, as calculadoras graficas revolucionaram a época em
que se tornaram populares, pois ja nao era necessario o auxilio de um computador (algo
imovel), ja que em vez dos alunos se deslocarem a um laboratério de informatica, as
calculadoras que eram levadas até as salas de aula, como nos informa Borba, Silva e
Gadanidis, ainda concluindo que:

Uma sala de aula, feita para trabalho em grupo, pode ter a lousa e as cal-
culadoras graficas como atores que facilitam a comunicagaol...]Tal perspectiva
permitia que os alunos associassem o movimento corporal as interfaces grafi-
cas das calculadoras, rompendo com a tradigao de imobilidade fisica na sala
de aula. Dava um passo a mais na possibilidade de termos um "ambiente de
aprendizagem multimodal"com graficos, lousa, cadernos e movimentos com-
pondo as possibilidades de expressdo multimodal. (Borba; Silva; Gadanidis,
2023. p. 84.)

Portanto, um ambiente de aprendizagem multimodal quando criado, ele abre
ainda mais portas. Sendo os comentarios acima tecidos a respeito de calculadoras graficas,
porém, na nossa atualidade ja tem algo ainda mais ao alcance de cada aluno e docente, que
é o uso do celular e da rede mundial de computadores, e aproveitando desse recurso que
frequentemente ja esté inserido em sala de aula, vem a busca por desenvolver um aplicativo
que trata exclusivamente sobre a Divisao Euclidiana, ponto forte desse trabalho.

Com a ideia de propor uma dindmica mais atrativa, interessante e que possa
atrair a interacao dos alunos nas aulas de matématica, desenvolvel-se um aplicativo movél
uma calculadora modular. Esta calculadora difere das demais pois a mesma apresenta
o resto inteiro da divisao entre dois inteiros, o que torna ela bem ttil para o objeto de
estudo desse trabalho.

A utilizacdo de tecnologias moveis como laptops, telefones celulares ou tablets
tem se popularizado consideravelmente nos tltimos anos em todos os setores da
sociedade. Muitos de nossos estudantes, por exemplo, utilizam a internet em
sala de aula a partir de seus telefones para acessar plataformas como o Google.
Eles também utilizam as cAmeras fotograficas ou de video para registrar mo-
mentos das aulas. Os usos dessas tecnologias ja moldam a sala de aula, criando
novas dinamicas, e transformam a inteligéncia coletiva, as relagoes de poder (de
Matematica) e as normas a serem seguidas nessa mesma sala de aula. (Borba,
Silva; Gadanidis, 2023. p. 83.)

Dito isso, percebemos o quanto as tecnologias vieram para somar no ramo da
matemaéatica e em outras ciéncias, pois tudo esta interligado. O aplicativo em si possui
uma interface simples, de rédpido entendimento, e apesar de parecer redundante — visto
que praticamente todos os celulares possuem calculadora como uma ferramenta — este
apresenta-se aos alunos de uma maneira diferente, ja que antes de usar, precisa baixar na
sessao de aplicativos, apos o uso, ainda é perceptivel o nome de cada elemento envolvido na
divisao, reforcando o entendimento sobre alguns termos muito presentes na matematica.

De modo geral o objetivo principal é usar a calculadora de forma a relembrar a
divisao Euclidiana e dos conceitos de congruéncia modular, afim de facilitar e agilizar as
aplicagoes de problemas relacionados a criptogréfia e digitos de verificagoes.

O aplicativo foi batisado como calculadora modular o mesmo foi desenvolvido
durante objeto de estudo desse trabalho no site do MIT inventor, é gratuito e de coédigo
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aberto, esta disponivel pra copia e download em:
https://gallery.appinventor.mit.edu/?galleryid=b9899702-2066-4776-86d3-02d20da821ce

Figura 8: Interface da calculadora modular
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Apesar de ter ficado evidente pelo o que foi exposto nas se¢oes anteriores, vale
ressaltar aqui a importancia dos restos inteiros das divisoes para a compreensao de con-
gruéncia modular. Por esse motivo e pelas fortes tendéncias do uso de tecnologias em sala
de aula, foi essencial o desenvolvimento de uma calculadora que apresentasse esses restos
de forma clara e mais direta.

A calculadora apresenta na sua interface 2 botoes que sao os de Calcular e Lim-
par. Além de 4 campos em branco que representam: Dividendo, Divisor/Méadulo,
Quociente e Resto. Ao preencher os campos do dividendo e do médulo deve-se apretar
o0 botdo calcular para obter de forma automatica o quociente e o resto dessa divisdo. Apos
anotar as informagoes recomenda-se apertar o botao de limpar para recomegar o processo
limpando todos os campos.

Exemplo 5.1 Ao colocarmos no Dividendo 358, no Divisor 11 e apertar o botao
CALCULAR teremos como resposta o Quociente 32 e o resto 6.

Com isso, essa funcao da calculadora modular facilita a compreensao tanto pra
divisao Euclidiana quanto para congruéncia modular, Pois com os dados do Exemplo 5.1
temos:

Na divisao Euclidiana; 358 = 32-11+6
Na congruéncia modular; 358 = 6 mod 11

Exemplo 5.2 Ao colocarmos no Dividendo 157, no Divisor 10 e apertar o botao
CALCULAR teremos como resposta o Quociente 15 e o resto 7.

Veja o Exemplo 5.2 direto na tela:
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Figura 9: Exemplo 5.2
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Com isso, essa funcao da calculadora modular facilita a compreensao tanto pra
divisao Euclidiana quanto para congruéncia modular, Pois com os dados da imagem temos:

Na divisao Euclidiana; 157 =10-15+7
Na congruéncia modular; 157 = 7 mod 10
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5.3 A Integracgao da Ferramenta Tecnolbgica

Nessa segao é relatado o uso da calculadora modular como a ferramenta digital
que ira auxiliar os alunos na resolugao de problemas envolvendo congruéncia modular du-
rante os encontros realizados para essa pesquisa. Esta calculadora, conforme apresentada
anteriormente, trata-se de um aplicativo desenvolvido para esse trabalho. O aplicativo
calculadora modular foi disponibilizado via link no WhatsApp para os alunos, que rapi-
damente fizeram a instalacao do mesmo.

Os encontros tiveram duragao de 90 minutos cada e foram no total 7 encontros
por turma, os mesmos aconteceram nos meses de setembro, outubro, novembro e dezem-
bro de 2023, sempre as segundas-feiras no turno vespertino. Os seis primeiros encontros
aconteceram em cada turma de forma separada e foram usados os planos de aulas elabo-
rados pelo autor com base na BNCC e adaptado pois congruéncia modular nao faz parte
da grade curricular. No sétimo e ultimo encontro, foi realizado uma atividade com as
duas turmas juntas na mesma sala e por fim, foi aplicado o questionério final.

A congruéncia modular torna o contetdo de divisibilidade como principal pré-
requisito, contetdo esse que faz parte do curriculo a partir do 6° ano do ensino funda-
mental. Devido a dificuldade de alguns alunos em conceitos basicos, tornou-se necessario
iniciar os encontros com aulas de nivelamento das turmas sobre os conceitos bésicos e
necessarios para uma melhor compreensao do objeto de estudo, em seguida foi disponi-
bilizado o aplicativo calculadora modular via WhatsApp para todos os alunos onde cada
um facilmente realizou a instalagao do mesmo em seus respectivos smartphones.

Apos encerrar o nivelamento sobre divisibilidade e ensinar aos alunos como usar a
calculadora modular, deu-se seguimento aos planos de estudos, no primeiro e segundo
encontro foram estudados os seguintes contetdos: Multiplos e divisores de um ntmero
inteiro; Critérios de divisibilidade e Divisao Euclidiana. Os contetidos foram abordados
sempre na tentativa de instigar os conhecimentos ja adquiridos pelos alunos.

Os principais objetivos nos dois primeiros encontros foram melhorar de forma
geral o desempenho de cada turma na parte de divisibilidade dando énfase na divisao
Euclidiana e a apresentacao da ferramenta tecnolodgica, pois esses dois topicos sao essen-
ciais para o desenvolvimento desse trabalho. Os materiais utilizados nos encontros estao
disponiveis nos apéndices D, E e F.

Problema proposto: Realize a seguinte divisao: 337 : 8 e reescreva na forma
Euclidiana, onde o dividendo = divisor - quociente + resto.
Comentario geral sobre o primeiro e o segundo encontro:

Nesse inicio do projeto, usou-se o quadro acrilico com principal método para
nivelamento dos alunos, visto que, varios assuntos foram abordados afim de buscar a
revisao dos mesmos. Feito isso e explanado de uma maneira Geral os focos principais desse
projeto, deu-se inicio a metologia ativa, que busca a participagao dos alunos, justamente
com o uso do aplicativo da Calculadora Modular.

Fora observado que, grande parte dos alunos mostrou interesse justamente nesse
topico, pois a interagao teve um aumento significativo por conta desse tipo de metodologia
aliada ao uso da tecnologia por meio dos celulares pessoais, ja que cada um podia ter indi-
vidualmente o uso de uma calculadora eficiente para auxiliar na resolucao dos problemas
que seriam apresentados.

No terceiro e no quarto encontro foi introduzido os conceitos iniciais de con-
gruéncia modular. Nessas aulas foram abordados os seguintes contetidos: Inteiros congru-
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Figura 10: Solugédo aluno A
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Fonte: Pesquisa, 2023

Figura 11: Registro do primeiro encontro

Fonte: Pesquisa 2023

entes; Caracterizacgao de inteiros congruentes; Propriedades das congruéncias e Aplicagoes
iniciais de congruéncias. Durante essas aulas foi mostrada a definicao de congruéncia
modular, foi feita a comparagao do uso da definicao e o uso da divisao Euclidiana em
problemas e durante a resolugao dos problemas foi utilizado a calculadora modular.

Nesses encontros, também fora mostrado aos alunos a exemplificagao do uso do
conteudo de congruéncia modular relacionado ao reloégio, tornando o tema mais atraente
uma vez que muitos alunos criam uma certa resisténcia aos conteiidos onde nao conseguem
ver aplicacoes.

Problema proposto: Com o auxilio da calculadora modular verifique se os
numeros 652 e 319 sao congruentes mod 3. Para fazer essa verificagao use a divisao
Euclidiana e a definicao, em seguida faca uma comparacao de qual método acha mais
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eficiente para esse tipo de verificagao.

Figura 12: Solucao aluno B
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Comentario geral sobre o terceiro e o quarto encontro:

Durante esses encontros foi apresentado aos alunos o contetido de congruéncia
modular, contetido este nunca visto pelos mesmos, o que gerou varias dividas e questi-
namentos o que é completamente normal por se tratar de algo novo pra eles. No entanto
todos estavam atentos pois precisavam compreender o assunto em questao para usar a
calculadora modular de forma correta.

No final da aula foi possivél observar um bom desenvolvimento e interagao das
turmas durante a resolucao de problemas. Cerca de 60% dos alunos estavam conseguindo
resolver os problemas com o auxilio da calculadora modular, ja os demais apresentaram em
primeiro momento dificuldades em como relacionar o uso da calculadora com o contetido e
alguns afirmaram que essa dificuldade se deu por nao terem compreendido completamente
o contetdo.

J4 no quinto e no sexto encontro foram trabalhados algumas das aplicacoes
de congruéncia com o auxilio da calculadora modular. Nessas aulas foram abordados os
seguintes assuntos: criptografia atraves da cifra de César, a importancia e como encontrar
o digito verificador do cédigo de barras EAN-13, a importancia e o como encontrar os
digitos verificadores no CPF. Para melhorar a contemplacao dos assuntos apos a expla-
nacao dos mesmos, os alunos focaram na resolucao dos problemas usando o aplicativo em
questao.

Durante esses encontros apos a resolucao das atividades os alunos formaram du-
plas, onde foi entregue a cada dupla um codigo de barras EAN - 13 e uma cédula de
CPF cada um sem seus correscondentes digitos de verificagao, onde cada dupla deveria
determinar corretamente os digitos de verificagao com o auxilio da calculadora modular.

Problema proposto: 1. Apos as aulas de criptografia, Joao decidiu criptografar
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Figura 13: Digitos de verificagao no CPF
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uma frase usando a chave 10 e mandar para seu professor. Analise o quadro 5 abaixo e
com o auxilio da calculadora modular decifre a frase que Joao mandou ao seu professor.

A frase: (14-04 10-22-24 14-02-03-04-13-10-01)

QUADRO 5: Problema proposto:1

0001 /02|03,04|05|06]|07|08]|09]|10]11 |12

13 (14 15116 |17 |18 19|20 |21 |22 |23 |24 |25

Problema proposto: 2. Com o auxilio da calculadora modular, Encontrar os
digitos verificadores X e W no CPF cujo os nimeros sao:

123.456.789-XW

Comentario geral sobre o quinto e o sexto encontro:

O quinto encontro destinou-se inteiramente ao tema de criptografia, nessa aula
foi destacado a importancia da criptografia nos dias atuais e usamos a cifra de César
combinada com diferentes chaves sempre relacionando a congruéncia para codificar e de-
codificar: palavras, frases e até mesmos textos. Tudo isso com o auxilio da calculadora
modular.
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Figura 14: Registro do uso da calculadora modular

Nesse encontro foi possivél notar um grande interesse por parte dos alunos para
conseguir decodificar as palavras. A utilizacao da cifra de César é frequentemente usada
com a chave 3 o que nao dificulta tanto os célculos mas ao combinarmos com a chave 5
ou um pouco maior o uso da calculadora modular se mostrou essencial para auxiliar os
alunos e agilizar o processo de decodificagao.

J& o sexto encontro ficou reservado para ser abordado a questao dos digitos de
verificacao. Nesse encontro foi explicado aos alunos a importancia do digito de verificagao
no codigo de barras e os digitos de verificagao no CPF, além disso foi mostrado aos alunos
como encontrar esses digitos usando congruéncia e fazendo o uso da calculadora modular.

No sétimo e tltimo encontro foi realizado uma Atividade com as duas turmas
juntas 82 e 92 ano, o objetivo dessa ultima era analisar as aplicacoes de congruéncia
modular sobre os digitos de verificagao no coédigo de barras EAN-13 e C.P.F. com o auxilio
da calculadora modular. Nesse encontro foi utilizado embalagens de produtos que fazem
parte do nosso cotidiano (leite, café, agucar, sal, arroz e feijao) esses produtos tiveram o
seu digito de verificacao que fica no seu codigo de barras ocultados para que os alunos
encontrassem.

Decorrido uma parte do tltimo encontro foi distribuido a cada aluno(a) uma
cédula de CPF com exatamente 9 digitos faltando assim justamente os digitos vererifi-
cadores para que os alunos encontrassem individualmente. Na reta final do encontro os
alunos foram separados em grupos para a producao de cartazes sobre o objeto de estudo
e por fim foi entrege o questionario final.
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Figura 15: Registro da Atividade Sobre Codigo de Barras

Fonte: Pesquisa, 2023

Figura 16: Registro da Atividade Sobre CPF

CPF:23y. 147.399
fdiisldgE

L3I S banea sl g,

Atoxsamod ]
21

s
)

Qpi-4somot it

5.4 Questionario Final

No questionario final o objetivo foi a avaliar a oficina realizada, analisar o uso
da calculadora modular, verificar se o estudo contribui para a aprendizagem dos alunos
e o pensamento dos mesmos sobre a intregracao de tecnologia através de aplicativos em

dispositivos moveis.
01 — Como vocé avalia a oficina?

Em resultado dessa questao nenhum aluno avaliou a oficina como ruim ou pés-
sima. Isso nos faz entender que a oficina foi relevante no ponto de vista dos participantes.
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Além disso a maioria avaliou como 6tima sendo 59% dos alunos, 25% dos alunos acharam
boa e 16% dos alunos acharam regular.

O resultado indica que a oficina foi bem avaliada pelos alunos que participaram,
ja& que nenhum aluno a avaliou como ruim ou péssimo. A maioria dos alunos avaliou a
mesma como Otima, o que sugere que a oficina foi bem atrativa, interessante e proveitosa
para a maioria deles. Além disso, um percentual significativo avaliou como boa, o que
indica que alguns alunos tiveram uma experiéncia positiva. Ja o percentual de alunos que
avaliaram como regular pode indicar que alguns tiveram uma experiéncia mediana, mas
ainda assim, nao consideraram a oficina ruim. No geral, o resultado ¢é foi positivo e sugere
que a oficina foi bem aceita pelos alunos.

02 — Em relacao a calculadora modular no celular, vocé acha que o uso da mesma

[N

Sobre como usar o aplicativo calculadora modular os alunos por grande maioria
tiveram facilidade em usar o mesmo. Cerca de 80% achou facil o uso da calculadora e 20%
achou regular. Isso mostra a facilidade dos alunos em aprender novidades tecnologicas.

03 - Com base na oficina, o uso da calculadora modular contribuiu para sua
aprendizagem? Justifique.

Em resposta todos os alunos entrevistados afirmaram que sim. Sendo assim mais
um ponto positivo para nosso objeto de estudo. O que nos mostra que podemos trazer
propostas inovadoras para sala de aula.

Vejamos algumas justificativas para essa pergunta:

Aluno I: "Sim, ajudou a compreender a divisao com resto diferente de zero."
Aluno J: "Sim, facilitou bastante o entendimento sobre divisibilidade."
Aluno K: "Sim, ajudou a entender e ver quem ¢ o resto da divisao."

04 — O que mais lhe chamou atengao ao usar a calculadora modular durante a
oficina?

Aluno L: "A facilidade em reescrever a divisao na forma Euclidiana."
Aluno M: "O quociente da divisdo sempre inteiro."
Aluno N: "Em encontrar o resto da divisdao."

05 — Como vocé analisa a ideia de usar aplicativos em dispositivos moéveis (smartpho-
nes, tablets, etc) como ferramenta de aprendizagem matemética? Justifique sua resposta.

A titulo de comparacao a tltima questao desse questionéario tinha o intuito de
comparar o que ja havia sido coletado antes da realizagao da oficina. De fato, repetir essa
indagacao no questionario final refor¢ou o entendimento de que os alunos sao conscientes
da importancia que o uso da tecnologia traz para o ensino de matematica.

Nos primeiros resultados, antes da realizacao da oficina que inseriu a tecnolo-
gia com o aplicativo calculadora modular, os dados se mostraram distribuidos entre as
opinides ruim, regular, boa e 6tima: 3% disseram que achavam ruim a ideia de utilizar
dispositivos moveis nas aulas de Matematica para fins educativos, outros 22% achavam
regular, 25% opinaram que a ideia era boa e 50% achavam otima. ApoOs ter passado
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pela experiéncia de usar o aplicativo calculadora modular no smartphone nas aulas, esses
numeros tiveram mudangas significativas, nenhum aluno permaneceu com a ideia de que
utilizar dispositivos moéveis em salas de aula para a aprendizagem dos contetidos mate-
maticos era ruim ou regular, suas opinides mudaram para boa ou 6tima. Sendo que 65%
responderam 6timo e os outros 35% boa.

Esses resultados indicam que muitos alunos estao interessados em usar ferramen-
tas tecnologicas a sua disposicao, especialmente os smartphones. Portanto , é viavel e é
importante que os professores utilizem essas ferramentas para contribuir com seu ensino.
Compreender e aproveitar o conhecimento prévio dos alunos.

vejamos algumas justificativas para essa pergunta:

Aluno O: "E uma boa ideia, pois podemos usar o celular pra nos auxiliar na
aprendizagem."

Aluno P: "E 6tima, porque consigo me concentrar melhor com novidades."

Aluno Q: "E 6tima, pois estamos com os celulares sempre a disposicao e aprender
algo novo é sempre bom."

Aluno R: "Otima, porque torna a aula mais atrativa e inclui todos os alunos."

Diante dos dados colhidos nesse questionario, podemos compreender que a uti-
lizagao do celular em sala de aula com responsabilidade e mediada pelo professor para
fins pedagogicos é muito bem-vinda, uma vez que ele deixa de ser apenas um instrumento
de distragao e torna-se uma potencial ferramenta de aprendizagem. Também é possivel
perceber com base nas resposta que os alunos enxergam a insercao de tecnologia nas aulas
¢ como fugir do tradicional.

Uma das principais constatacoes da pesquisa foi o aumento do interesse dos alunos
pela matemaética apos a integracao de tecnologia sobre a teoria da congruéncia modular
no ensino fundamental. Muitos alunos relataram que a abordagem prética e interativa
da congruéncia modular os ajudou a compreender conceitos matematicos complexos de
forma mais clara e acessivel. Além disso, os alunos demonstraram maior motivacao para
participar das atividades de matematica e estavam mais engajados durante as aulas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Dada a situagao atual da educagao brasileira, observamos que os alunos carecem
de motivacao e que héa insatisfacao devido a incapacidade de conectar a teoria & pratica.
Os professores estao insatisfeitos com as diversas dificuldades que encontram em suas
carreiras, a pesquisa mostra que a intregracao entre os métodos tradicionais de sala de aula
e o uso de tecnologia pode proporcionar aos alunos uma aprendizagem mais envolvente e
eficaz.

Utilizar o aplicativo calculadora modular como ferramenta tecnologica em sala de
aula teve uma grande relevancia, pois o mesmo permitiu que os alunos usassem o aplicativo
em seus smartphones para auxiliar no desenvolvimento das atividades matematicas.

Durante a realizacao da pesquisa, foi possivel perceber o aumento do interesse de
varios estudantes durante os encontros. Também ficou claro que aumentou o nimero de
alunos a participarem durante as aulas. Outro fator importante que se pode destacar é a
inclusao de todos os alunos, pois até mesmo aqueles alunos que apresentam dificuldades
em matematica se mostram ativos e participativos durante a realizacao das atividades.

Por todo o exposto, tém-se na proposta deste trabalho constribui¢oes significati-
vas para um bom desenvolvimento do processo de ensino-aprendizagem de matemaética nos
anos finais do Ensino Fundamental, a saber: a) nova abordagem ao contetido de divisao
ja presente no curriculo; b) uso de tecnologia aliada ao ensino; ¢) a teoria de congruéncias
presente em praticamente todas as partes da pesquisa; d) a pratica e aplicabilidade de um
assunto que antes era visto s teoricamente; e) demonstragao de outros modos resolugao
de problemas e preparacao dos alunos para contetidos mais avangados em Matematica.

Outrossim, deixamos claro que aqui nao foram esgotadas todas as possibilidades
de ensino da teoria de congruéncias ligada a integracao de tecnologia com respeito as
contribui¢oes para o ensino fundamental ou mesmo para o Ensino Bésico. Porém, foram
destacadas aplicagoes relacionadas ao cotidiano e de maneira mais didatica, visando des-
tacar a presenga da Matemaética na vida dos discentes e com isso, instigar o interesse por
contetudos que sao vistos como muitos dificeis.

Dado que as tecnologias de informacao e comunicacao estao cada vez mais pre-
sentes nos ambientes escolares e intimamente relacionados com a matematica, este estudo
envolve a integracao de software na pratica docente. Contudo na parte pratica desse tra-
balho a calculadora modular contribuiu significativamente para auxiliar os alunos tanto
na resolucao das atividades quanto para a compreensao das aplicagoes de congruéncia
modular.

Portanto, o ensino de congruéncia modular nos anos finais do ensino fundamental
com a integracao de tecnologia através do aplicativo calculadora modular, se mostrou
eficiente, pois trouxe uma série de beneficios a realidade dos alunos que fizeram o uso do
mesmo diretamente de seus smartphones como ferramenta educacional. Fazendo assim a
ligacao entre a participacao ativa da grande maioria dos alunos e a inclusao de todos os
alunos que com a integragao da tecnologia responderam todas as atividades. Diante todo
exposto podemos concluir que o uso da calculadora modular como ferramenta educaional
mostrou impactos positivos, trazendo assim resultados satisfatorios.

61



Referéncias

ANDREWS, G. E. Number theory. [S.l.]: Courier Corporation, 1994.

BORBA, M. D. C.; PENTEADO, M. G. Informatica e educa¢cdo matematica. [S.l.]:
Auténtica Editora, 2019.

BORBA, M. de C.; SILVA, R. S. R. da; GADANIDIS, G. Fases das tecnologias digitais
em Educacdo Mateméatica: sala de aula e internet em movimento. [S.I.]: Auténtica
Editora, 2023.

BOYER, C. B.; MERZBACH, U. C. Historia da matematica. [S.l.]: Editora Blucher,
2012.

BURN, R. P. Numeros e fungfes: Passos para analise. 2005.

CARVALHO, J. Z. d. S. et al. A aplicabilidade da criptografia no ensino de matematica
no contexto da educacgédo profissional. 2020.

COUTINHO, D. S. et al. , educacdo matematica e inclusdo escolar: um olhar sobre as
perspectivas e necessidades o aluno com deficiéncia intelectual. Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro, 2021.

DENZIN, N. K.; LINCOLN, Y. S. O planejamento da pesquisa qualitativa: teorias e
abordagens. [S.I.]: Artmed, 2006.

ESQUINCA, J. C. P. Aritmética: cddigos de barras e outras aplicagdes de congruéncias.
2013.

FRAZ, J. N. Mil e uma cenas do processo de ensino e aprendizagem da matematica na
modalidade a distancia: representacdes sociais de professores de matematica envolvidos
na trama da formacdao inicial. 2023.

FREITAS, C. L. d. et al. Formacao de professores com software de geometria dindmica:
conhecimentos para a docéncia mediados por tecnologia. Universidade Federal do Para,
2023.

GAUSS, C. F. Disquisitiones arithmeticae auctore d. Carolo Friderico Gauss. [S.l.]: in
commissis apud Gerh. Fleischer, jun., 1801.

GODOQY, A. S. Introducdo a pesquisa qualitativa e suas possibilidades. Revista de
administracdo de empresas, SCiELO Brasil, v. 35, p. 57-63, 1995.

GROSS, G. F. S. et al. Cultura digital frente as demandas das escolas do campo: a
robotica educacional como possibilidade para o ensino de matematica. Dissertacdo
(Mestrado) — Universidade Tecnolodgica Federal do Parand, 2020.

HEATH, T. L. e. 0. Os treze livros dos elementos, vol. 3: Livros 10-13. 1908.

63



HUF, S. F. et al. Potencialidades da aprendizagem significativa por meio das
tendéncias metodoldgicas em educacdo matematica: possiveis caminhos para o ensino e
aprendizagem de matematica no 6° ano do ensino fundamental. Universidade Tecnolégica
Federal do Parand, 2021.

IDEM, R. d. C. Compreensdes sobre a resolucdo de problemas com tecnologias digitais
na construcdo de padrbes dinamicos no scratch por estudantes do ensino fundamental.
Universidade Estadual Paulista (Unesp), 2022.

KASAHARA, R. F. R.; SA, P. F. de. Estudos brasileiros sobre o ensino de vetores
com experimentacdo em sala de aula no periodo de 2010-2021. Revista Exitus, v. 13, p.
e023013-e023013, 2023.

LOURENCO, P. Aplicacdes da aritmética modular. Tese (Doutorado) — Dissertacdo de
mestrado. Universidade de Coimbra, 2011.

MELO, C. B. d. A matematica dos restos e o calendario gregoriano. 2014.

MONTANHER, J. F. Introducdo da criptografia no ensino basico sob a Optica da
aritmética modular. Universidade Estadual Paulista (Unesp), 2022.

NUNES, B. L. Uma proposta de utilizacdo de exercicios de autocorrecdo com construcoes
geométricas por meio da integracdo geogebra. 2020.

OLIVEIRA, C. Congruéncia modular e aplicacfes. 2017.

PISA, P. I. d. A. d. E. Divulgados os resultados do pisa 2022. disponivel em:
https://www.gov.br/inep/pt-br/assuntos/noticias/acoes-internacionais/divulgados-os-
resultados-do-pisa-2022. acesso em: 27 de janeiro de 2024.

PONTES, E. A. S. A praxis do professor de matematica por intermédio dos processos
basicos e das dimensdes da aprendizagem de knud illeris. Rebena-Revista Brasileira de
Ensino e Aprendizagem, v. 2, p. 78-88, 2021.

REIS, A. M. S. dos et al. EDUCAQZ\O MATEMATICA ESCOLAR: Multiplos Contextos
& Abordagens de Ensino. [S.l.]: Editora BAGAI, 2021.

RODRIGUES, M.; GONZAGA, S. Software geogebra nos processos formativos dos
professores de matematica: estado do conhecimento das dissertacdes e teses no brasil.
Revista do Instituto GeoGebra Internacional de S&o Paulo, v. 11, n. 2, p. 92-118, 2022.

RUSSO, A. M. et al. Propriedades da geometria plana exploradas por alunos do ensino
fundamental com o uso do geogebra discovery. Pontificia Universidade Catolica de Sdo
Paulo, 2024.

SA, I. P. d. Aritmética modular e algumas de suas aplica¢des. 2020.

SANTOS, P. S. d. A. et al. Congruéncia e equagfes diofantinas: uma proposta para o
ensino basico. Universidade Federal de Alagoas, 2013.

SILVA, R. A. Congruéncia modular no desenvolvimento da aprendizagem de matematica
nos anos finais do ensino fundamental. UEMA, 2022.

64


http://www.gov.br/inep/pt-br/assuntos/noticias/acoes-internacionais/divulgados-os-
http://www.gov.br/inep/pt-br/assuntos/noticias/acoes-internacionais/divulgados-os-

SILVA, R. B. d. Educacdo matemaética na perspectiva da educacéo inclusiva: vivéncias
de professores do ensino fundamental. Universidade Federal de Sdo Carlos, 2021.

SILVEIRA, J. P. C. Aplicacdes de Criptografia Baseada em Identidade com Cartdes de
Identificacdo Eletronica. Tese (Doutorado) — Universidade da Beira Interior (Portugal),
2013.

VILACA, M. d. O. Robética educacional de baixo custo no ensino e aprendizagem em
uma perspectiva interdisciplinar: interfaces com a educacdo matematica. 2023.

ZAZKIS RINA E CAMPBELL, S. Divisibilidade e estrutura multiplicativa de nimeros
naturais: compreensédo dos professores de formacao inicial. 1996.

65



UNIVERSIDADE ESTADUAL DO MARANHAO — UEMA A“k
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO- PPG AAAA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL b e MAT

— PROFMAT

Apéndice A - Termo de consentimento livre e esclarecido

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO- (TCLE)
Prezados participantes,

Sou mestrando do Programa PROFMAT- UEMA e estou solicitando por meio deste
TCLE sua autorizagdo para o uso das respostas efetuadas no questionéario a seguir ,
para producdo dos dados que norteardo a elaboracdo do relatério da pesquisa
“Congruéncia Modular Nos Anos Finais Do Ensino Fundamental Integragédo De Tecnologia Na
Educagcdo Matematica”, desenvolvida por Karllos Alexandre Sousa Pereira sob
orientacdo do professor Dr. Sergio Noléto Turibus. Os dados obtidos poderéo ser
usados na dissertacdo como também, podera constituir artigos cientificos que serédo
apresentados em congressos e publicados em anais e periddicos cientificos. O
consentimento para a participacdo € uma escolha livre e voluntaria, podera ser
interrompida a qualquer momento, caso vocé precise ou deseje. Para a garantia de
sua privacidade, sera mantido o sigilo em relacdo a quaisquer informacfes que
possam vir a identifica-lo (a) e a instituicAo na qual desempenha sua atividade
profissional. Em caso de davidas sobre os procedimentos aqui relacionados, vocé
pode esclarecé-los com o pesquisador responsavel: KARLLOS ALEXANDRE SOUSA
PEREIRA. Em caso de concordancia ou discordancia, solicitamos que informe a

seguir: Concordo ( ) ou Discordo ( ).

Nome do Participante da Pesquisa

Assinatura do Responsavel pelo Participante da Pesquisa

Pesquisador: Karllos Alexandre Sousa Pereira
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Apéndice B — Questionério diagnostico

Questionario diagnostico

01 —Vocé tem acesso ainternet em casa?

a) Nao.
b) Sim.

02 — Qual dispositivo vocé costuma usar
pra acessar a internet com maior
frequéncia?

a) Smartphone.

b) Tablet.

c) Computador.

d) TV.

e) N&o uso.

03 - Diariamente guanto tempo vocé usa
internet?

a) 1 hora.
b) 2 horas.
c) 3 horas.
d) 4 horas.
e) Mais de 4 horas.

04 — Quais conteldos vocé mais costuma
acessar nainternet?

a) Redes sociais.

b) Jogos.

c) Pesquisas escolares.

d) Trabalho.

e) Outro.

05 — Sobre sua experiéncia com o uso de
calculadoras na educacdo, quantas vezes
vocé fez uso dessa ferramenta nas aulas:

a) Uma vez.

b) Duas vezes.

c) Trés vezes.

d) Quatro vezes.

e) Nenhuma vez.

06 — Durantes suas aulas de matemética
nos ultimos 4 anos. Alguma vez foi
solicitado o uso do smartphone em salade
aula como ferramenta educacional?
(Calculadora, tradutor, pesquisas,
aplicativos, etc)

a) Umavez.

b) Duas vezes.

c) Trés vezes.

d) Varias vezes.

e) Nenhuma vez.

dificuldade na
conteudos de

07 — Vocé sente
aprendizagem de
matemaéatica?

a) Sim.

b) N&ao.

c) Parcialmente.

08 — Como vocé analisa a ideia de usar
aplicativos em  dispositivos moveis
(smartphones, tablets, etc) como
ferramenta de aprendizagem matematica?
Justifique sua resposta.

a) Ruim.
b) Regular.
c) Boa.
d) Otima.
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Apéndice C — Questionario final
Questionario final
01 — Como vocé avalia a oficina? 05- Como vocé analisa a ideia de usar
aplicativos em dispositivos moveis
a) Péessima. (smartphones, tablets, etc) como
b) Ruim. ferramenta de  aprendizagem
¢) Regular. matematica? Justifique sua resposta.
d) Boa.
e) Otima. a) Ruim.
b) Regular.
02 — Em relagéo a calculadora modular no c) Boa.
celular, vocé acha que o uso da mesma é: d) Otima.
a) Facil.
b) Regular.
c¢) Dificil.
03 - Com base na oficina, o uso da

calculadora modular contribuiu para sua
aprendizagem? Justifique.

a) Sim.
b) Nao.

04 — O que mais |lhe chamou atencédo ao
usar a calculadora modular durante a
oficina?




Apéndice D - Plano de aula (primeiro e segundo encontro)

PLANO DE ESTUDOS 1

ALINHAMENTO MATEMATICO — Primeiro e Segundo Encontro

TURMA: 8° e 9°
ano

COMPONENTE CURRICULAR: MATEMATICA

DATA:

TEMPO PREVISTO: 90 minutos cada encontro

PROFESSOR: KARLLOS ALEXANDRE SOUSA PEREIRA

CONTEUDOS HABILIDADES METODOLOGIA AVALIACAO
-Algoritmo da (EFO7MAO01) -Aulas expositivas; | -Participacéo
diviséo; Resolver e -Discusséo e durante as aulas;
-Mdltiplos e elaborar resolucao de -Resolucao de
divisores de um problemas, de problemas com a | lista de exercicios.
namero inteiro; diversos turma; -Resolucao de

-Critérios de
divisibilidade.
-Divisao
Euclidiana;
-Teorema dos
restos;

contextos, com
nameros naturais,
envolvendo as
nocdes de divisor
e de mdltiplo,
podendo incluir
maximo divisor
comum ou minimo
multiplo comum,
por meio de
estratégias
diversas, sem a
aplicacao de
algoritmos.
(EFO7MA11)
Compreender e
utilizar a
multiplicacéo e a
divisao de
nameros inteiros,
a relacao entre
eles e suas
propriedades
operatorias;
(EFOBMAOQ5)
Classificar
ndameros em
primos e
compostos e
estabelecer por
meio de
investigacao os
critérios de
divisibilidade.

-Perguntas sobre
conhecimentos
prévios relativos a
o conteudo.
-Integracao de
tecnologia.

teste individual.




Apéndice E — Plano de aula (Terceiro e Quarto encontro)

PLANO DE ESTUDOS

ALINHAMENTO MATEMATICO - Terceiro e Quarto Encontro

TURMA: 8° e 9°
ano

COMPONENTE CURRICULAR: MATEMATICA

DATA:

TEMPO PREVISTO: 90 minutos cada encontro

PROFESSOR: KARLLOS ALEXANDRE SOUSA PEREIRA

CONTEUDOS HABILIDADES METODOLOGIA AVALIACAO
-Inteiros (EFO7MA12) -Aulas expositivas; | -Participagao
congruentes; Resolver e -Discusséo e durante as aulas;
-Caracterizagao elaborar resolucéo de -Resolucao de
de inteiros problemas, de problemas com a | lista de exercicios.
congruentes; diversos turma; -Resolucao de
-Propriedades das | contextos, que -Perguntas sobre | teste individual.
congruéncias; envolvam as conhecimentos
-Aplicacbes de operagoes prévios relativos

congruéncias

fundamentais com
ndmeros
racionais,
utilizando-se de
diversos
procedimentos,
COm Ou Sem 0 uso
de calculadora.
(EFO7MAL11)
Compreender e
utilizar a
multiplicacéo e a
divisao de
nameros inteiros,
a relacao entre
eles e suas
propriedades
operatorias;
(EFO6MAO05)
Classificar
ndmeros em
primos e
compostos e
estabelecer por
meio de
investigacao os
critérios de
divisibilidade.

ao conteudo.
-Integracao de
tecnologia.




Apéndice F - Plano de aula (Quinto e Sexto encontro)

PLANO DE ESTUDOS

ALINHAMENTO MATEMATICO — Quinto e Sexto Encontro

TURMA: 8° e 9°
ano

COMPONENTE CURRICULAR: MATEMATICA

DATA: TEMPO PREVISTO: 90 minutos cada encontro
PROFESSOR: KARLLOS ALEXANDRE SOUSA PEREIRA
CONTEUDOS HABILIDADES METODOLOGIA AVALIACAO

-Aplicagdes de (EFO7TMA12) -Aulas expositiva; | -Participagao
congruéncias: Resolver e -Associacédo da durante as aulas;
*Criptografia. elaborar teoria com -Resolucao de
*Digito verificador | problemas, de situacdes do lista de exercicios.
no codigo AEN- diversos cotidiano: relégios, | -Resolugéo de
13. contextos, que calendarios, etc. teste individual.
*Digitos envolvam as -Nova abordagem
Verificadores no operacoes de problemas ja
C.P.F. fundamentais com | vistos;

nameros - Discusséao e

racionais, resolucao de

utilizando-se de problemas com a

diversos turma;

procedimentos,
COm OuU Sem 0 uso
de calculadora.
(EFO7MA11)
Compreender e
utilizar a
multiplicacéo e a
divisdo de
nameros inteiros,
a relagao entre
eles e suas
propriedades
operatorias;

-Integracao de
tecnologia.




