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RESUMO

Esta dissertagao enfatiza a relevancia do ensino de matematica no crescimento cogni-
tivo e intelectual dos estudantes, com foco especial nas demonstragoes como estratégia
pedagobgica no ensino basico. O objetivo principal é explorar essas demonstragoes
como uma estratégia pedagogica, visando enriquecer o ensino de matematica no
ensino médio, impulsionar o desenvolvimento cognitivo e intelectual dos alunos e
fomentar a aprendizagem significativa. Para isso, apresentamos algumas demons-
tragoes do desafio geométrico proposto por Jakob Steiner, conhecido como "Pizza
de Steiner". A abordagem visa nao apenas transmitir conhecimentos, mas também
compartilhar com os professores de matematica do ensino médio um material didatico

que possa ser utilizado para estimular um processo de aprendizagem significativa.

Palavras-chave: Pizza de Steiner. Demonstracoes matematicas. Aprendizagem

Significativa.
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ABSTRACT

This dissertation emphasizes the relevance of teaching mathematics in the cognitive
and intellectual growth of students, with a special focus on demonstrations as a
pedagogical strategy in basic education. The main objective is to explore these
demonstrations as a pedagogical strategy, aiming to enrich mathematics teaching in
high school, boost students’ cognitive and intellectual development and encourage
meaningful learning. To this end, we present some demonstrations of the geometric
challenge proposed by Jakob Steiner, known as "Steiner’s Pizza". The approach
aims not only to transmit knowledge, but also to share with high school mathematics
teachers teaching material that can be used to stimulate a meaningful learning

process.

Keywords: Steiner’s Pizza. Mathematical proofs. Meaningful Learning.

viil



Sumario

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

1 Introdugao

2 Referencial Tedrico

3 O Problema da Divisao do Plano

4 Demonstragoes do Desafio de Steiner
4.1 Demonstracao usando Sequéncias Matematicas . . . . . . . .. ...
4.2  Demonstragao por Indugao Matematica . . . . . . . . . ... ... ..

4.3 Demonstracao usando o Principio da Contagem . . . . . . . ... ..

5 O problema da divisao do espacgo
5.1 Demonstracao por Sequéncias Mateméticas . . . . . . . . . . ... ..
5.2 Demonstracao por Inducao Mateméatica . . . . . . . . ... ... ...

5.3 Demonstracao por Principio da Contagem . . . . . . . .. .. .. ..

6 Proposta de Sequéncia Didatica
6.1 Um Exemplo de Sequéncia Didatica Sob a Perspectiva da Teoria de

Aprendizagem Significativa . . . . . . ... L0000
7 Consideragoes Finais
Referéncias Bibliograficas
A Algumas Demonstragoes

B Atividades Propostas

1X

xii

12
12
13
20

23
23
25
27

29

30

41

42

45

48



Lista de Figuras

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11

5.1
0.2
5.3
0.4

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

Pizza sem corte. . . . . . . .. .. 9
Pizza com um corte reto central. . . . . . . . ... ... 9
Pizza com um corte qualquer. . . . . . . .. ... 9
Pizza com dois cortes retos paralelos. . . . . . . . ... ... ... .. 10
Pizza com dois cortes retos concorrentes. . . . . . . . . .. ... ... 10
Pizza com trés cortes que se intersectam num tunico ponto. . . . . . . 10
Pizza com trés cortes que se intersectam dois a dois. . . . . . . . . .. 10
Pizza com um corte reto. . . . . . . . .. ... 15
Pizza com dois cortes retos paralelos. . . . . . . . ... ... ... .. 15
Pizza com dois cortes retos concorrentes. . . . . . . . . ... .. ... 16
Pizza com trés cortes paralelos. . . . . . ... ... ... 16
Pizza com dois cortes paralelos e um transversal. . . . . . .. . .. .. 17
Pizza com trés cortes que se cruzam num mesmo ponto. . . . . . . . . 17
Pizza com trés cortes concorrendo dois a dois. . . . . . . ... .. .. 17
Pizza com quatro cortes retos. . . . . . .. ..o 18
Pizza com (n+ 1) cortes retos. . . . . . . . . . ... 19
Pizza com trés cortes retos. . . . . . .. ... ... 21
Pizza com quatro cortes retos. . . . . . . .. .. ... 21
Queijo completo. . . ..o 23
Queijo com um corte plano. . . . . . .. ... L 24
Queijo com dois cortes planos. . . . . .. ... 24
Queijo com trés cortes planos. . . . . . .. ... L. 24
Mapa mental: Nocoes primitivas de Geometria da Posicao. . . . . . . 32
Pizza circular com um cortereto. . . . . . . . . .. ... L. 33
Pizza em formato circular. . . . . . . . ... .00 33
Pizza com dois cortes retos paralelos. . . . . . . ... ... ... ... 34
Pizza com dois cortes retos concorrentes. . . . . . . . ... ... ... 34
Pizza com trés cortes que se intersectam num tnico ponto. . . . . . . 34



6.7

B.1
B.2
B.3

Pizza com trés cortes que se intersectam dois a dois. . . . . . . . . .. 34
Pizza em formato circular. . . . . . . . . . ... 48
Pizza em formato circular. . . . . . . . . ... . 48
Pizza em formato circular. . . . . . . . . ... 49

x1



Lista de Tabelas

4.1

6.1
6.2
6.3

B.1

Niumero de pedagos da Pizza. . . . . . ... .. .. ... ... ... 13
Exemplo de tabela com o Numero de regioes aumentadas da pizza. . 35
Niumero de regioes aumentadas da pizza. . . . . . . . . . ... .. .. 35
Namero de regioes da Pizza. . . . . . . . ... .. ... ... ... .. 36
Niumero de regioes aumentadas da pizza. . . . . . . . . . ... .. .. 49

x1i



1. Introducao

A partir de uma inquietacao, quando surge uma situacao problema ou algo
desconhecido na matemética, surge entao o interesse de investigar aquele fato desco-
nhecido, com intuito de obter relacoes com objetos ja conhecidos e novos objetos
matematicos. Temos duas estratégias para o ensino-aprendizagem de matematica,
que sao através da resolucao de problemas e das investigacoes matematicas em sala
de aula.

A investigacao matemética, através das demonstragoes, pouco utilizada pelos
professores do ensino bésico, pode ser utilizada como uma ferramenta de ensino,
sendo um método diferente do ensino tradicional, que frequentemente se baseia na
transmissao direta de conhecimentos e na pratica de exercicios repetitivos, assim:

as investigacoes matemaéticas sao uma opgao para repensar o processo de
ensino e aprendizagem e promover aulas mais interessantes para os alunos
da Educagao Basica. Envolver os alunos em atividades de investigacao
matemaética possibilita que além de aprenderem matematica, possam
sentir o prazer da descoberta. (JUCA E PIRONEL, 2022, p.03).

O papel crucial do ensino de matemética no desenvolvimento cognitivo e
intelectual dos estudantes é indiscutivel, sendo essencial para a construcao de uma
base solida em raciocinio légico e resolucao de problemas. Nesse contexto, as
demonstragoes surgem como uma estratégia pedagogica de destaque, fazendo uso de
um amplo repertério de teoremas, especialmente no ambito do ensino bésico.

Os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998) fornecem diretrizes
cruciais no contexto do ensino de Matemética na Educagao Basica. Esses documentos
salientam a importancia das demonstragoes, recomendando que, apds a apresentacao
de teoremas, seja realizada uma exposicao demonstrativa que estimule os alunos a
compreenderem a construgao do conhecimento. A énfase recai sobre a valorizagao das
dedugoes e das relagoes apropriadas entre o discurso teodrico e sua aplicagao pratica.

Especificamente para o Ensino Médio (Brasil, 2006), os documentos destacam
que os livros didaticos de Matematica devem abordar as demonstragoes de maneira
adaptada ao nivel de ensino. Essa abordagem visa garantir que as demonstracoes
matemaéticas sejam apresentadas de forma acessivel e desafiadora, alinhadas as
capacidades cognitivas dos estudantes nessa fase educacional.

Com base na observagao de Pietropaolo (2005) sobre as praticas educacionais

em relacao as demonstragoes matematicas, ele afirma que o Brasil precisa progredir



para se equiparar-se a paises como Alemanha, Franca, Inglaterra e Portugal. Segundo
ele, esses paises destacam-se pela énfase dada & exploragao das demonstracoes
matematicas em sala de aula, integrando-as de maneira mais abrangente em suas
estruturas curriculares para a formagao béasica dos estudantes.

Segundo Silva e Juanior (2020), apesar das mengoes nos documentos oficiais,
como prevé os Parametros Curriculares Nacionais de Matemética, para o Ensino
Fundamental e para o Ensino Médio no Brasil, as demonstracoes ainda estao predo-
minantemente restritas ao Ensino Superior. Este cenédrio aponta para uma lacuna
na abordagem educacional brasileira, evidenciando a necessidade de uma mudanca
significativa para integrar de forma mais efetiva as demonstragoes matemaéticas desde
as fases iniciais da Educacao Basica.

Ao explorarmos o panorama abrangente do ensino basico, percebemos que
as demonstracoes vao muito além da simples repeticao de conceitos ja introduzidos.
Elas se revelam como um meio dindmico para revisitar e aprofundar a compreensao
de teoremas, proporcionando aos estudantes uma visao mais ampla e refinada dos
principios matematicos.

De acordo com Serralheiro (2007):

Para os matematicos, a demonstragao nao é apenas um meio de verifi-
cacao de um resultado ja descoberto, mas, muitas vezes, também uma
forma de explorar, analisar, descobrir e inventar outros resultados, afinal

uma demonstragao frequentemente pode conduzir a novos resultados.
(SERRALHEIRO, 2007, p.33)

A autora afirma ainda que o trabalho com demonstracoes em sala de aula
faz-se necessario em vérios momentos e por meio de recursos variados.

Caldato, Utsumi e Nasser (2017) também destacam a importéncia de preparar
os futuros professores para incorporar a argumentagao e a demonstracao como
recursos metodologicos em suas praticas de ensino. Essa abordagem, fundamentada
na aplicacao de um conjunto variado de ferramentas matematicas, nao apenas reforca
os conceitos fundamentais, mas também aprimora a capacidade dos estudantes de
aplicar o raciocinio 16gico e a resolucao de problemas de maneira mais refinada.

Diante desse cenario, surge o desafio de incorporar essas abordagens no ensino
béasico, promovendo um ambiente propicio ao desenvolvimento cognitivo e intelectual
dos estudantes. Este artigo propoe-se a explorar algumas das demonstragoes do
desafio geométrico apresentado por Jakob Steiner, que podem ser integradas as aulas
de matematica como estratégia pedagogica, visando contribuir para o enriquecimento
do ensino dessa disciplina no ensino médio.

Neste trabalho, adotaremos o método de investigacao matematica através das
demonstragoes matemaéticas, tomando como referéncia a Teoria da Aprendizagem

Significativa que Ausubel defendeu em um dos seus livros, Psicologia da educagao,



uma visao cognitiva (Ausubel, 1968), onde as ideias expressas simbolicamente sao
relacionadas de forma nao arbitrarias e substancial. Iremos explorar algumas de-
monstragoes da Pizza de Steiner com abordagem para o Ensino Médio e algumas
aplicagoes dos conceitos matematicos envolvendo a Pizza de Steiner. Faremos tam-
bém um estudo bibliografico sobre a Aprendizagem Significava de Ausubel e como
as demonstracoes podem ser aplicadas para promover a aprendizagem significativa,
seguidas da apresentacao do problema da divisao do plano proposto por Steiner. Além
disso, este estudo busca explorar como as demonstracoes matematicas envolvendo
inducao matematica, sequéncias matematicas e o principio da contagem, podem ser
integradas ao curriculo escolar, para que promovam uma aprendizagem significativa.
Posteriormente, sera feita uma expansao do problema proposto por Steiner para o
espaco tridimensional, comparando-o a um enorme queijo e sera apresentada uma

proposta de sequéncia didatica na perspectiva da aprendizagem significativa.



2. Referencial Teoérico

A investigacdo matemaética na visdo de Ponte, Brocardo e Oliveira (2009),
¢ dada como a descoberta de relagoes entre objetos conhecidos ou desconhecidos,
procurando identificar suas respectivas propriedades ou relacoes que sao desenvolvidas
em torno de qualquer problema proveniente da matematica, buscando sua resolugao
mesmo sem solucioné-lo. Essa abordagem enfatiza a descoberta e a compreensao
profunda dos conceitos matematicos, incentivando os alunos a formular hipoteses,
testar conjecturas e desenvolver argumentos matemaéticos de maneira critica.

Nesse sentido, os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica para os
anos finais do Ensino Fundamental referenciam o processo investigativo e o processo
de resolugao de problemas ao citar que o ensino de Matematica tem como objetivo
levar o aluno a

identificar os conhecimentos matemaéticos como meios para compreender
e transformar o mundo & sua volta e perceber o carater de jogo intelectual,
caracteristico da Matemaética, como aspecto que estimula o interesse, a
curiosidade, o espirito de investigagao e o desenvolvimento da capacidade
para resolver problemas. (BRASIL, 1998, p. 47).

Observa-se que as tarefas de investigacao necessitam que os alunos se envolvam
para a resolugao, e que os alunos podem chegar na solugao de diversas formas,
conforme o interesse e o caminho adotado por eles, gerando diversas conclusoes
acerca do problema investigado.

A resolugao de problemas, por outro lado, é uma metodologia que foca na
aplicacao de conhecimentos matematicos para encontrar solucoes para questoes
especificas. Polya (1945), um dos principais teoricos da resolu¢do de problemas,
define essa abordagem como um processo sistematico que envolve compreender o
problema, desenvolver um plano, executar o plano e revisar a solugao. Ele ainda
enfatiza que a resolugao de problemas é um meio essencial de desenvolver a capacidade
de pensar logicamente e de aplicar o conhecimento matemaético.

Enquanto a investigagao matematica é mais aberta e exploratoéria, a resolugao
de problemas tende a ser mais estruturada e direcionada, onde envolve a aplicacao
de estratégias e técnicas conhecidas para resolver problemas especificos, ajudando os
alunos a desenvolver habilidades praticas e aplicaveis em diversas situacoes.

O conceito de demonstragao abrange uma ampla gama de perspectivas, desde

provas rigorosas e formalidades até argumentacoes elucidativas de fatos especificos. No
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ambito matemaético, a demonstracao desempenha um papel crucial na consolidagao
do aprendizado e no desenvolvimento das habilidades cognitivas dos estudantes.
Segundo a BNCC (BRASIL, 2018), o ensino de matemética no ensino médio vai além
das demonstragoes formais, buscando explorar diversas estratégias que promovam o
pensamento critico e a capacidade de generalizacao.

Roratto, Nogueira e Kato (2011) ressaltam que se o conhecimento for apre-
sentado com abstracao e formalismo, os alunos terao dificuldades em relacionar o
conhecimento novo com o conhecimento prévio, sendo que existe uma distancia no
percurso entre a intuicao e sua exposicao final, formal e abstrata. Assim observa-se
que abstracao e formalismo nao sao imediatamente desenvolvidos pelos alunos.

A Teoria da Aprendizagem Significativa proposta por David Ausubel (2000)
destaca a importancia da aprendizagem significativa, definida como um processo
cognitivo que emerge da atribuicao de significados psicologicos pelo aprendiz ao
confrontar o significado légico do material de ensino. Esse processo envolve a
interacao substancial e nao-arbitraria do novo conhecimento com conhecimentos
prévios, enriquecendo e tornando-os mais elaborados. A abordagem de contetudos
matemaéaticos por meio de demonstragoes, portanto, nao deve ser percebida apenas
como uma transmissao de informagoes, mas como um processo dindmico que promove

a participagao ativa dos estudantes e a construcao significativa do conhecimento.

E importante reiterar que a aprendizagem significativa se caracteriza
pela interagao entre conhecimentos prévios e conhecimentos novos, e que
essa interagao é nao literal e nao arbitraria. Nesse processo, 0os novos
conhecimentos adquirem significado para o sujeito e os conhecimentos
prévios adquirem novos significados ou maior estabilidade cognitiva.
(MOREIRA, 2012, p. 2)

Segundo Tall (1989), a habilidade de “demonstrar” esté intrinsecamente ligada
a competéncia cognitiva de recuperar experiéncias, ideias e conhecimentos ao longo da
vida, visando alcancar e validar um resultado. Esse processo representa a construcao
do conhecimento, desde a formagao inicial de conceitos na estrutura cognitiva até a
habilidade de aplicar esses conceitos em diversas situacoes de aprendizado.

Seguindo essa mesma linha temos que, de acordo com a BNCC (BRASIL,
2018), a matematica do ensino médio deve capitalizar o potencial ja adquirido pelos
estudantes, estimulando processos de reflexao e abstragao. Isso proporciona uma
solida estrutura para a construcao do conhecimento de forma criativa, analitica,
indutiva e dedutiva, permitindo a expressao de generaliza¢oes decorrentes da resolugao
de problemas.

A énfase na recuperagao de conhecimentos prévios, defendida por Tall, alinha-
se a visao da BNCC de que o aprendizado da matematica deve se basear nos saberes

prévios dos alunos, construidos ao longo de sua trajetoéria escolar. Essa perspectiva



contrasta com o ensino tradicional, que frequentemente ignora os conhecimentos

prévios dos alunos, dificultando a construgao de uma aprendizagem significativa.
O papel da demonstragao, em um curriculo de Matematica, vai além da
concepgao formalista de partir de axiomas e hipoteses e, por intermédio
de técnicas, apresentar a prova de uma tese. A demonstracao também
implica convencimento, comunicar-se matematicamente de maneira ade-
quada, saber até onde a intuicao falha e quando e mesma intuigao pode
servir como estimulo para a proposi¢ao de conjecturas. (SILVA; PIRES,
2012, p.25)

Assim, a utilizacdo de demonstragoes na matemética do ensino médio deve
transcender a mera apresentacao de formulas e procedimentos. E essencial estimular
os estudantes a compreenderem a logica subjacente, incentivando a construcgao de
argumentacoes solidas para embasar suas conclusoes. Ao participarem de demonstra-
¢oes, os alunos devem nao apenas validar conhecimentos consolidados, mas também
aprimorar suas habilidades de raciocinio critico, desenvolvendo a capacidade de
aplicar conceitos matematicos de forma original.

Nesse contexto, a exposicao a diferentes estratégias de demonstragao desafia
os estudantes a aprimorarem suas habilidades de raciocinio. Métodos indutivos,
dedutivos, analiticos e criativos exigem diferentes formas de pensamento, promovendo
o desenvolvimento abrangente das capacidades cognitivas. Além disso, abordagens
diversas podem incluir exemplos praticos e aplica¢oes do mundo real, tornando as
demonstragoes mais tangiveis e relevantes para os estudantes.

Ao incorporar métodos que exploram a interconexao entre diferentes areas
da matematica e promovem a autonomia intelectual, a demonstracao matematica
se transforma em uma ferramenta poderosa na formacao de individuos capazes de
enfrentar desafios complexos e de aplicar conceitos matematicos de maneira inovadora
em diversos contextos.

Parateli (2005) afirma sobre a importancia de, antes de formalizar com
demonstragoes, propor situacoes que permitam que o aluno, por si so, estabeleca
relacoes e propriedades matematicas. A medida que o aluno progride na generalizacio
do pensamento matemético, o conhecimento se constroi, até chegar ao raciocinio
logico e dedutivo, como se espera. Assim, é preciso avaliar as condigoes iniciais em
que o aluno se encontra, para que haja uma melhor compreensao do objeto de estudo.

Segundo Silva e Junior (2020), sobre o uso das demonstragoes matematicas no
Ensino Médio, ha relatos de dificuldades relacionadas a esse tipo de atividade, seja
pela grande exigéncia da capacidade de argumentacao e linguagem propria, ou pelo
fato de ser raramente usada pelos docentes em sala de aula. E ainda observaram que
ha alunos que ingressaram no Ensino Médio sem nunca terem visto uma demonstracao

matemaéatica no Ensino Fundamental.



Silva e Janior (2020) diz que na apresentacao das demonstragoes mateméticas

feitas em sala de aula, alunos:

[...] afirmam n&o entender bem os processos utilizados nas demonstragoes,
mas que, no entanto, gostam de ver o processo argumentativo, também
vemos apontamentos de que esse processo os ajuda a obter uma melhor
compreensio do contetido estudado. (SILVA; JUNIOR, 2020, p.10)

Isso nos permite concluir a importancia do uso das demonstragoes matematicas
nas aulas como ferramenta para o desenvolvimento cognitivo do aluno, podendo ser
apresentadas, conforme o que diz Ibanes e Ortega (1997, p. 01, apud Crespo, 2004),
“a demonstragao na aula de matematica apresenta uma grande diversidade de formas,
e aparece em diferentes niveis educacionais através de varios tipos de argumentos”,
e que também é possivel envolver as demonstracoes matematicas nas abordagens
pedagogicas na Educacao Basica.

O método que o professor podera utilizar em sala de aula para desenvolver no
aluno a capacidade de argumentagao ¢ através da sequéncia didatica, que, segundo
Maroquio, Paiva e Fonseca (2015), as sequéncias didaticas podem ser utilizadas
como ferramenta pedagogica da formagao, na qual o professor busca uma forma
de desenvolver o conhecimento pedagogico do contetido na perspectiva de reflexao
e mediagao, na expectativa de construir o conhecimento compartilhado, coletivo e
colaborativamente.

O uso da sequéncia didatica, como recurso pedagobgico, permite um
novo olhar sobre a organizacéo curricular, com énfase no ensino pautado
em investigacao, por meio de condigoes reais do cotidiano, partindo de
problematizagoes que levem o aluno a conferir o seu conhecimento prévio
com o conhecimento apresentado no espaco de aprendizagem, levando-o

a se apropriar de novos significados, novos métodos de investigacao e a
produzir novos produtos e processos.(MAROQUIO, 2021, p.04).



3. O Problema da Divisao do Plano

Jakob Steiner, nascido em Utzenstorf, Cantao de Berna, Suica, em 18 de
marcgo de 1796, e falecido em 1 de abril de 1863, enfrentou desafios educacionais
significativos, aprendendo a escrever somente apds os quatorze anos. Em 1814,
ingressou na escola de Johann Heinrich Pestalozzi, em Yverdon, onde nao s6 estudou,
mas também se tornou professor. Steiner atribuiu a Pestalozzi a inspiracao para suas
ideias. (STEINER, 2018)

Dentre varias publicacoes de trabalhos e contribuicoes em diversas areas, com
énfase na pesquisa da geometria, Steiner contribuiu com sessenta e dois artigos junto
a Fundagao de Crelle, na Revista de Matematica Pura e Aplicada, onde publicou no
primeiro volume do diario, que:

Um plano é dividido em duas partes por uma linha reta dentro dele;
por uma segunda linha reta que cruza a primeira, o niimero de partes
do plano é aumentado em 2; por uma terceira linha reta que cruza as
duas primeiras linhas em dois pontos, o nimero é aumentado em 3; e
assim por diante. Ou seja, cada linha reta sucessiva aumenta o ntimero
de partes pelo nimero de partes em que foi dividida pelas linhas retas
anteriores. Portanto, um plano é dividido por n linhas retas arbitrarias
em no maximo 2+2+3+4+5+ ...+ (n— 1) + n partes. (STEINER,
1826, p.351).

Reconhecido como o maior geométrico puro desde Apolénio de Perga, Steiner
destacou-se por sua abordagem generalista, rigor nas demonstracoes e amplo dominio
de recursos. Um dos problemas intrigantes proposto por Steiner (1826) foi: “Qual é
o maior nimero de partes em que se pode dividir um plano com n cortes retos?”

Este problema ¢é notavel pela sua versatilidade em termos de abordagem
pedagogica. Sua formulagao simples e intuitiva torna-o acessivel aos estudantes do
ensino médio. Além disso, a variedade de métodos para abordar e resolver esse
problema oferece uma excelente oportunidade para explorar diferentes ferramentas
matematicas. Desde a representagao grafica, passando pela aplicagao de conceitos
geométricos basicos até a utilizagao de conceitos como Inducao Finita, Analise
Combinatoria e Sequéncias Matematicas, os alunos tém a chance de desenvolver
habilidades em diversas areas da matemaética.

Imaginando o plano como uma pizza circular, podemos reformular este pro-
blema como o de encontrar o maior nimero de partes em que n, n € N cortes

retilineos divide uma pizza grande e fina, conhecido como Pizza de Steiner. Essa



abordagem torna a questao mais acessivel para visualizacao, estimulando a exploracao
por meio de tentativas, experimentos, conjecturas e a correcao de erros, facilitando a
compreensao do problema de maneira préatica e interativa.

Com nenhum corte é facil ver que teremos apenas um pedago, conforme

mostra a Figura 3.1.

Figura 3.1: Pizza sem corte.

Fonte: Proéprio autor.

Agora, fazendo um tnico corte reto, teremos dois pedacos, independente do

corte passar no centro da pizza ou nao, como em Figura 3.2 e Figura 3.3.

Figura 3.2: Pizza com um corte reto cen-

tral Figura 3.3: Pizza com um corte qualquer.

. Fonte: Proépri tor.
Fonte: Proéprio autor. onte: froprio autor

De forma anéloga, fazendo agora dois cortes retos na pizza circular, se os cortes
forem paralelos, obteremos apenas trés pedacos, mas se os cortes forem concorrentes,

obteremos quatro pedagos.



Figura 3.4: Pizza com dois cortes retos Figura 3.5: Pizza com dois cortes retos
paralelos. concorrentes.

Fonte: Préprio autor. Fonte: Préprio autor.

Vamos fazer trés cortes na pizza circular. Observe que, se os cortes passarem
pelo ponto de intersecao entre os trés cortes, obtemos seis pedacos, porém, nao
¢ o nimero maximo de pedacos que pode ser obtido. Deslocando um dos cortes,
obteremos sete pedacos, que serd o nimero maximo de pedagos obtidos com trés

cortes, como observado nas Figuras 3.6 e 3.7.

Figura 3.6: Pizza com trés cortes que se Figura 3.7: Pizza com trés cortes que se
intersectam num dnico ponto. intersectam dois a dois.
Fonte: Proéprio autor. Fonte: Proéprio autor.

Fazendo os cortes de forma conveniente, ou seja, de modo que cada corte
reto intersecte os cortes feitos anteriormente, mas que nao existam pares de retas
paralelas e nao haja trés ou mais retas concorrendo num mesmo ponto, isto é, que as
retas estejam em posi¢ao geral, obteremos o nimero maximo de pedagos. A ideia
principal do cortador de pizza de Steiner é maximizar o nimero de pedagos, sem
levar em conta a forma e o tamanho. Assim, o nimero maximo de pedacgos para
os casos com quatro cortes e cinco cortes retos sera de onze e dezesseis pedagos,

respectivamente.
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Na proxima segao, apresentaremos algumas demonstragoes para o problema

da Pizza de Steiner.
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4. Demonstracoes do Desafio de Stei-

ner

A secao anterior evidencia a natureza versatil e multifacetada deste problema
matematico, cuja formulagao direta possibilita uma gama diversificada de abordagens
e métodos de resolucao. Esta caracteristica singular torna-o uma oportunidade fmpar
para a exploracao e aplicacao de diversas ferramentas matematicas. A adog¢ao de uma
abordagem visual, por meio da analogia do plano como uma pizza circular, conhecida
como “Pizza de Steiner”, emerge como uma estratégia pedagogica eficaz. Através
dessa representacao visual, almeja-se proporcionar aos estudantes uma compreensao
mais concreta e intuitiva do problema em analise. Ao conceber o plano como uma
pizza, os alunos sao incentivados a empregar conceitos matematicos, tais como
angulos, areas e proporgoes, de maneira mais acessivel e envolvente.

Particularmente relevante neste contexto é o aspecto que destaca a varie-
dade de demonstragoes alternativas deste problema geométrico, que enriquecem
significativamente a experiéncia de aprendizado. Algumas dessas demonstracoes
exploram propriedades especificas da geometria, fazendo uso de teoremas e conceitos
que ampliam a compreensao do processo de subdivisao do plano. Outras abordagens,
por sua vez, empregam técnicas mais abstratas, como é o caso da sequéncia mate-
matica, oferecendo perspectivas distintas para a resolu¢ao do desafio proposto por
Steiner. Nas se¢Oes subsequentes, serao apresentadas algumas dessas demonstragoes,
visando nao apenas ilustrar a riqueza e a profundidade desse problema matematico,
mas também fornecer uma analise progressiva, organizada em ordem crescente de

abstracao.

4.1 Demonstracao usando Sequéncias Matematicas

No contexto do ensino médio, os estudantes podem ser introduzidos por meio
de sequéncias numéricas e padroes matemaéticos recorrentes. Explorar esse tema
permite que os alunos adquiram habilidades essenciais de raciocinio indutivo, dedutivo
e de resolucao de problemas. Além disso, sequéncias numéricas sao fundamentais em
diversas areas, como ciéncia da computacao, fisica e economia, proporcionando uma

ponte entre a matematica do ensino médio e sua aplicagao pratica. Ao compreender
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a logica subjacente as sequéncias numéricas, os alunos desenvolvem habilidades
analiticas cruciais que sao valiosas tanto para o sucesso académico quanto para a
resolucao de problemas do mundo real.

Nesta secao abordaremos a demonstracao da divisao da pizza, de acordo com
Steiner (1965, p.283) utilizando sequéncias numeéricas, onde encontraremos uma
formula fechada, que permita calcular o ntimero de regioes P, em fun¢ao do nimero
de cortes n, e nao de um termo anterior P, _;.

Considere n como o ntimero de cortes e P, o niimero maximo de pedagos obtidos,

conforme a tabela abaixo.

Tabela 4.1: Numero de pedacgos da Pizza.

Nuamero de cortes 0 1 2 3 4 ) n
Nuamero de pedagos 1 1+1 242 443 7+4 11+5 ... P, +n
Fonte: Elaborada pelo proprio autor.

Note que o nimero de pedagos obtidos é dado pela sequéncia definida pela relacao
de recorréncia P, = P,_1 +n, com n € N, n > 1 e condi¢ao inicial Fy = 1, assim

teremos que:

P = B+1,
P = P+2,
P, = P+3,
P, = Py+4,

P, = Py+5,

Pn = Pn_l—l—n.

Somando membro a membro as igualdades, obtemos:

P, = B+(14+2+3+..4+n),
(1+n)n

P, =1
+2

(14+n)n
2

pedagos obtidos com n cortes retos de uma pizza circular.

Logo, a expressao P, =1 + , n € N, determina o nimero maximo de
4.2 Demonstracao por Inducao Matematica

O principio de indugao matemética assume uma relevancia crucial no contexto
do ensino médio, representando uma ferramenta poderosa para o desenvolvimento

do pensamento l6gico e da habilidade de resolucao de problemas. Ao compreender
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e aplicar esse principio, os estudantes adquirem uma abordagem sistematica para
abordar padroes e regularidades em sequéncias matematicas, além de desenvolverem
a capacidade de generalizacao.

Essa habilidade nao apenas fortalece a compreensao dos conceitos matematicos,
mas também estabelece as bases para a resolucao eficiente de problemas mais
complexos. Além disso, o principio de induc¢ao matematica desempenha um papel
significativo em diversas areas da matematica, proporcionando aos estudantes uma
ferramenta valiosa para a prova de afirmacoes universais envolvendo os nimeros
naturais. Incorporar o ensino desse principio no curriculo do ensino médio nao
apenas enriquece a experiéncia matematica dos alunos, mas também os prepara para
enfrentar desafios intelectuais mais avancados, cultivando uma abordagem analitica
e logica que se estende para além do ambiente académico.

Podemos citar neste trabalho o ultimo dos axiomas de Peano, que é conhecido
como o axioma da inducao matematica. Ele é a base de uma das técnicas mais
poderosas de demonstragao de proposicoes em Matemaética.

Lima (2013) enuncia o axioma de indugao no livro de Numeros e Fungoes
Reais, da Colecao PROFMAT, da seguinte forma

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que
1. P(1) é valida;

2. Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n'), onde n’ é o

sucessor de n.

Entao P(n) é valida qualquer que seja o numero natural n.

Agora, vamos abordar alguns casos da divisao do plano por n retas, e em
seguida, a demonstracao do nimero de regides P(n) obtidas com n cortes retos
utilizando principio de indugao matemética, conforme Berman e Fryer (1972).

Com um corte reto na pizza (n = 1) é facil ver que obteremos obteremos dois

pedacos. Ou seja

P(1) = P(0)+1=1+1=2 regioes.
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Figura 4.1: Pizza com um corte reto.

Fonte: Proprio autor.

Nas secoes subsequentes, serao apresentadas algumas dessas demonstracoes,
visando nao apenas ilustrar a riqueza e a profundidade desse problema matematico,

mas também fornecer uma analise progressiva, organizada em ordem crescente de
abstracao.

Vamos aplicar o segundo corte reto (na cor vinho), teremos dois casos.

12 caso: Se os dois cortes forem paralelos, teremos 3 pedacos da pizza.

Figura 4.2: Pizza com dois cortes retos paralelos.

r\

\-J

Fonte: Proéprio autor.

22 caso: Se os dois cortes forem concorrentes, teremos 4 pedacos da pizza.
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Figura 4.3: Pizza com dois cortes retos concorrentes.

AT
D

Fonte: Proprio autor.

Logo, o niimero méximo de pedacos que podemos dividir uma pizza com dois cortes

retos (n = 2) é 4. Entao

P(2) = P(1)+2=2+2 =4 regioes.

Observe que o segundo corte, que cruzou o primeiro, gerou mais duas novas regioes
(3 e4).
Para o terceiro corte (na cor vinho), teremos varias situagoes.

12 caso: Se os trés cortes retos forem paralelos, teremos apenas 4 pedacos da pizza.

Figura 4.4: Pizza com trés cortes paralelos.

Fonte: Proéprio autor.

292 caso: Se dois cortes forem paralelos e um transversal, teremos apenas 6 pedacos

da pizza.
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Figura 4.5: Pizza com dois cortes paralelos e um transversal.

3
=/

4 S

-

Fonte: Proprio autor.

N

32 caso: Se os trés cortes retos concorrem em um mesmo ponto, teremos 6 pedacos

da pizza.

Figura 4.6: Pizza com trés cortes que se cruzam num mesmo ponto.

1

N

Fonte: Proéprio autor.

-
N
N

492 caso: Se os trés cortes retos concorrem dois a dois, teremos 7 pedagos.

Figura 4.7: Pizza com trés cortes concorrendo dois a dois.

5

W

1
&

Fonte: Proéprio autor.

G
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Veja que, no 42 caso da pizza com trés cortes retos (n = 3), o novo corte passou por
trés regioes (1, 3 e 4) duplicando-as. Assim, obtemos mais 3 novas regioes (5, 6 e 7),

totalizando 7 regioes com trés cortes retos.

P(3) = P(2)+3 =4+ 3 =7 regioes.

Fazendo mais um corte reto, ou seja, o quarto corte reto, que devera cruzar os trés

cortes anteriores, teremos

Figura 4.8: Pizza com quatro cortes retos.

Fonte: Préprio autor.

E possivel observar que o quarto corte cruzou quatro regides (2, 3, 4 e 7), duplicando-

as. Logo, surgiram mais 4 novas regioes (8, 9, 10 e 11).

P(4) = P(3)+4=7+4=11 regioes.

Seguindo o padrao, verifica-se que para o n — ésimo corte reto, aumenta-se mais n
regioes as anteriores ja existentes. Ou seja, para n cortes teremos

P(n) = P(n — 1) + n regides.

Considerando que o (n+1)—ésimo corte deveré cortar os n cortes feitos anteriormente,

duplicando as (n + 1) regides ja existentes, assim

Pn+1) = P(n)+n+1.

18



Figura 4.9: Pizza com (n + 1) cortes retos.

1° corte 2° corte - n-ésimo corte

18 98 n-ésima regido (n+1)-ésima regido

"\ (n+1)-ésimo corte

Fonte: Préprio autor.

Usaremos inducao matematica para verificar que a expressao obtida na se¢ao anterior

para o problema da Pizza de Steiner é verdadeira para todo n € N, ou seja,

A +n)n

P(n) = 1+ 5

, comn € N.

Seja n o nimero de cortes retos e P(n) o nimero maximo de regioes.

Passo 1: Base da inducao

Para n = 1, temos que

Passo 2: Passo de indugao

Dai a pizza tera duas fatias. Suponhamos que P(n) vale para algum n € N. Entao,

(1+n)n

5 € N. (4.1)

P(n) = 1+

Mostraremos que P(n + 1) é valida. Note que P(n) = P(n — 1) + n.

Fazendo (n + 1) cortes, obteremos

Pn+1) = P(n)+n+1. (4.2)

Substituindo a equagao (4.1) em (4.2), teremos
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(I+n)n
2
(1+n)n+2(n+1)
2

(n+2)(n+1)
2
14+ (n+1D](n+1)
5 .

Pn+1) = 1+ +n+1

= 1+

= 1+

= 1+

Logo, isso nos mostra que P(n+1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira.

Portanto, pelo Principio de Indugao Finita, P(n) é valida para todo n € N.

4.3 Demonstragao usando o Principio da Contagem

O principio da contagem emerge como um alicerce fundamental no cenario
do ensino médio, desempenhando um papel decisivo na formacao das habilidades
matematicas dos estudantes. Ao internalizar e aplicar esse principio, os alunos adqui-
rem ferramentas cruciais para abordar desafios complexos relacionados a contagem e
probabilidade. Essa habilidade de enumerar e estruturar possibilidades nao apenas
se revela imprescindivel na matematica pura, mas também transcende para diversas
areas, abrangendo estatistica, ciéncias naturais e ciéncias sociais. Adicionalmente, o
principio da contagem atua como um catalisador para o desenvolvimento do raciocinio
logico, da capacidade analitica e da resolugao de problemas, competéncias vitais nao
apenas no contexto académico, mas também nas demandas cotidianas.

Iremos demonstrar o problema da divisao do plano com n cortes retos utili-
zando o principio da contagem, conforme Pitombeira (1987).

De acordo com a defini¢ao do livro A Matemdtica do Ensino Médio

O principio fundamental da contagem diz que se ha * modos de tomar
uma decisao D; e, tomada a decisao D, ha y modos de tomar a decisao
D5, entao o niimero de modos de tomar sucessivamente as decisoes Dy e
Dy & x-y. (LIMA et al., 1998, p.85).

Seja P(n) o nimero maximo de regides obtidas com n cortes retos, e conside-
rando que os cortes estao em posicao geral.

Observando os casos, a partir do terceiro corte, vé-se que o proximo corte
(em verde) dividira todas as regides em duas, exceto as regides (em vermelho) que

correspondem as intersecoes das outras retas duas a duas.
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Figura 4.10: Pizza com trés cortes retos. Figura 4.11: Pizza com quatro cortes retos.

Fonte: Préprio autor. Fonte: Proprio autor.

Dessa forma, duplicando as partes anteriores P(n — 1) e subtraindo o total de regides

nao duplicadas com os cortes sucessivos, obteremos

e,

(3) (2)-1=2-4—-1=T7,

(4) = 2P(3)—(142)=2-7—3=11,

(5) = 2P4)—(1+2+3)=2-11-6= 16,

(6) = 2P(5)—(1+2+3+4)=2-16—10= 22,

= 2P(2

T v

Pn) = 2P(n—1)—[1+2+43+4+---+(n—-2)]. (4.3)

Observe que 1 +2+3 44+ -+ (n — 2) é o namero triangular 7,,, n > 3, assim

T, = (n_l);n_Q),nz:a. (4.4)

Substituindo a equagao (4.4) em (4.3), teremos
(n—1)(n—2)

P(n) = 2P(n—1)— 5

(4.5)

Observe ainda que 7T, pode ser escrito como

po_ D=2 -1,

> 3.
2 =gy v 23

Assim, o niimero de regioes obtidas em cada caso é igual ao dobro do niimero
de regioes anteriores menos o total de combinagoes duas a duas dos cortes feitos

anteriormente.

P(n) = 2P(n—1)-C?

n—1»

comn € N en > 3. (4.6)

Retomando a equagao (4.5), onde
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(n—1(n—-2)

P(n) = 2P(n—1)— 5

Podemos reescrever P(n — 1) como sendo

Pn—1) = 1+[14+2434+...+(n—-1)]|=14+ ——

Logo, substituindo a equagao (4.7) em (4.5), temos que

) = 2 [1+n(n—1)} _(mn=Dm-2)

2 2

Manipulando a equagao (4.8), obtemos
nn—1) (n—1)(n—2)

nin—1
(—)+1_|_ _

P(n) = 1
(n) T 2 2

Simplificando a equagao anterior, observe que

nn—1) (n—1)(n—2)
14 5 — 5 = n.

Entao

P@):Hrﬁ@.

(4.10)

Entretanto, podemos escrever a equagao (4.10), onde o niimero maximo de

partes P(n) em que n retas em posigao geral dividem o plano, usando combinacao, e

— (0 5 — (1= 2 .
1=0Cy,n=C,e 5~ =C;, assim

(1+n)n

P(n) = Cl+Cr+Cr=1+ 5

,n e N.
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5. O problema da divisao do espaco

Para expandirmos o desafio original proposto por Jakob Steiner, imaginamos
que o espaco tridimensional é um enorme queijo, vamos achar uma férmula para
determinarmos o nimero maximo de pedacos que poderiamos obter ao corta-lo por
n planos.

A resposta para essa pergunta é dada por uma formula fechada (Steiner, 1965,
p.283)

g = 1+ —(n2 —g 5)n‘

5.1 Demonstracao por Sequéncias Matematicas

Analogamente ao primeiro caso da secao anterior, podemos utilizar o conheci-
mento sobre sequéncias numéricas para determinarmos como n planos, em posicao
geral, dividem o espago tridimensional. Dessa forma, vamos considerar que nao
havera pares de planos paralelos, nem trés ou mais planos que se intersectam segundo
uma mesma reta.

Veja que para os casos iniciais n = 0, 1, 2 e 3 cortes planos, com algumas
tentativas, é facil observar o nimero méximo de pedagos, ou seja, ¢, = 1, 2, 4 e 8
pedagos do queijo, respectivamente.

Para n = 0 corte plano, temos o queijo inteiro.

Figura 5.1: Queijo completo.

&

Fonte: Proprio autor.

Para n = 1 corte plano, obtemos dois pedacos do queijo.
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Figura 5.2: Queijo com um corte plano.

Fonte: Préprio autor.

Para n = 2 cortes planos, o queijo é dividido em quatro pedacos.

Figura 5.3: Queijo com dois cortes planos.

Fonte: Proprio autor.

Para n = 3 cortes planos, teremos oito pedacos.

Figura 5.4: Queijo com trés cortes planos.

Fonte: Préprio autor.

De forma geral, para obtermos o niimero maximo de pedagos, devemos considerar

que as intersecoes, trés a trés, de n cortes planos do queijo, seja apenas um ponto
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distinto de todas as outras intersecoes.
No caso geral, a formula fechada para o nimero méaximo de pedagos do queijo com n
cortes planos pode ser obtida seguindo a linha de raciocinio de Cruz (2021).
Considere que gy = 1.

G = q@+l=1+1=2,

G = @q+1+1=24+1+1=4,

@3 = @+1+3=4+1+(1+2)=3§,

@ = @3+1+6=8+1+4+(14+2+3)=15,

¢ = @u+1+10=15+1+(14+2+3+4) =26,

G = Guat+1+(1+24+3+..+(n—1)),

(n—1)n
2

Gn = Qpn-1+1+ ,n € N.

Somando membro a membro as igualdades acima e simplificando a equagao, obtemos

_1
¢ = q0+n+(1+3+6+10+...+u>

(n—1)n(n+1)

= 1l+n+ G
_ 646n+n*-n
N 6
2
5)
= 1+W,nEN.

Portanto, encontramos a féormula para determinar o niimero méximo de
pedacos do queijo de Steiner com n cortes planos.

5.2 Demonstracao por Inducao Matematica

Vamos demonstrar a validade da féormula do Queijo de Steiner utilizando o

principio de indugao matemaética, baseando-nos em Steiner (2018).

B 1+(n2+5)n_n3+5n+6
an = 6 = 6 .

Passo 1: Base da inducao
Paran =1

P+5-146 1+5+6 12
6 6 6
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Portanto, a férmula é valida para n = 1.

Passo 2: Passo de inducao

Suponha que a féormula é verdadeira para n = k. Ou seja, que

k3 + 5k + 6

qx = 6

Queremos mostrar que a férmula também é verdadeira para n = k + 1. Ou seja,

precisamos demonstrar que

(k+12+5(k+1)+6
Q+1 = 6 .

Vamos comecar a partir da suposicao de que a férmula é verdadeira para n = k,

entao
K+ 5k46
k. = 6 .
Adicionando o (k 4+ 1) — ésimo corte plano, teremos P(k) = @ + 1 novos pedagos
do queijo, logo
k(k+1
Qot1 = Qk‘i‘%“‘l-
Substituindo ¢, pela formula suposta
K +5k+6  k(k+1)
dk+1 = 6 + 5 + 1

Vamos encontrar um denominador comum para a soma

k* 4+ 5k + 6+ 3k(k+1)+6
qk+1 = 6 .

Simplificando a expressao no numerador

k* + 3k*+ 3k + (14 5) + 5k + 6

Qk+1 = 6 )
(k3 4+ 3k* + 3k + 1)+ (5+5k) + 6

qk+1 = 6 )
(k+1)3+5(k+1)+6

Qk+1 = 6 .

26



Portanto, por inducao matemética, mostramos que a formula

n®+5n+6

n = ____7;____7

é valida para todos os n naturais.

5.3 Demonstracao por Principio da Contagem

Nesta se¢ao, abordaremos a demonstracao da formula do Queijo de Steiner,

por Principio da Contagem, aniloga a Pitombeira (1987).

De forma analoga a secao 4.3, temos que, a partir do quarto corte plano, os

novos cortes duplicarao os pedacos ja existentes do queijo, exceto os pedagos que

correspondem & intersecao de todas as outras partes combinadas trés a trés.

Dessa forma, o nimero méaximo de pedagos pedagos do queijo é igual ao dobro do

numero de partes anteriores diminuido da quantidade de combinagoes trés a trés dos

cortes planos que jé existiam, logo

Observando a sequéncia ¢, _1 =

q4
qs
3

an

an

an

cada termo na forma

8
15
26
42
64

qn—1

1)+

2-q3—Cs=2-8—1=15,
2.q4—C}=2-15—4 = 26,
2-q5—C2=2-26—10 =42,

2'(]71—1_02—1
n—1)!
SO T
2 g — (n—l)(n—Q)(n—Z&). (5.1)

6

= (8,15,26,42,64,...), para n > 4, podemos reescrever

1+3)+11

1+3+6410) + 22,
+346+ 10+ 15) + 29,

(n—1)(n—

(
(
(1+3+6)+ 16,
(
= (1

2)(n —3) N {1+ (n—1)n

5 1 , com n > 4. (5.2)

6

Veja que ¢,—1 é igual a soma dos n primeiros nimeros triangulares adicionado com o
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numero de pedacos da Pizza de Steiner, onde n > 4.

Substituindo a equagao (5.2) em (5.1), obtemos
(n—1)(n—2)(n—3)

(n—1)n (n—1)(n—2)(n—3)

L = 2 1 _
1 6 M 6
—D)(n—2)(n—3 1
SECE UL UEL PPN U]
W = (n—1)(n—2)(n—3) P14 (n—l)n+1+ (n—l)n‘
6 2 2
Perceba que
(n—l)(n—2)(n—3)+1+(n—1)n . n*=3n"+8n
6 2 B 6
_ n®—=3n"+2n+6n
B 6
_ n3—3n2+2n+6n
B 6 6
(n? —3n+2)n
6
_ (n—2)(n—1)n+n‘
6
Vamos substituir a equagao (5.4) em (5.3), logo
—2)(n—-1 -1
o = o=z ln oy oo
6 2
E possivel reescrever a equacio (5.5) como
(n* +5)n

G = Ch+Cr+Cr+Ci=1+ 5
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6. Proposta de Sequéncia Didatica

A teoria da aprendizagem significativa, proposta por Ausubel (1968), destaca a
importancia de conectar novos conhecimentos ao conhecimento prévio dos alunos para
promover uma compreensao profunda e duradoura. Nessa perspectiva, as sequéncias
didaticas emergem como uma ferramenta pedagogica essencial para facilitar essa
conexao e promover uma aprendizagem genuinamente significativa.

Zabala define sequéncia didatica como “um conjunto de atividades ordenadas,
estruturadas e articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais, que tém
um principio e um fim conhecidos tanto pelo professor como pelos alunos” (Zabala,

1998, p. 18). Corroborando com o que definiu Zabala, Oliveira diz que

[...] sequéncia didatica é um procedimento para sistematizagado do pro-
cesso ensino-aprendizagem, sendo de fundamental importancia a efetiva
participagao dos alunos. Essa participagao vai desde o planejamento
inicial informado aos alunos o real objetivo da realizacdo da sequéncia
didatica no contexto de sala de aula, até o final da sequéncia para avaliar
e informar os resultados. (OLIVEIRA, 2013, p.41).

Diante disso, o professor organiza as etapas da aula em seu planejamento, que
vai desde as atividades até a avaliagao da aprendizagem, dentro daquilo que sera
estudado, para alcancar os objetivos que almeja com seus alunos, diante disso, no
decorrer da aula, o professor deve ser um facilitador no processo da aprendizagem
dos alunos, trazendo-lhes direcionamentos, intervengoes e novas atividades.

A importancia da sequéncia didatica na perspectiva da aprendizagem signi-
ficativa reside na sua capacidade de transformar a sala de aula em um ambiente
dinamico e estimulante, onde os alunos sao encorajados a construir ativamente o seu
proprio entendimento do mundo, em vez de simplesmente memorizar fatos e con-
ceitos isolados. Ao propor atividades desafiadoras, provocativas e contextualizadas,
ela promove a construcao de conceitos sélidos e a internalizagao do conhecimento,
capacitando os alunos a aplicar o que aprenderam em novas situagoes e contextos.

Além disso, ao reconhecer a importancia da motivagao, interesse e engajamento
dos alunos no processo de aprendizagem, a sequéncia didatica orientada pela teoria
da aprendizagem significativa busca criar experiéncias educacionais estimulantes
e relevantes, que despertem a curiosidade, a criatividade e o pensamento critico
dos alunos. Dessa forma, ela nao apenas facilita a aquisicao de conhecimentos e

habilidades, mas também promove o desenvolvimento integral dos alunos, preparando-
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os para enfrentar os desafios do mundo contemporéaneo de forma autéonoma e confiante.

Portanto, é evidente que a sequéncia didatica, quando concebida e imple-
mentada com base nos principios da aprendizagem significativa, desempenha um
papel fundamental na promoc¢ao de uma educacao de qualidade, centrada no aluno e
orientada para o desenvolvimento integral de suas potencialidades. Ao reconhecer
e valorizar a importancia dessa ferramenta pedagogica, os educadores podem criar
experiéncias educacionais significativas e transformadoras que inspirem e capacitem
os alunos a alcancarem todo o seu potencial.

A Teoria da Aprendizagem Significativa de David Ausubel pode ser aplicada
para ensinar conceitos matematicos complexos, como a divisao do plano por n retas
de Jacob Steiner.

Segundo Ausubel, (1968), a aprendizagem significativa ocorre quando o novo
conhecimento se conecta de maneira substantiva e nao arbitraria ao conhecimento
pré-existente do aluno. Para construir uma sequéncia de contetiido que promova a
aprendizagem significativa, Ausubel sugere uma abordagem estruturada e cuidadosa,
na qual, antes de introduzir novos contetudos, é fundamental diagnosticar o conhe-
cimento prévio dos alunos. Isso pode ser feito através de discussoes, questionarios,
testes diagnosticos ou outras atividades que revelem o que os alunos ja sabem sobre
o tema.

Ja a organizacao dos contetidos deve ser de forma hierarquica, partindo dos
conceitos mais gerais e abrangentes para os mais especificos e detalhados, facilitando
a assimilacao e integracao dos novos conhecimentos com os conceitos ja existentes na
estrutura cognitiva dos alunos.

E imprescindivel que os novos conceitos devem ser apresentados de forma
a se conectarem significativamente com o conhecimento prévio. Utilizar exemplos,
analogias e experiéncias praticas que os alunos possam relacionar com suas vivéncias
anteriores é essencial.

Ausubel, por outro lado, propoe apresentar, de forma introdutoria, organizado-
res prévios (como resumos, diagramas ou mapas conceituais) que proporcionem uma
visao geral do contetudo a ser estudado. Estes organizadores ajudam a estabelecer

uma base cognitiva para o novo material.

6.1 Um Exemplo de Sequéncia Didatica Sob a Pers-

pectiva da Teoria de Aprendizagem Significativa

Nesta secao iremos apresentar um exemplo de Sequéncia Didatica na perspec-
tiva da Teoria da Aprendizagem Significativa de Ausubel, que podera ser aplicada no

Ensino Médio, através de uma série de atividades planejadas. Com isso, buscaremos
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criar um material que potencialize, de maneira apropriada e relevante, garantindo que
cada novo conceito apresentado se relacione com o que ja foi aprendido, solidificando
assim a base de conhecimento dos alunos.

A Sequéncia Didatica proposta neste trabalho visa, inicialmente, apresentar
conceitos iniciais sobre Geometria da Posi¢ao, como as definigoes de Ponto, Reta,
Plano e Posi¢oes Relativas; Em seguida, apresentar o problema da divisao do plano
ou Pizza de Steiner.

A seguir observaremos algumas Competéncias Especificas, n®. 03 e n°. 05,
respectivamente, e Habilidades de Matematica e suas Tecnologias para o Ensino
Médio descritas na BNCC (2018), que embasam esta sequéncia didatica:

Competéncias Especificas:

o Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméticos, em seus campos
— Aritmeética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e
Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao

das solugoes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

e Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propri-
edades mateméticas, empregando recursos e estratégias como observagao de
padroes, experimentacoes e tecnologias digitais, identificando a necessidade,
ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na validagao das referidas

conjecturas.

Habilidades:

e (EM13MAT302): Resolver e elaborar problemas cujos modelos sao as fungoes
polinomiais de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou nao tecnologias

digitais.

e (EM13MATS502): Investigar relagoes entre nimeros expressos em tabelas para
representé-los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas
para generalizar e expressar algebricamente essa generalizagao, reconhecendo

quando essa representacao ¢ de funcao polinomial de 2° grau do tipo y = ax? .

Objetivo: Compreender a divisao do plano por n retas e suas propriedades, utilizando
a teoria da aprendizagem significativa para promover uma compreensao profunda do

conceito.
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Atividade 1: Exploragao Inicial

Contetdo: Nogoes de Geometria da Posi¢ao.

Objetivos: Apresentar os objetos de estudo da Geometria da Posicao, destacando
algumas aplicacoes dessa geometria.

Duracgao: 2 h/a.

Recursos pedagogicos: Pincel, quadro branco, compassos, réguas, lapis, papel,
notebook, data show e software GeoGebra.

Metodologia:

e Inicie a aula com uma discussao sobre o que os alunos ja sabem sobre ponto,

reta e plano.

e Em seguida, apresente as no¢oes primitivas e propriedades de Geometria da Po-
si¢ao (ou Espacial): ponto, reta e plano; podendo usar um notebook, data show
e o software GeoGebra como suporte para desenhar os objetos mencionados. E
imprescindivel que o professor apresente exemplos de objetos encontrados no

cotidiano que remetem a forma dos objetos primitivos apresentados.

e Na segunda parte da aula, peca aos alunos que criem Mapa Mental sobre o
que foi apresentado na aula sobre Geometria da Posi¢ao. O professor podera

orienta-los na construcao do Mapa Mental.

Figura 6.1: Mapa mental: Nogbes primitivas de Geometria da Posigao.

lcumudemesitodos 0s pontos em comum) ] [néo coincidentes (interseccdo vazia) | luma reta em comum |

Secantes (ou concorrentes)
Posigoes relativas
Na&o tem espessura, nem fronteiras. Eo conjunto dos irfinitos pontos existentes.

-~

Geometria da Posigao

=

((Nao tem dimens3o, nem massa, nemvolume. ) ((Dois portos distintos definem uma nica reta ) N&o tem espessura, nem comego, nem fim.

Posigoes relativas
Paralelas Concorrentes Reversas

nunhum ponto em comum | | irfinitos pontos em comum | | um tnico ponto em comum | | ndo coplanares, sem interseccio

Fonte: Proéprio autor.

e Agora o professor ird comparar o plano bidimensional a uma grande pizza

circular. Pega que os alunos desenhem um circulo, utilizando um compasso.
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Em seguida, peca a eles que fagam um corte reto na pizza circular, podendo

utilizar uma régua, de modo que obtenham o maior nimero de partes.

Exemplo 01: Considere o circulo como uma pizza circular. Observe a pizza

circular dividida por apenas um corte reto, gerando duas partes.

Figura 6.2: Pizza circular com um corte reto.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 01: Usando apenas dois cortes retos, de quais formas podemos

dividir essa pizza?

Figura 6.3: Pizza em formato circular.

Fonte: Elaborada pelo autor.

e Na terceira parte da aula, apresente imagens ou diagramas simples que mostrem
exemplos das possiveis divisoes da pizza por duas e trés retas, conforme as
Figuras 6.4, 6.5, 6.6 e 6.7.
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Figura 6.4: Pizza com dois cortes retos Figura 6.5: Pizza com dois cortes retos

paralelos. concorrentes.

Fonte: Préprio autor. Fonte: Préprio autor.
Figura 6.6: Pizza com trés cortes que se Figura 6.7: Pizza com trés cortes que se
intersectam num dnico ponto. intersectam dois a dois.

Fonte: Proéprio autor. Fonte: Proéprio autor.

e Pergunte aos alunos sobre as propriedades que observam nessas divisoes.
O que acontece quando os cortes se intersectam todos num mesmo ponto?

O que foi preciso para obter o nimero maximo de pedagos, nos casos apresen-
tados?

Avaliacao: A avaliacao se dara através da observacao, pelo professor, da resolucao

das questoes e participagao dos alunos durante a aula.
Atividade 2: Introdugao dos Conceitos e Exploracao de Propriedades

Contetido: Divisao do plano bidimensional.

Objetivos: Explorar e identificar as propriedades das regices formadas quando o
plano é dividido por retas.

Duragao: 1 h/a.
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Recursos pedagogicos: Pincel, quadro branco, compassos, réguas, lapis, papel,
notebook, data show e software GeoGebra.

Metodologia:

e Apresente o conceito de divisao do plano por n retas de Jacob Steiner de forma

clara e acessivel.
Sugestao: O professor poderé utilizar, como motivagao, o contexto histérico

em que surgiu o problema, como apresentado no Capitulo 3 deste trabalho.

e Explique o que sao retas em posicao geral.
e Divida os alunos em grupos e fornega folhas de papel, compasso e lapis.

e Peca aos grupos que desenhem uma pizza em formato circular, adicionando
retas (n =0, 1, 2, 3, 4 e 5) nela e identificando o nimero de regioes formadas.
Oriente os grupos a fazerem uma tabela com o ntimero de regides obtidas com
as n retas em posicao geral e quantas regioes aumentaram quando é feito um

novo corte.

Tabela 6.1: Exemplo de tabela com o Numero de regioes aumentadas da pizza.

Numero de cortes 01 2 3 4 5

Nuamero de regioes

Numero de regioes aumentadas

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

e Apos preencher a tabela, faca a analise do que foi obtido nela, observando
que cada corte reto sucessivo aumenta o numero de partes pelo nimero de
partes em que foi dividida pelos cortes retos anteriores, ou seja, a cada corte

aumenta-se n partes as existentes.

Tabela 6.2: Numero de regides aumentadas da pizza.

Nuamero de cortes 01 2 3 4 5
Numero de regioes 1 2 4 7 11 16
Nuamero de regioes aumentadas 0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.
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Ou seja, podemos relacionar o nimero de pedacos obtidos através da sequéncia

numérica, com condicao inicial Py = 1, entao teremos

P o= 1,

P = Fy+1,

P, = P +2

P; = P+3,

Py = P3+4,

Ps = Py+5,

P, = P,1+n, comneNn>1.

e Em seguida, explore exemplos de divisao do plano por trés e quatro cortes retos,
destacando as regices formadas e as propriedades dessas divisdes. Destaque
(de vermelho) as regides que nao foram divididas com o terceiro corte reto e,

logo apds, com o quarto corte reto. Use as Figuras 4.10 e 4.11.

Figura 4.10: Pizza com trés cortes retos. Figura 4.11: Pizza com quatro cortes retos.

Fonte: Proprio autor. Fonte: Proprio autor.

e Observe que todas as regioes da Figura 4.10 foram duplicadas, com excecao de
uma regiao. Ja na Figura 4.11, todas as regioes foram duplicadas, exceto trés.
Peca que os alunos montem uma tabela com essas informagoes, a partir de trés

cortes até o sexto corte.

Tabela 6.3: Numero de regices da Pizza.

Numero de cortes 3 4 5 6

Nimero de regioes 7 11 16 22

Numero de regioes nao duplicadas 1 3 6 10

Fonte: Elaborada pelo préoprio autor.
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e Veja que o nimero de regides obtidas em cada caso é igual ao dobro do niimero
de regioes anteriores menos o total de combinagoes duas a duas dos cortes

feitos anteriormente.

P(n) = 2P(n—1)—C? |, onden € N,n > 3.

e E que a sequéncia do ntimero de regioes nao duplicadas é o ntimero triangular
T, = C?_| paran > 3.

Atividade 3: Generalizagao

Contetido: Generalizando os conceitos aprendidos e fazendo as demonstracoes dos
resultados.

Objetivos: Explorar e reconhecer o desenvolvimento e generalizacao da férmula da
Pizza de Steiner.

Duracgao: 1 h/a.

Recursos pedagoégicos: Pincel, quadro branco, compassos, réguas, lapis, papel,
notebook, data show e software GeoGebra.

Metodologia:

e Mostre aos alunos a generalizagao para qualquer nimero de retas, formulando

conjecturas sobre o niimero méaximo de regioes formadas.

e Utilize as demonstragoes da Segao 04 para chegar na férmula geral da Pizza
de Steiner, relacionando a divisao do plano por n retas e outros conceitos

matemaéticos, promovendo uma aprendizagem significativa.

e Com a sequéncia numérica desenvolvida na Atividade 2, desenvolva a funcao

que relaciona o total de regides P, ao niimero de cortes retos n.

Sugestao: Utilize a demonstracao da Subsegao 4.1.

Vamos utilizar a sequéncia matemaética abordada na Atividade 2 para determinar
a funcao que relaciona o ntimero maximo de regioes da pizza ao nimero de cortes
retos.

Com isso, somando membro a membro as igualdades, obtemos

P, = B+(14+2+3+..4+n),
(1+n)n

P, =1
+2

(14n)n
2

nimero maximo de pedacos obtidos com n cortes retos de uma pizza circular, ou

Dessa forma, encontramos a expressao P, = 1 + , n € N, que determina o
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melhor, encontramos a funcao que relaciona o nimero maximo de regides do plano

bidimensional obtidas com n retas.

e Para finalizar esta aula, demonstre a formula encontrada anteriormente uti-
lizando o Principio de Indugao Matemética, que foi abordado na Subsegao
4.2.

Atividade 4: Aplicacao e Resolucao de Problemas

Conteudo: Exercicios aplicados ao Desafio da Pizza de Steiner.
Objetivos:

- Identificar os dados essenciais de uma situagao para sua resolucao.

- Compreender os processos matematicos envolvidos na resolugao de problema.
Duragao: 1 h/a.
Recursos pedagoégicos: Pincel, quadro branco, compassos, réguas, lapis, papel,
notebook, data show e software GeoGebra.

Metodologia:

e Apresente problemas que envolvam a divisao do plano por n retas; como
encontrar o nimero minimo de retas necessarias para dividir o plano em um

numero especifico de regioes.

e Incentive os alunos a trabalharem juntos para resolver esses problemas, apli-

cando os conceitos aprendidos.

Problema 02: Uma pizzaria criou uma pizza tamanho familia, e esta interessada
em criar uma nova forma de cortar essas pizzas que maximize a quantidade de fatias
usando apenas 5 cortes retos, independente do tamanho e formato dos pedacos.

a) Como os cortes devem ser feitos para obter o nimero maximo de pedagos?
Solucgao:

Os cortes devem ser feitos de modo que nao haja pares de retas paralelas nem
trés ou mais retas intersectando num mesmo ponto. Ou seja, as retas devem estar
em posicao geral.

b) Qual o nimero méaximo de fatias que podera ser obtido?

Solugao: Considere que n = 5 cortes retos. Logo

1 .
P(5) = 1+%’

6-5
PB) = 1+,

30
P(5) = 1+?,

P(5) = 1+ 15 = 16 fatias.
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Entao, o nimero maximo de fatias é 16.

Problema 3 Qual o nimero minimo de cortes retos sao necessarios para dividir
uma pizza em 11 pedagos?

Sugestao: Aqui o aluno podera utilizar algum conhecimento ja adquirido no ensino
fundamental, como, por exemplo, resolver uma equacao do segundo grau.

1
w, temos que

Solugao: Veja que P(n) = 11, entao usando a formula P(n) = 1+

1
11 = 1+M7
2
11—1 = w’
2
10 = (n+1)n,
2
20 = n®+n,

0 = n?>+n—20.

Aplicando a féormula de Bhaskara para encontrar os possiveis valores para n € N,
onden:%Z e A = b% — 4dac.

Considere a =1, b=1e ¢ = —20. Assim
A = 17—4-1-(-20)=81.

Resolvendo a equagao, obtemos

—1+£+81

n = s
2-1
—1+9
n =
2 ]
—-1+9
ng = Y _4eN:
2
1.9

Portanto, para obter 11 pedagos da pizza serao necessarios 4 cortes retos no

minimo.

Problema 4: Uma pizza que foi dividida por 7 cortes retos, obtendo o ntmero
maximo de regioes. Com os conceitos estudados, é possivel determinar o total de
regioes da pizza que nao foram duplicadas ao fazer o sétimo corte reto.

Determine o total de regioes que nao foram duplicadas com o sétimo corte reto.

Sugestao: Veja que para determinar o total de regioes que nao foram duplicadas, é
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s6 utilizar a formula T,, = C?_, para n > 3.
Solugao: Observe que o total de regioes que nao foram duplicadas pelo sétimo corte

reto é dado por

T7 — C’?—l’
T; = 0627
6!
T, =
! 2. (7=2)"
6!
= o
6-5
=5
30
T7 = ?7
T; = 15 partes nao duplicadas.

Avaliagao:

e Avalie a compreensao dos alunos por meio de observacao durante as atividades

em grupo e discussoes em sala de aula.

e Aplicar uma avaliacao escrita ou oral para verificar a assimilacao dos conceitos.
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7. Consideracoes Finais

Conforme destacado por Brasil (2006), é fundamental que o professor de
matemaética, ao abordar os contetidos no ensino médio, promova de forma consistente
um enriquecimento formativo, sobretudo no que tange ao desenvolvimento do pensa-
mento matematico dos alunos. Isso implica em valorizar o raciocinio matematico,
evidenciando a maneira como o professor apresenta problemas, questiona solugoes,
analisa hipoteses e chega a conclusoes. Para alcancar tal objetivo, o docente pode
empregar estratégias como a utilizacao de exemplos e contraexemplos, a generalizacao
de situagoes e a criagao de modelos.

Este trabalho almeja compartilhar com os professores de matematica do ensino
médio um material didatico que possa ser utilizado para estimular um processo de
aprendizagem significativa, conforme proposto por Ausubel (2000). Considerando que
as demonstragoes apresentadas aqui podem ser utilizadas como um meio pelo qual
os alunos ancoram seus conhecimentos prévios na assimilagao de novas informagoes,
consolidando os conhecimentos anteriores a medida que adquirem os novos.

Essas demonstracgoes, quando integradas as aulas de matemaética, podem se
tornar estratégias pedagogicas valiosas, enriquecendo o ensino da disciplina no ensino
médio e contribuindo para o desenvolvimento cognitivo e intelectual dos estudantes.

Acreditamos que a implementacao dessas demonstragoes nao apenas pode
ampliar o repertorio dos estudantes em relacao aos conceitos mateméticos, mas
também tem o potencial de fomentar a capacidade deles em aplicar o pensamento
logico e analitico em situagoes desafiadoras. Proporcionar aos alunos a oportunidade
de enfrentar problemas complexos, como os apresentados por Jakob Steiner, nao
apenas fortalece sua compreensao dos fundamentos matemaéticos, mas também os
prepara para enfrentar desafios intelectuais ao longo de suas trajetorias académicas e

profissionais.
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A. Algumas Demonstracoes

Demonstracao da Férmula do Nimero Triangular

A sequéncia dos numeros triangulares é dada pela soma dos primeiros n

ntmeros naturais. Podemos representar o n-ésimo ntmero triangular, 7;,, como

T, = 14+2+34---+n.

Para encontrar uma férmula fechada para T,,, podemos somar essa sequéncia de duas

formas diferentes

= 142434+ (n—-1)+n,
= n+n—-1)4+n—-2)+---+2+1

T,
T,
Somando essas duas equagoes, temos
2T, = (I1+n)+24+nm-1)+B+n=-2)+---+((n—1)+2)+(n+1).
Cada par na soma acima ¢é igual a (n + 1), e ha n pares. Portanto, temos

2T, = n(n+1).

Dividindo ambos os lados por 2, obtemos a férmula fechada para o n-ésimo nimero

triangular
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Demonstracao da Férmula para a Soma dos Primeiros

Numeros Triangulares

A soma dos primeiros n nimeros triangulares é

Sabemos que o k-ésimo nimero triangular é dado por

oo ME+D
2
Portanto,
- “ k(k+1
5. = S =S M N )
k=1 k=1

Y k(k+1) = —zn:(k2+k).

k=1 k=1

Separando as somas
1 n n
n = = k? k| .

Sabemos das féormulas para a soma dos primeiros n nimeros naturais e a soma dos

quadrados dos primeiros n niimeros naturais

ik _ n(n—kl)’
2
k=1

—~ ,  nn+1)2n+1)
;k = ; .

Substituindo essas férmulas na expressao de S,

1 /nn+1)2n+1) n(n+1)
S = 5( 6 T )
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1 .
Colocando % em evidéncia

1 nn+1) (2n+1
= . 1).
S 2 T 2 ( 3 +)

Simplificando a expressao dentro dos parénteses

s - n(n+1) <2n—|—1+3)

4 3

g — n(n+1) 2n+4

n 4 3 9
g n(n+1)(n+2)
n 6 °

Portanto, a soma dos primeiros n nimeros triangulares é dada por

_ n(n+1)(n+2)
Sp = G :
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B. Atividades Propostas

Atividade 01: Exploragao Inicial

01) Desenhe um circulo, utilizando um compasso e faga um corte reto sobre ele.

Figura B.1: Pizza em formato circular.

Fonte: Elaborada pelo autor.

02) Usando apenas dois cortes retos, de quais formas podemos dividir essa pizza?

Figura B.2: Pizza em formato circular.

Fonte: Elaborada pelo autor.

03) Quais as propriedades que observam nessas divisoes.
a) O que acontece quando os cortes se intersectam todos num mesmo ponto?

b) O que foi preciso para obter o nimero méaximo de pedagos, nos casos apresentados?
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Atividade 2: Introdugao dos Conceitos e Exploracao de Propriedades

1) Em grupos, desenhe uma pizza em formato circular, adicionando retas (n = 0,
1, 2, 3, 4 e 5) nela e identificando o ntimero de regides formadas. Anote em uma
tabela o niimero de regioes obtidas com as n retas em posicao geral e quantas regioes

aumentaram quando é feito um novo corte.

Figura B.3: Pizza em formato circular.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela B.1: Nimero de regides aumentadas da pizza.

Nuimero de cortes 0 1 2 3 4 5

Nuamero de regioes

Nuamero de regioes aumentadas

Fonte: Elaborada pelo préprio autor.

Faca uma anélise do que foi obtido na tabela.
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Atividade 3: Aplicagao e Resolucao de Problemas

1) Uma pizzaria criou uma pizza tamanho familia, e esta interessada em criar uma
nova forma de cortar essas pizzas que maximize a quantidade de fatias usando apenas
5 cortes retos, independente do tamanho e formato dos pedagos.

a) Como os cortes devem ser feitos para obter o nimero maximo de pedagos?

b) Qual o nimero méaximo de fatias que podera ser obtido?

2) Qual o nimero minimo de cortes retos sao necessarios para dividir uma pizza em

11 pedagos?

3) Uma pizza que foi dividida por 7 cortes retos, obtendo o nimero maximo de
regioes. Com os conceitos estudados, é possivel determinar o total de regides da
pizza que nao foram duplicadas ao fazer o sétimo corte reto. Determine o total de

regioes que nao foram duplicadas com o sétimo corte reto.
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