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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo fazer uma abordagem sobre a teoria
de curvas parametrizadas diferencidveis. Apresentamos os fundamentos que
servem de base para uma boa compreensdo do assunto. Abrangemos desde
os conceitos de fungoes, limites e derivadas do Calculo Diferencial, os produto
escalar e vetorial da Geometria Analitica, além de conceitos da Cinematica.
Na Geometria Diferencial nosso estudo parte das nogoes mais elementares até
estabelecer o Referencial de Frenet para curvas no plano e no espago. Também
explanamos sobre as equagoes das conicas e evidenciamos a relacao destas com
o movimento planetario. Por fim, ha um breve estudo do circulo e da elipse
como uma aplicacdo de todo o contetido que abarcamos. Ao longo de todo
o texto, procuramos construir e ampliar os assuntos de forma a proporcionar
uma leitura envolvente e compreensivel a quem tiver apreco e interesse pela
matemadtica e, principalmente, para os docentes que lecionam esta disciplina na
educagao basica.

Palavras-chave: curvas, fungoes, derivadas, vetores, geometria diferencial,
conicas, Triedro de Frenet.



ABSTRACT

The main objective of this work is to present a basic approach to the theory
of differentiable parameterized curves. In order to do so, we take a look at the
fundamentals that are the basis for a good understanding of the subject. We
try to cover the concepts of functions, limits and derivatives of the differential
calculus, the scalar and vector products of analytic geometry, and even some
concepts of kinematics. In Differential Geometry, we start with elementary
notions so that, in the end, we can establish the Frenet reference system for
curves in the plane and in space. Then, we write about the equations of conic
sections and apply it to the planetary motion. Finally, we present a brief study
of the circle and the ellipse as an application of all the content that we embrace
along this dissertation. Throughout the text, we seek to build and expand the
topics in order to provide an engaging and approachable reading to those who
enjoy mathematics, especially teachers who teach this course in the elementary
school.

Keywords: curves, functions, derivatives, vectors, differential geometry,
conics, Frenet reference system.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como proposta fazer um estudo sobre curvas parametrizadas
estabelecendo as ferramentas matematicas que fundamentam este assunto da
Geometria Diferencial.

No primeiro capitulo fazemos uma abordagem sobre fungoes, seus tipos e
formas de representagao com diversas defini¢oes e exemplos. Apresentamos
também os limites e suas propriedades operatérias e a partir do Teorema do
Confronto deduzimos os limites de fungoes trigonométricas. Falamos sobre de-
rivadas, primeiramente de modo bastante intuitivo e depois com maior rigor,
estudamos importantes propriedades e resolvemos uma série de exercicios de
diferenciacao.

Na sequéncia, definimos as coordenadas cartesianas no plano e no espago,
apresentamos os vetores e mostramos formas de operar com eles. As férmulas
do produto escalar e do produto vetorial sao definidas e demonstradas seguidas
de exemplos de aplicacoes do produto vetorial. Explanamos também sobre as
diferentes formas de exibir a equacao de uma reta. Além de apresentar os
conceitos de velocidade e aceleragao do ponto de vista vetorial.

O terceiro capitulo trata sobre a cinemética e as trés leis de Newton. O
capitulo seguite é dedicado ao estudo das curvas cuja principal referéncia é [12].
Definimos curvas parametrizadas, vetor tangente, reparametrizacao de curvas,
comprimento de arco e as formulas de Frenet para curvas no plano e no espago.

Iniciamos o ultimo capitulo definindo a construcao das conicas. Apresenta-
mos suas equagoes em coordenadas polares e cartesianas e mostramos a equi-
valéncia dos dois tipos de equagao. Evidenciamos a relacao existente entre as
cOnicas e o movimento planetario. Finalmente, tomamos a equagao de uma
elipse e calculamos sua curvatura.

O trabalho traz assuntos diversos dentro da Matematica e até da Fisica.
Procuramos apresentar cada conteudo de forma intuitiva e depois dar mais
profundidade. Todo o texto estd repleto de definiges e demonstragoes mas
também de figuras e exemplos. Nosso objetivo é o de enriquecer o leitor com
conteiido matematico mas proporcionando uma leitura agradavel e interessante
sobre os assuntos aqui expostos.



CariTUuLO 1

Funcoes

Funcgoes expressam a relacao entre duas grandezas em que uma depende da
outra. H& diversas formas de se representar uma fungao, como graficos, tabelas,
conjuntos e equacoes matematicas.

Definicao 1.0.1. Dados dois conjuntos X e Y, uma lei f que associa a cada
elemento v € X exatamente um elemento y € Y é denominada fun¢do. Se f
associa x a y dizemos que y é a imagem de z pela fungao f, ou que f leva z em
y, ou ainda que y é o valor de = por f. Nesse caso escrevemos:

f@)=y

O conjunto X é formado por todos os valores que x pode assumir, recebe o
nome de dominio da fungao f. O conjunto Y é formado por todos os possiveis
valores que f(x) pode assumir, recebe o nome de contra-dominio da funcao f.
Usaremos a notagdo D¢ e C Dy para representarmos o dominio e contra-dominio
de f, respectivamente. Em geral escrevemos f : X — Y para representar uma
funcao de dominio X e contra-dominio Y.

O conjunto formado por todos os valores de Y que sao imagem de algum
x € X constitui a imagem da fung¢do e o representaremos por Imy.

Uma mesma fungao pode ser representada de maneiras diferentes. Considere
a fungéo f de dominio Dy = {2,3,5,8,10} e contra-dominio CD; = R. Seguem
abaixo algumas dessas representagoes:

1. Descrigao de uma propriedade: O dobro de um nimero acrescido de 1.

2. Representacao utilizando tabela:

x |y
2 |5
317
5 | 11
8 [ 17
10 | 21

3. Utilizacao de diagrama:
4. Representacao gréfica:

5. Equagao matemética (ou lei de formagao): y = 2z + 1
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Figura 1.2: Gréfico da fungao

Observe que, pela definicao de imagem de uma funcgao, percebemos que
pode haver valores do contra-dominio que nao pertencem a imagem da fungao.
O diagrama a seguir ilustra essa situagao:

1.0.1 Exemplo. Considere a funcio f : R — R definida por f(z) = z?2.

Seu dominio e contra-dominio sao formados por todos os niimeros reais, isto
é, Df =R e CDy =R. A imagem de f, no entanto, é formada apenas pelos
niimeros reais nao negativos, pois 2 > 0 para todo = € R. Logo Ims = R.
Assim, Imy C CDy, mas Imy # CDy.

1.1 Estudo das funcoes

Nesta secao faremos um estudo sobre as fungoes, observando definigoes e exem-
plos de conceitos que serao importantes para a compreensao de nosso trabalho.
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Figura 1.3: Dominio, contra-dominio e imagem de uma fungao f

Funcgao injetora, sobrejetora e bijetora

Fungoes podem ser classificadas de acordo com seu comportamento em relagao
aos valores que assumem como injetoras, sobrejetoras e bijetoras.
A injetividade de uma fungéo é caracterizada pela definigao:

Definigao 1.1.1. Uma funcdo f : A — B é dita injetora se para quaisquer
x1,T2 € Dy, 1 # xo implica f(z1) # f(x2). De forma equivalente também
pode-se dizer que f é injetora se f(z1) = f(z2) implica 1 = x2.

Em outras palavras, para que uma fungao seja injetora é necessario que
cada elemento x do dominio corresponda a um elemento y da imagem conforme
ilustra o diagrama abaixo:

Figura 1.4: Diagrama: funcao injetora (néo sobrejetora)

Seguem abaixo exemplos de funcao injetora e nao injetora:

1.1.1 Exemplo. Considere f : R — R definida por f(z) = 2z + 5. Afirmamos
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que f é funcao injetora. De fato, se f(x1) = f(x2) entdo:
201 +5=2x9+5

Somando —5 em ambos os lados da igualdade acima e dividindo a equagao
resultante por 2 chegamos a:
Tr1 = T2.

1.1.2 Exemplo. Seja f : R — R definida por f(z) = 22 — 4. Temos entao
que f nao é fungdo injetora, pois para x1 = 2 € x93 = —2 temos x; # T2 mas
flx1) = f(=2) =0=f(2) = f(x2).

Por sua vez, a sobrejetividade de uma fungao é definida da seguinte forma:
Definicao 1.1.2. Uma funcao f : A — B é dita sobrejetora se para todo y € B
existe algum x € A | tal que f(x) = y, isto é, se todo elemento do contra-

dominio estd associado a algum elemento do dominio. Nesse caso, temos que o
conjunto imagem e o contra-dominio de f sao iguais.

Observe o diagrama abaixo:

A

ai

az

as

a4

Figura 1.5: Diagrama: fungao sobrejetora

Seguem exemplos de fungao sobrejetora e nao sobrejetora:

1.1.3 Exemplo. Seja f : R — R dada por f(z) = 2—5. f é funcao sobrejetora.
De fato, dado y € R qualquer, tome z = y + 5, dai temos:

flz)=2-5=(y+5) 5=y,

ou seja, para todo y € R existe x no dominio de f tal que f(x) = y. Note que
nesse caso o contra-dominio e a imagem de f coincidem: CDy = Imy = R.

1.1.4 Exemplo. Considere agora f : R — R definida por f(z) = 2® +2. f
nao ¢é funcao sobrejetora, pois se tomarmos y = 0 veremos que nao existe x € R
tal que f(x) = 0. Observe que, nesse caso, o contra-dominiode f é CDy =R e
sua imagem I'my; = {z € R |z > +2}.

Finalmente a bijetividade é dada por:

Definicao 1.1.3. Uma funcao f : A — B é dita bijetora se ela é simultanea-
mente injetora e sobrejetora, ou seja, se cada elemento do contra-dominio esta
associado a um tunico elemento do dominio.
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f
A
—
a1 e—
a2
as
ayq /
50—

Figura 1.6: Diagrama: funcgao bijetora

Observe os exemplos:

1.1.5 Exemplo. A funcdo f : R — R definida por f(z) = 3z + 1 é uma fungéo
bijetora:

e f ¢é injetora, pois se f(x1) = f(x2) temos 3z1 + 1 = 3z2 + 1. Somando

(—1) e entdo dividindo por 3 segue z1 = xa.

e f ¢é sobrejetora, pois dado y € R qualquer, tomando = = %, temos
f(z) =y. (Verifique)
1.1.6 Exemplo. Seja a fungio f : R — R dada por f(z) = 23 — 1. f é fungao
bijetora:
e f éinjetora, pois se f(x1) = f(x2) temos (z1)% — 1 = (22)® — 1. Somando
(4+1) em ambos os lados e extraindo a raiz cibica temos x; = 3.

e f é sobrejetora, pois dado y € R qualquer, tomando = = /y + 1, temos

f)=at —1= (JyF I 1=y

Funcao composta

Dadas duas funcées f: B - Ceg: A — B, com A C Imy C C, a funcdo
composta (f o g) é obtida pela aplicagdo consecutiva da fun¢ao f a aplicagéo da
fungéo g. Mais formalmente, (f o g) é a funcao de dominio A e contra-dominio
C que leva ¢ € A na imagem de g(z) por f, ou seja, em f(g(z)).

Observe o diagrama a seguir:

1.1.7 Exemplo. Se f(z) =z + 3 e g(z) = 2z — 1, temos:
(a) (fog)(e) = (2x—1)+3 =2z +2
(b) (go f)@)=2(x+3)—1=22+5

Funcao inversa

Seja f uma fungado bijetora f: A — B. E possivel definir a funcgao inversa de
f, denotada por f~!, como a funcao que possui dominio B e imagem A tal que
a composta (f~1o f): A — A é a fungdo identidade de A, isto é, é tal que:

(flof)(z)=2 VaeA
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(fog)(z)

—

Figura 1.7: Fungao composta (f o g)(x)

Observacgao 1.1.4. Como f é bijetora, se f~! é inversa de f vale também que
(fof~':B — B) é aidentidade de B, ou seja:

(fof Yy =y VyeB

A funcao inversa tem tal nome pois possui a propriedade de inverter a agao
de f em A, isto é, se a imagem de x por f é y (em notagao simbdlica f(x) = y),
entdo a imagem desse y por f~1 é esse mesmo = (ou seja f~1(y) = ).

Veja o diagrama:

f—l

- —

Figura 1.8: Diagrama: fun¢ao inversa

Dada uma funcao y = f(x) bijetora, para obter sua inversa basta isolar
a variavel x e trocar as varidveis x e y. A equacdo resultante y = f~!(z),
descrevera a inversa de f.

1.1.8 Exemplo. Obter a fungdo inversa de f(z) = 2z + 3:
A funcgao original é dada por y = 2z + 3, trocando as varidveis x e y temos
x = 2y+3. Paraisolar o termo y somamos (—3) e entdo dividimos por 2 obtendo

a expressao da inversa y = xT Logo, a funcao inversa de f(z) = 22+ 3 é

B r—3
=150
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Seja uma funcao bijetora f(x) = y, vimos que para obter sua inversa tro-
camos x por y de modo que f~!(y) = x. Cada f(z) = y corresponde a um
ponto (x,y) no gréafico de f, do mesmo modo, cada f~*(y) = x corresponde a
um ponto (y, ) no grafico de f~1. Assim, se um ponto (z,y) estd no grafico de
f um ponto (y, x) estd no grafico de f~1, os pontos (z,y) e (y,z) sdo simétricos
em relagao a reta x = y. De modo geral, os graficos de duas fungoes inversas
sao simétricos em relagao a reta x = y. Em outras palavras, isto significa que se
desenharmos os gréaficos de duas fungoes inversas e dobrarmos a folha de papel
exatamente na reta x = y os desenhos se sobrepoem.

O exemplo abaixo ilustra esta situagao:

z—3
2

1.1.9 Exemplo. Fungio f(x) = 2z + 3 e sua inversa f~!(x) =

Figura 1.9: Grafico da fungao f e sua inversa f—*

Funcgao crescente e decrescente

Se o dominio e o contra-dominio de uma fungao sao conjuntos ordenados, como
os numeros reais podemos classificar tal fun¢do quanto ao seu comportamento
em relagao a tal ordem.

Definigao 1.1.5. Considere uma funcao f : R — R, e seja I um subconjunto
de R. Dizemos que:

o f é fungdo crescente em I se f(x1) < f(x2) para todo x1,x2 € I tais que
r1 < 9. Isto é, f é dita crescente quando um aumento nos valores do
dominio implica em um aumento dos valores da imagem.

o f é funcdo ndo-decrescente em I se f(x1) < f(xq2) para todo x1,29 € I
tais que x1 < xa.
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o f é funcdo decrescente em I se f(x1) > f(x2) para todo 1,22 € T tais
que 1 < x2. Isto é, quando os valores do dominio aumentam os valores
da imagem diminuem.

o f é fungdo nao-crescente em I se f(x1) > f(x2) para todo x1,x9 € I tais
que r1 < T2.

o [ ¢é fungao constante em I se f(x1) = f(x2) para todo z1,29 € I, isto é,
o valor de f independe dos valores de = € I.

A figura abaixo contém gréaficos de fung¢oes com crescimentos distintos:

Yol oo

yir

1 b 1 1 b

1 To r1 X2 ” 1 T2

Funcao Crescente Funcgao Decrescente Fungao Constante

Figura 1.10: Graficos de fungoes

Coeficiente angular e linear

Fungdes dadas pela expressao y = ax+b, onde a e b sdo ntimeros reais, a # 0, sdo
chamadas de fungoes polinomiais do primeiro grau. Tais fungoes sao bijetoras e
assumem todos os valores de R, sua representacao grafica é uma reta.

O valor a é chamado de coeficiente angular e indica se a reta estd mais ou
menos inclinada em relagdo ao eixo x. Dependendo do sinal de a a funcao é
crescente ou decrescente:

- Se a > 0, a funcao é crescente;

- Se a < 0, a funcao é decrescente.

O valor b é chamado de coeficiente linear da reta e indica onde o gréafico
cruza o eixo y. Veja a figura a seguir:

1.2 Limites

Ao fazer um estudo sistemético do comportamento de uma funcao, na medida
em que um ponto do dominio se aproxima de um determinado valor z, obser-
vamos que f(x) se aproxima de um valor L, este conceito constitui a ideia de
limite da funcao no ponto .

1.2.1 Exemplo. Considere a fungao f(z) = 5z + 3 e observe os valores de f(x)
quando z assume valores maiores e menores que 7, muito préoximos de 7.
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y=axr+b
a<0

Figura 1.11: Graficos de fungoes polinomiais do primeiro grau

x menor que 7 || x maior que 7

X f(x) X f(x)
6 33 8 43
65 | 355 75 | 405

6,9 37,5 71 38,5
6,98 | 37.9 702 | 38,1
6,098 | 37,99 || 7,002 | 38,01

6,9998 | 37,999 || 7,0002 | 38,001

Conforme x se aproxima de 7, f(x) se aproxima de 38. Podemos obter f(z)
tao préximo de 38 quanto quisermos, para isso basta aproximar z o suficiente
de 7. Note que esta andlise sé precisa ser feita na vizinhanca de 7, ou seja,
com valores de x muito préximos mas diferentes de 7, pois nao é necessario
f(7) = 38. Nesse caso, o limite da fungdo quando = tende a 7 é 38, indicamos
pela notacao lim,_,7 5z 4+ 3 = 38.

Formalmente, temos:

Definicao 1.2.1. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto que
contém p exceto, possivelmente, no proprio p. Dizemos que L é o limite de
f em p, se para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que, para todo z € Dy,

p—d<x<p+dzr#p=L—-e< f(z)<L+e

O que equivale a dizer que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo
x € Df,
O<|z—p|l<d=|f(z)—L|<e.

O numero L, quando existe, é Uinico e serd denotado do seguite modo:

lim f(z) = L.

T—p

Na figura a seguir temos dois exemplos em que o limite da funcao é diferente
do valor da fungao do ponto. No primeiro caso, o limite L da funcao f existe

\J
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quando z = a, mas o valor da fungio é diferente do valor do limite, f(a) # L.
No segundo caso, o limite L da fungao g existe quando = = a, mas a fungao nao
estd definida neste ponto.

\J

of----e----3

> X ('1

/

Figura 1.12: Limites de fungoes

Limites laterais

Na secao anterior, ao estudar o comportamento da fungao para valores de x
maiores e menores que 7 ja abordamos de modo intuitivo os limites laterais.

Definicao 1.2.2. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto que
contém p exceto, possivelmente, no préprio p. Se para todo € > 0, existe § > 0
tal que, para todo x € Dy:

e p—d<z<p=|f(x)— Li| < ¢, o nimero Lq, quando existe, é o limite
lateral esquerdo de f em p denotado por:

lim f(z) =1L
T—p~
e p<x<p+d=|f(x)— La| <e¢, ontmero Ly, quando existe, é o limite
lateral direito de f em p denotado por:

lim f(z) = Lo
z—pt
O limite lateral esquerdo de f(x) em p é obtido quando x se aproxima de
p por valores menores que p, dizemos que z tende a p pela esquerda. O limite
lateral direito de f(x) em p é obtido quando x se aproxima de p por valores
maiores que p, dizemos que x tende a p pela direita.
O limite lim,_,, f(x) s6 existe se os limites laterais pela direita e pela es-
querda forem iguais (ver [3]),

lim f(z) = lim f(x) =L entdo, lim f(z)= L.
T—p— z—pt T—p

Se um dos limites laterais nao existe ou se ambos existem mas sao diferentes,
o limite da fungao no ponto p nao nao existe,

lim f(z) # lim f(z) entao, ﬂill}r;f(x)

T—p~
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1.2.2 Exemplo. Para a func¢ao f(z), cujo gréfico é dado, calcule os limites:

A

f(x)

\]

Figura 1.13: Gréfico da funcao f(z)

(a) limg_,3 f(2):
Observando o gréfico da funcao temos lim,_,3- f(z) = lim,_,3+ f(z) = 3,
como os limites laterais coincidem entao lim,_,3 f(x) = 3, embora f(3) =1

(b) lim,_3 f(x):
De acordo com o grafico de f(z) temos que o limite lateral esquerdo é
lim,_,5- f(z) = 2 e o limite lateral direito é lim,_,5+ f(z) = 1, como os
limites laterais sdo diferentes #lim, 5 f(z).

Limites infinitos

Veremos o que ocorre com o limite quando os valores em mdédulo de f(z) se
tornam arbitrariamente grandes.

Definicao 1.2.3. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto que
contém p exceto, possivelmente, em p.

e Se para todo A > 0 existe § > 0 tal que f(z) > A toda vez que 0 <
|z — p| < 0, entdo denotamos:

lim f(z) = 400
T—p
e Se para todo B < 0 existe § > 0 tal que f(z) < B toda vez que 0 <
|z — p| < J, entdo denotamos:

lim f(z) = —o0
I*}p
Se o valor de f(z) cresce ilimitadamente conforme z se aproxima de p dizemos

que o limite de f(z) quando z tende a p é mais infinito: +00. Se o valor de f(x)
decresce ilimitadamente conforme x se aproxima de p dizemos que o limite de
f(z) quando x tende a p é menos infinito: —oco. Em ambos os casos o limite da
fungdo ndo existe pois +00 e —oco ndo sdo nimeros, apenas indicam que f(x)
pode assumir valores positivos ou negativos tao grandes quanto se queira.
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1.2.3 Exemplo. Verifique que nao existe lim;_,q %

Dado A > 0 queremos achar § > 0 tal que 2 > A sempre que 0 < |z —0] < 4,
ou seja T < % sempre que 0 < || < 4. O que nos leva a tomar § = %.

Quando z tende a zero por valores maiores do que zero, f(z) tende a mais
infinito: lim,_,¢+ % = +00.

Dado B < 0, queremos achar § > 0 tal que % < Bsempre que 0 < |z—0| < 4,
ou seja r > % sempre que 0 < |z| < 4. O que nos leva a tomar § = _—1B.

Mas, quando x tende a zero por valores menores do que zero, f(x) tende a

1

menos infinito: lim,_,o- + = —oo.

Como os limites laterais sdo diferentes, lim,_.q % nao existe.

Figura 1.14: O limite da fungao nao existe quando = — 0

1.3 Propriedades operatérias dos limites

Nesta segao enunciaremos as propriedades operatérias dos limites.

Proposigao 1.3.1. Seja ¢ uma constante e suponha que existam os limites
limg o f(z) elim,—, g(x), entdo valem as propriedades abaixo:

(a) O limite de wma constante é igual a prdpria constante:

limec=r¢c
xr—ra
(b) O limite da fung¢do identidade f(x) = x, quando x — a € a:
limz=a
r—ra
(¢) O limite da poténcia de uma fungdo € igual a poténcia do limite da fun¢do:

lim f(z)" = [ lim f(x)}n, onde n é um ndmero inteiro positivo.
r—a r—a
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(d) O limite da soma é a soma dos limites:

ti [/ (2) + (w)] = lim /() + lim g(a)

T—a r—a

(e) O limite de wma constante vezes uma func¢io € a constante vezes o limite
da fungao:

lim [ef(x)] = ¢ lim f(x)

T—a T—a

(f) O limite de wm produto € o produto dos limites:

lim [f(z)g(x)] = lim f(z) - lim g(z)

T—a r—a T—a

(9) O limite de um quociente € o quociente dos limites, quando o limite do
denominador € diferente de zero:

f(:z:) - limg q f(fw

li = de i 0.
M @) T e g I F
Demonstragdo. Ver [3]. O

1.4 Funcoes continuas
Intutivamente, uma funcao é continua se seu grafico nao exibe saltos em pontos

que pertencem ao dominio da fungao. O grafico da funcao abaixo apresenta
saltos em certos pontos, que sao chamados de ”"pontos de descontinuidade”.

/

Figura 1.15: Grafico de funcao nao continua

Uma funcgao é continua em um ponto xy de seu dominio se, e somente se,
existir o limite da fungdo quando z tende a xg e o valor do limite coincide com
o valor da fungao no ponto xy. Se a fungao for continua em cada ponto de seu
dominio entao a fungao é continua. Note que nao estudamos a continuidade em
pontos que nao pertencem ao dominio da funcao.
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Definigao 1.4.1. Uma funcao f : R — R é continua em xzy se dado ¢ > 0
arbitrario, existe § > 0 tal que |z — xo| < ¢ implica que |f(z) — f(z0)| < €.
Utilizando a notagao de limite temos:

lim f(z) = f(z0)

Tr—rT0o

Seguem exemplos algébricos sobre a continuidade de funcoes, alguns sao re-
solvidos pela definigao utilizando notagao de médulo e outros notagao de limite:

1.4.1 Exemplo. Mostre que a fungéo constante f(x) = k é continua Vzy € R:
Dado € > 0 para 6 > 0 qualquer temos:

o — a0l < 6 = [ f(x) — flzo)| = |k — k| =0 < e

Logo, f(x) =k é funcao continua em R.
Também podemos utilizar limites para verificar que a funcao constante é
continua.

lim k= lim f(z)= f(zxog) =k

r—rxo Tr—rTo

1.4.2 Exemplo. Prove que a funcao f(x) = ax + b é continua em R:
Dado € > 0 queremos mostrar que existe § > 0 tal que

|z — 20| <& = |f(z) — flzo)| <e
Note que pela expressao da funcao temos:
|f(z) = fzo)| = |az + b — (azo + b)| = |az — azo| = |al|z — @ol.

Segue que:
€

lal

Como zy foi tomado de modo

F(@) = f(wo)] < e & lalle — wo] < € |& — o] <

€
Portanto, para ¢ > 0 basta tomar § = ﬂ
a
arbitrario f é continua em R.

A proposicao a seguir nos mostra que operagoes entre fungoes continuas
também nos fornecem funcées continuas.

Proposicao 1.4.2. Sejam f e g fungoes continuas em xo e ¢ uma constante,
entao:

f
f+g9, f-g9. cf e 57(86 970),
também sao funcdes continuas em .

Demonstracdo. Primeiramente mostraremos que f 4+ g é fung@o continua em x.
Como f é continua em zy temos:

lim f(z) = f(z0)

Tr—rTo

Do mesmo modo, como ¢ é continua em z temos:

lim g(x) = g(xo)

rT—T0o
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Segue que

= f(20) + g(xo0)
= (f +g)(z0)

O que demonstra que f + g é continua em z.
De forma anéloga, utilizando somente as propriedades operatérias dos limi-
tes, podemos mostrar que f-g, c-f e %,( se g # 0) sao fungdes continuas.(Verifique)
O

1.4.3 Exemplo. Mostre que um polinomio

p(x) = cpz™ +cp12" t+ - -+ 1zt +co, onde g, ¢, - -+, ¢, S30 constantes,
é uma funcao continua em R.

Dos exemplos anteriores sabemos que ™, 2”1, ---, 2! e que a funcdo cons-
tante sdo funcdes continuas. Pela proposicio 1.4 cada c¢;z?, i = 1,---,n é
continua. Como um polinémio é a soma de fung¢des continuas da mesma pro-
posicao segue que ele também é uma fungao continua.

1

Exemplos do calculo de limites

1.4.4 Exemplo. Calcule o limite lim,_, 54.
A fungéo f(x) = 4 é constante, entdo o valor do limite independe da apro-
ximacgao que se faz para z, temos: lim,_, >4 = 4.

1.4.5 Exemplo. Encontre o valor do limite lim,_,_; 8.

A fungéo f(x) = 8z é continua e (—1) pertence ao seu dominio, o valor do
limite coincide com o valor da funcao quando x = —1. Logo, para calcular o
valor do limite basta substituir z por (—1).

lim 8x=8-(—1)=-8

r——1

1.4.6 Exemplo. Calcule lim,_,53(52? — 2z + 5).

A expressao no limite é uma soma de fungoes continuas sendo que 3 pertence
ao dominio de cada uma delas, o valor do limite coincide com os valores das
fungoes quando x = 3 . Para encontrar o valor do limite vamos substituir « por
3, calcular cada termo separadamente e somar os resultados obtidos.

lim (522 — 2z + 5) = lim (522) + lim (—2x) 4 lim (+5)
x—3 r—3 r—3 r—3
=5-(3%) +(-2)-3+5

=45-6+5=44

20+ 3

1.4.7 Exemplo. Encontre o valor do limite lim,_,7
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Como o limite do denominador é nao nulo, basta resolver os limites separa-
damente e obter o quociente entre eles.

g 2248 _ limy 720 43) _ 2-743 17
a7 oz limgg(z) 7T T

2 -1
z—1"

Nao podemos encontrar o limite apenas substituindo x por 1, pois nesse
caso o denominador seria zero. Quando fatoramos a expressao percebemos que
o numerador e o denominador possuem o fator comum (z — 1) que pode ser
cancelado.

1.4.8 Exemplo. Calcule o valor do limite lim,_.;

-1 (z+1)(z—1)
r—1 (x—1)

flx) = =z+1,Vr#L

z? —
A fungéo f(z) =
T —

as duas fungdes coincidem em todos os valores exceto quando x = 1.

1
T ndo estd definida para = 1, mas g(z) = = + 1 estd,

a4 A

\]

Figura 1.16: Grafico da funcao f(z) = 221

x—1

Como nao estamos interessados no valor da fungao quando x = 1 mas em
seu comportamento quando x tende a 1, é possivel calcular o limite do seguinte

modo:
R S
lim =lm(z+1)=14+1=2.

z—1 r—1 rx—1

(4+x)? - 16

1.4.9 Exemplo. Calcule lim,_.¢

x

Mais uma vez nao podemos substituir imediatamente = 0, pois dessa forma

o denominador seria zero. Antes precisamos fazer algumas operagoes algébricas.
Expandindo o produto notavel e simplificando algebricamente temos:

fla) = (A4+2)>—16 (16+8x+a?)—16 8z +a®

x €T

=8+ .

Logo, o limite pode ser calculado da maneira a seguir:

(44 z)%—-16
x

lim,_,o =lim, ,o(8+2) =8+0=38.
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1.5 Teorema do Confronto

Veremos agora um teorema necessario na demonstragao de alguns limites trigo-
nométricos importantes.

Teorema 1.5.1. Teorema do Confronto: sejam trés funcoes reais f, g e h
definidas em um intervalo I, suponha 63 > 0 tal que f(z) < g(z) < h(z) para
0< |:Z?—£C0| < 03, xg € 1.

Se lim f(z) = lim h(z) =L, entao lim g(z) =L

xr—rx0o r—rx0o Tr—rTo

Demonstrag¢ao. Como lim, ., f(z) = L, dado € > 0 existe d; > 0 tal que

O<|z—mo| <t =L—e< f(z)<L+e.

Do mesmo modo, como lim,_,,, h(z) = L, para € > 0 existe do > 0 tal que

0<|z—ax0|<d2=L—e<h(r)<L+e

Tomando-se § = min{d1, d2, d3} podemos escrever

O0<|z—wmo)|<d=L—-e< f(z) <glx) <h(z) <L+e,

ou seja,
O<|z—mo|<d=L—-e<g(zr)<L+e,

o que significa que
lim g(z) = L.

rT—xo

O

Conforme z — x( a funcao g vai sendo espremida pelas funcoes f e h de
tal modo que, se os limites de f e h sdo L, entao o limite de g também é L.
Devido a esta caracteristica este teorema também é conhecido como Teorema
da Espremedura ou Teorema do Sanduiche. Observe a figura ilustrativa.

YA

5_______
—
54 Y

0 /

Figura 1.17: Teorema do Confronto
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AY
——_ 1 = (cosf, sent)
1/
sen 6 : !
0
4 ) X
O|cosfd N Q = (1,0)

Figura 1.18: Circulo trigonométrico

Estudo de fungoes trigonométricas

1.5.1 Exemplo. Calcule limg_,o senf.

Considere o circulo trigonométrico de raio unitario onde 6 é medido em
radianos, seja | a medida do arco determinado pelos pontos P = (cos 6, senf) e
Q@ = (1,0), conforme ilustrado na figura.

O raio é unitario implica que o angulo # e o comprimento do arco possuem
a mesma medida, # = [. Além disso, o comprimento do segmento PQ é menor
que 1, logo PQ < 6.

O triangulo retangulo NPQ possui catetos NP = senfl e NQ = 1 — cos#.
Pelo Teorema de Pitdgoras sen 20+(1—cosf)? = (PQ)? < 62. Logo, sen 2§ < 6?2
e temos que —6 < senf < 6.

Como limg_,o(—0) = limp_,0f = 0, pelo Teorema do Confronto segue que
limg_,o send = 0.

1.5.2 Exemplo. Calcule limy_,( cosé.
Do exercicio anterior sabemos que (1 —cos6)? < 62, logo, —0 < 1—cosf < 6.
Como limg_,o(—0) = limp06 = 0, pelo Teorema do Confronto temos
limg_,0(1 — cos ) = 0, mas limy_,g1 = 1 e, portanto, limg_,gcosé = 1.

1.5.3 Exemplo. Demonstre a continuidade da fungao f(z) = senx.

Demonstracao. Queremos mostrar que dado g € R,

lim senz = senzp o que é equivalente a lim sen (zg + h) = senxg
T—xT( h—0

Da identidade trigonométrica sen (a+b) = senacosb+ cosasenb e das propri-
edades operatérias dos limites temos:
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lim sen (xzg + h) = lim (sen To - cosh + coszg - sen h)
h—0 h—0
= lim (sen T - COS h) + lim (cos To - sen h)
h—0 h—0
= lim senxg - lim cosh + lim coszg - lim senh
h—0 h—0 h—0 h—0
= senxgp-1+4cosxgy-0

= sen xg

O que comprova a continuidade da fungao seno.
O

1.5.4 Exemplo. Mostre que a fungdo f(x) = cosz é continua.
A demonstragio de que a fungédo cosseno é continua pode ser feita de modo
andlogo a funcao seno.

Demonstracdo. Queremos mostrar que dado zg € R,

lim cosx = cosxy 0 que é equivalente a lim cos(zg + h) = cos xg
T—=T0 h—0

Da identidade trigonométrica cos(a + b) = cosacosb+ senasenb e das propri-
edades operatorias dos limites temos:

lim cos(xp + h) = lim (cos 2o - cosh + senxg - sen h)
h—0 h—0
= lim (cos To - COS h) + lim (sen To - sen h)
h—0 h—0
= lim cosxg - lim cosh + lim senzg - lim senh
h—0 h—0 h—0 h—0
=coszg-1+ senzg -0

= COos T

Deste modo, a fungao cosseno também é continua.
O

Na realidade, todas as fungoes trigonométricas sao continuas em seus dominios.

senx

1.5.5 Exemplo. Calcule o limite fundamental: lim,_q

Nao podemos encontrar o limites apenas substituindo ows valores, pois nesse
caso o denominador seria zero.

Veja a figura.

No circulo trigonométrico observe que o arco z estd entre senz e tgx. Existe
r>0tal que 0 < senz < z < tgx para 0 < z < r. Dividindo as desigualdades
por senx temos:

ao inverter obtemos cosz <

T 1 sen x
1< <
senr  Cosx

Na realidade, se —r < & < 0 entao 0 < —x < r e temos
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AY

tgx

senx

Y

Figura 1.19: Limite fundamental

cos(—z) < sen (=) <1 equivalente a cosx < T < 1,
) sen(—x)  senx
pois cos(—x) = cosz e = .
—x x
enx

< 1.

T
Como lim,_,g cosz = lim,_,g 1 = 1, pelo Teorema do Confronto segue

Deste modo, para todo z, tal que 0 < |z| < r temos cosz <

sen
=1

lim
x—0 x€X

1—
1.5.6 Exemplo. Encontre o valor do limite lim,_,q cos:v.

Também nao podemos encontrar o limites apenas substituindo os valores,
pois o denominador seria zero. Tomemos a fracao e fagamos algumas operacoes
afim de obter uma expressao algébrica mais conveniente.

1—cosz 1—cosz 1+cosx 1—cos?z sen 2x senx 1

. = = = -sen - ————
x x 1+cosz x[l+cosz] z[l+ cosz] x 1+ cosz

senx
=1.

O primeiro fator estd relacionado ao limite fundamental lim,_,q
1 1

1+ coszx 1 +0 -
Substituindo a expressao e utilizando a propriedade de que o limite do pro-

duto é o produto dos limites podemos calcular:

Também conhecemos lim, .o senz =1 e lim,_,q

. 1—cosx . sen x 1
lim —— = lim -sengc ————
z—0 T z—0 T 1+ cosx
. senx . .
= lim - lim senx - lim

z—0 T z—0 z—0 1 4+ cosx
=1-0-1=0
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Figura 1.20: O limite da funcao sen (Z) nao existe quando 2 — 0

1.5.7 Exemplo. Calcule lim, o sen (), se possivel.

Quando o valor de x se aproxima da origem do sistema o valor da funcao
oscila entre -1 e +1 e nao tende a nenhum nimero especifico, logo, o limite nao
existe.

1.6 Derivadas

Estudaremos nesta segao o conceito de derivada. Primeiramente trabalharemos
de modo bastante intuitivo mas depois faremos uma abordagem sob um aspecto
mais formal.

Interpretacao e definicao

Encontramos na fisica diversos exemplos que sao motivacoes reais para a nogao
de derivada. Quando estudamos o movimento de objetos, surge o interesse
pelo célculo de suas velocidades, um conceito que nos leva a compreender as
derivadas.

Consideremos, por exemplo, um ciclista que percorre 143 metros em 55 se-
gundos. A velocidade média escalar de sua trajetéria é obtida dividindo-se a
distancia percorrida pelo tempo de percurso:

As  s9—s1 distancia
v = — = =
™AL to — t1 tempo

Desse modo, a velocidade média escalar do ciclista é dada por:

As  143m
Um = A7 Res =2,6m/s

A variagao de s indicada por As = sy — s1 é denominada incremento, ou
acréscimo da varidvel s. Do mesmo modo, a variagao de ¢t que indicamos por
At = to — t1 é chamada de incremento, ou acréscimo da varidvel ¢. Assim, %
¢ denominada razao incremental.

Se fizermos um estudo mais detalhado, provavelmente verificaremos que a
velocidade do ciclista nao se manteve perfeitamente constante durante toda a
trajetéria. Houve instantes em que sua velocidade foi maior que 2,6 m/s e
também momentos em que foi menor.
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Observe a tabela com os dados do problema:

Percurso do Ciclista
Intervalo de tempo (s) | Distancia percorrida(m) | Velocidade média (m/s)
0 até 10 23 2,3
10 até 20 25 25
20 até 30 26 2,6
30 até 40 28 2.8
40 até 50 27 2,7
50 até 55 14 2.8

Se detalharmos ainda mais a trajetéria do ciclista perceberemos variacoes da
velocidade também em intervalos de tempo cada vez menores. Mas entao, qual
era a velocidade exata do ciclista quando ele estava no instante de 25 segundos?
Para responder esta questao basta fazer o intervalo de tempo tender a zero,
assim obteremos a velocidade instantanea escalar do cilista.

. As
v= lim —
At—0 At

Os veiculos automotores possuem um velocimetro que fornece ao condutor
a velocidade instantanea do automoével.

Para que uma funcao seja derivavel ela precisa ser continua e quando anali-
sarmos seu comportamento ao redor de um ponto ela deve se assemelhar a uma
reta.

Tomemos a funcdo f(x) que descreve o deslocamento de um objeto de acordo
com o tempo e consideremos o grafico desta fungdo. A velocidade média do
objeto é calculada considerando-se um intervalo de tempo e sua representagao
grafica corresponde a uma reta secante a curva.

Consideremos a taxa de variagdo da posi¢ao do objeto em relagao ao tempo
e facamos o intervalo de tempo tender a zero de modo a obter a velocidade
instantanea escalar do objeto. Na medida em que a velocidade média tende a
velocidade instantanea, a reta secante a curva se aproxima da reta tangente no
instante t. Desse modo, percebemos que a reta tangente é o limite da secante.

Definicao 1.6.1. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto I C R ,
a derivada de f no ponto a € I é denotada por f'(a) e calculada por:

fa) — i S = (@)

, quando o limite existe.
h—0 h

Considerando uma fungdo y = f(x) e um ponto a do dominio da funcio,
o valor obtido quando calculamos a derivada f'(a) corresponde ao coeficiente
angular da reta tangente ao grifico da fungao f(z) no ponto (a, f(a)).

A expressao da derivada é obtida pela razao dos incrementos de y = f(z) e
x quando o incremento de x tende a zero. Assim, a derivada é o limite da razao
incremental e também pode ser indicada por:

. Ay . flx — Az) — f(Ax)
/ = _— =
[la)= Jim 0= Jim Az

, quando o limite existe.

H4 diversas notagoes equivalentes para denotar uma derivada:
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Figura 1.21: Reta secante

7

Figura 1.22: Reta secante tendendo a reta tangente
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oy oGy dfdy _df _d _ _
fx)=y —@—%—@m:a—@‘m:a—@f(a)—Df(fc)—Dxf(I)-

Os exemplos abaixo sao resolvidos calculando-se a derivada por meio da
definigao.

1
1.6.1 Exemplo. Calcule a derivada da funcao f(z) = —.

Tomando a definicao de derivada e substituindo a expressao da fungao temos:

fl@+h) - fz)

N
fiz) = Jim, h
11 *((142’;)
T x+h T 7. x(r+
=R A
= lim_ih 1__ im ! S
Chsox(z+h) R h—0z2 +xh 22’
1 1
L derivada d =246 f(z) =—=.
0go, a derivada de f(x) ¢ f'(x) =

1.6.2 Exemplo. Dada a funcio f(z) = 22 4 x, calcule sua derivada.
Substituindo a expressao da funcao na definicao de derivada temos:

oy Jl@th) — f(z)
flw) = Jim == ———
. [@+h)?+(@+h)] - [2* +2]
= lim
h—0 h
o 24 2h+hP+x+h—22—2
= lim
h—0 h
. 2xh+h?>+h
=lim ——
h—0 h

=lmQz+h+1)=2x+1
h—0

Logo, a derivada de f(x) = 22 +x é f'(x) = 2z + 1.

1.6.3 Exemplo. Obtenha a derivada da fungao f(z) = senx.
Denotemos por sen'z a derivada do seno. Da definigao de derivada segue:

‘ . sen(x+h)— senx
sen'z = lim
h—0 h
senx cosh + cosxsenh — senx

= 1.
B0 h
. senz(cosh — 1) + cosxsenh
= lim
h—0 h
. senz(cosh—1)  coszsenh
= lim ———— + lim —
h—0 h h—0 h
. (cosh—1) senh
= senz - lim ————=

+cosx - lim
h—0 h h—0
=senx-0+cosx-1=cosx.

Portanto, a derivada do seno é o cosseno: sen'zr = cosz.
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1.6.4 Exemplo. Calcule a derivada da funcao f(z) = cosz.
Seja cos' x a derivada do cosseno. Pela defini¢ao de derivada temos:

cos(z + h) — cosx

cos'z = lim
h—0 h

cosxcosh — senxsenh — cosx

h—0 h
. cosx(cosh —1) — senx - senh
=1
h—0 h
cosx(cosh — 1) . senzsenh
=lim —— — lim —
h—0 h h—0 h
. (cosh—1) . senh
=cosz- lim —— = — senx - lim
h—0 h h—0
=senz-0— senx- 1= —senx.
Portanto, a derivada do cosseno é menos o seno: cos' z = —senz.

1.6.1 Propriedades das derivadas

Nesta segao estudaremos algumas propriedades importantes das derivadas.

Proposigao 1.6.2. A derivada da soma de duas fungdes € igual a soma das
derivadas das fungoes.

(f+9)(a) = f'(a) + g'(a)

Demonstragao.
(f—l—g)'(a) _ il_rf}l (f"'g)(‘ra)7 : if""g)(a)
o J) +9() — f(a) — g(a)
— lim f(z) : fla) + 9(x) :g(a)
= f'(a) +g'(a)

O

Proposigao 1.6.3. A derivada de uma constante multiplicada por uma funcao
€ igual a constante multiplicada pela derivada da funcdo.

(kf)(a) =kf'(a)
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Demonstragao.

kf(x) —kf(a)

o=
=
=kf'(a)

O

Proposigao 1.6.4. Derivada do produto: a derivada do produto de duas fungoes
€ igual a derivada da primeira funcao multiplicada pela seqgunda mais a primeira
funcao multiplicada pela derivada da sequnda.

(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

Demonstragao.

f(@)g(x) — fla)g(a)

(f - f)'(a) = lim

i 1 @9(2) = Sa)g(a) + f(@g(@) = f(@)g(a)

= f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
O

Proposigao 1.6.5. Derivada do quociente: a derivada do quociente de duas
funcades € igual a derivada do numerador multiplicada pelo denominador menos
o numerador multiplicado pela derivada do denominador, sobre o quadrado do
denominador.
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Demonstragao.
fw] _ de -
g(a) T—a Tr—a
_ iy J@9(@) ~ fla)g(x) 1
e a-a g@)gla)
o T@)g(@) — fla)glo) + fla)g(a) ~ fla)g(e) 1
o T—a 9(x)g(a)
— im f(x) = f(a) u g(x) — g(a) 1
;%l o 9(a) = fla) 7 — O
['(a)g(a) — f(a)g'(a)

Proposicao 1.6.6. Regra da Cadeia: sejam y = f(x) e x = g(t) duas fungdes
diferencidveis, Img C Dy, a funcdo composta (f o g)(t) € diferencidvel e sua
derivada € dada pelo produto a sequir, mais conhecido como a regra da cadeia.

(fog)(t)=f(g(t)g'(t), t € Dy
E comum utilizar a sequinte notagcao para a regra da cadeia:

dy dydz
dt — dx dt
Demonstragdo. Suponha g(t + h) — g(t) # 0 para um intervalo I tal que 0 € I.

L Fog)t )~ (Fog)t) . flalt+h) — Flg(t) | glt+h) — (0
h—0 h h—0  g(t+h)—g(t) h
)~ Fe) gl +h) — (1)
h—0  g(t+h)—g(t) h—0

No primeiro limite tomemos a = ¢(t) e p = g(t + h), onde h — 0 temos
p — a, logo:

flot+n) = fle®) _ . f)—fl@) _ ‘
ti LD T _ oy JLHE — i) = pigt)
No segundo limite temos :
%IL% g(t + h})L - g(t) _ g‘(t).

Temos entdo (fog)'(t) = f'(g(t))g'(t), para o caso em que g(t+h)—g(t) # 0.
(|

Esta prova nao é geral pois acrescentamos a hipétese g(t + h) — g(t) # 0.
Para uma demonstragao completa da Regra da Cadeia consulte as referéncias
[3] e [10].
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Proposigao 1.6.7. Derivada da Funcao Inversa: € um colordrio, ou seja, uma
aplicagao direta da Regra da Cadeia.

Demonstracdo. Pela definicao de funcao inversa temos:

FU W) = v

Se f e sua inversa f~! sdo derivéveis, podemos derivar a expressio acima,
sendo que para derivar o membro esquerdo utilizamos a regra da cadeia.

P () =1,

Se f'(f7 (1) # Oentio, (f7)'(y) = = e pois £ ) =

Tabela de derivadas

Para facilitar o processo de calculo segue uma lista com as regras das principais
derivadas. Considere u e v fungoes derivaveis e n uma constante:

Funcao Derivada
y=a y=0,acR
Y= u” yl — nunflul
y=a" y =a“(lna)u', (a>0ea#1)
y=e" y' = etu
y = log, u y‘:%logae
y=lInu Yy = %u'
y=u" y' = vu" ' — u?(Inu)v'
Yy = senu Yy =u'cosu
Y = COSU y' = —u'senu
y=tgu Y = u'sec®u
y = cotu y' = —u'csc?u
Y = secu y' =u'secutgu
Yy = cscu y' = —u'cscucotu
y = arcsinu y' = \/1717
_ | _—u'
Y = arccosu Yy = Ve
Yy = arctanu l= 1}:“.2
y=cot tu Y = Tz
y=sec tu,lul =1 y‘:*,|u|>1
lu|vuz —1
y=csc lu,jul =1 Y _ lul > 1
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Exemplos do calculo de derivadas

Nesta secao utilizaremos a tabela e as propridades das derivadas para derivar
diversas funcoes.

1.6.5 Exemplo. Calcule a derivada da funcao f(x) = 8.
A derivada de uma fungéo constante é igual a zero, logo f'(z) = 0.

1.6.6 Exemplo. Obtenha a derivada da seguinte fungao f(z) = 7z

A funcao é constituida pela constante 7 multiplicada pela funcao poténcia
z*. Para derivar esta funcdo utilizamos a regra da poténcia que estd descrita no
segundo item na tabela de derivadas.

fi(7z*) =4 (7-2471) = 2823,

1.6.7 Exemplo. Obtenha a derivada de uma funcao polinomial

p(x) = cpz™ +cp_12" P+ -+ 12+ ¢, onde cg, c1, - -+, ¢, S0 constantes.
Um polinémio é a soma de monomios, calculamos a derivada de cada monénio
pela regra da poténcia, se f(z) = cxz”® entdo f'(z) =k - b1 k=1,--- n.

Para funcoes diferencidveis temos que a derivada da soma é a soma das
derivadas, portanto, a derivada do polinémio p(z) é:
pE)=n-cz" t+n—1)-cp 12" 2+ - +2 cor+c1.

1.6.8 Exemplo. Calcule a derivada da funcio f(z) = 2% — 32° + 1023 — 72 +8.
A fungao é um polinémio, calcularemos conforme o exemplo anterior:
fi(z) =9(x°1) = 3(52°~1) +10(323~ 1) — 7(1) + 0 = 92°® — 152* + 3022 — 7.

7 d
1.6.9 Exemplo. Seja y = —;, obtenha ey
x i
A derivada desta fung@o também pode ser obtida pela regra da poténcia,

basta lembrar que a™" = —.
dy d 7 d_ _, d _, 41 _ 28
dv drz* dx & 7dgca7 T4z ) 8o

a:2+:17

5
x x
Utilizando a regra da derivada do quociente temos:

d
1.6.10 Exemplo. Calcule il sabendo que y =

d d
(8%) (@ 4+ 2) = (22 + ) (%)

() -
de \ x° B (25)2
(%) (2x + 1) — (2% + 2)(5z*)
- 210
(22 4+ 52°) — (52° + 5a")
- 210
_ 228 + 5a® — 526 — 5z°
- 210
—328 320 3

210 210 T
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1.6.11 Exemplo. Calcule a derivada da fungdo y = cosz(2cosx — 1)
Utilizando a regra da derivada do produto temos:

d
E(cosx@ cosx — 1)) =

d d
(2cosz — 1)E(cos x) + (cos x)E(Q cosz — 1)

(2cosx — 1)(—senz) + (cosz)(—2senx)
—2senxcosx 4 senT — 2senx cos T

senx — 4 senxcosx

= senx — 2(2senx cos )

senz — 2(sen2zx) pois 2senzcosz = sen2x

senx — 2sen 2x.

Funcgoes nao diferenciaveis

H4 casos em que uma fungao é nao diferencidvel:

e Caso 1: Se o grafico

de uma funcao forma um ”bico”’em um ponto a

entao a funcao nao terd tangente em a e assim, nao serd diferencidvel
neste ponto. Ao calcularmos o limite da razao incremental para valores
maiores do que a e para valores menores do que a obteremos resultados
diferentes e, portanto, o limite da fungdo quando = tende a a nao existe.

YA

Figura 1.23: Fungao nao diferenciavel em a: Caso 1

e Caso 2: Se a funcao

f é descontinua no ponto a também nao é dife-

renciavel neste ponto. Pois os limites laterais da razao incremental em a
também serao diferentes.

e Caso 3: Se a reta tangente ao grafico no ponto a é vertical a funcao
nao ¢é diferencidvel neste ponto. Neste caso, o limite do médulo da razao
incremental no ponto a tende a infinito, lim,_,, |f'(a)] = oo, ou seja, nao

¢ um numero L.
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Figura 1.24: Fungao nao diferencidavel em a: Caso 2

Y A

-

\4
>

Figura 1.25: Fun¢ao nao diferenciavel em a: Caso 3

Se uma funcao é diferencidvel em a entao ela é continua em a. Uma funcao
é diferencidvel em um intervalo aberto I = (a,b) se é diferencidvel para todo
ndmero do intervalo.

1.6.12 Exemplo. A fungdo médulo f(z) = |x| ndo é derivdvel em z = 0.
De fato, pela definicao de derivada segue:
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y = ||

\]

Figura 1.26: Fung¢ao médulo

v o flath)—f@) . [0+h[—[0] ||
=™ = w %
Pela definicao de médulo temos:
= h ,seh >0
1 -h ,seh <0
Portanto ‘;Lemos:
|h| 7 =1 ,seh >0
h - J—

Th =—1 ,seh <0

O limite da fun¢ao quando = tende a zero por valores maiores do que zero é
limy,_,g+ = +1 e o limite quando z tende a zero por valores menores do que zero
é lim;,_,o- = —1. Como os limites da razao incremental a esquerda e a direita
sao diferentes a fungao nao é diferenciavel em x = 0 pelo Caso 1 mencionado
acima.

Observagao 1.6.8. Derivadas de ordens superiores: Se f é uma funcao de-
rivavel, a derivada de f existe e é denotada por f' ou notagao equivalente. Se
f' também ¢é derivével, sua derivada é denotada por f"' (ou f?) e é chamada
de derivada de segunda ordem de f. Se f" também é derivével, sua derivada é
denotada por f" (ou f(g)) e é chamada de derivada de terceira ordem de f, e
assim por diante.

Uma funcéo que possui derivada até a ordem k, com f*) continua, é chamada
de funcao de classe C*, k > 0. Se uma funcao possui derivada de todas as ordens,
entao é dita funcao direfencidvel de classe C°.

d
Utilizando a notacao de derivada da fungao y = f(z) como d_f’ a derivada de
x

A i)y Rfm &
_%( dz )_ dzz " @f(x)

segunda ordem serd denotada por: f"(x)



CApiTULO 2

Coordenadas, Vetores e
Retas

Estudaremos neste capitulo primeiramente a defini¢ao de coordenadas no plano
e no espaco, depois a definicao e modos de efetuar operagoes com vetores e, por
dltimo, diferentes formas de descrever a equagao de uma reta.

2.1 Coordenadas no plano e no espago

Coordenadas cartesianas

Na geometria analitica as figuras geométricas sao descritas através de equagoes
algébricas, este recurso é possivel devido ao uso de um sistema de coordena-
das cartesianas. Este sistema de coordenadas permite relacionar uma figura
geométrica com sua representacao algébrica.

A construcao usual do plano cartesiano é descrita a seguir. Tome duas retas
perpendiculares, uma vertical e outra horizontal, a intersecao delas ocorre no
ponto O chamado origem. Diremos que a reta horizontal é o eixo X (ou eixo
das abscissas) e a reta vertical é o eixo Y (ou eixo das ordenadas). Sobre
cada eixo coloque uma escala de nuimeros. Tais retas determinam um plano
que chamaremos de Plano Cartesiano em homenagem a René Descartes. Cada
ponto desse plano determina um tinico par ordenado de nimeros (z,y) os quais
serdo chamados de coordenadas de P e representados por P = (z,y). A cada par
ordenado corresponde um tnico ponto no plano, assim, é importante perceber
a existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre os pontos um plano e o
conjunto dos pares ordenados.

Coordenadas no espago

As coordenadas no espago sao construidas de modo analogo as coordenadas no
plano. Consideramos trés retas perpendiculares duas a duas que se intersectem
em um tunico ponto O chamado origem. Denominamos as retas como eixo X,
eixo Y e eixo Z. Colocamos uma escala de nimeros em cada eixo de modo que
eles fiquem orientados no sentido de crescimento dos nimeros na escala. Cada
ponto do espago determina uma tripla ordenada (x, y, z) que sao as coordenadas
de P no espago, representamos P = (z,y, z). Cada ponto do espago corresponde
a uma unica tripla, desse modo ha uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos no espago e as triplas ordenadas.
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Y
N b= (%, ¥)
i X
0 X
Figura 2.1: Plano Cartesiano: R?
Z
z
L y
L P = (34,2) :
fommmfmmmoo- v !

Figura 2.2: Espaco: R?

2.2 Vetores

Denominamos grandezas escalares as grandezas que sao definidas por um valor
numérico associado a uma unidade de medida. Massa, tempo, volume e tempe-
ratura sao exemplos de grandezas escalares. Ao afirmarmos que um corpo tem
3 litros informamos perfeitamente o seu volume.

Entretanto, ha grandezas que necessitam de informagoes adicionais para ser
completamente descritas. Para descrever com exatidao o deslocamento de um
trem, informamos sua velocidade de 65km/h, sua dire¢do, da cidade A para a
cidade B, e também seu sentido, leste. O deslocamento do trem nao seria bem
definido por uma grandeza escalar, o que melhor descreve seu movimento é uma
grandeza vetorial, ou seja, um vetor.
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Segmentos orientados

Em geometria um segmento determinado pelos pontos A e B é denotado por

AB. Um segmento orientado do ponto A para o ponto B é denotado por E
e representado por uma seta que vai de A até B, o ponto A é chamado origem
e o ponto B é chamado extremidade. Segmentos orientados sao caracterizados
por comprimento, direcao e sentido.

A A

Segmento Segmento orientado

Figura 2.3: Segmento e segmento orientado

Comprimento: determina o tamanho do segmento, mede a distancia do
ponto A até o ponto B. S6 pode ser expresso por um numero real positivo ou
nulo, é denotado por |AB|.

Se A= (z1,y1) e B = (x2,y2) sdo pontos do plano entdo o comprimento do
segmento AB ¢ |AB| = /(22 — 1)% + (y2 — 11)?.

Se A = (z1,y1,21) e B = (x2,y2, 22) sdo pontos no espago entdo o compri-
mento do segmento AB é |AB| = /(z2 — 21)% + (y2 — y1)% + (22 — 21)2.

2.2.1 Exemplo. Determine o comprimento do segmento zﬁ onde A = (2,-7)
e B=(8,1):
1AB| = /827 1 (1 - (-7))2 = V62 + 82 = /36 1 64 = /100 = 10.
2.2.2 Exemplo. Calcule o comprimento do segmento determinado pelos pontos
A=(3,2,-2)e B= ( —2):
v NG 3—2)+(—2—2)2:\/22—1—12—1—(—4)2:\/44-1—1—16
B = vaL.

Direcao: a direcao estd relacionada com a posigao do segmento, sua in-

clinagado. Dois segmentos AB e P@ tém a mesma diregao se sao paralelos.

B Q

A P

Figura 2.4: Segmentos paralelos possuem a mesma diregao
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Sentido: sé é possivel comparar os sentidos de dois segmentos orientados
que possuem a mesma direcao. Dois segmentos de mesma direcao possuem
sentidos iguais ou sentidos opostos.

Observe a figura:

Y

Sentidos iguais Sentidos opostos

Figura 2.5: Sentido

Um segmento orientado nulo é, na verdade, um segmento degenerado no qual
a origem e a extremidade coincidem, AA. Graficamente um segmento orientado
nulo é apenas um ponto, seu comprimento ¢ igual a zero e ele nao possui diregao
ou sentido.

Dois segmentos orientados sao equipolentes ou equivalentes se possuem mesmo
comprimento, direcao e sentido, ou se sao ambos nulos.

Um wvetor é uma classe de segmentos orientados equipolentes, ou seja, é o
conjunto de todos os segmentos equipolentes a certo segmento orientado AB.
Dessa maneira, um vetor pode ser representado por qualquer segmento orientado

equipolente a AB.

A

Figura 2.6: Vetor: classe de segmentos orientados equipolentes

Se dois segmentos orientados possuem o mesmo comprimento, dire¢gao e sen-
tido entao eles pertencem a mesma classe de equipoléncia e representam o mesmo
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vetor, embora possam ter origem e extremidade em pontos diferentes. Na figura
a seguir os segmentos orientados AB e ]@ representam o mesmo vetor. Perceba
que AB pode ser obtido a partir de um deslocamento de P@ e vice-versa.

Q

Figura 2.7: Vetores iguais

Devido a esta caracteristica, frequentemente denotamos um vetor E por
¥, pois dessa maneira nao fazemos referéncia a sua origem ou extremidade.

Assim como os segmentos orientados, vetores sao caracterizados por médulo,
direcao e sentido.

O médulo também é chamado de norma, intensidade ou magnitude e cor-
responde ao tamanho ou comprimento de qualquer representante do vetor. So
pode ser expresso por um numero real positivo ou nulo. O médulo do vetor

AB = ¥ é denotado por ||AB]| = ||7]|. A diregdo, o médulo e o sentido do ve-
tor sao os mesmos de qualquer representante da classe de segmentos orientados
equipolentes.

Se entre dois vetores variar médulo, direcao ou sentido, entao tais vetores sao
diferentes. O vetor cujos representantes sao segmentos orientados nulos é deno-
minado vetor nulo, denotado por 0 e possui norma igual a zero, ||0H =0.

Vetor posicao

Embora um vetor possa ter qualquer ponto como origem, é conveniente tomar-
mos a origem do sistema de coordenadas como a origem do vetor, pois assim
poderemos representé-lo de modo tinico. Em R3, o vetor @ = OP tem como ori-
gem a origem do sistema O = (0,0, 0) e como extremidade o ponto P = (z,y, 2).
Esta é chamada de posicao padrao e o vetor recebe o nome de vetor posi¢ao.
Perceba que ha uma correspondéncia biunivoca entre o ponto P e o vetor posigao
OP, pois todo ponto P determina um vetor ¥ = OP e vice-versa, por isso, fre-
quentemente denotamos o vetor por ¥ = (z,y, z), fazendo referéncia ao ponto

de sua extremidade.
T

O vetor posi¢ao também pode ser escrito na forma matricial v = |y |. A es-
z

crita de vetores na forma matricial é muito conveniente pois permite que calculos
com matrizes tenham significados geométricos, assim, calculos geométricos po-
dem ser efetuados através de dlgebra matricial. O médulo do vetor posigao U é
dado por ||7]| = /22 + y? + 22.

Dois pontos quaisquer A = (x1,y1,21) € B = (22, Y2, 22) pertencem & mesma
classe de equivaléncia do vetor posicao cujas coordenadas sao a diferencga entre
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ro — I
as coordenadas de Be A: 0= /@ = (Y2 — Y1
Z9 — 21

/B: (5,4)

1= (2,3)

P=(3,1)

Figura 2.8: Vetor posicao

Componentes de um vetor

—

As componentes de um vetor ¥ correspondem aos catetos de um triangulo
retangulo que tem o médulo do vetor como hipotenusa. Da trigonometria temos
que a componente x é U, = Ucosf e a componente y é U, = Usen .

Veja a figura abaixo:

Figura 2.9: Componentes do vetor ¢ no plano cartesiano



2.2 Vetores 46

Vetores opostos

Dois vetores sao ditos opostos se possuem o mesmo médulo e a mesma diregao
mas sentidos opostos. O vetor oposto a ¥ é denotado por —¢. Um dos vetores

opostos a ¥ = AB é o vetor —v = —AB = BA.

<

Figura 2.10: Vetores opostos

Adicao de vetores

Para efetuar a adigao de dois vetores w e v utilizamos o recurso grafico da regra
do paralelogramo. Para isso, posicionamos os vetores o e U de forma que suas
origens coincidam, o vetor soma w0 + v terd médulo, diregdo e sentido de acordo
com a diagonal do paralelogramo determinado por 0 e .

Figura 2.11: Adigao de vetores: regra do paralelogramo

Posicionando os vetores ' e @ na posi¢ao padrao, temos P = (x1,y1,21)
como a extremidade de ¥ = OP; e P, = (x2,y2,22) como a extremidade de
. ——

w = OP2
Escrevendo em notagao matricial segue:

X1 T2 Ty + T2
U= |y1| e W= |y2|, de modo que 17—1—1?5:@: Y1+ Y2
2 29 21+ 29

Subtracao de vetores: Para calcular a diferenca entre os vetores W e
¥ devemos calcular a adigdo do vetor w com o oposto do vetor ¥, ou seja,

— —

W — ¥ = + (—v). Observe a imagem.
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AY
P
P
e ;
v/ A

. —~ Py
' w

0 ’X

Figura 2.12: Adigao de vetores: vetores na posicao padrao

Figura 2.13: Subtragao de vetores

Multiplicacao por escalar

x
A multiplicagdo de um nimero real A por um vetor ¥ = |y | é denotada por \v
z
T Az
e calculada do seguinte modo: A=A |y| = [y
z Az
O vetor resultante possui as seguintes caracteristicas:
e Médulo: ||A7]] = |A|||7]], o médulo da multiplicagao por escalar é o resul-
tado do médulo do escalar A multiplicado pelo médulo do vetor .
T Az
De fato, se ¥ = |y | entdo, A\ = | A\y| e segue que
z Az

M2 = (A2)? + (Ay)? + (A2)? = X% (2? + 92 + 2%) = N2||0])%.

Como V3% = [, temos /N7 = VA2 /[T = |||
e Direcgao: M\ e ¥ possuem a mesma direcdo, ou seja, sdo vetores paralelos.
e Sentido: o sentido do vetor A7 varia de acordo com o sinal de A:

Se A > 0, entao AU e ¥ tém o mesmo sentido.

Se A < 0, entdo AU e ¥ tém sentidos opostos.

Se A =0, entdao A7 = 0 é o vetor nulo.
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5/77//

Figura 2.14: Multiplicagao por escalar

N

2.3 Produto escalar e angulo entre vetores

Produto Escalar

Nesta secao veremos a definicao e exemplos do produto escalar, também chamado
de produto interno entre vetores.

Z1 Z2
Em R3, sejam os vetores ¥ = |y1| e @ = |y2| e consideremos
21 22

T=[z1 y1 2]’ aforma transposta do vetor ¥.
Definimos o produto interno como:

P T -
VW =V W =2T102 + Y1Y2 + 2122

Este resultado é na verdade uma matriz de ordem 1 x 1 que tratamos como
um ntmero, por isso a denominacao produto escalar.

No plano temos v = [?gjl} ew = Bz] , logo .0 = 0T = x120 + y1ya.
1 2
5 -3
2.3.1 Exemplo. Sev= |6| ew = | 4 |, entdo 0./ = 5(—3)+6.4+2(—2) = 5.
2 —2

g

2.3.2 Exemplo. Se ¥ = [_25] ew= [Z] ,entdo U.wW = (—=5)2+2.4 = —2.

Propriedades do produto interno
A proposicao a seguir enuncia propriedades operatorias do produto vetorial.

Proposigao 2.3.1. Considere i, U e W vetores nao nulos e A um nimero real:

(d) v

S
<y
Il
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Demonstragdo. Considere 0 = (21,y1,21), W = (22,y2, 22), U = (3,Y3,23) € A
um nuimero real:

— —

(a) U0 =212 + y1y2 + 2122 = X271 + Yoy1 + 2021 =W . T

(b) ()\U) . ’Lﬁ = ()\xl, /\yl, )\Zl) . (.IQ,yQ, 22) = )\ZElIQ —|— /\ylyg —|— AZlZQ =
)\(.IlIQ + Y1Y2 + 2122) = A(ﬁ. 117) = xl)\xg + yl/\yQ + Zl/\ZQ =7. (/\117)

(¢) @ (U+ W) = (z3,y3,23) « (T1 + T2, Y1 +y2,21 + 22) =
T3X1 + T3x2 + Ysy1 + Ysy2 + 2321 + 2322 =
(321 + ysy1 + 2321) + (T322 + ysy2 + 2320) = U T+ U . W

De forma andloga é possivel mostrar que @. (0 — @) = @.7 — @ . .

(d) Ta¥= (21,91, 21) « (T1,Y1,21) = 121 + Y1y1 + 2121 = 2% +yi + 27 = ||7))?

Como 2 + y? + 22 > 0 entdo . ¥ > 0 e, portanto, ||7]| = V7.7
O

Observe que se 7.7 = 0, entdo 7 + y7 + 22 = 0, mas isso s6 ocorre se
1 =1y =21 =0, ou seja, se v = 0.

Angulo entre vetores

Nesta se¢ao veremos que o produto escalar estd relacionado com o angulo for-
mado entre dois vetores de mesma origem.

Dois vetores ¢ e W néo nulos e com origem em ponto comum determinam
um angulo 6 tal que 0 < 0 < 7.

g
S
S

Figura 2.15: Angulo entre vetores

O angulo formado entre os vetores ¢ e w possui relagao com o produto escalar
¥+ W, para compreender esta relacdo é necessario recorrer a Lei dos Cossenos.

Considere um triangulo cujos lados sao formados pelos vetores W, ¥ e W — ¢/
e seja 6 o angulo oposto ao lado W — .

Pela Lei dos cossenos temos:

1 — &1 = [|]|* + |9]]* — 2[|7][| 7] cos 6. (2.3.1)

Observe que:

=

[ — v = (@ = 0) « (& — ¥

=W W—W.T—V.W+wW.W

= ||||* — 2@ . 7 + ||7)|*.
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<y
g
|
<y

g

Figura 2.16: Lei dos cossenos

| — 7| = ||]|? — 2w . 7+ ||7]|* (2.3.2)
Da igualdade das expressoes (2.3.1) e (2.3.2) obtemos:

—

@ o7 = ||]]]|7] cosb.

Finalmente, o cosseno de um angulo # formado entre dois vetores nao nulos
vew é:
v
cosf = T TR
91|

2.3.3 Exemplo. Calcule o angulo 6 formado entre os vetores ¢ e w onde

0 1
v= -1l ew= |1
1 0
Resolugao:
s — UK 0-14+0 -1 -1 1
el VOFTHIVI+T+0 vave Va2
Comocos@——l entdo § = =X
=-3 =5

Quando ¥ e @ sao perpendiculares § = 3 entao cost = 0, desse modo temos
—2[|||||7]| cos @ = 0 e segue que ||@ — F]|? = ||| + ||¥]|? neste caso a Lei dos
Cossenos corresponde ao Teorema de Pitdgoras. Ao igualarmos as expressoes
(2.3.1) e (2.3.2) obtemos . v = 0.

Existe uma relacao entre o sinal de /. w e a medida de 6:

e V.0 >0 < 6¢éanguloagudo: 0 <0< 3

e 7.0 <0 < 0¢anguloobtuso: § <0<

e V.W=0 < 0éanguloreto: 0 =73

A dltima relacao é a mais utilizada pois nos fornece um método prético
para verificar se dois vetores s@o ortogonais. Dados dois vetores em sua forma
matricial, se a multiplicagao escalar fornece produto igual a zero os vetores sao
ortogonais e se for um nimero diferente de zero os vetores nao sao ortogonais.
Utilizamos o mesmo método para verificar se duas retas sao ortogonais, para
isso, basta tomar dois vetores paralelos as retas e verificar se os vetores sao
ortogonais. Desse modo, utilizamos o produto escalar como ferramenta para
checar se dois vetores nao nulos sao perpendiculares.
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2.4 Produto vetorial

Nesta secao veremos a motivacao de produto vetorial, sua definicao, proprieda-
des e aplicagoes.

Dados dois vetores ndo paralelos @ = [r1 y1 2z1]T e ¥ =[x 2 27,
queremos encontrar um vetor @ = [a b ¢]T que seja perpendicular a ambos

os vetores dados. Perceba que a solu¢ao nao é unica, pois qualquer A, A € R,
também satisfaz o problema.

Para obter @ ortogonal a % e ¢ precisamos ter . = 0 e @.wW = 0. Se

1. =0, entdo r1a + y1b+ z21¢ =0, e se U. W = 0, entdo zoa + y2b + 22¢ = 0.
Logo, obtemos o sistema linear:

r1a+y1b+21¢=0
Toa + Yob + 20¢ =0

Equivalente a:

r10+ y1b = —z1¢
Toa + y2b = —25¢

Supondo sem perda de generalidade que:

T

£0

Y1
T2 Y2

e, utilizando a Regra de Cramer para resolver, obtemos:

—Z21C Y1 Z1 Y1 1 21
—z2C Y2 zZ2 Y2 Y2 22
a = = —cC =c
1 1 1 Y
T2 Y2 T2 Y2 T2 Y2
X — z1C rT Z1 zZ1 T
i) — Z9C To Z9 z2 T2
b= = —c =c
1 1 Y 1 Y
T2 Y2 T2 Y2 T2 Y2
Para simplificar as expressoes tomamos:
T
o= 1 Y1
T2 Y2
O vetor procurado é dado por:
- 21l», |z1 1| =, |x -
0 = Y1 17 + 1 1 J+ 1 Y i
Y2 22 z22 T2 T2 Y2

Ondei=[1 0 07, 7=[0 1 0Teck=[0 0 1]7 sdo vetores unitarios
nas direcoes dos eixos X, Y e Z, respectivamente.
O vetor w é denominado produto vetorial de U e U e denotado por W = u X .

Uma forma pratica de obter o produto vetorial se dé através do céalculo do
determinante a seguir:
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g e -
v
UXT= 1 Y1 21
T2 Y2 22

Podemos ainda escrevé-lo do seguinte modo:

Y122 — Y221
UXT= —(,TlZQ — :vgzl)
T1Y2 — T2Y1

Vamos verificar se o produto vetorial satisfaz v.w =0 e @ .w = 0.
De fato:

g

W= (U, U X V)
z1(Y122 — Y221) + Y1(z122 — T221) + 21(21Y2 — T2Y1)

= T1Y122 — T1Y221 + Y1T122 — Y1%221 + 21T1Y2 — 21%2y1 = 0

—\

T = (7,7 % )
= 22(y122 — Y221) + Y2(2122 — T221) + 22(T1Y2 — T2Y1)

= TolY122 — ToY221 + Y2T122 — Y2T221 + 22T1Y2 — 22x2y1 = 0,

St

como queriamos.

2.4.1 Exemplo. Determine um vetor ortogonal aos vetores @ = [4 —2 1]7
ev=[5 0 3]

i j ok (-2).3-0.1 —6
G=uUxT=4-2 1= |-(43-51)|=|-7
5 0 3 4.0 — 5.(-2) 10

O produto vetorial é uma ferramenta 1util para encontrar um vetor perpen-
dicular a dois vetores dados.

Propriedades do Produto Vetorial

Nesta secao enunciamos diversas propriedades do produto vetorial.
Proposicao 2.4.1. Dados trés vetores i = [v1  y1 2|7, U= [r2 y2 29]7
ew=[r3s ys z3]T, o produto vetorial possui as sequintes propriedades:

(a) Distributiva em relacdo & soma: (4 +0) X W =4 X W+ ¥ X @

(b) Linearidade: (\d) x ¥/ = A(d x ¥)

(¢) Antissimetria: @ X @ = —w X @

T o A2
(d) Produto misto: @.(Ux W) =(d x0).W=| 22 Y2 2o
T3 Ys z3
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(e) Identidade de Lagrange: ||i x §|% = ||i]|?||7]|*— | @. ¥ |?
(f) Norma do produto: ||@ x ¥|| = ||@]|||7]| senf, onde 8 € o dngulo entre os

vetores 4 e U

Demonstragdo. (a)

—

i j k
(U4+70)xW=|z1+22 y1+Yy2 21+ 22
T3 Ys Z3
i j ok i j ok
=|z1 w1 21|t |r2 Y2 29| =UXWHTXW
r3 Ys Zz3 T3 Ys Zz3
(b)
7 ; k (Ay1)z2 — y2(Az1) Y122 — Y221
()\’(7:) X U= |\x1 Ay1 Az1| = —()\$1)22 + 1'2()\21) = A |—x129 +T2z1| = )\(’(7: X ’U)
T2 Y2 22 (Az1)y2 — z2(Ay1) T1Y2 — T2Y1
(C) - - - — — —
i 3 k i 5 k
UXW=|x;y yn 21|=—|r3 y3 z3=—-uWXx1U
3 Ys =3 rr Y1 21
(d) Temos que
TIxw= Y2 22|74 |?2 562;4_ T2 Y2 p
Ys z3 Z3 X3 r3 Y3
Entao:
- — g 2 e Y2 22| zo X2| = T2 Y2
U (U X W) = (x17+ + z1k) . i+ + k
( ) (1 y 1) (ys 23 Z3 353‘7 3 Y3 )
r1r Y1 2
V4 z X X
pd v R i Y s B
r3 Ys =3
Yy z1 Z1 I r1 U
= T3 + + z
Yz z2 3 Z2 X2 & T2 Y2 3
Yy 21|z, |A<1 T1| = 1 Y|y - - - R,
= i+ k) .«(x3i+ + z3k) = (U X U)W
<y2 22 Z2 T2 T2 > (@5 + ya) 3k) = ( )
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(e) [la x olf* = [|lf*||))*— | . |

Substituindo as coordenadas de cada vetor obtemos:

(y122 — y221)? + (T122 — T221)% + (T1Y2 — T2y1)?

= (a1 + 7 +21) (@3 + 3 + 23) — (1172 + Y13 + 2122)".
Ao expandir os dois membros da equagao verifica-se a igualdade.
(f) Vimos que ¢'. W = ||¥/]|||]| cos .
Substituindo esta expressao na Identidade de Lagrange obtemos:
ll@ % &> = ||a@]|*|7]|* — (|3]]|] cos 8)
= 171 = (7] ]|w]|* cos® 6)
= [[@))*19*(1 - cos®8),
como sen 2 =1 — cos? ), segue que:
ll@ > 9> = ||@]|*||7]* sen?6 = (||a]]]|7]| sen6)>.

No intervalo 0 < 6 < 7, sen 26 é positivo, logo, ao extrair a raiz quadrada
dos dois lados temos:

1@ > 3| = ||| [|7]] sen 6.

Aplicagoes do Produto Vetorial

Area do Paralelogramo:

A &rea de um paralelogramo é calculada multiplicando-se a base pela altura
A =b-h. Observando a figura abaixo vemos que a base é dada por b = ||i||. O
triangulo ADE é retangulo em E, entdo senf = H_gl\ e a altura é h = ||0]| sen .
Logo, a drea do paralelogramo ABCD é A = b-h = ||@||||7]| sen @ que corresponde
ao médulo do produto vetorial ||@ x ¥]| determinado pelos vetores @ e .

Figura 2.17: Area do Paralelogramo
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<y

S

Figura 2.18: Area do Triangulo

Area do Triangulo:
Como consequéncia da area do paralelogramo, a area do triangulo determi-

nado pelos vetores @ e ¥ é: A = §||ﬁ x 7.

Volume do Paralelepipedo:

O volume de um paralelepipedo é calculado multiplicando-se a drea da base
pela altura: V = Apgse - h. De acordo com a figura abaixo, a drea da base é
dada por Apgse = ||@ X U|| e a altura por h = ||@cos ||, entdo o volume do
paralelepipedo é V' = Apgse - h = |(d x ¥) « W] que corresponde ao médulo do
produto misto determinado pelos vetores @, U e .

S
>» X
<y

R A ——

Figura 2.19: Volume do Paralelepipedo

Aplicagdes na fisica:

H4 diversos contetidos na Fisica que utilizam o conceito de produto vetorial
em suas definigoes, tais como torque, momento angular, Forca de Lorentz, entre
outros.

2.4.2 Exemplo. Encontre a drea do tridngulo cujos vértices sao A = (1, -1, 2),
B=(3,3,2) e C =(5,0,—4).
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Solugdo:
Os pontos A, B e C determinam os vetores E e /ﬁ:
3-1 2 5—-1 4
AB=[3-(-1)|=l4] caC=]0o-(-1| =1
2-2 0 —4 -2 —6
i 7k L L
AD x AC' = 40| =247+ 127 — 14F = 2(— 127 + 67 — 7F)
4 1 -6

A érea do tridngulo é:

A= 2 AB x 40| = 3 (22 + 62 1 (7))

=3 (2v/144 + 36 + 49) = v/229.

2.4.3 Exemplo. Calcule o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores
a=[1 1 2, 9=12 0 1JTew=[-1 1 2]T.

(I R

Solugado:
O produto misto dos vetores u, ¥ e W é:

2.5 Equacao da reta

Nesta segao estudaremos diferentes formas de representar a equagdo de uma
reta.

Na geometria euclidiana sabemos que dois pontos distintos determinam uma
Unica reta. Dados os pontos A = (xq, Yo, 20) € B = (x1, 41, 21) é possivel deter-
minar a equacao da reta que passa por estes dois pontos.

1 — 2o a
O vetor nao nulo d = E = |y1—yo| = |b| tem a mesma direcao da
Z1 — 20 C

reta que passa pelos pontos A e B e recebe o nome de vetor diretor da reta. Na
realidade, qualquer vetor td, t € R e t # 0, é paralelo a d e, portanto, também
é um vetor diretor da reta.

Equacao vetorial da reta

Vamos determinar a equacao da reta r que passa pelos pontos A e B e, portanto,
tem d = AB como vetor diretor. Seja P = (z,y,z) um ponto arbitrario que
esteja sobre a reta, como P € r o vetor ﬁ também é um vetor diretor da reta,
logo, existe um escalar ¢t € R tal que ﬁ = tzﬁ e segue que P = A + ﬁ =
A+ tAB, assim, o ponto P é um ponto da reta se, e somente se AP = td.
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Figura 2.20: Equacao da reta

Utilizando linguagem matricial para representar os vetores, temos que a
equagao P = A + td assume a forma:

T Tg a
yl = |yo| +t|b
z 20 c

Equacao paramétrica da reta

Com base na escrita matricial acima, temos P = (z,y, z) um ponto arbitririo
da reta e podemos escrever separadamente uma equagao para cada coordenada
de P:

r=x9+ ta
r:q y=yo+tb ,paratodote R
z=2zy+tc

Equacgoes da reta na forma simétrica

Com base na equagao paramétrica, se a # 0, b # 0 e ¢ # 0 é possivel eliminar o
parametro t e escrever:

T—o Y—Y 22— 20
a b c

Observacgao 2.5.1. Independente do tipo de equagao escolhida para represen-
tar uma reta, tal equagdo nao sera unica, pois varia conforme as escolhas do
ponto A = (xo, Yo, 20) € do pardmetro d.

2.5.1 Exemplo. Determine as equagao vetorial, paramétrica e simétrica da
reta que contém os pontos A = (2,—2,3) e B = (7,1,5).
Solugdo:
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7T—2 5
Seja d = AB = |1- (=2)| = |3]| o vetor diretor da reta e A = (2,—2,3)
5—3 2
o ponto inicial.
Equacao vetorial da reta:

T 2 5
yl = -2 +t |3
z 3 2
Equacgoes paramétricas da reta:
r=2+5t
r: y=-243t ,paratodote R
z=3+2t

Equacoes simétricas da reta:

x—2 y+2 z-3
5 3 2

Velocidade

Abordaremos o conceito de velocidade do ponto de vista vetorial. Para isso,
considere um ponto material que percorre uma trajetdria s. Se no instante t;
o ponto material ocupa a posicao s; e no instante ¢3 ocupa a posicao sz, entao
podemos representar o movimento pelo vetor deslocamento cf, com origem em
s1 e extremidade em ss.

Se a trajetéria é retilinea, o médulo do vetor deslocamento coincide com o

médulo da variacdo de espaco: |d] = |As| = |sy — s1].
(+)
Sg(tg)
s1(t1) As s
d
0

Figura 2.21: Vetor deslocamento em trajetoria retilinea

Mas se a trajetéria é curvilinea o médulo do vetor deslocamento é menor
que o médulo da variacio de espaco: |d| < |As|.

A velocidade escalar média corresponde ao quociente entre a variacdo de
espacgo e o tempo de deslocamento: v, = %. Ja a velocidade vetorial média é

4
At?

seu médulo é |U,,| = %. A velocidade vetorial média é obtida multiplicando-se

o vetor d pelo escalar ﬁ, como At > 0, os vetores ¥, € d possuem a mesma

direcao e sentido. Quando calculamos a velocidade vetorial média com o inter-
valo de tempo tendendo a zero obtemos a velocidade vetorial instantdnea, ou
simplesmente velocidade:

o quociente entre o vetor deslocamento e o tempo de deslocamento: ¥, =
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Sg(tz) (+)

Figura 2.22: Vetor deslocamento em trajetdria curvilinea

—

S . d
U= lim —
At—0 At
A velocidade vetorial é sempre tangente a trajetéria da particula. Em uma
trajetoria curvilinea, como na figura a seguir, em cada ponto da curva existe uma
tangente, neste caso, embora o médulo da velocidade seja constante, sua diregao

varia e, portanto, a velocidade vetorial da particula muda a cada instante ¢.

Figura 2.23: Trajetoria curvilinea: variagao da diregdo do vetor velocidade ao
longo do tempo

A velocidade é a derivada primeira em relacao ao tempo da fungao que nos
fornece a posicdo da particula: v = % onde s(t) = (x(t),y(t), 2(t)) é funcdo
horaria.

Utilizando vetores unitarios temos: ¢ = % (xi+yj+ zk) = %i + %j + %k.
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- - -
De modo mais simplificado podemos escrever ¥ = vt + vyj + vk, onde as

dz

componentes escalares sao: v, = Ci—f, vy = 1y oy, = 5.

dt

Aceleracao

Conforme fizemos na se¢ao anterior com a velocidade, agora trataremos o con-
ceito de aceleragao do ponto de vista vetorial.
A aceleragao escalar média é a razao entre a variacao da velocidade escalar

e o intervalo de tempo no qual ocorre essa variagao: a,, = % = Zi:fj . Consi-
derando a variacao da velocidade vetorial obtemos a aceleragao vetorial média:

Am = % = ;’;:1’11, os vetores d,, e A¥ tém a mesma diregao e sentido. Quando
calculamos a aceleragao vetorial média com o intervalo de tempo tendendo a

zero obtemos a aceleragao vetorial instantanea, ou simplesmente aceleracao:

. AT
im —
At—0 At
A aceleracao é obtida calculando-se a derivada primeira da velocidade em
relagao ao tempo, consequentemente, também ¢é a derivada segunda da posigao

em relagao ao tempo:

—
a =

dv d (ds) d?s

aQa = — = —| — _—
dt dt\dt dt?
Em linguagem vetorial temos: @ = 40 = €%
guag e T =E .

- i = d - e N odve T dvy T dv. T
Utilizando vetores unitdrios: @ = 3 (vi + vyj + v.k) = z—i— a + k.
De modo mais simplificado podemos escrever ¥ = a,i + a,j + a .k, onde as

P _ dug _ dyy _ dvs
componentes escalares sao: a; = GF, ay = 5 € a; = “F.

As componentes escalares da aceleragao sao obtidas derivando-se as compo-
nentes escalares da velocidade em relagao ao tempo.

A aceleracgao vetorial @ é a resultante da soma vetorial de duas aceleragoes
componentes. A aceleracao tangencial (@), relacionada com a variagdo do
moédulo da velocidade e a acelerac@o centripeta (@), relacionada com a va-
riagao da direcao da velocidade vetorial ¥ em trajetdrias curvilineas. O médulo
da aceleragao vetorial é o mesmo da aceleragao escalar.

a =0+ dep

2.5.2 Exemplo. A posicio de uma particula é dada por z = 3t — 2t + 10, com
x em metros e t em segundos. Qual a velocidade da particula em ¢ = 37
Solugao:
A velocidade é a derivada primeira em relagdo ao tempo da fungdo posicao:
v=29 =432~ 2t +10) = 6t — 2.
Para t = 3 temos v = 6.3 — 2 = 16m/s.
2.5.3 Exemplo. A posicao de uma particula é dada por z = 3t — 15t + 6, com
x em metros e ¢ em segundos.

(a) Qual a velocidade da particula em ¢ = 0,57
A velocidade é a derivada primeira em relagdo ao tempo da fungdo posicao:

v=29 = £ (3¢5~ 15t + 6) = 9t — 15.
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Figura 2.24: Aceleragédo vetorial

Parat = 0,5 temos v = 9.(0,5)? — 15 = 2,25 — 15 = —12, 75m/s.
O sinal negativo indica que a particula estd se movendo com orientacao
contréria a trajetéria com velocidade de 12, 75m/s.

(b) Qual a aceleragao da particula em ¢ = 57

A aceleracao é a derivada segunda em relagao ao tempo da funcao posigao.
Para obté-la, derivamos a fungao velocidade em relagao ao tempo.

a=%=2(912—15) = 18¢.
Para t = 5 temos: a = 18.5 = 90m/s>.

2.5.4 Exemplo. A posicao de uma particula no plano é determinada por:

x=3t2—Tt+8 ey =2t2 — 9t + 15, onde z e y sdo dados em metros e t em

segundos.

(a) Qual o vetor posi¢ao da particula no instante ¢t = 57

Para ¢t = 5 as componentres escalares sao:

e 1 =352—-754+8=48m
e y=252-95+15=20m

Portanto, § = 487 + 207
Também podemos determinar o vetor informando o médulo e o dngulo:

[5] = V482 4+ 202 =52me tgh =% =23 = 0,42 = 0 ~ 23°.

(b) Qual a velocidade da particula no instante ¢t = 57

Determinamos a velocidade calculando as derivadas das componentes do
vetor posicao da particula:

o v, =% = LB+ Tt+8) =6t —7
Para t =5 temos: v, = 6.5 —7 =23 m/s.

o vy =92 = 4(2%2 91 +15) =4t — 9
Para t =5 temos: v, =4.5—-9=11m/s.
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Portanto, 7 = 23i + 113.
Vetor determinado pelo médulo e o angulo:
[0 = V232 + 112 ~ 25me tgf =% = 52 = 0,48 = 0 ~ 26°.

xT
(c¢) Qual a aceleragio da particula no instante t = 57

Determinamos a aceleracao calculando as derivadas das componentes do
vetor velocidade da particula.

o a, =L = 4(6¢t—7) =6, parat =5 temos: a, = 6 m/s>
® a, = % = 4 (4t —4) =4, para t =5 temos: a, =4 m/s?

-
Portanto, v = 67 + 4j.
Neste caso, a aceleracao é constante, ou seja, nao varia com o tempo t.

Vetor determinado pelo médulo e o angulo:
|7 = V62 + 42 ~T7,2me tgf = £ = 4 = 0,67 = 0~ 34°,
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Cinematica e Leis de
Newton

3.1 Cinematica

A Fisica é uma ciéncia denominada natural pois dedica-se a estudar os fen6menos
da Natureza. Devido a imensa variabilidade dos fenémenos naturais ha diversos
ramos na Fisica. A Termodinamica é o ramo da Fisica que estuda os fendmenos
térmicos, a Optica trata dos fenémenos relacionados a luz, o Eletromagnetismo
compreende fendomenos elétricos e magnéticos e assim por diante. O ramo da
Fisica destinado ao estudo do movimento e do repouso dos corpos é denominado
Mecanica.

A Mecanica se subdidive em trés areas: a Cinemética, a Dinamica e a
Estética, cada qual abrangendo diferentes aspectos do estudo do movimento.
A Estética estuda os corpos que estdo em equilibrio estético, ou seja, em re-
pouso. A Cinematica descreve o movimento dos corpos sem detalhar o estudo
das causas desse movimento. E a Dinamica é o ramo da Mecanica que estuda o
movimento dos corpos detalhando as causas desse movimento.

Na proxima segao faremos uma abordagem sobre as Leis de Newton. Antes,
se faz necessério definir alguns conceitos fisicos que serao utilizados.

Na Mecanica os corpos moveis sao tratados como pontos materiais, ou seja,
suas dimensoes sao desprezadas por nao interferirem no estudo dos fenémenos.
Um ponto material é considerado isolado se nao insidem forgas sobre ele ou se
a resultante das forcas é nula.

Forga: é uma grandeza vetorial e quando aplicada a um corpo o faz variar
de velocidade causando aceleragao. Uma forga é medida pela aceleragao que
produz.

Massa: a massa de um corpo ¢é a propriedade que relaciona uma forca que
age sobre o corpo a aceleragao resultante. A razao entre as massas de dois
corpos ¢ igual ao inverso da razao entre as aceleragoes que eles adquirem quando
submetidos & mesma forga. Para dois corpos A e B temos: % = Z—B

Também sao empregados os conceitos de espacgo, tempo, \jzgelocidgde e ace-
leragao.

Tipos de movimento

Faremos uma abordagem sobre alguns tipos de movimento.
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Movimento Uniforme

Um movimento é uniforme se possui velocidade escalar constante e nao nula.
Se um corpo possui velocidade escalar igual a zero dizemos que ele estd em
TEPOUSO.

O movimento retilineo uniforme ocorre quando um ponto material se desloca
em linha reta a uma velocidade constante, ou seja, se em intervalos de tempo
iguais ele percorre distancias iguais.

Se houver variacao da velocidade no decorrer do tempo dizemos que o mo-
vimento é variado e se a variagao da velocidade for constante o movimento é
uniformemente variado (MUV).

Nos movimentos variados a velocidade escalar varia de acordo com o tempo.
Se o moédulo da velocidade escalar aumenta no decurso do tempo dizemos que
o movimento é acelerado, mas se o médulo da velocidade escalar diminui no
decurso do tempo dizemos que o movimento é retardado.

Movimento circular uniforme (MCU)

Uma particula realiza um movimento circular se sua trajetéria ¢ uma circun-
feréncia ou arco de circunferéncia. No movimento circular uniforme a velocidade
escalar é constante, mas o movimento é acelerado porque a velocidade vetorial
muda de diregao. O vetor velocidade é tangente a circunferéncia e tem o mesmo
sentido que o movimento.

A aceleracao vetorial @ é a resultante da soma da aceleragdo tangencial (@)
e a aceleragdo centripeta (dcp):

- o -
a = Gt + Gcp

Figura 3.1: Movimento circular uniforme: vetores velocidade e aceleragao

A aceleragao tangencial (@;) é observada em movimentos variados. Como o
préprio nome sugere, ela é tangente a trajetéria. Se o movimento for acelerado,
o sentido da aceleracao tangencial é o mesmo da velocidade vetorial, mas se
o movimento for retardado o sentido da aceleragao tangencial é oposto ao da
velocidade vetorial.
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H4 aceleragao se o médulo ou a direcao da velocidade variam. Nos movimen-
tos circulares ha variagao da direcao da velocidade vetorial devido a aceleragao
centripeta (dcp). A direcdo da aceleracao centripeta é perpendicular a veloci-
dade vetorial em cada ponto e o sentido é orientado para o centro de curvatura
da trajetoria. Seu médulo é dado por :

2

Haw” = R’

onde v é a velocidade escalar do movel e R é o raio de curvatura da tra-
jetérial.
3.1.1 Exemplo. Um trem torna-se mais lento quando faz uma curva horizontal
fechada, diminuindo de 90 km/h para 50 km/h durante os 15s que gasta para
fazer a curva. Calcule a aceleragao no momento em que a velocidade escalar do
trem alcanga 50 km/h. Suponha que ele continue a tornar-se mais lento nesse
momento a mesma taxa. Veja a ilustragao.

Figura 3.2: Movimento circular acelerado - Exemplo 3.1.1

Solugdo:

A variacao da velocidade é Av = 50 — 90 = —40 km/h = —11,11m/s e a
variagdo do tempo é At = 15s, entdo a aceleracao tangencial é:

L, Av

—-11,11
; Alm/s _

= —0,74m/s%

T At 15s
Pela figura R = 150m, quando o trem atinge v = 50 km/h = 13,88 m/s o
médulo da aceleracao centripeta é:

v?  (13,88m/s)?

Gopl| = —= =~ — 1, 28m/s”.
||a’ PH R 150m m/S
Portanto, o médulo da aceleragao ¢ a = /(—0,74)2 + (1,28)2 = 1,48 m/s?
~ , ||(_itH 07 74
e angulo é tg = ——— = —— = 0,57 = 6 = 30°.
ldcpll 1,28

LA demonstragio encontra-se na pagina 77 da referéncia [4] .
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3.1.2 Exemplo. A figura a seguir representa a aceleragao total de uma particula
em movimento no sentido dos ponteiros do relégio em um circulo de raio 2,50
m em um certo instante. Nesse instante, § = 30° e ||@|| = 15,0 m/s?. Encontre:

Figura 3.3: Movimento circular acelerado - Exemplo 3.1.2

(a) A aceleragao centripeta.

As aceleracoes tangencial e centripeta determinam os catetos de um tridngulo
retangulo, conforme a figura abaixo. Como ||@|| = 15,0 m/s? e § = 30°, te-

mos:
voup 2 sl oo Nl
lldll 15
3
Gopll = g 15 = 13m/s%.

(b) A velocidade escalar da particula.

Da férmula da norma da aceleracao centripeta extraimos a expressao da
velocidade

2
|Gepl| = % = v =1/||@ell - R = /13-2,5 = 5,Tm/s.

(c) A aceleragio tangencial da particula.

senf = ”afH = sen30° = —”at”
llall 15
- 1 2
la@: | = 3 15="7,5m/s.
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30°

Qy
ST

cp

Figura 3.4: Aceleracao

3.2 Leis de Newton

Primeira Lei de Newton (Principio da Inércia)

Um ponto material isolado sé podera estar em duas situagoes, equilibrio estatico
ou equilibrio dinamico. Em outras palavras, s6 poderd estar em repouso ou
movimento retilineo uniforme.

Se nenhuma forca atua sobre um corpo sua velocidade nao muda, ou seja, ele
nao sofre aceleracao. Porém, se o corpo estiver submetido a varias forgas, mas
a resultante dessas forgas for zero (ﬁ r = 0) , ele também nao sofre aceleragao.

O Principio da Inércia refere-se ao fato de que um ponto material em repouso
tende a permanecer em repouso e um ponto material em movimento retilineo
uniforme tende a permanecer em movimento retilineo uniforme.

Segunda Lei de Newton (Principio Fundamental da Dinamica)

A segunda lei de Newton diz que a forga resultante aplicada em um ponto ma-
terial é o produto da massa pela aceleragao, e isto define a equagao fundamental
da dinadmica:

FR:m(i’

No sistema internacional de medidas, utiliza-se a massa em quilogramas, kg,
a aceleracdo da gravidade em m/s? e a forca é medida em newtons, N.

A aceleracdo d tem a mesma dire¢do e o mesmo sentido da forga resultante
F, r e suas intensidades sao proporcionais.

Forga centripeta

A forga centripeta é aquela aplicada em pontos materiais que descrevem uma
trajetoria curvilinea. No movimento circular uniforme a forga centripeta acelera
um corpo modificando a diregao da velocidade sem mudar a velocidade escalar.
Ela é definida por:

—

Fep =m - dep,

z 7 = 2
e seu modulo é: [|Fepl| = m*s.
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Terceira Lei de Newton (Principio da Ag¢ao e Reagao)

Dois corpos interagem de forma mitua, ou seja, dados dois corpos A e B, se
A exerce uma forca em B, B exerce em A uma forca de mesma intensidade,
mesma direcao e sentido oposto. E importante notar que como as forcas de
acao e reacao sao aplicadas em corpos distintos elas nao se equilibram.
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Curvas

Neste capitulo sera desenvolvido um estudo sobre curvas abrangendo diversas
definigoes e exemplos.

4.1 Funcoes vetoriais

As fungbes vetoriais de uma varidvel real sao utilizadas para definir curvas no
plano e no espago.

Definicao 4.1.1. Uma funcao F é dita vetorial se associa a cada numero real
t € I C R um vetor F(t) € R®. Dessa forma podemos escrever F : I — R3, com
F(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)), onde f1, fa, f3 sao funcoes de I em R. Utilizando
linguagem vetorial temos: F(t) = f1(t)i + f2()] + fs(t)k.

Para fungoes vetoriais podemos ainda definir:
1. Limite:
lim F(¢) = (lim f1(¢), lim f5(), lim f3(2))

2. Fungao Continua: A fungdo F' é continua em a se:
%1_1)% F(t) = F(a)

Dizemos que F : I — R? é continua se F é continua em a, para todo
acl.

Se cada uma das fungbes componentes de F' é continua no intervalo I,
segue que:

lim F(t) = (lim f1(1). lim fo(2), lim f5(6)) = (f1(a). fa(a). fs(a)) = F(a).

3. Derivada: se a derivada da funcdo F(t) existe, ela é denotada por F'(t)
e definida por:

F(t+h)— F(t)

F(t) = Jimy h
_ (lim filt+h) - fl(t)’ lim fa(t+h) — fz(f)’ lim f3(t+h) = f3(¢)
h—0 h h—0 h h—0 h

= (f1(8), £2(2), f3(1))-
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Propriedades da derivada das fungoes vetoriais

Considere F' e G duas fungoes vetoriais e A um nimero real. Entao, valem as
seguintes propriedades de derivacgao:

1. Soma: (F + G)'(t) = F'(t) + G'(t)
2. Multiplicaciio por escalar: (AF)'(t) = AF'(t)

3. Produto Vetorial: (F x G)'(t) = F(t) x G(t)' + F'(t) x G(¢)
4. Produto Escalar: (F.G)'(t) = F(t)- G(t)' + F'(t) - G(t)

Demonstracdao da derivadaado produto escalar: . .
Sejam F'(t) = f1(t)i+ f2(t)j+ f3(t)k e G(t) = g1(t)i+g2(t)j + g3(t)k fungdes

vetoriais, temos:

3

(FG)(t) = f1(t) - 1(t) + f2(t) - g2(t) + f3(2) - g3(¢) = Zfi(f) - gi(t).

i=1

Note que a fungao (F'. @) é definida em I e tem valores em R ao passo que
F e G assumem valores em R?.

Para calcular a derivada, utilizamos a regra da derivada do produto de duas
fungoes reais:

(IFI?)" (1) = (F . F)'(t) = F(t) - F(t) + F(t) - F(t) = 2F (t) - F'(t).

4.2 Curvas parametrizadas

Uma curva no espaco é uma aplicacio de o : I — R?, I C R intervalo da reta,
onde a(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)) de modo que:

xr = fl(t)
{ y = fa(t)
z = f3(t)
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sdo as equagOes paramétricas de «a(t).

A aplicacdo a(t) é chamada de curva parametrizada pois é expressa por
equagbes paramétricas onde t € I C R é o pardmetro real. A imagem do
intervalo I por « é chamada de trago de a. E importante perceber a diferenca
entre uma curva parametrizada e seu traco. Enquanto uma curva parametrizada
no espaco é uma aplicacdo o : I — R3, I C R, o traco da curva é um subconjunto
de R3.

Exemplo de uma curva geral parametrizada:

A7,
S|

_ fa(1)

Figura 4.1: Curva parametrizada

Adaptando a definicdo para o plano, definimos uma curva parametrizada
plana como uma aplicagio o : I — R?, I C R, onde a(t) = (f1(t), f2(t)), t € I,
e seu traco é um subconjunto de R2.

Observe os seguintes exemplos:

4.2.1 Exemplo. Obtenha uma parametrizacio para a pardbola: y = 2.

Tomando z =t e y = f(t), t € R, temos a(t) = (¢, t?).
Note que B(r) = (r3,7%), r € R, também é uma parametrizagao da pardbola,
logo, a parametrizagao de uma curva nao é tnica.

4.2.2 Exemplo. Parametrize a circunferéncia cuja equacéo é: 2% + 2 = 1.
Uma parametrizagao possivel é a(t) = (cos(t), sen (t)), pois da relagao fun-
damental da trigonometria temos cos?(t) + sen?(t) = 1,Vt € R.

Curva parametrizada diferenciavel

Uma curva parametrizada diferencidvel é uma aplicacdo a: I — R?, I C R,

a(t) = (f1(t), f2(¢), f3(t)), t € I, onde as fungdes f1, f1 e f3 sdo diferencidveis

de classe C* em I de modo que o também é diferenciavel de classe C* em 1.
Exemplos de curvas planas parametrizadas diferenciaveis:

4.2.3 Exemplo. o : R — R? onde a(t) = (3 — 4t,t> —4), t € R, é uma curva
parametrizada diferenciavel. Embora « nao seja uma aplicacao biunivoca, pois
a(2) = a(-2) = (0,0).
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A
4 g
a(t)
2 g
6 -4 -2 2 4 6
—2

Figura 4.2: Curva parametrizada diferencidvel

4.2.4 Exemplo. a: R — R? onde a(t) = (cost(2cost — 1), sent(2cost — 1)),
t € R é uma curva parametrizada diferenciavel denominada cardidide.

4 a(t)
2
-2 2 4 i
-2
—4

Figura 4.3: Curva parametrizada diferencidvel: cardidide

4.2.5 Exemplo. A aplicacio o : R — R? onde a(t) = (¢, [t|), t € R é uma
curva parametrizada mas nao é diferencidvel, pois a funcdo f(t) = |t| ndo é
diferenciavel em ¢ = 0.

2 A

Figura 4.4: Curva parametrizada nao diferencidvel: a(t) = (¢, |¢|)
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4.2.6 Exemplo. a : R — R? onde a(t) = (3cost,3sent, 1t), t € R é uma
hélice circular de eixo vertical.

Figura 4.5: Curva parametrizada diferenciavel: hélice

4.3 Vetor tangente

Seja at) = (f1(t), f2(t), f3(t)), t € R, uma curva diferencidvel. O vetor tangente
a a em «(t), quando existe, é dado por o'(t) = (f1(t), f5(t), f5(t)), onde
\ . i(t+h)— fi(t
10—ty g W) = 10

h
AY
“at) / '
alt+h) —at
a(t + h)
0 X

Figura 4.6: Vetor tangente

Se a curva «(t) descreve o movimento de uma particula em funcdo do tempo,
entao o' (t) é o vetor velocidade de o no ponto a(t) e a norma do vetor ||/ (t)]|
nos fornece o médulo da velocidade da particula no ponto.

Um resultado interessante é o fato de que se ||a(t)|| é constante entdao «'(t)
é ortogonal a «(t), Vt € 1.
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Para demonstrar tomemos (o . a)(t) = a(t) . a(t) = |at)||* = K, pela
derivada do produto escalar temos: (o .a)'(t) = 2a(t) - o'(t) = 0, entdo

a(t) - o/ (t) = 0 e temos que «(t) é perpendicular o' (t).

Duas curvas parametrizadas diferentes podem apresentar o mesmo traco.

Observe:

4.3.1 Exemplo. As curvas parametrizadas a(t) e 8(r) possuem o mesmo trago
em R?, a(t) = (t,2t), t € R e B(r) = (2r + 1,4r +2), r € R.

AY AY

Vo
f

Figura 4.7: Curvas parametrizadas distintas com o mesmo trago

4.3.2 Exemplo. As curvas parametrizadas «(t) e 5(r) também possuem o
mesmo traco em R?:

a(t) = (cost, sent), t € (0,2m)
B(r) = (cos2r, sen2r), r € (0,7)
Temos o' (t) = (—sent,cost), entdao [o!(t)|| = /(—sent)? + (cost)? = 1.
E B'(r) = 2(—sen2r, cos2r), entdo ||8'(r)]| = 1/22[(— sen2r)? + (cos 2r)?] = 2.
Ou seja, embora ambas as curvas apresentem o mesmo trago, a velocidade em
B'(t) é o dobro da velocidade em o/ (t), isto é, ||8'(¢)]| = 2|/ (2)]).
Além disso, o vetor tangente «'(t) é perpendicular a a(t), pois o' (t)-a(t) = 0
e o vetor tangente 5'(r) é perpendicular a 8(r), pois '(r) - B(r) = 0.

Uma curva o : I — R3 é denominada regular ou suave se for diferencidvel
de classe C! e se a'(t) = (fi(t), f5(t), f3(t)) # (0,0,0), Vt € I. Esta condigao
garante que em cada ponto da curva exista um vetor ndo nulo «'(t) tangente &
curva.

Uma curva nao regular possui ao menos um ponto no qual o'(t) = (0,0,0),
tal ponto é denominado ponto singular. A curva a(t) = (3t2,t2,43), t € R, é
diferencidvel mas nao é regular pois a'(0) = (0, 0, 0) é um ponto de singularidade.

4.4 Reparametrizacao de curvas planas

Reparametrizar uma curva é encontrar uma nova parametrizacao através de
uma mudanga de parametro.
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AY AY
B(t)
a'(t)
a(t) B(t)
X X
0
Figura 4.8: Curvas parametrizadas distintas com o mesmo trago
Seja a : I — R2, I C R uma curva regular planae h: J — I, J C R, uma
funcao diferenciavel de classe C*° com derivada de primeira ordem nao nula tal
que h(J) = I. A funcido composta f = aoh : J — R? é uma curva regular com
o0 mesmo trago de a. Dizemos que [ é a reparametrizacao de o por h e que h é
a mudanca de parametro.
Esquematicamente temos:
AY
g
seJ ,’_\
h B(s) = a(h(s))
=
< > ) X

tel

Figura 4.9: Reparametrizagao de curvas planas
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A orientagao de uma curva corresponde ao sentido do percurso de seu traco.
Em uma reparametrizacao f = a o h, a e 8 tém a mesma orientacao se h é
crescente e orientagoes opostas se h é decrescente.

4.4.1 Exemplo. Seja a(t) = (t,3t),t € R uma curva plana parametrizada.
Escolhendo a mudanca de pardmetro h(s) = —s + 1,s € R, obtemos a repara-
metrizagdo 8(s) = (—s+1,—3s+ 3),s € R. Como h é decrescente as curvas «
e [ possuem orientagoes opostas.

YA YA

Figura 4.10: Curvas com orientagoes opostas

4.5 Comprimento de arco

Nesta secao veremos a ideia de comprimento de arco e sua importancia para a
teoria de curvas.

Considere uma curva regular o : I — R? onde I = [a,b] € R. Uma
estratégia para calcular o comprimento de arco é aproximar o traco da curva no
intervalo por uma linha poligonal' e calcular o comprimento dessa linha.

P1 = Oé(tl) Pn—l = Oé(tn_l)

Py = afa)

Figura 4.11: Linha poligonal que aproxima o trago da curva «

Para obter uma linha poligonal cujo comprimento se aproxima ao da curva
a, subdividimos o intervalo [a,b] em n partes de modo que a = ty < t; <

1Linha poligonal é uma linha formada por segmentos de reta.
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- < t, = b e ligamos retilineamente os pontos Py = ala), Py = a(t1),...,
e P, = a(b). O comprimento da linha poligonal serd dado pela soma das
distancias dos n pontos de acordo com a expressao: » ., d(P;i+1P;). Quanto
mais pontos acrescentarmos, mais a linha poligonal se aproxima do traco da
curva e seu comprimento se aproxima do comprimento do traco de o em I.
Denotando o comprimento do trago por L(a) e fazendo o nimero n tender a

infinito temos:
n

L(a) = lim 2 d(Pi+1Fi)

Para maiores informagoes sobre o calculo do comprimento de arco de uma
curva plana consulte a referéncia [12].

Dizemos que uma curva plana regular o : I — R? , I C R, estd parametri-
zada pelo comprimento de arco se |&'(t)|| = 1,Vt € I.

Vamos mostrar que toda curva parametrizada o admite uma reparame-
trizagao 8, onde [ esta parametrizada pelo comprimendo de arco.

Considere uma curva plana regular o : I — R?,I C R. Tomemos o novo
parametro em um intervalo de igual comprimento ao do trago da curva: s €
J C R, onde J = [0, L(a)]. Seja g : I — J a fungéo comprimento de arco de o a
partir de tg. Como « é regular temos ¢'(t) = ||/ ()] > 0, logo g é estritamente
crescente e admite uma inversa h(t) = g(t)~! tal que h: J — 1.

Seja B uma reparametrizacido de o de modo que S =aoh:J — R2, J C R.
Se a(t) = (f1(t), f2(1)), t € I, temos B(s) = a(h(s)) = (f1(h(s)), fa(h(s))),
s € J. Pela regra da cadeia segue que 3'(s) = o'(h(s)) - h'(s). A velocidade da
curva em S3(s) corresponde ao médulo da derivada no ponto, logo:

o' @) - —— = o' ()]

18" ()l = lla'(h(s))]| - [B'(s)] = = =
lg @] [l @)l
A aplicacao 8 é uma reparametrizacao de o pelo comprimento de arco. Tal
reparametrizacao nao é unica pois depende da fungao comprimento de arco
escolhida, que depende de .

4.5.1 Exemplo. Reparametrize a curva plana regular a pelo comprimento de
arco, a(t) = (at + ¢, bt +d),t € R, a* + b2 # 0:
Solugado:

Tomando h(s) = teRepf =aoh temos:

s
VaZ + b2’

s s
B(s):(am—i—c,bm—i—d)
o a b
Bls)= (\/a2+b2’\/a2+b2)
a? b?
De fato, ||8'(s)|| = + =1.

a2+b2 a2+b2

4.6 Referencial de Frenet

Veremos agora as Férmulas de Frenet para curvas no plano e no espaco.
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Formulas de Frenet para curvas no plano

Estudemos primeiramente o referencial de Frenet para curvas planas.

Seja uma curva regular plana o : I — R?, I C R, parametrizada pelo com-
primento de arco. Se « é dada por a(s) = (f1(s), f2(s)), s € I, e descreve o mo-
vimento de uma particula ao longo do tempo, como a curva esta parametrizada
pelo comprimento de arco a norma do vetor velocidade é ||a'(s)|| = 1,Vs € I.
Denotamos o vetor velocidade por t(s) = a'(s) = (f1(s), f5(s)).

Seja n(s) = (—f5(s), fi(s)), um vetor unitério ortogonal a t(s).

O Referencial de Frenet da curva « em s é o conjunto formado pelos vetores
n(s) e t(s).

Como t(s) é unitério, ¢'(s) é ortogonal a t(s) e, portanto, t'(s) é proporcional
an(s), o fator de proporcionalidade é chamado de curvatura e denotado por k(s).
Temos: t'(s) = k(s)n(s), logo k(s) =t'(s) «n(s) = a'"(s) . n(s), em coordenadas
k(s) = — Fi(5) o(s) + () £1(5)

Do mesmo modo, n(s) é unitdrio entdo n'(s) é ortogonal a n(s) e n'(s) é
proporcional a t(s).

Temos: n'(s).t(s) = —f1(s)f5(s) + f1(s)f5(s) entdo n'(s) = —k(s)t(s).

Férmulas de Frenet de curva plana:

n'(s) = —k(s)t(s)

4.6.1 Exemplo. Considere uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
cujo trago é uma reta: «(s) = (as + xo,bs + yo), onde s € I C R, comaeb
constantes e a? + b = 1.

t(s) = a'(s) = a+ b é constante, entdo t'(s) = 0 e portanto k(s) = 0.

Logo, a curvatura de uma reta é identicamente nula.

4.6.2 Exemplo. Considere a curva a(s) = (a—l—bcos 7,Cc+bsen %),s ER,b>0
cujo trago é uma circunferéncia com centro em (a,c) e raio b.
Temos t(s) = (— 1sen 5, cos$) en(s) = (—cos 2, —sen ), consequentemente
— 4! —
k(s) =t'(s)«n(s) = 3. o
Observe que se toméassemos a reparametrizagao de « dada por:
B(s) = (a+bcos$,c—bsens) terfamos k(s) = —1. 1
Portanto, a curvatura de uma circunferéncia de raio b é k = 3, a menos de

sinal.

A curvatura indica com que velocidade as retas tangentes mudam de dire¢ao
e o sinal da curvatura depende da orientagao da curva.

De modo geral, se uma curva regular a(s) possui curvatura k(s) # 0, entéo
o raio da curvatura de o em s é dado por p(s) = m O circulo de raio p(s)

e centro c¢(s) = a(s) + m é chamado de circulo osculador e o ponto ¢(s) é
denominado centro de curvatura.

Evoluta e involuta

Conforme o parametro s varia, o centro de curvatura descreve uma curva
chamada de evoluta de «, cujas retas tangentes sao ortogonais a curva «. De-
nominamos involuta a operacao inversa da evoluta. Seja uma curva regular (3,
a involuta é uma curva ortogonal as retas tangentes de 8. Conhecendo-se uma
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k>

Figura 4.12: Orientagao da curva

curva f3, os centros dos circulos osculadores e a variagao da curvatura, pode-se
encontrar a curva original a.

AN

/

Figura 4.13: Evoluta e involuta

4.6.3 Exemplo. A elipse possui equagio parametrizada é a(t) = (acost,bsent)

212 b2 — a2
. e ~ - —a
e sua evoluta, denominada astréide, tem equacao 3(t) = ( cos’ t,
A Y
|
e
I\
I
2
/ \
/ \
@
7
/ p B
s AN
= .
< — >
AN O 7 X

Figura 4.14: Elipse e sua evoluta chamada astréide

sen 3t) )
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Formulas de Frenet para curvas no espaco

Vejamos como fica o referencial de Frenet para curvas no espago.

Seja o : I — R3, T € R, uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco. O vetor unitdrio tangente a «a(s),s € I, é dado por t(s) = a'(s).
A curvatura de a(s) é k(s) = |&'(s)]. Se k(s) > 0 o vetor normal a « em
s émn(s) = O,‘C(—(:)) = @—8\ Os vetores t(s) e n(s) sdo ortonormais, ou seja,
ortogonais e unitdrios, entao t'(s) = k(s)n(s).

Definimos um terceiro vetor, normal a ¢t e n, denominado vetor binormal,
b(s) = t(s) x n(s).

Os vetores t(s), b(s), e n(s) formam o triedro de Frenet da curva a em s.

O triedro de Frenet em cada ponto «(s) da curva gera trés planos:

1. Plano Osculador: determinado pelos vetores t(s) e n(s) e normal ao
vetor b(s).

2. Plano Normal: determinado pelos vetores b(s) e n(s) e normal ao vetor
t(s).

3. Plano Retificante: determinado pelos vetores b(s) e t(s) e normal ao
vetor n(s).

Figura 4.15: Triedro de Frenet

Torcao
Estudaremos sobre o conceito de torcao de uma curva no espago.
O vetor b'(s) é paralelo a n(s), como b(s) = n(s) x t(s) temos:
b'(s) =t'(s) x n(s) +t(s) x n'(s) =1t(s) x n'(s).
Entao, b'(s) é ortogonal a t(s), como |b(s)| = 1 temos b'(s) ortogonal a b(s)
e , portanto, paralelo a n(s):
b'(s) = 7(s)n(s),onde 7 € R.

O fator de proporcionalidade 7(s) é denominado tor¢do da curva o em s. O
modulo da torgao mede a velocidade de variagao do plano osculador.

Derivando n(s) = b(s) x t(s) e substituindo os valores das expressoes de b'(s)
e t'(s):
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n'(s) =b'(s) x t(s) +b(s) x t'(s) = —=7(s)b(s) — k(s)t(s)

Férmulas de Frenet para curvas no espacgo:

Involutas e evolutas

As evolutas no plano e no espago diferem bastante. Enquanto uma curva no
plano tem uma tnica evoluta descrita pelos centros de curvatura, uma curva no
espaco tem uma familia infinita de evolutas.

Definiremos a evoluta de uma curva regular no espaco o : I — R?, T € R, a
partir de sua involuta. Para compreender o conceito de involuta precisamos da
fungao reta tangente. Seja a curva a, a fungao g(r) = a(ty) + ra'(ty), r € Re
to € I descreve a reta tangente & o em ¢y passando por a(ty) na dire¢do o'(to).

Seja a, sua involuta é uma curva &(s), que intercepta a reta tangente & o em
s de forma ortogonal, para todo s € I. Entéo, &(s) pertence & reta tangente em
a(s): a(s) = a(s) + A(s)t(s). Temos que @'(s) deve ser ortogonal a t(s), logo
(t+Nt+ At').t =0, portanto 1 4+ A'(s) = 0 ou seja, A(s) = a — s onde a é uma
constante arbitraria. Desse modo, a involuta de a é: a(s) = a(s) + (a — s)t(s),
note que para cada escolha de a obtemos uma curva distinta. Se & é a involuta
de a entao « é a evoluta de a.

4.6.4 Exemplo. Reparametrizando a hélice v(t) = (cost, sent, 2t) por com-
primento de arco temos a(s) = (cos %, sen \/ig, %) Para a = 0, a involuta é
dada por a(s) = (4 cos \/ig + % sen %, sen % — \/ig cos %, O) e a evoluta por
B(s) = (4cos % —2v/3cot % sen \%,4sen % +2v/3cot \/ig, ?(23 + cot 2—35)) .



CAPiTULO 5

Conicas e Movimento
Planetario

5.1 As cOnicas

Considere duas retas r e s concorrentes em um ponto O e seja o o angulo formado
entre elas, 0 < a < 7. Rotacionando a reta r em torno de s obtemos um cone
reto. A reta s é denominada eizo de rotacdo, a reta r é a geratriz do cone, 2a; é
o angulo de abertura e o vértice é o ponto O.

Figura 5.1: Cone

A interseccao de um cone reto com um plano que nao contenha o vértice O
gera curvas denominadas conicas, as quais podem ser de trés tipos. Seja 6 o
angulo formado entre o plano e o eixo do cone.

Se § = «, a intersecgao do plano com o cone forma uma pardbola.

Se 8 > «, a interseccao do plano com o cone forma uma elipse.

Se 6 < «, a intersec¢ao do plano com o cone forma uma hipérbole.

Também podemos descrever uma conica sem mencionar diretamente um
cone, para isso basta informar um ou dois pontos chamados de focos F', uma reta
diretriz [ e um nimero 7, que é a excentricidade da conica. Estas informacoes
se relacionam de acordo com a expressao:

||ﬁ|\ =nd(X,1), onde X é um ponto arbitrério da cénica.
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A conica serd uma pardbola se 7 = 1, elipse se 0 < 1 < 1 e hipérbole se
n>1.

Sejam Fy e F5 dois focos e X um ponto da conica. A elipse é a conica cuja
soma da distancia aos dois focos é constante: ||F1X | + ||[F2X| = 2a, onde a é
uma constante maior que a metade da distancia entre os dois focos (distancia
focal), e a hipérbole é a conica cuja diferenca da distdncia aos dois focos é

constante: |[F,X| — || FX|| = 2a.

Coordenadas polares

Um sistema de coordenadas polares no plano é formado por um ponto fixo O
denominado pdlo e uma semirreta com origem em O denominada eizo polar.
Cada ponto do plano é denotado por P = (r,0), onde r é a distancia de P
ao polo e # é o angulo tomado no sentido anti-horario entre o eixo polar e o
segmento OP.

P=(r,0)
r
0
Polo O >
Eixo Polar

Figura 5.2: Coordenadas polares

Um ponto em coordenadas polares P = (r, ) pode ser escrito em coordena-
das cartesianas com x = rcosf e y = r sen . Um ponto em coordenadas carte-
sianas P = (z,y) pode ser escrito em coordenadas polares, pois r = /a2 + y?

ecos =%2¢e senf =% ser#0.

z
r T

Ya
I P
: z =rcosl
: y =rsenf
0 :
) > X
0 T

Figura 5.3: Mudanga de Coordenadas
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Cénicas em coordenadas polares

Seja uma conica com foco F e reta diretriz [, sua equacao em coordenadas
cartesianas é dada por HF—XzH = nd(X,!1), onde X é um ponto arbitrario da
conica. Queremos escrever sua equacao em coordenadas polares, para isso,
tomemos um sistema de coordenadas polares em que o pélo O coincide com o
foco F da conica e o eixo polar é perpendicular a reta diretriz [. Suponha que
a distancia entre a diretriz [ e o foco F é uma constante p.

Se a conica e o foco estao do mesmo lado em relagao a reta diretriz [ temos
que ||ﬁ|\ =red(X,l) = (p—rcosh), entdo r = n(p — r cos ) e segue

np

=— 5.1.1
" 14 mncosf ( )

N

B P
i d
0!
o a D X

\_

Figura 5.4: Conica em coordenadas polares

Se a conica e o foco estao de lados opostos em relagao a reta diretriz [ temos
que ||}7)_(>H =nd(X,1), entdo r = n(rcosf — p) e segue

np

= 1.2
" ncosfh — 1 (5.1.2)

Neste caso 1 é positivo, entao devemos ter 7 > 1 para que a cOnica represente
um lugar geométrico ndo vazio. A elipse e a pardbola possuem equagao 5.1.1.
O ramo da hipérbole a esquerda de [ também satisfaz essa equagao, o ramo da
hipérbole a direita de [ satisfaz a equagao 5.1.2.

5.2 Trajetéria dos planetas

Mostraremos que a trajetoria de um planeta sujeito somente a forca gravita-
cional exercida por um sol é uma conica. Fixemos um sol de massa M e um
planeta de massa m.

Pela segunda lei de Newton, temos:

F=ma (5.2.1)
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- - - - - =

>
<Y

Figura 5.5: Conica em coordenadas polares

Elipse: n < 1

Parabola: n =1

Hipérbole: n > 1

Reta diretriz: {

Figura 5.6: Conicas com um foco comum

Seja 0 vetor que liga o sol ao planeta. Denotaremos por @, o versor ' de
e por r a norma de 7: r = ||7]|. Pela lei universal da gravitacao temos:

GMm | (5.2.2)

F=-"7

onde G é a constante gravitacional.

10 wversor de um dado vetor é um vetor com mesma direcao e sentido do vetor original
mas com norma igual a 1, ele é obtido divindo-se o vetor pelo seu médulo @, =

71
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Das equagoes (5.2.1) e (5.2.2) temos:
GM

a=——"1.
r2
A trajetoria do planeta estd contida no plano que contém os vetores posicao,
7, e velocidade, /. Para que isso ocorra o vetor 7 X U deve ser constante:

d . . dr _ , dv _ . o
E(Txv):a xv—i—rxazvxv—i-rxa:().

Denotando ¢ = 7 x U, segue que 7¥.¢ = 7.7 X ¥ = 0, 0 vetor posicao é sempre
perpendicular & ¢ o que mostra que a trajetdria é plana. Se ¢ = 0 entao r e
¥ so paralelos e a trajetéria é uma reta, ou seja, uma conica degenerada. Se
¢ # 0 mostraremos que a trajetéria é uma conica.

Fixemos um eixo polar passando pelo sol de modo que o angulo entre e

" - . " du
este eixo seja 6. Seja iy o vetor unitdrio perpendicular a 7 dado por —. Em

de
coordenadas polares temos 7 = ru,.. Logo temos:
dr dr n di, dr n di, do  dr n de _,
at —ae' " ae T ae T ag ar  ae T ar
Segue que:
E=7xT=(rd,) x (@ﬁ +r Y5 ) L
- S A ) T A T
Entao temos:
M do de do
ix &= (— %a) x (TQEﬁT x ag) = —GM =i, x (i, x ) = GM iy
(5.2.3)
Note que:
d dv . _ dc
E(vxé’)—ﬁxc—i—vxﬁ—axc (5.2.4)
Temos ainda:
d . di, di, df de

De (5.2.3), (5.2.4) e (5.2.5) segue que:

d d
— (U x¢é) =—=(GMd,).

Esta equacao é a derivada da expressdo: U X ¢ = GMud, + l;, onde b é um
vetor constante (derive para verificar).

Seja € tal que GMé& = b, temos ¢ x ¢ = GM (i, + €).

Fazendo o produto escalar de ambos os lados da equagao por 7 temos:

F-UxE=GM(r+7-€) = GMr(l+mncosd),

onde n = ||€]| e ¢ é o dngulo entre 7 e €.
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Como ¢ = 7 x ¥ temos que:

FOXE=FxT.e=c.8=|d|>%

[ V)

que denotaremos por ||&]|? = c?.
Logo, GMr(1 + ncos ¢) = c2.
2
c np
temos: r = ————
GMn ncos¢ + 1
uma conica com foco no sol e excentricidade 77, como queriamos.

Tomando p = , que é exatamente a equacao de

5.3 Conicas em coordenadas cartesianas

Nesta secao vamos deduzir as formulas das conicas em coordenadas cartesianas
a partir das férmulas em coordenadas polares.

Uma conica em coordenadas polares pode ser representada por duas equagoes,
conforme vimos:

r=n(p — rcosf) (5.3.1)

r=n(rcosf —p) (5.3.2)

Utilizando um sistema de coordenadas cartesianas com mesma origem que
o sistema de coordenadas polares sabemos que x = rcosf e r = \/x2 + y2.

Substituindo os valores na equagdo 5.3.1 temos /a2 + y2 = n(p — x).

Substituindo os valores na equacao 5.3.2 temos /22 + y2 = n(x — p).

Em coordenadas cartesianas, se a parabola possui reta diretriz paralela ao
eixo X sua equacio é y = ax? + bx + c e se a reta diretriz é paralela ao eixo Y
a equacdo é = ay? + by + c.

Tome a equacao /22 + y? = n(p — ), como a conica é uma pardbola n =1
entdao \/x2 + y2 = (p— ) elevando os dois lados da expressao ao quadrado vem
2% +y? = p? — 2pr + 2, isolando x temos z = ( — %)gf + (2), que é uma

1 _ _bp
%,b—OGC—g.

A equagdo /22 +y? = n(p — x) é vélida para elipse e para hipérbole, ele-
vando a expressio ao quadrado temos z2 + y? = n?(p? — 2pz + 2?) que é equi-
24,2 2pn° 2 _ 2.2
valente a (1 —n )[:v + (m)x} +y? = n?p?.
Completando quadrados em x temos:
2 2 2 2 2 2
(=22 + (B o+ (25) |+ =n2p2 + (1= ) (225) .
Segue que

equacao do tipo x = ay? + by + c com a =

2 2 2,2
1_2{ p1 } 2 P 5.3.3
( n)x+1_n2 M > (5.3.3)
2 \° d definir a2 = (-2 ? _ o’
Como (17772) > 0 podemos definir a® = =) € f= -
Desse modo a equagao 5.3.3 fica: (1—n?)(z+ f)?+y* = a*(1—n?), dividindo

201 _ 2 (z+/)* y :
por a*(1 — n*) temos =t 2= 1. Mudando o eixo de coordenadas

paraz' =z + f e y' =y temos (z')? + W g
a?(1-n?) :

a2
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Desse modo, temos a equagao cartesiana abaixo, que descreve tanto uma
elipse quanto uma hipérbole:

$2 y2

— 4+ =1 3.4
@) 534

No caso da elipse, como 0 < 1 < 1, entdo (1 —n?) > 0, se b é tal que
2
b? = a%(1 —n?), a equacdo fica Z_z + % =1, onde a* > b?, caracterizando uma
elipse em coordenadas cartesianas.
2

Caso a diretriz da elipse fosse paralela ao eixo Oz teriamos z—j +4r =1, mas
com a? < b2

No caso da hipérbole, como 1 > 1, temos (1 — n?) < 0, se b é tal que
—b% = a?(1 — n?), a equagao fica

2?2

com a? > b?, caracterizando uma hipérbole em coordenadas cartesianas.

Caso a diretriz da hipérbole fosse paralela ao eixo Oz teriamos —i—j + };’—j =1
mas com a? < b

Observe que as equagoes 5.3.4 e 5.3.5 contém os dois ramos da hipérbole.
Para deduzir a equacdo 5.3.4 elevamos /22 4+ y2 = n(p — x) ao quadrado, a
expressdo utilizada coincide com o quadrado de \/z2 + y2 = n(x — p), que é a
equagao do outro ramo da hipérbole.

5.4 Estudo do circulo e da elipse

Nesta secao utilizaremos o Referencial de Frenet para calcular a curvatura do
circulo e da elipse.

5.4.1 Exemplo. Seja a(t) = (acost,asent) a equacao parametrizada de um
circulo cujo raio mede a, calcule sua curvatura.

Solugao:

A derivada da funcdo a(t) é a'(t) = (—asent,acost) e o comprimento é:

la'(t)] = Va2 sen 2t + a2 cos? t = Va? = a.

Pelo Referencial de Frenet, o versor da velocidade é:

T(t) ) = (—sent, cost).

_al(t) (—asent cost
) a ' a

et

=
Deste modo temos T'(t) = (— cost, — sent) cuja norma é:

IT'(t)| = /(—cost)? + (—sent)? = 1.

Finalmente, a curvatura do circulo é:

_ @l _ 1

@) a

que coincide com o resultado ja visto anteriormente no exemplo da secao
4.6.
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5.4.2 Exemplo. Determine a curvatura de uma elipse cuja equagao parame-
trizada é a(t) = (acost,bsent).

Solugao:

O vetor velocidade de a(t) é o'(t) = (—asent, bcost), consequentemente a
norma é |o/(t)| = v/a? sen 2t + b2 cos? t.

) a'(t) asent bcost
Assim, temos T'(t) = —— = | — ; .
o (t)] VaZsen2t + b2 cos2t a2 sen 2t + b2 cos? t
ab? cost a’bsent
Ao derivar obtemos T'(t) = | — T~ 3
(a®sen2t +b2cos?t)z  (a?sen?t+ b%cos?t)?

ab
a?sen?t 4+ b2 cos?t’

cuja norma é |T'(t)| =

T'(t b
Logo, a curvatura da elipse é dada por k(t) = ||a Et)): = (@ sen?() j_ " cosQ(t))% .
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