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RESUMO

O objetivo deste trabalho € apresentar a identificacdo e a classificagdo dos sete grupos de
simetrias que geram frisos ornamentais. Para tanto, foi feito um estudo das isometrias do plano
e suas propriedades, como paridade, pontos fixos, entre outras. O trabalho também apresenta um
estudo das propriedades advindas da composicdo de isometrias, e a associacdo das isometrias a
teoria de grupos. O Teorema Central trata dos grupos de friso, identificando-os de acordo com
os frisos ornamentais gerados. O trabalho apresenta, finalmente, a proposicdo de atividades para
alunos de ensino médio envolvendo isometrias, frisos ornamentais e identificacdo de grupos de
simetrias.

Palavras-chave: isometrias, grupos de simetrias, grupos de friso
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ABSTRACT

The objective of this paper is offer an identification and a classification of the seven symmetry
groups that generate frieze patterns. For that, a study was made about the isometries and their
properties, such as parity, simmetry points, and others. The paper also presents a study of the
properties resulting from the isometries composition and the association of isometrias and the
groups theory. The Main Theorem is about frieze groups, identifying them according to the
frieze pattern generated. The work finally presents a proposition of activities for students of
high school that involve isometries, frieze patterns and identification of simmetry groups.
keywords:isometries, simmetry groups, frieze groups
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INTRODUCAO

Desde a graduacio, o ensino da geometria através das transformacdes do plano chamou minha
atencao.

Tratada com todo formalismo, a geometria das transformacdes pode se tornar um assunto
bastante complexo. Porém, simplificando sua linguagem para torna-la acessivel ao aluno do
ensino médio, € uma ferramenta de ensino poderosa e de grande alcance, seja por ser mais
interessante do ponto de vista do aluno, ou por ser de ficil acesso, quando traduzida numa
linguagem acessivel a0 mesmo.

Além da geometria por transformac¢des, um assunto pelo qual me apaixonei durante minha
graduagdo foi a teoria de grupos. Desde o primeiro momento em que estudei esse assunto, ele
despertou meu interesse, por me ajudar a enxergar a matemadtica e principalmente as proprieda-
des envolvidas nas operagdes mateméticas de uma forma mais construtiva e acessivel.

Ao final da disciplina de graduacio intitulada Tépicos de Grupos e Aplicagdes, uma disciplina
optativa que cursei pelo meu interesse no assunto, tive meu primeiro contato com os grupos
diedrais e os grupos de simetria. Foi a unido de dois assuntos pelos quais eu tinha amplo
interesse, interesse esse que culminou com a escolha do tema dessa dissertacao.

O objetivo aqui é estudar com um pouco mais de profundidade as transformacdes do plano,
mais especificamente as isometrias do plano e as propriedades advindas da composicao entre
as diversas isometrias. Unindo este estudo a teoria de grupos, estudar os grupos de simetrias
e grupos diedrais, chegando numa aplicac@o bastante interessante que € a identificacdo dos
grupos de simetrias que formam os frisos ornamentais.

Destaco aqui o Teorema que inspirou este trabalho, que é o Teorema que identifica os sete
grupos de simetrias que podem ocorrer nos frisos ornamentais. Para construir a demonstracao
desse Teorema, foi percorrido um longo caminho.

Inicialmente definimos os termos basicos bem como os elementos da geometria necessarios
ao desenvolvimento do nosso Teorema principal. Aproveitamos também para definir as trans-
formagdes do plano, que sdo a base do estudo realizado. Além das definicdes da geometria,
trazemos nesse momento inicial as bases da Teoria de Grupos que permearéo todo o texto.
Ap6s as definigdes iniciais, nos propusemos a estudar as transformacdes elementares do plano;
translacdo, reflexdo e rotacdo; verificando suas defini¢des formais, encontrando suas equacdes
para utilizagdo em aplicagdes da geometria analitica e verificando quais das transformagdes, ou
pares delas formam grupos.

No capitulo sobre propriedades, buscamos verificar as transformacgdes advindas da composi¢ao
de duas ou mais transformacdes, bem como as propriedades interessantes que estas composicoes
podem apresentar. Neste capitulo, surgem as reflexdes transladadas, que nao foram definidas
inicialmente por serem o resultado da composicio de trés reflexdes por retas. E neste capitulo
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também que definimos os grupos diedrais, que aparecem com grande destaque no estudo das
simetrias, e demonstramos um teorema de grande importancia que classifica todos os grupos
finitos de simetrias como grupos ciclicos ou grupos diedrais.

Finalmente no capitulo sobre os grupos de friso, trazemos a demonstragdo do Teorema principal
desse trabalho, Teorema este que identifica os sete tipos de grupo que podem gerar os frisos
ornamentais. O objetivo do Teorema é mostrar que, fixado um motivo (ou figura ornamental),
existem apenas sete possibilidades de sequéncias de transformacdes do plano que geram um
friso ornamental.

Finalmente chegamos ao capitulo de aplica¢des. Neste capitulo retomamos a motivacgao original
deste trabalho, que € a finalizacdo do programa de mestrado em matematica PROFMAT. Por
se tratar de um programa destinado a professores de matemética, ndo poderiamos deixar de
apresentar aplicacdes da teoria estudada através de atividades que podem ser realizadas em sala
de aula, principalmente em aulas do ensino médio.
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ISOMETRIAS

2.1 DEFINICOES
2.1.1 Notagoes

Antes de comecarmos com as defini¢des iniciais, vamos estabelecer as nota¢des que serio
utilizadas ao longo do texto.

1. Ponto: o ponto serd denotado por uma letra maidscula, ou pelo par ordenado que o
representa no plano cartesiano. Por exemplo, o ponto A pode ser denotado simplesmente
por A ou por suas coordenadas (x4, 4).

2. Segmento de reta: o segmento de reta que passa pelos pontos A e B serd representado
por AB.

3. Medida de segmento: a distancia entre dois pontos dados, A e B, que é a medida do
segmento AB serd representada por AB.

4. Vetor% o vetor definido por dois pontos A e B, orientado na dire¢@o de B serd denotado
por AB.

5. Transformac6es do plano: serdo denotadas por letras gregas minusculas.

6. Retas: serdo representadas por letras minudsculas.

2.1.2 Definicdes Bdsicas

Neste capitulo, nosso objetivo é definir os objetos e termos que serdo utilizados ao longo do
texto, bem como as notag¢des adotadas, procurando tornar claras as idéias expostas.
Comecaremos definindo pontos, transformacdes e colineagdes do plano.

Defini¢do 1 Considerando o plano ondcartesiano, um ponto é um par ordenado (x,y) e uma
reta é um conjunto de pontos satisfazendo a equagdo ax +by+c =0, ea,b,c € R eae bndo
sdo simultaneamente nulos.

Definicao 2 Uma transformacgdo do plano é uma bijecdo do conjunto de pontos do plano nele
mesmo. Chamaremos de colineacdo a toda transformacdo que preserva retas, ou seja, se v é
uma reta e x é uma colineagdo, entdo o(r) também serd uma reta.

21



Definicao 3 Uma involugdo ¢é uma funcdo que tem ela propria por inversa.

Algumas transformacdes t€m caracteristicas especiais, como preservas conjuntos de pontos,
ou propriedades de conjuntos de pontos, como segue:

Definicao 4 Dizemos que uma transformagdo « do plano fixa um ponto P do plano se a(P) = P.
Além disso, dizemos que uma transformacdo o do plano preserva uma reta r do plano, se
VP € r,a(P) € r. Dizemos ainda que uma transformacdo « do plano fixa uma reta r quando
x(P)=P, VP er.

Definicao 5 Uma dilatag@o « é uma colineacdo com a propriedade de que w(r) € paralela a v
para toda reta v do plano.

Uma defini¢do importante para este trabalho ¢ a de isometria, que serd amplamente utilizada
ao longo do texto.

Definicao 6 Uma isometria é uma transformacdo do plano que preserva distdncias, ou seja,
se P, Q sdo pontos do plano e a é uma isometria e P’ = a(P) e Q' = a(Q), entdo PQ = P'Q’.

Definidos os objetos bdasicos, iremos agora definir as transformagdes do plano, transfor-
macgdes estas que serdo a base para a construcao do Teorema central que inspirou este texto.
Comecaremos definindo translacdo, que € a transformacido que move pontos do plano em
direcdes determinadas.

Defini¢do 7 Dados dois pontos distintos A, B. A translacdo T p é uma fungdo que leva cada

%
ponto P do plano num ponto P' = T4 p(P) onde PP’ = AB.

Outra transformagao do plano que utilizaremos no desenvolvimento deste trabalho é a
reflexdo por um ponto dado, conhecida também como meia-volta, dada a sua natureza.

Definicao 8 Seja A um ponto do plano. A Reflexd@o por um ponto em torno de A é a fungdo
04 dada por:

P,seP=A

=P/, se P # A onde, A é o ponto médio de PP’
Essa transformagdo associa a cada ponto P do plano o seu simétrico em relagdo a A.

oa(P) =

As reflexdes também podem ser feitas utilizando retas como base, nesse caso temos um
espelhamento do ponto transformado, sendo a reta utilizada na reflexao o espelho.

Definicdo 9 Dada uma reta r do plano, a reflexdo por uma reta em torno de r de um ponto P
do plano é a funcdo o, definida por:

P, sePer
0; r(P ) = . .. =~

Q, se P & r, onde r é a mediatriz de PQ
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Ja vimos que algumas transformacdes podem fixar pontos ou mesmo conjuntos de pontos.
Estes pontos, ou conjuntos de pontos recebem nomes especificos, como vemos a seguir.

Definicao 10 O ponto P é um ponto de simetria para o conjunto de pontos S se 0p(S) = S, ou
seja, se 0p fixa S. A reta r é uma reta de simetria para o conjunto de pontos S se 0,(S) = S.

Definicao 11 Uma isometria « é uma simetria para o subconjunto de pontos do plano s se u
preservas.

Além das transformacdes ja definidas, temos ainda rotagdes e reflexdes transladadas. A
primeira, como o nome diz, rotaciona pontos em torno de um ponto fixado. A segunda faz um
movimento com o ponto que é ao mesmo tempo uma reflexdo por uma reta (o eixo da reflexdo
transladada) e uma translacio por um vetor paralelo a esse eixo.

Definicao 12 Uma rotacdo em torno de um ponto C por um dngulo 6 no sentido anti-hordrio
0c,g € uma transformagdo que leva um ponto qualquer P no ponto P’, onde CP' =CP e é o

dngulo formado no sentido anti-hordrio entre C? eCP'.

Definicao 13 Uma reflexdo transladada de eixo c é o produto de trés reflexoes por retas
0.0,0, onde a e b sdo retas distintas e perpendiculares a c.

2.1.3 Grupos

Além dos objetos comuns da geometria utilizados neste texto, iremos utilizar algumas definicdes
e propriedades utilizadas na Teoria de Grupos, como segue:

Definicao 14 Um grupo é um conjunto G munido de uma operagdo * que satisfaz as seguintes
propriedades:

1. O conjunto G é fechado para a operacdo *, isto é, sea,b € G = axb € G;
2. % é associativa, ou seja, dados a,b,c € G, entdo (a*xb) xc =ax* (bx*c);

3. G possui um elemento neutro para a operagcdo * chamado identidade que denotaremos
por i. Como caracterizacdo do elemento temos que Va € G; axi=ixa=a;

4. todo elemento de G possui inverso pela operacdo *, ou seja, Ya € G; Ja~' € G tal que

axa t=alxa=1i

Observacao: Por economia de notagdo, podemos representar a operacio entre elementos de
um grupo por justaposi¢do desses elementos, assim representamos a * b simplesmente por ab.

Definicao 15 Seja G um grupo. Um conjunto H C G é um subgrupo de G se:
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1. i€ H;
2. Dados o, 3 € H, entdo afp € H;

3. Sea € H, entdo ! € H.

Note que todo subgrupo é, ele mesmo um grupo.

Agora que conhecemos grupos e subgrupos, vamos verificar se o conjunto das transformagdes
do plano sdo um grupo.

Teorema 1 1. O conjunto de todas as transformacoes, considerando como operacdo a
composigdo de funcdes, forma um grupo.

2. O conjunto de todas as colineagoes ¢ um subgrupo do grupo das transformacaes.

Demonstracao:

1. A identidade € uma transformacao do plano, pois € uma fungdo bijetora, a identidade é o
elemento neutro do grupo.
A composta de duas transformacdes do plano, também € uma transformacao do plano,
pois sabemos que composi¢do de funcdes bijetoras resulta numa fungao bijetora.
Toda func¢do bijetora € inversivel, e sua inversa €, também, uma funcio bijetora, logo, toda
transformagdo do plano possui uma inversa e esta inversa é também uma transformacgdo
do plano.

2. Para mostrar que o conjunto das colineagdes € um subgrupo do grupo das transformacdes,
mostraremos inicialmente que composta de colineacdes é também uma colineacao.
De fato, sejam « e B colineagdes e seja £ uma reta do plano. Como f3 € uma colineagéo,
temos que B(¢) serd uma reta do plano, e como « € uma colineagio a(S(¢)) também serd
uma reta. Assim, a3(£) € uma reta e portanto a3 € uma colineacao.
A identidade é claramente uma colineacg@o e, além disso, dada « uma colineag¢do qualquer
e £ uma reta do plano, sabemos que, por & ser bijetora existe uma reta r no plano tal que
¢ = «a(r), entdo a~1(¢) = a~Y(a(r)) = r que é uma reta e portanto ! é uma colineagio,
o que encerra a demonstracao. [Jj

Ainda nas defini¢des bdsicas a respeito de grupos, temos os grupos abelianos, grupos ciclicos
e subgrupos gerados por algum conjunto.

Defini¢ao 16 Um grupo G onde vale a propriedade comutativa, isto é, dados a,b € G temos
ab = ba é chamado de grupo abeliano.

Teorema 2 Sejam F e H subgrupos de um grupo S. Entdo F N H é um subgrupo de S.

Demonstracio:

24



1. Como F € subgrupo de G entdo i € F, onde i € a identidade do grupo G; como H é
subgrupo de Gentdo i € H. Logoi € FNH.

2. Sejam a,b € F NH. Em particular temos a,b € F e como F é subgrupo de G entdo
ab € F. Analogamente concluimos que ab € H, portanto ab € F N H.

3. Sejaa € FNH. Entido a € F e como T é subgrupo de G existe a~' € F. Analoga-
mente, podemos concluir que existe a~! € K, portanto a~' € F N I o que conclui a
demonstrac@o. JJj

Definicdo 17 Seja G um grupo e seja X C G. Denotaremos por (X) o subgrupo de G gerado
por X que é definido por (X) = (\{H : H subgrupo de Ge X C H}.

Definicao 18 Um subgrupo ciclico de um grupo G é um subgrupo gerado por algum elemento
a € G. Denotaremos por (&) = {a" :n € Z}. Note que a identidade pode sempre ser
denotada como «° e além disso, se ndo existir n € Z tal que &™ = i entdo o grupo ciclico serd
infinito. Quando um grupo ciclico for finito, ele pode ser denotado por C,;, sendo n o niimero
de elementos do grupo, ou seja () = Cy, se " = i.

2.2 TRANSLACOES

Uma translagdo T4 g, como jd vimos, serd caracterizada por levar um ponto P do plano num
ponto P’ de modo que PP’ = AB. Assim, podemos concluir que 74 g(A) = B. Em outras

palavras, a translagdo T4 g soma a um ponto P do plano o vetor AB. Assim, sendo A = (x4,Y4)
e B = (xg,yp), consideramos a = xp — x4 € b = yp — Y4 e assim concluimos que T4 p tem
equacdo na forma 74 g(x,y) = (x',y') = (x +a,y + ).

B

Figura 1: TA,B
Definida a transla¢do com suas equagdes, o proximo passo € mostrar que dados dois pontos

A e B, atransla¢do T4 p estd bem definida e qual a relagdo que ocorre entre os pontos A, B, C
e D caso ocorra T4 p = T¢,p.
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Teorema 3 Dados dois pontos distintos do plano P e Q, existe uma tinica transformagdo Tpg
que leva P em Q.

Demonstracao: A translagdo Tp o como definida anteriormente leva, de fato, o ponto P no
ponto Q. Falta mostrar entdo, que dada uma translagao qualquer T tal que T(P) = Q entdo
T=1TpQ-
x'=x+a,

y' =y+b
XQ=Xxp+a,

yo=yp+b
xg —xpeb=yg—yp,oquemostraque T = Tpo. [l

Vimos que uma transla¢@o tem por equagdo T(x,y) = {

Como T(P) = Q, temos que T(xp,yp) = { de onde concluimos que a =

Teorema 4 Suponha A, B e C pontos ndo colineares. Entdo Tap = Tc,p se, e somente se,
LUABDC for um paralelogramo.

Demonstracao: (=) Dados A, B e C pontos ndo colineares, como
Ta,B = Tc,p temos que D = (xp,yp) = (xc + (xg — xa), yc + (VB — Y ).
Entdo, CD = A%. Por outro lado, AC = (xc — x4,Yc —ya) e

BD = (xp —xB,Yp —YB) = (xc + Xp — XA — Xp,Yc +YB — YA —YB) =
= BD = (xc —x4,yc —ya) = AC e portanto LJABCD ¢ um paralelogramo.

B

Figura 2: Teorema 4

(<) Se JABDC € um paralelogramo, entao A% = CB 0 que nos garante que T4 g = T¢,D-
Indicamos [10] para aprofundar os conhecimentos no tramento vetorial da geometria.JJjj

Vamos agora verificar que a translagdo preserva o paralelismo entre retas e quais as retas
preservadas por elas.
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Teorema 5 Uma translagdo é uma dilatag¢do. Se P # Q entdo Tpg ndo fixa nenhum ponto do
plano e preserva exatamente as retas do plano que sdo paralelas a PQ.

Demonstracdo: Suponha uma reta r de equagdo aX +bY +c = 0 e Tpg de equagdo

(%, y) = (x +h,y +k).

Como na defini¢do de reta temos a,b # 0, podemos escrever os pontos de r com a forma
(x, =%=°). Assim, dado um ponto (x,y) € r qualquer temos que Tpo(x,y) = (x +h, =5~ +
k), entdo:

a(x +h) + b(=*%=~ + k) +c = ax +ah — ax — c+ bk +c = ah + bk, o que nos mostra que
Tp,o(x, y) satisfaz a equagdo aX + bY + ¢ — ah — bk = 0 que € a equagio de uma reta paralela
areta r. Portanto Tp o € uma dilatag@o.

Suponha agora que Tp o fixaum ponto A = (x 4,y 4) do plano. Entdo, temos que Tpo(X4,y4) =
(xa+h,ya+k)=(xa,ya), 0 que significaque h =k =0. Mas h = xg — xp e k = yg — yp,
logoh = k =0 = P = Q o que contraria nossa hipétese. Logo, se P # Q Tp o nao fixa nenhum
ponto do plano.

Falta mostrar que Tp preserva exatamente as retas do plano que sio paralelas a PQ.

Seja s uma reta do plano tal que s//PQ e seja A € s. Como ATp,Q(Z; = Pa e s//PQ, entio
TpQ € S, 0 que mostra que Tp preserva s.

Suponha agora que Tp,o preserva uma reta r do plano. Isso significa que dado um ponto A € 7,

A¢ I%, teremos B = Tpo(A) € r, 0 que implica que AB C r. Como B = Tp(A) teremos
Ta,B = Tp- Entdo, se Pa C r, temos r//@ Como A, P e Q ndo sdo colineares, o Teorema
3 nos garante que (JPQAB é um paralelogramo, logo 7/ /PQ. Se tomarmos A de forma que
A € PQ, entdo como B = Tp(A) € e como por hipétese B € r teremos v = @ pois as
duas retas possuirdo dois pontos de intersecgio distintos. [Jjj

Falta entdo verificar que as translagdes formam um grupo. Mais do que isso, formam um
grupo abeliano.

Teorema 6 1. As translagées formam um grupo abeliano 7.

2. As dilatagdes formam um grupo D.

Demonstracao:

1. A identidade ¢ uma transla¢do por um vetor nulo: i = Tpp.
Dadas duas translagdes 71 € T2, onde Ty (x,y) = (x +a,y+b) e
T(x,y) = (x + k,y + h), temos que
nn(x,y)=ux+ky+h) =(x+k+a,y+h+b)e
nn(x,y) = w(x+a,y+b) = (x+a+k,y+b+k) = (x+k+a,x+h+b). Portanto,
71T € uma translagdo
Dada uma translagdo por um vetor qualquer (a,b), que chamaremos de T, e sendo
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« = 7! temos que, dado um ponto (x, ):

a(t(x,y) =(x,y) = alx+a,y+b)=(x,y) = alx,y)=(x—a,x—Db),logonaé
uma translacdo, o que mostra que o conjunto das translacdes ¢ um subgrupo do grupo
das transformacdes. Além disso Ty > = ToT; 0 que mostra que T € um grupo abeliano.

2. Primeiramente a identidade é uma dilata¢do, pois dada uma reta r, i(r) = r/ /7.
Sejam « e B duas dilatacdes e ¥ uma reta, entdo a(r)//r e a(r)//a(r)/ /1.
Finalizando, dada uma dilata¢do & e uma reta £ qualquer, por ser « uma fungio bijetora,
existe uma reta r tal que ¢ = a(r) e por a ser uma dilatacdo, temos ¢//r. Entdo,
a~1(0) = a1 (a(r)) = r, logo a1 é também uma dilataco.
Portanto as dilatagdes formam um grupo que chamaremos de D. |Jj

2.3 REFLEXOES POR UM PONTO

Suponha que queremos refletir um ponto qualquer do plano P = (x, ) por um ponto fixo A =
(a,b). Entdo, de acordo com a defini¢do, devemos encontrar um ponto P’ = (x/, y') = c4(P)
de modo que A seja o ponto médio de PP’. Usando a férmula para coordenadas do ponto
médio, temos que

A=(ab)= (“x/,%y/) =x'=—x+2aey’ = —y+20b.

Concluimos entdo que a reflexdo por um ponto 04 em torno do ponto A é dada pela equagio
aalx,y) = (x',y") = (—x+2a, —y + 2D).

Encontradas as equacdes que definem a reflexdo por um ponto vamos verificar que essas
transformacdes levam retas em retas paralelas a elas. Podemos verificar também quais os pontos
fixados pela reflexdo por um ponto e quais retas sao preservadas por esta transformacao.

Teorema 7 1. A reflexdo por um ponto é uma dilatacdo.
2. Uma reflexdo por um ponto 04 fixa um ponto P se, e somente se, P = A.

3. Uma reflexdo por um ponto 04 preserva uma reta v se, e somente se, A € 1.

Demonstracio:

1. Seja r uma reta do plano de equacdo aX + bY + ¢ = 0 e 04 a reflexdo pelo ponto A =
(a,b). Vimos na equagdo da reflexdo por um ponto, que o4 (x,y) = (—x +2a, —y + 2b).
Supondo P = (x,y) € r, temos que ax + by + ¢ = 0. Vamos observar o que ocorre com
P’ =(x",y') = oa(P).
ax' + by’ +c = a(—x +2a) + b(—y +2b) + ¢ = —ax — by +2a> +2b* + ¢ =
= 242 + 2b% + 2, entdio a o ponto P’ satisfaz a equagdo ax + by + 2a* + 2b* +2¢ = 0 que
¢ a equacdo de uma reta paralela a r. Portanto 4 € uma dilatac3o.
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2. Suponha que existe um ponto P = (x, y) do plano tal que c4(P) = P. Entdo temos que
(—x+2a,—y+2b)=(x,y) = (a,b) = (x,y) = P = A.
Se P = A, temos que 04(A) = (—a+2a, —b +2b) = (a,b) = A o que mostra a segunda
parte do teorema.

3. Dada umareta r, e um ponto P = (x,y) € r, se P’ = 04(P) € rentdo A € r, pois como
vimos, A € o ponto médio de PP’. Por outro lado, estando A em 7, a mesma razdo fara
com que ca(P) € r,VP e r. ||}

SR

Figura 3: Reflexdo por um ponto

Vamos agora relacionar as reflexdes por um ponto com as translagdes.
Teorema 8 Se Q ¢é o ponto médio entre P e R, entdo 0oop = Tpr = OROQ.

Demonstracao: Sejam P = (xp,yp) e R = (xg,yr). Sendo Q o ponto médio de P e R,
temos Q = (X258, 27UR) Entdo, dado um ponto X = (x, y) temos:
(TQUP(X, y) = UQ(—X + 2XP, —y+ Zyp) =
= (x — 2xp + 252528y — 2yp + 2¥TIR) = (x — xp + XR, ¥ — Yp + YR)
TpR(%,Y) = (X +XR — Xp, Y + YR — YP)
OROQ(X, ) = OR(—x +22BR  —yy 4 QIPTIR) =
=OR(—=X+Xp+XR, —Y+Yp+Yr) = (X —Xp — XR+2XR, Y —Yp — YR+ 2YR) =
= (X —xp+XR,¥Y —Yp +YR)-
Portanto 0QO0p = TpR = UROQ. .

Usaremos agora o Teorema anterior para verificar o que ocorre quando compomos trés reflexdes
por pontos.

Teorema 9 Um produto de trés reflexoes por pontos é uma reflexdo por ponto. Em particular, se
os pontos P, Q e R ndo sdo colineares, entdo 0roqop = 05, onde LIPQRS é um paralelogramo.
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Demonstracdo: Sejam P = (xp,yp), Q = (xg,yo) € R = (xg,yr) pontos fixados do plano
e X = (x,y) um ponto qualquer. Entdo:
orOQOP(X,Y) = (—x +2xp — 2xQ + 2xR, —Y + 2yp — 2yQ + 2YR).
Daf temos que 0roQ0p = 05, onde S = (xp — xQ + XR, Yp — YQ + YR)-

X"

Q

Figura 4: Produto de trés reflexdes por pontos ndo colineares

Por construgéo, o ponto S é obtido somando-se ao ponto P o vetor Q?{. Logo os lados PS e
OR do quadrilitero PQRS sio paralelos. Além disso,
PQ = (xq —xp,yq —yr)e
SR =(xgr —xs5,Yyr — Ys) = (xR — Xp+XQ — XR,YR —YP +YQ — YR) =
= (—xp+xQ, —yp+Yyg) = PQ o que prova que LIPQRS ¢ um paralelogramo. i

O préximo Teorema mostra uma aplicag@o cldssica da geometria por transformagdes. Da-
dos trés dos vértices de um paralelogramo, € possivel determinar o quarto vértice resolvendo
uma equacdo que envolve isometrias do plano.

Teorema 10 Dados quaisquer trés dos quatro pontos ndo necessariamente distintos A, B, C,
entdo um quarto ponto D é unicamente determinado pela equagdo Ta p = 0poc.

Demonstracao: Suponha conhecidos os pontos A = (x4,y4), B = (xp,yg) e C = (xc, yc).
Vamos determinar D = (xp, yp) resolvendo a equagdo dada. Para isso consideremos um ponto
qualquer X = (x, y):

Ta,B(X,Y) = 0p0c(X,y) = (X +XB — X4, Y +YB —Ya) =
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=(x —Xc+Xp,¥ — Yyc +Yp), entdo
XB— XA =—Xc+Xp = Xp = —X4 +XB+ Xc €, consequentemente
Yp = —Ya+Yyptyc.
Os outros casos, ou seja, quando o ponto desconhecido for diferente de D, podem ser obtidos
por simples manipulago algébrica dos resultados obtidos. JJjj

Antes do proximo Teorema, que mostra que ao compormos trés reflexdes por pontos podemos
inverter a ordem das aplicacdes das reflexdes, vamos verificar um fato importante sobre as
reflexdes por pontos, que elas sdo involucdes.

Lema 1 Toda reflexdo por ponto tem por inversa ela mesma, ou seja, 0p = Ugl para todo
ponto A do plano.

Demonstracao: Seja A = (a, b) um ponto fixado do plano e X = (x, y) um ponto qualquer.
Entao:
Ui(x, Y)=0a(—x+2a,—y+2b)=(x—2a+2a,y—2b+2b) = (x,y) I}

Teorema 11 orogOp = 0poQOR, para quaisquer pontos P, Q e R do plano.

Demonstracio: Vimos que a composta de trés reflexdes por pontos € uma reflexdo por
ponto, ou seja, CpoQ0R = 0s. Entdo, usando o Lema anterior temos:

_ 1 _ -1 _ -1 -1_.-1 _
0s =04 = (0pogoR)” =0y 0q 0p = 0OROQUP. B

Finalizando a secdo das reflexdes por ponto, verificaremos que estas, junto com as translacdes,
formam um grupo.

Teorema 12 A unido dos conjuntos das translacdes e das reflexoes por pontos forma um grupo
H.

Demonstracio: J4a vimos que as translagdes formam um grupo e que a composicdo de duas
reflexdes por pontos resulta em uma translagdo. Além disso, pelo Teorema 9, a composi¢ao de
trés reflexdes por pontos resulta numa reflexao por ponto, o que significa que a composta de
uma tranlacdo com uma reflex@o por ponto resultard numa reflexdo por ponto. Vimos também
no Lema 1 que a identidade pode ser escrita como a composta de qualquer reflexao por ponto
por ela mesma. Finalizando, lembramos que as translagdes possuem inversas, e que as reflexdes
por ponto sdo inversas delas mesma.

Desta forma fica provado que H ¢é, de fato, um grupo. [Jj

2.4 REFLEXOES POR UMA RETA
De acordo com a definicao, a reflexdo por uma reta r € a transformacao que leva um ponto

qualquer P do plano no seu simétrico com rela¢@o a r, que chamaremos de P’, o que faz com
que 7 seja a mediatriz entre os pontos P e P’.
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Antes do préximo Teorema, vamos recordar uma noc¢ao de geometria, que é a nogcdo de
semiplanos. Uma reta qualquer, divide um plano em duas partes, chamadas semiplanos. Assim,
ao afirmarmos que uma transformacdo "inverte semiplanos”o que estamos dizendo é que a
imagem de um ponto por esta transformagao estard no semiplano oposto.

Teorema 13 A reflexdo por uma reta é uma transformagdo que inverte semiplanos. A reflexdo
0y fixa o ponto P se, e somente se, P € r. A reflexdo 0, fixa a reta s se, e somente se, s = 1. A
reflexdo o, preserva a reta t se, e somente se, t =r ou t_Lr.

Demonstracio Dada uma reta r, esta reta ird dividir o plano em dois semiplanos distintos. A
reflexdo o, aplicada a um ponto P do plano, resulta num ponto simétrico a P com relagdo a r, ou
seja, leva pontos de um semiplano para o semi-plano oposto, invertendo assim os semiplanos.
Seja P um ponto qualquer do plano. Vimos em sua defini¢do, que P’ = 0;,(P) é tal que r é a
mediatriz de PP’. Logo, se P’ = P, significa que a mediatriz de PP’ tem que estar localizada
no préprio ponto P = P/, = P € r.

Se P € r, entdo 0,(P) = P’ serd o simétrico de P com relagdo a 7, que nesse caso serd o proprio
P.

o,fixas ©0,(P)=P, VPes & PerVPes & r=s.

Vimos que se t = 7, 0, fixa a reta t, em particular ¢, preserva t. Vamos entdo supor { # r tal
que o preserva t. Isso significa que para qualquer ponto P € t, 0,(P) € t mas r é a mediatriz
entre os pontos P e 0,(P), o que significa que 7 | Po,(P). E como Pg,(P) C t teremos ¢ L 7.
Setlre P € tteremos que 0;(P) = P’ é tal que r é a mediatriz entre P e P’. Como pela
defini¢do de mediatriz PP’ | r, teremos, obrigatoriamente, P’ € ¢. [ |

Figura 5: Reflex@o por reta

Vamos agora encontrar a equagdo das reflexdes por retas.
Sejam r uma reta de equacdo aX + bY +c =0e P = (x, y) um ponto qualquer do plano. Seja
P’ = g,(P) = (x’,y"). Por enquanto vamos supor P ¢ r.
Pela defini¢do da reflexdo por reta, sabemos que a reta que contém P e P’ é perpendicular a 7.
O coeficiente angular de r serd m, = —¢. Usando a condigdo de perpendicularismo entre retas,
podemos concluir que mg = g, onde s € a reta que contém P e P’. Como P, P’ € s teremos

Yy b o a(y’ —y) = b(x" — x).

ms ==y a
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. ’, . E=S2Y3 / / ’
Além disso, o ponto médio de PP/, (*5%, %) estd nareta r,

/ / .
logo a*5+- + b% + ¢ = 0, o que nos fornece o sistema:

ay’ —bx' = ay — bx
by’ +ax’ = —ax — by — 2c
Resolvendo esse sistema para x’ e i’ teremos, da primeira equagio:
ay' =ay —bx+bx’ = y' = W
Substituindo na segunda equagdo temos:
bW+ax’ = —ax —by—2c =
= aby — b?x + b?>x +a’x" = —a’x — aby — 2ac =
= x'(a® +b%) = —aby + b*>x — a®x — aby — 2ac + 2a*x — 2a*x =
= x'(a*+b%) = a’x + b*y — 2a(ax +by +¢) =

I _ . 2a(ax+by+c)
= X=X g
Voltando para a expressdo de i’ temos:
b (x— %) b b 2b(ax+by+c)
- X b I _ X x
yEy- bt sy sy - T T - Ty =
’_ 2b(ax+by+c)
= YV =Y Ty

Portanto a equagdo da reflexdo é o,(x, y) = (x’,y’), onde:
I — oy 2a(ax+by+c)

: i
/_ ax+by+c
Yy =Y——mar

Observe que se P € r, entdo ax + by +c = 0 o que nos fornece (x’,y') = (x,y) como
querfamos.

Lema 2 07 = i, qualquer que seja r.

Demonstracio: Dados uma reta » do plano um ponto P qualquer, sendo
P’ = 0,(P) temos que P’ é tal que r é a mediatriz de PP’. Se considerarmos P” = ¢,(P’)
temos que 7 é a mediatriz de P’P”. Logo PP’ e P’P" possuem a mesma mediatriz o que nos
garante P = P. ]

Agora que ja conhecemos as equacdes da reflexdo por uma reta e sabemos que ela € uma
involucdo, vamos verificar que ela € uma isometria.

Teorema 14 A reflexdo por uma reta 0, é uma isometria.

Demonstracido: Dada uma reta r do plano, 0, serd uma fung¢do bijetora, por ser a propria
inversa, como vimos no lema anterior. Entdo precisamos apenas mostrar que 0, preserva
distancia. Para tanto observe a figura:
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Figura 6: Reflex@o por reta é isometria

Sido dados dois pontos P e Q e suas respectivas reflexdes pela reta 7: P/ e Q’. Precisamos
mostrar que PQ = P'Q’.
Primeiramente sejam A = r N PP’; D =rNQQ’ e E = rN PQ’. Temos entio PA = AP/,
pois A é o ponto médio de PP’ por constru¢do. Como os angulos PAE e P’ AE sdo ambos
retos e AE é lado comum, pelo caso LAL temos que AAPE =~ AAP'E o que nos fornece
PE = EP'.
Analogamente, teremos QD = DQ’, pois D é o ponto médio de QQ’ por construgio e nova-
mente os dngulos QDE e Q’DE sio retos e DE é lado comum, teremos, pelo caso LAL que
ADQE = ADQ'E obtendo QFE = EQ’.
Temos agora PE = EP’, QF = EQ’ e os angulos PEQ e P’EQ’ sdo opostos pelo vértice.
Entdo, novamente pelo caso LAL, temos APQE = AP’'Q’E o que nos fornece o resultado
PQ = P’Q’ como queriamos.
No caso em que P e Q estdo em lados opostos da reta r, a construgdo € andloga, invertendo-se
os pontos Q e Q' da construgdo apresentada.Jjj

Este final de se¢do, ndo trata especificamente das reflexdes por retas, mas da isometrias como
um todo. Primeiramente verificaremos quais sdo as propriedades preservadas pelas isometrias.

Lema 3 Uma isometria é uma colineacdo que preserva: estar entre (dois pontos), pontos
médios, segmentos, raios, tridngulos, angulos, medida angular e perpendicularismo.

Demonstracio: Seja « uma isometria e sejam A, B e C pontos colineares e A’ = a(A),
B'=a(B)e C' = a(C).
Lembremo-nos do seguinte resultado: AC = AB+BC < B € AC.
Como « preserva distincia, se tivermos AC = AB + BC, ou seja, B estd entre A e C, como
A'C'= AC, A’B’ = ABe B'C’ = BC teremos A'C’ = A’B’ + B’C’ o que nos fornece B’
entre A’ e C'.
Em particular se AB = BC teremos A’B’ = B’C’ 0 que mostra que uma isometria também
preserva pontos médios.
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Mais geralmente, como AB é a reunidio entre os pontos A e B e todos os pontos que estdo entre
eles, x(AB) serd a reunido entre os pontos A’ e B e todos os pontos que estio entre eles, o que
nos di a(AB) = A’B’ e nos mostra que & preserva segmentos.

Como « & injetora por sua defini¢io e AB é unido de AB com todos os pontos C tais que
A — B — C, entdio a(A ) serd a unido de A’B’ com todos os pontos C' tais que A’ — B’ — C’

o que nos da zx(A%) =A B’ € Nos garante que & preerva raios.
Como f@ ¢ a unido de A% com BA, entdo teremos

(A%) =A'B’e uc(BX) =B A’ que reunidos ddo A’B’ concluimos que & preserva retas, ou
seja, € uma colineagao.
Consideremos agora que A, B e C sdo pontos ndo colineares. Entdo
AB+BC > AC o que significaque A’B'+ B'C' > A’C’ e que A’, B’ e C’ nfo sfo colineares.
Assim, como AABC é a unido dos segmetos AB, BC e AC concluimos que a(AABC) =
AA'B'C’, o que prova que & preserva tridngulos. Em particular, x(ABC) = A’B'C’, ou
seja, a preserva também angulos. Como & preserva distancias, teremos AABC = AA'B'C’
pelo caso LLL, o que garante a preservacdo de medida angular por . Um caso particular
da preservacdo de medida angular € a preservagao de perpendicularismo, pois se & preserva
medida angular, preservard também angulos de 90°.
Além disso, como retas paralelas possuem uma perpendicular comum, a também preservard
paralelismo entre retas. [Jjj

Finalizamos mostrando que o conjunto das isometrias e, em particular, o conjunto das si-
metrias, formam grupos

Teorema 15 O conjunto de todas as simetrias para um conjunto de pontos s forma um grupo
tendo como operagdo a composicdo de funcdes.

Demonstracao: Seja s um conjunto de pontos qualquer e sejam a e 3 simetrias de s.
A identidade i é uma simetria, pois i(s) = s.
Como « é uma isometria, ela é uma transformacao, logo possui uma inversa & ~!. Daf, a~1(s) =
a~Na(s)) = ata(s) = i(s) = s, entdo a~! é também uma simetria.
ap(s) = a(s) = s, logo a composicdo de simetrias € uma simetria. Portanto, o conjunto de
simetrias para um conjunto de pontos s forma um grupo. JJjj

Teorema 16 O conjunto de todas as isometrias forma um grupo.

A demonstragdo € andloga a do dltimo Teorema.

2.5 ROTACOES

Primeiramente vamos verificar que pc = 7, qualquer que seja C.
De fato, dado um ponto P e sendo P’ = pc o(P), pela defini¢do teremos que o angulo entre
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C? e CP’ sera 0. Como C € ponto comum, isto nos dé C? = CP’, e sabendo, também pela
defini¢do que CP’ = CP concluimos que
P=P' = pco=1i.
Visto isso, provaremos que a rotacdo é uma isometria.

Teorema 17 Uma rotacdo é uma isometria.

Demonstracdo: Sejam P, Q e C pontos do plano e # um angulo qualquer. Sejam P’ =
pco(P)e Q" = pco(Q). Se P, Q e C estdo alinhados, a defini¢do de pc g nos garante que
PQ = P’Q’. Vamos entdo supor que P, Q e C sdo ndo colineares. Observe a figura

Q

Figura 7: Rotag@o

Pela definicdo de rotacdo, temos que CP = CP’ e CQ = CQ’ e sabemos que PCP’ =
QCQ’ =e.
Mas QCP = QQ’ — PCQ’ = 6 — PCQ’ e Q'CP’ = PCP’' — PCQ’ = 6 — PCQ’, logo
QCP = Q'CP’. Entio, pelo caso LAL temos APCQ = AP’CQ’ o que prova que PQ = PQ’.
|

A exemplo do que fizemos com as outras transformacgdes que estudamos, vamos verificar
quais pontos sdo fixados e quais conjuntos de pontos sdo preservados pelas rotagdes. Aproveita-
remos para mostrar que a reflexdo por um ponto € uma rotagao por um angulo de 180°, ou uma
meia-volta, como mencionamos anteriormente, € que o conjunto das rotagdes com um mesmo
centro forma um grupo abeliano.

Teorema 18 1. Uma rotagdo pc g, 0 # 180° fixa exatamente o ponto C.
2. Uma rotagdo pc p preserva todos os circulos com centro em C.
3. Se C é um ponto e 0 e a sdo niimeros reais, entdo pPc 90C,a = C,0+x € pglg = 0C,—6-

2

4. Uma rotagdo de um dngulo de 180° é uma reflexdo por um ponto, pc 1800 = Oc para
qualquer ponto C.
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5. O conjunto das rotacdes com centro em C forma um grupo abeliano.

Demonstracio:

1.

A definic@o de rotagdo nos garante que pc(C) = C.
Dado um ponto qualquer P, se pc ¢(P) = P, entdo temos que
0=PCP =6 = pcgy = i. Portanto o tinico ponto fixado por pc g é C.

. Seja Cp um circulo cujo centro é C e P € Cp. Entdo CP é um raio de Cp. Seja agora

P’ = pc,6(P). Como por defini¢do CP = CP’ temos que CP’ serd, também, um raio de
Cp e portanto P’ € Cp.
Observe a figura:

Figura 8: Rotacdo preserva circulos

. Sendo P’ = pcg(P) e P = pco(P') temos que P é tal que PCP’ = 6 e P” é tal

que P'CP” = a. Portanto temos PCP” = 6 + &, e como P" = pc ,0c6(P) teremos
0C,afC,0 = PC,a+0-
Usando o resultado anterior, temos que PE};PC,@ =1=pc0=pPCo-0 =

_1 _
= Pcp = Pc,—o-

. Se 6 = 180°, entdo como CP = CP’ teremos C como ponto médio entre P e P’, o que

faz com que pc 1800 = 0.

. Ja vimos que o produto de duas rotagdes com centro C dd uma rota¢do com centro C, o

que nos mostra que o conjunto das rotacdes € fechado para o produto. Além disso, vimos
que a inversa de uma rotacio com centro C é também uma rotacdo com centro C. Além
disso, vimos que pco = i. Portanto, o conjunto das rotagdes ¢ um subgrupo do grupo
das isometrias, sendo ele mesmo um grupo. Para verificar que o grupo das rotagdes é
abeliano, observe que

0C,00C,a = PCo+a = PCa+6 = PC.alCo- Il
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PROPRIEDADES

3.1 COMPOSICAO

Nesta secdo vamos estudar as propriedades que sdo obtidas através da composicao das transfor-
macoes do plano que vimos até agora. Comegaremos mostrando que uma isometria que fixa
trés pontos ndo colineares s6 pode ser a identidade.

Teorema 19 Se uma isometria fixa dois pontos de uma reta, entdo essa isometria fixa a reta.
Se uma isometria fixa trés pontos ndo colineares, entdo essa isometria é a identidade.

Demonstracio: Suponha dois pontos A, B € r, onde r é uma reta e & uma isometria que
fixa A e B e seja P € r um ponto qualquer distinto de A e B.
Como vimos no Lema 3, uma isometria preserva retas. Considerando A’ = a(A), B’ = «(B) e
P’ = a(P), teremos AP = A’P’ ¢ BP = B’P’. Como « fixa A e B, concluimos que P’ = P e
portanto « fixa a reta r.
Sejam agora A, B e C pontos nio colineares fixados por uma isometria .
Conforme visto no Lema 3, « preserva tridngulos, e como nesse caso « fixa A, B e C teremos
a(AABC) = AABC. Mas, para qualquer ponto P do plano, estd em uma reta que intercepta
A ABC em dois pontos distintos, entdo P estard numa reta fixada por « o que significa que
a(P) = P, VP. Portanto « ¢ a identidade. [Jj

Como uma isometria que fixa trés pontos nio colineares é a identidade, se tivermos duas
isometrias que tém imagens iguais para trés pontos ndo colineares essas isometrias serdo iguais.

Teorema 20 Se « e B sdo isometrias tais que x(P) = B(P), x(Q) = B(Q) e x(R) = B(R) para
P, Q e R pontos ndo colineares, entdo, a = .

Demonstracao: Como « e  sdo isometrias, em particular, sdo transformagdes. Logo pos-
suem inversa. Assim, temos:
a(P) = B(P) = B~ 'a(P)=p'B(P)=i(P) = P. O mesmo ocorrendo para os pontos Q e R.
Assim, o Teorema 19, nos garante que

Bla=i = a=p.1
No Teorema seguinte caracterizaremos quais sio as isometrias que fixam dois pontos.

Teorema 21 Uma isometria que fixa dois pontos é uma reflexdo por reta ou a identidade.
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Demonstracio: Suponha o uma isometria que fixa dois pontos distintos, P e Q em uma reta
r. Pelo que vimos até agora, conhecemos duas possibilidades para a, que sdo a identidade ou
0y. Vamos provar que essas sao as tnicas possibilidades para a, mostrando que se & # i entéo
=0y
Se a # i entdo existe um ponto R tal que a(R) # R e pelo visto na demonstra¢do do Lema 3,
R ¢ re P, Q e R sdo trés pontos ndo colineares.
Seja R’ = a(R). Como « é uma isometria, teremos PR = PR’ ¢ QR = QR’, o que nos
fornece P e Q como pontos distintos e equidistantes de R e R’, significando que P e Q estdo na
mediatriz entre R e R’. Assim temos &(R) = R’ = 0;(R), e além disso, temos a(P) = P = ¢;,(P)
e x(Q) = Q = 7;(Q). Logo, pelo Teorema 20, temos « = 0. [

Sabendo que uma isometria que fixa dois pontos sé podem ser uma reflexdo por uma reta
ou a identidade, vamos provar a seguir que uma isometria que fixa um tnico ponto do plano é
um produto de duas reflexdes por retas. Mais adiante veremos que este produto pode ser uma
rotacdo ou uma translagao.

Teorema 22 Uma isometria que fixa exatamente um ponto é um produto de duas reflexées por
retas.

Demonstracdo: Suponha a uma isometria que fixa um ponto C. Sejam agora P # C,
P’ = a(P) e r a mediatriz de PP’. Como « é uma isometria, temos CP = CP’, entiio C € r.
Dai, 0,(C) = C e 0,(P’) = P.

Entdo 0,4(C) = 0,(C) = C e o,a(P) = 0,(P’) = P.

Pelo Teorema 21, 0,6 = i ou 0,4 = 05, onde s = C

De qualquer forma, o, # i, pois, caso ndo fosse, terfamos « = 0, e « fixaria mais pontos do
que apenas C.

Logo, oy = 05 = 0,000 = 0,05 = a = 0,0s. ]

Como consequéncia dos dois ultimos Teoremas, temos que se uma isometria fixa um ponto
qualquer do plano, ela serd um produto de duas reflexdes por reta ou a identidade, caso fixe
mais de um ponto.

Corolario 1 Uma isometria que fixa um ponto é a identidade, uma reflexdo por reta ou o
produto de duas reflexdes por retas.

Demonstracao: Seja « uma isometria e P um ponto qualquer tal que a(P) = P. Se existir
algum Q # P tal que a(Q) = Q entdo, pelo Teorema 19 a serd uma reflexao por reta ou a
identidade. Observe que 0,0, = i para toda reta . Se P € o unico ponto fixado por « entdo este
resultado é consequéncia direta do Teorema anterior. [JJj

O préximo Teorema mostra que toda isometria pode ser escrita como um produto de reflexdes
por retas.
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Teorema 23 1. Um produto de duas reflexoes por retas é uma isometria.

2. Uma isometria é a identidade, uma reflexdo por reta ou o produto de duas ou trés
reflexdes por retas.

Demonstracio:

1. Ja vimos que uma reflexdo por reta € uma isometria e que o produto de duas isometrias é
uma isometria, logo o produto de duas reflexdes por retas € uma isometria.

2. Sabemos que 0,0, = i, para qualquer reta r. Seja « # i uma isometria tal que a(P) = Q,
com P # Q e seja r a mediatriz de PQ. Entio o,&(P) = 0,(Q) = P, ou seja, 0;« fixa o
ponto P.

Vimos, no Coroldrio anterior, que ;& = 3 é o produto de no mdximo duas reflexdes por
retas. Mas o;a = B = & = 0;8. Como 0 é uma reflexdo por reta e  é o produto de no
maximo duas reflexdes por retas, entdo a serd o produto de no maximo trés reflexdes por

retas. JJj

Agora vamos a mais uma aplicagdo interessante da geometria por transformagdes. O préximo
Teorema mostra que dados dois tridngulos congruentes, existe uma tinica isometria que leva um
triangulo no outro.

Teorema 24 Se APQR = AABC, entdo existe uma tnica isometria « tal que x(P) = A,
x(Q)=Bea(R)=C.

Demonstracio: Sabemos, pelo Teorema 17, que existe no mdximo uma isometria « tal que
a(P) = A, a(Q) = Be a(R) = C. A questdo que precisamos responder é se existe pelo menos
uma isometria com estas caracteristicas, o que provard o Teorema em questao.

Sejam os tridngulos APQR = A ABC. Observe a figura abaixo e a seguir sua construgio:
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Figura 9: Congruéncia de tridngulos

Primeiramente encontramos a reta ¥ mediatriz de PA. Teremos entdo
0,(P) = A, 0+(Q) = Q' e 0;(R) = R’. Feito isto, encontramos a reta s mediatriz de Q’B. Note

que A € s, pois

AB = PQ = AQ’. Teremos entio 05(A) = A, 05(Q’) = B e 05(R) = R”. Para terminar
encontramos a reta t mediatriz de R”’C. Note que A € t, pois AC = PR = AR’ = AR" e que
B € t pois BC = QR = Q'R’ = Q'R”. Teremos entdo 0;(A) = A, 0:(B) = Be 03(R"”) = C.

Portanto, & = 03050, é a isometria procurada. [Jj
Como consequéncia desse ultimo Teorema, vem o seguinte:

Teorema 25 Dois segmentos, dois dngulos, ou dois tridngulos sdo, respectivamente, congru-
entes, se e somente se existe uma isometria que leva um no outro.

Demonstracdo: Como dois segmentos congruentes correspondem a lados homdlogos de
tridngulos congruentes e dois dngulos congruentes correspondem a dngulos homologos de

tridngulos congruentes, a demonstragdo é consequéncia direta do Lema 3 e do Teorema 21. [Jj

Vimos que todas as isometrias podem ser escritas como produto de reflexdes por retas. A
seguir veremos em qual caso o produto de duas reflexdes por reta representa uma translacao.

Teorema 26 Se as retas v e s sdo paralelas, entdo 050, é a translacdo pelo vetor que representa

o dobro da distdncia entre r e s.

Demonstracao: Sejam r e s retas paralelas e P um ponto qualquer
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Figura 10: Composi¢ao de reflexdes por retas paralelas

Sejam P’ = 0,(P) e P” = 05(P’). Pela defini¢do de reflexdo por reta, temos que r € a
mediatriz de PP’, entdo PP’ Lr e também temos que s é a mediatriz de P’P” o que garante
que P’P” 1s. Como r/ /s teremos PP’/ /P’P" e como P’ é ponto comum aos dois segmentos,
teremos P, P’ ¢ P” alinhados. Como P foi tomado arbritrariamente teremos que 030 € uma
translacao.

D pp
Sejam agora A = r N PP’ e B =sN PP’. Entdo o vetor A% representa a distancia entre r e s.
Se P— P’ — P” entdo AB = AP’ + P'B e sabemos que PP’ =2AP’ e P'P" = 2P’'B pois A
e B sdo respectivamente pontos médios de PP’ ¢ P’P”.
Entdo PP"” = PP’ + P'P" =2AP’ +2P'B = 2(AP’' + P'B) = 2AB.
Se P — P"” — P/, entdo AB = AP” + P"B = AP’ — P'B e sabemos que
PP’ =2AP’ e P'P" = 2P'B pois A e B sio respectivamente pontos médios de PP’ e P’P”.
Entao
PpP" = PP' —P'P" =2AP' —2P'B=2(AP’' — P'B) =2AB. |}

Corolario 2 Se a reta t é perpendicular a reta s em S e perpendicular a reta v em R, entdo
_ 2 _
0}0’5 - TS,R - O—RO—S.

Demonstracao: Se t1r e t1s, entdo temos r / / s. Neste caso, pelo Teorema anterior,
0,05 = T, onde T € a translacdo por um vetor que representa o dobro da distincia entre r e s.
Como ¢ é perpendicular as duas retas tendo como pontos de interse¢io R e S, entdo o vetor que
representa a distincia entre as duas retas ¢ SR o que prova que 0,05 = TgR.

Agora seja S’ = 0,(S). Entdo R é o ponto médio entre S e S’ e pelo Teorema 8 temos

2 _ _
TS,R = TS,S/ = OROs. .

Teorema 27 Toda translacdo é um produto de duas reflexdes por retas paralelas, e, reciproca-
mente, um produto de duas reflexées por retas paralelas é uma translagdo.

Demonstracio: (<=) Teorema 26.
(=) Seja Tp o # i, entdo pelo Teorema 8 Tpy = 0rop, onde R € o ponto médio de PQ. Fazendo
rl emPesl em R, temos pelo Teorema anterior orop = 050;. ||}
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Teorema 28 Se as retas 1, s e t sdo perpendiculares a reta b, entdo existem uinicas retas p e q
tais que 050y = 010p = 040t

Demonstracdo: Seja a reta b perpendicularar, s e t em R, S e T, respectivamente.

r B P t 9

Figura 11: Reflexdes por retas perpendiculares

Pelo Teorema 8 existem P € be Q € b, os tinicos pontos tais que 0s0R = 0r0p = 0Q0T.
Vamos enconrar estes pontos:
Seja R’ = 05(R), entdo S é o ponto médio de RR’ e o Teorema 7 nos diz que osog = TR R
Entdo, para termos 0s0r = 070p = 00T, devemos ter T como ponto médio entre P e Q e
PT = RS = TQ. Entdo, obtemos o ponto Q fazendo Q = 1r s(T) e P = or(Q), obtendo assim
os pontos conforme o desejado.
Sejam agora p_Lbem P em gLb em Q. Pelo Coroldrio 2 teremos
O30y = OsOR = 0T0p = U't(Tp € 050y = 0OsOR = O'QO'T = 0',70',5.
A unicidade das linhas p e g segue diretamente da lei do cancelamento, por exemplo, se
010y =010, = 0y =0,

Veremos a seguir como escrever uma translacdo como um produto de duas reflexdes por
reta.

Teorema 29 Se P # Q entdo Tp pode ser escrita como 0,04, onde a, b_l_% e uma das retas,
a ou b é uma reta escolhida arbitrariamente e a outra reta é unicamente determinada.

Demonstracio:

Figura 12: Translagdo como composta de reflexdes por retas

Dada a reta aJ_I% em A, temos, pelo Teorema 7, que Tpg = 0r0p, onde R € ponto médio
de PQ. Fazendo B = Tpr(A), temos 004 = Tpg € sendo b_L em B, o Teorema 25 garante
que 0p0, = OBUA = TpQ- .
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Corolario 3 Se as retas v, s e t sdo perpendiculares & uma reta b, entdo 01050, é uma reflexdo
por uma reta perpendicular a b.

Demonstracao: Pelo Teorema 28, se 7, s e f sdo retas paralelas a uma reta b, entao existem
retas p e q perpendiculares a b, unicamente determinadas de modo que:
050y = 010y = 0401 = 010507 = 01010 = i0p = 0. [l

Os resultados subsequentes mostram como escrever uma rotagdo como produto de duas refle-
x0es por retas. Vale lembrar que ja foi mostrado que a reflexdo por um ponto é uma rotagao por
um angulo de 180°.

Teorema 30 Se as retas v e s se interceptam no ponto C e o dngulo medido no sentido anti-
hordrio entre v e s é %, entdo 050y = 0 p-

Demonstracio: Sejam r e s retas concorrentes num ponto C e suponha g 0 angulo menor
entre ¥ e s medido no sentido anti-hordrio.

Figura 13: Rotacdo como produto de reflexdes por retas

Seja R € r, R # C e sejam Cg a circunferéncia de centro C que passa pelo ponto R e
S = Cg N's. Teremos entdo RCS = %erz CRes=C
Seja R’ = pc ¢(R). Entdo, pelo Teorema 18, R’ € Cr e RCR’' =2RCS, S € se RS = R’S,
pelo caso LAL, ja que temos CR = CR’ e RCS = R'CS pois R” = pc ¢(R) e CS é lado comum.
Entio teremos em s a mediatriz de RR’, entdo R’ = 03(R).
Seja | = 04(S). Entdo r é a mediatriz de ]S o que significa que JCR = RCS e SC = JC, logo
J € Creoangulo JCS = 6. Entdo S = pco()).
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Temos portanto:

0507(C) = 05(C) = C = pc,6(C)

050:(J) = 05(5) = 5 = pcp(])

050¢(R) = 05(R) = R" = pc,6(R)

Como os pontos C, | e R ndo sdo colineares, concluimos que 0507 = pc . ||}

Corolario 4 Toda rotacdo é um produto de duas reflexdes por retas concorrentes, e, reciproca-
mente, um produto de duas reflexoes por retas concorrentes é uma rotagdo.

Demonstracio: (<) Teorema 30.
(=) Seja dada uma rotagdo pcg. Seja r uma reta qualquer contendo C e seja s uma reta
contendo C tal que o dngulo no sentido anti-hordrio entre r e s seja g (podemos considerar
S=0c,8 (). Entao, pelo Teorema 29, pc o = 050;. |}

Teorema 31 Se as retas 1, s e t sdo concorrentes em C, entdo existem unicas retas p eq tais

Demonstracio: Sejam as semirretas Cﬁ e, CA.)Q €se ﬁ € t.

Figura 14: Reflexdes por retas concorrentes

Sejaa = RCS e sejam P = pc,—a(T) e Q = pc(T), entdo PCT = RCS = TCQ.
Sejam p = ﬁeqz@.
Pela demonstra¢@o do Teorema 30, temos que 050y = pc,2q¢ = 0t0p = 040t
A unicidade das retas p e g € garantida pela lei do cancelamento, por exemplo, se 0;0}, =
010, = 0y =0,

Teorema 32 A rotagdo pc g pode ser escrita como 0,0, onde a e b sdo retas concorrentes
em C e uma das retas, a ou b é escolhida arbitrariamente e a outra reta estd unicamente
determinada.

Demonstracdo: Dada a rotagdo pc g, seja 4 uma reta contendo C.
Sejam A € a, A#C, B = p. %(A) eb=CB. Entdo, pelo Teorema 30, pc g = 030;. ||}

Corolario 5 A reflexdo op é o produto (em qualquer ordem) de duas reflexdes por quaisquer
duas retas perpendiculares em P.
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Demonstracdo: Como ji vimos, 0p = pp1gpe, logo, pelo Teorema 32 existem retas a e b
perpendiculares em P, tal que 0,0, = pp1goe = 0p. Além disso, 0p = 0 1= 0P,—1800 = U40%.

Finalmente, podemos concluir que o produto de exatamente duas reflexdes por retas s6 pode
ser uma translacao ou uma rotagao.

Teorema 33 Um produto de duas reflexdes por retas é uma translacdo ou uma rotacdo. So-
mente a identidade é ao mesmo tempo uma rotacdo e uma translagao.

Demonstracao: Sao dadas duas retas r e s do plano.
Ser//s,r #s, vimos no Teorema 27 que 050, é uma translagéo.
Se r e s s@o concorrentes, vimos no Corolario 4 que 050, € uma rotagdo. Note que a reflexdo
por um ponto pode ser vista como uma rotacdo por um angulo de 180°.
Se r e s s@o coincidentes, entdo 0,0, = i e, neste caso, o produto serd a0 mesmo tempo uma
rotagdo e uma translagdo. [Jj

Veremos agora o que acontece com as composi¢cdes entre duas rotagdes, duas translacoes,
ou uma transla¢io e uma rotacao em qualquer ordem.

Teorema 34 Uma rotagdo por um dngulo 0 seguida de uma rotagdo por um dngulo ¢ é uma
rotagdo por um dngulo 0 + ¢, a menos que 0 + ¢ = 0°, neste caso o produto é uma translagdo.
Uma translacdo seguida por uma rotagéo por um dngulo 0, 6 # 0 é uma rotacdo por um dngulo
0. Uma rotag¢do por um dngulo 0, 0 # 0 seguida de uma translagcdo é uma rotag¢do por um
dangulo 0. Uma translagdo seguida de uma translagdo é uma translagdo.

Demonstraciao: O Teorema 6 nos garante que o produto de duas translacdes é uma transla-
¢do.
Vimos, no Teorema 9, que o produto de duas rotacdes por angulos de 180° € uma translacéo,
COmo em 004 = Ty,p, € também vimos no Teorema 18 que pc90c,p = PC o+¢-
Vamos considerar entdo pp y04,9, com A # Be 0, ¢ # 0. Fazendo c = AB existem retas a con-
tendo A e b contendo B tais que p 4,9 = 0c0; € pB,y = 0,0c. Entdo pp y04,6 = 04000, = 0305.
Observe a construgdo a seguir:
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Figura 15: Composi¢do de rotagdes com centros distintos

0 —9

Note quea = 5¢e B = 7.
Quando 6 + ¢ = 0°, temos que a//be entdo o produto pp 40 4,9 € uma translagdo. Se 6 + ¢ # 0
entdo a e b se interceptam em algum ponto C e 03,0, € uma rotagio. Observe, que pelo Teorema

do angulo externo de um tridngulo qualquer, temos y = + = % + % = GJFT@ e o Teorema 30

nos garante que Pp,p0A,0 = 0C0+¢-
Para terminar, lembramos que Ta p = 0p0a = PB,180°0A,180°- LOZO OcoTa,B € TA,BOC,9 SAO
rotagdes por um angulo 6 +180° + 180° = 6. ||}

3.2 INVOLUCOES E PONTOS FIXOS

Esta secdo se destina a organizar alguns resultados que j4 foram provados com nomenclatura
diferente.

Teorema 35 Uma isometria que fixa exatamente um ponto é uma rotacdo. Uma isometria que
fixa um ponto pode ser uma rotacdo, uma reflexdo por reta ou a identidade.

De fato, vimos , no Teorema 22, que uma isometria que fixa exatamente um ponto € um

produto de duas reflexdes por retas. Se essas retas forem paralelas ou coincidentes, esse produto
serd uma translacdo (que nao fixa nenhum ponto) ou a identidade (que fixa todos os pontos do
plano). Logo essas retas devem ser concorrentes e, pelo Corolario 4 esse produto serd uma
rotacao.
Vimos ainda, no Coroldrio 1, que uma isometria que fixa um ponto € o produto de no maximo
duas reflexdes por retas. Se for um produto de duas reflexdes por retas serd uma rotagdo (como
no caso anterior), ou a identidade. Se for o produto de apenas uma reflexao por reta entio sera
uma reflexdo por reta.

Teorema 36 Uma rotacdo por um dngulo ndo nulo que preserva uma reta é uma reflexdo por
um ponto.

Foi visto no Teorema 18 que uma rotagdo por um angulo nao nulo fixa exatamente o seu
centro, ou seja, um ponto. No mesmo Teorema vimos que uma rotagéo por um angulo de 180°
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€ uma reflex@o por um ponto, e também vimos, no Teorema 7 que uma reflexdo por um ponto
pode preservar uma reta. Por sua natureza, a rotagdo sé preservard uma reta se for por um
angulo de 180°, provando o Teorema anterior.

3.3 PARIDADE

Nesta secdo definiremos e classificaremos as isometrias como pares ¢ impares e estudaremos as
propriedades de cada um destes tipos de isometrias.

Lema 4 Se P é um ponto e a e b sdo retas, entdo existem retas ¢ e d com P € c tais que
O-b(Ta = Udac.

Demonstracio: Suponha dados a, b e P. Se a/ /b, c serd a reta paralela a a contendo P. Se
a e b sdo concorrentes num ponto C, entdo ¢ = C
Entdo a, b e ¢ sdo paralelas ou concorrentes em C.
Se a e b sdo paralelas, entdo 0,0, é uma transla¢do, como vimos no Teorema 27 e nesse caso, 0
Teorema 29 nos garante a existéncia da reta d conforme o Lema.
Se a e b sdo concorrentes, entdo 030, é uma rotagdo, como vimos no Corolério 4 e nesse caso,
o Teorema 32 nos garante a existéncia da reta d conforme o Lema. [Jj

Ap6s verificarmos as possibilidades para os produtos de duas reflexdes por retas, veremos o
que acontece com um produto de quatro reflexdes por retas. Os produtos de trés reflexdes por
retas serdo vistos mais adiante.

Teorema 37 Um produto de quatro reflexdes por retas é um produto de duas reflexdes por
retas.

Demonstracdo: Suponha dado o produto 050,050, € seja P € p.
Pelo Lema anterior, existem retas g’ e 7' tais que 0,0, = 0,704/, com P € q'.
Novamente pelo Lema anterior, existem retas '’ e m tais que 050,/ = 03,05+ com P € r”.
Como p, q" e " sdo concorrentes em P, existe uma reta £ tal que 0,050, = 0.
Portanto Os0y040p = O50710g/Tp = OOy 0q10p = Ty 0y .

Teorema 38 As isometrias sdo rotacoes, reflexdes ou translacoes.

Demonstraciao: No caso da isometria fixar algum ponto do plano, o Teorema 35 nos garante
que essa isometria serd uma rotacdo, ou uma reflexdo por reta (considerando que a identidade
pode ser escrita como uma rotagdo por um angulo 6 = 0 ou como o produto de uma reflexdo
por ela mesma).

Precisamos verificar quais sdo as isometrias que nao fixam nenhum ponto.
Seja a uma isometria que ndo fixa nenhum ponto do plano. Entdo, dados P, Q e R pontos do
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plano, temos P’ = a(P) # P, Q' = a(Q) # Qe R’ = a(R) # R.

Consideremos agora a transla¢do Tp p:. Temos entdo que Tpp/(P) = P’ = a(P).

Sabemos também que PQ = P’Q’, pois « ¢ isometria. Seja Q" = Tpp/(Q). Entdo, pelo
Teoremas 3 e pelo Teorema 4 temos que [JPP’Q"” Q é um paralelogramo. Assim, se Q" # Q"
entdo terfamos Q' = pps o(Q") = pps p(Tpp/(Q)) para algum angulo 6. Mas, vimos no Teorema
32 que uma rotacdo pode ser escrita como um produto de duas reflexdes por retas concorrentes.
Entdo existem 7 e s retas concorrentes tais que Q' = ¢,05(Q").

Vimos ainda, no Teorema 27 que toda translacdo é um produto de duas reflexdes por retas
paralelas, logo existem a e b retas paralelas tais que Q" = 0,03,(Q) = Q' = 0,050,0,(Q),
e pelo Teorema anterior, existem retas ¢ e d tais que Q' = 0.0;(Q). Entdo, pelo Teorema 33
teremos que & é uma translacdo ou uma rotacdo. Como & ndo fixa nenhum ponto, concluimos
que & s6 pode ser uma transla¢do. Se Q” = Q’, entdo, podemos concluir, de forma anéloga,
que « é uma translagdo ou que R’ = 7p p/(R). No tltimo caso, o Teorema 20 nos garante que
& = Tpps, OU s€ja, uma isometria que nao fixa nenhum ponto € uma transla¢do, o que finaliza
nossa demonstragdo. [Jjj

Teorema 39 As isometrias involutivas (isometrias que sdo involugdes) sdo as reflexdes por um
ponto e as reflexbes por retas.

Vimos nos lemas 1 e 2 que as reflexdes (sejam elas por ponto ou por reta) sdo involu¢des. No
Teorema 16 vimos que a inversa de uma rotag¢do nao € ela mesma e a respeito das translagdes, é
facil verificar que Tg,% = 7p,4. Como o Teorema 38 nos garante que ndo existem outros tipos
de isometrias, concluimos que somente as reflexdes sdo isometrias involutivas.

Conforme haviamos comentado no inicio desta se¢do, segue o resultado que classifica as
isometrias pares e impares. Note que quando nos referimos a produtos de isometrias estamos
nos referindo a composi¢des de isometrias.

Definicao 19 Uma isometria que é o produto de um niimero par de reflexdes por retas é dita
uma isometria par. Uma isometria que é o produto de um niimero impar de reflexées por retas
é dita uma isometria impar.

Teorema 40 1. Uma isometria par é o produto de duas reflexdes por retas.
2. Uma isometria impar é uma reflexdo por reta ou o produto de trés reflexdes por retas.
3. Nenhuma isometria é ao mesmo tempo par e impar.

Demonstracio:

1. Dada uma isometria que é um produto grande de reflexdes por retas, podemos usar o
Teorema anterior para substituir as quatro primeiras reflexdes por retas por duas reflexdes
por retas repetidamente até obermos um produto com menos de quatro reflexdes por reta.
Se a isometria for par, o processo resultard num produto de duas reflexdes por retas.
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2. Se a isometria for impar, o processo resultard em um produto de trés reflexdes por retas
ou em uma reflexdo por reta.

3. Para mostrar que uma isometria ndo pode ser a0 mesmo tempo par € impar, precisamos
mostrar que um produto de duas reflexdes por retas ndo pode igualar uma reflexdo por
reta ou o produto de trés reflexdes por retas.

Suponha que existem retas p, g, 1, s € t tais que 0,0,0, = 050}, entdo, pelo que vimos
anteriormente, existem retas £ e m tais que

Om0y = 050,040 = 05050t = 0. Temos uma contradi¢do, pois 07,0y € uma translagéo ou
uma rotagdo e nao pode ser igual a reflexdo ;. Portanto um produto de duas reflexdes
por retas nunca € igual a uma reflexdo por reta ou a um produto de trés reflexdes por

retas. JJj

Além de classificar as isometrias, classificaremos também as isometrias involutivas.

Teorema 41 Uma isometria involutiva par é uma reflexdo por ponto ou a identidade; uma
isometria involutiva impar é uma reflexdo por reta.

Demonstra¢do: Como vimos anteriormente, uma isometria involutiva € uma reflexo.
Além disso, uma isometria par € um produto de duas reflexdes por retas, que pode ser uma
rotacdo ou uma translacdo. Entdo, uma isometria involutiva par deve ser a0 mesmo tempo uma
reflexdo e uma rotacdo ou translacdo. Isso ocorrerd na identidade ou na reflexdo por ponto, que
€ uma rotagao por um angulo de 180°.

Uma isometria impar € uma reflexao por reta ou um produto de trés reflexdes por retas. Para
que ela seja involutiva deverd, obrigatoriamente, ser uma reflexao por reta. JJjj

Agora que determinamos quais sdo as isometrias pares, vamos verificar que o conjunto das
isometrias pares forma um grupo.

Teorema 42 As isometrias pares formam um grupo €.

Demonstracio: A identidade é uma isometria par, pois 0,0, = i.
A iversa de uma isometria par, também serd uma isometria par, pois
(0a0p) L =0, o L.

O produto de duas isometrias pares é uma isometria par, pelo Teorema 37.
Portanto o conjunto das isometrias pares € um subgrupo do grupo das isometrias, sendo ele

mesmo um grupo E. ]

A seguir temos um Lema de extrema importincia que mostra que o conjugado de uma in-
volugdo é também uma involucdo. Antes disso, definiremos o conjugado de uma isometria.

Defini¢io 20 Chamamos afa~! de conjugado de B por «.
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Lema 5 Sejam a e B isometrias. Entdo apa~" é uma involugdo se, e somente se, B for uma
involugdo.

Demonstraciio: (=) Se afa~! é uma involugio, entdo
afatapal=i = apBal=i = BB=ala=1i

(<)BB=i = afalaBat=apfpal=aa" =i |
O préximo resultado caracteriza que o conjugado de uma reflexdo por uma isometria qualquer.

Teorema 43 Se P é um ponto, v é uma reta e & uma isometria, entdo
-1 _ -1 _
Koy = Oy(r) € XOPKX = Oy(p)-

! ¢ uma isometria involutiva. Além disso, aopa~! (a(P)) =

1

Demonstracao: Pelo Lema 5, aopa™
aop(P) = a(P), entdo aopa~ ! fixa a(P). Além disso, xopa™
pois P € o tinico ponto do plano fixado por op. Portanto
aopa ! = oyp).
Analogamente, xo,«
aoya ! = ouir)- IR

ndo fixard nenhum outro ponto,

~1 ¢ uma isometria involutiva que fixa a(r), logo

Apo6s o udltimo resultado, é natural imaginar se os conjugados das rotacdes e das transla-
¢cOes também sdo rotacdes e translacdes, respectivamente. Fica claro que a resposta é sim, dado
que as translagdes e as rotacdes sdo produtos de reflexdes por retas, como veremos a seguir.

Teorema 44 Se « é uma isometria, entdo
-1 _ -1 _
XTABX ~ = Ta(A),a(B) € XPCHK ~ = Pu(C),6-

Demonstracdo: Vimos que T4 p = 0p04, onde M é o ponto médio entre A e B. Entdo,
atypa ! = aopoaa! = aopatac et Como a é isometria, a(M) é o ponto médio entre
«(A) e a(B), logo
QATABY ! = Ta(M)Tu(a) = Ta(A)a(B)-

Vimos também que pc g9 = 0507, onde e s sdo retas concorrentes em C que formam um angulo
no sentido anti-horério de %.

Entdo apcoa! = aosora! = aosataora ! = 0,450, Como a é isometria, a(r) e a(s)
se interceptam em a(C) e o 4ngulo no sentido anti-horario entre a(r) e a(s) serd =2, pois
isometrias preservam medidas angulares mas nio necessariamente o sentido de rotacdo do

A -1 _ -

angulo. Portanto, xpcga™ " = Ou(s)0a(r) = Pua(C),+0- .

Por fim, vamos estudar em quais casos as reflexdes por retas comutam.

Teorema 45 Dadas r e s retas quaisquer, entdo 0,05 = 030y Se, e somente se, ¥ = s ou r_Ls.

Demonstracao: Pelo que vimos nos Teoremas 13 e 43, temos:
0705 = 0507 & 050705 =0y < Opp) =0y & 0s(r) =1 <& r=sourls. |

52



3.4 REFLEXOES TRANSLADADAS

As reflexdes transladadas foram deixadas para este momento, pois suas propriedades dependem
de resultados obtidos na se¢do de composicdo e na secdo de paridade.

Vale destacar que as reflexdes transladadas s@o o resultado do produto de trés reflexdes por
retas. O préximo resultado destaca as propriedades das reflexdes transladadas.

Teorema 46 1. Uma reflexdo transladada ndo fixa nenhum ponto.

2. O ponto médio entre qualquer ponto do plano e sua imagem por uma reflexdo transladada
pertence ao eixo da reflexdo transladada.

3. Uma reflexdo transladada preserva exatamente uma reta, que é seu eixo.

Demonstracio:

1. Suponha 0.03,0, uma reflexio transladada, P um ponto do plano e P’ = ¢.03,0,(P). Entdo,
pela defini¢do de reflexdo transladada temos a,b_lcea # b.
Se P/ = P, entdo 0.0,0,(P) = P = 0,0,(P) = 0.(P). Mas 03,0, é uma translagio
por um vetor perpendicular a a e b e, portanto, paralelo a c, ou seja, se considerarmos
que ¢ divide o plano em dois semiplanos, teremos 030,(P) no mesmo semiplano que
P, enquanto o.(P) por ser uma reflexdo pela reta c estard no semiplano oposto ao que
contém P, o que nos leva a uma contradicio. Logo 0.03,0, ndo pode fixar nenhum ponto.

2. Suponha r a perpendicular a ¢ que contém P. Entdo existe uma reta s, s//r tal que
0,0, = 050,. Fazendo S = sNc, entdo P e S sdo pontos distintos, e 0.0,0,(P) =
0.050+(P) = 0.05(P) = 05(P). Portanto S é o ponto médio de PP’ e S € c.

\ 4

|

Figura 16: Reflexdo Transladada

3. Para terminar, suponha que 0.03,0, preserve uma reta v e suponha P € r. Entdo, como
vimos, o ponto médio de PP’ que chamaremos de M pertence a c. Mas como P, P’ € r
entdo temos M € r. Sejaagora Q € rtalque P — P’ — Qe seja Q' = 0.03,0,(Q). Entdo
Q’ € r. Entdo, sendo i\;f’ o ponto médio de QQ’ teremos M’ € r N ¢. Como 0.0},0;
€ isometria PT/I = QM’' = M’ # M. Portanto r e c se interceptam em dois pontos
distintos, o que nos garante que ¥ = c. [Jj
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A reflex@o transladada j4 € definida como um produto de trés reflexdes por retas. A seguir
vemos que as reflexdes transladadas também podem ser escritas como um produto entre uma
reflexdo por uma reta e uma reflexdo por um ponto, em qualquer ordem.

Teorema 47 Uma reflexdo transladada é a composicdo de uma reflexdo por alguma reta a
seguida por uma reflexdo por um ponto B ¢ a. Uma reflexdo transladada é a composicdo de
uma reflexdo por algum ponto A seguida de uma reflexdo por alguma reta b tal que A ¢ b.
Reciprocamente, se P é um ponto e r uma reta tal que P ¢ 1, entdo opoy, e 0,0p sdo reflexdes
transladadas tendo como eixo a reta perpendicular a v que passa por P.

Demonstracio: (=) Se « é uma reflexdo transladada, entdo existem a, b e c retas distintas
com a,b_lcem A e B respectivamente tais que & = 0.0},0,.
Entao temos 04 = 0,0, = 0.0, € 0 = 0,0, = 0.0p.
Dai, & = 0.0,0, = 00, € 6 = 00, = Op0:.0, = Op0A-
(«<=) Suponha P ¢ r. Seja p a reta perpendicular a  contendo P e s a reta perpendicular a p
contendo P. Assim temos 7, p e s retas distintas com r,s Lp. Além disso, cpo, = 0,050, €
0y0p = 0,005 Portanto os produtos opo; e 0,0p sdo reflexdes transladadas, como queriamos.

O resultado a seguir mostra varias propriedades das reflexdes transladadas. Ele comeca
mostrando em qual caso a reflexdo transladada comutard com uma translagdo, segue mostrando
que a composta de uma reflexdo transladada por ela mesma € uma translagdo nio nula e termina
mostrando que uma reflexdo transladada gera um grupo ciclico infinito.

Teorema 48 Uma translacdo que preserva uma reta ¢ comuta com uma reflexdo transladada
que tem por eixo a reta c. O quadrado de uma reflexdo transladada é uma translacdo diferente
da identidade. Uma reflexdo transladada gera um grupo ciclico infinito.

Demonstracio: Seja « = 0.03,0, uma reflexdo transladada. Entdo a, b e c sdo retas distintas
com a,blc. Além disso, se considerarmos A =aNce B =bNce C = 14 p(B), podemos
escrever 0,0, = Ta,c, € como A, C € c entdo T4 ¢ preserva c. Seja agora T uma translagdo
qualquer que preserva c. Como uma translagdo que preserva ¢ comuta com 0. € como todas as
translagdes comutam, temos aT = 00,0, T = 0, T00,; = TO.0p0,; = TX.

Além disso,

02 = (0:0p0,)? = 00404000 = O.TA COTAC = O’C(TCTI%IC = T}LC.

Para terminar, observe que nenhuma poténcia positiva de uma translacdo 7 € a idendidade,
pois a inversa de T4 g € Tp 4. Entdo o grupo ciclico <uc2> ¢ um grupo infinito. Note ainda que
o grupo ciclico («) contém todas as poténcias pares de &, logo contém o grupo <(x2>, 0 que
garante que o grupo ciclico () é infinito. JJj

Teorema 49 As retas p, q e v ndo possuem ponto, nem perpendicular comum se, e somente se,
07040y for uma reflexdo transladada.
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Demonstracao: (<) Imediato da defini¢ao de reflexdo transladada.
(=) Suponha retas p, g e ¥ que ndo possuem ponto nem perpendicular em comum.
Primeiro vamos considerar o caso em que p e g se interceptam no ponto Q.
Por hipétese, Q ¢ r. Seja P o pé da perpendicular a r baixada de Q e seja m = I% Entao
existe uma reta s que passa por Q tal que 0,0, = 0,,0s. Como p # gentios # me P ¢ s.
Entéo 0,040, = 001,05 = 0p0s com P ¢ s. Portanto 07040y € uma reflexdo transladada.
No caso em que p//q, as retas r e g devem se interceptar, pois, caso contrdrio, p, g e 7 te-
riam uma perpendicular comum. Entfo, aplicando o caso anterior, existe um ponto P e uma

reta s com P ¢ s tal que 0030, = 0pos = (00307) " = (0pos) N = oy log oyt =
oy 1(71? LN 0y030p = 0s0p, cOm P gé s. Portanto, novamente temos 0,0,0, uma reflexdo

transladada. |Jjj

Apo6s este tltimo Teorema, temos dois resultados muito importantes como consequéncia
imediata.

Corolario 6 Uma isometria impar é uma reflexdo por reta ou uma reflexdo transladada.

Corolario 7 Uma isometria diferente da identidade é exatamente umas das seguintes transfor-
magoes: translagdo, rotagdo, reflexdo por reta ou reflexdo transladada.

Terminaremos esta secdo mostrando que o conjugado de uma reflexao transladada por uma
isometria qualquer continua sendo uma reflexdo transladada.

2

Teorema 50 Se B é uma reflexdo transladada de eixo c e a é uma isometria, entdo afa~" é
uma reflexdo transladada de eixo «(c).

Demonstracdo: Seja f = 0,00, uma reflexdo transladada. Entdo, a,bLcea # b. Dai,
apat = aoeopoa = aoca aopa T ao,a T = 00 Oy Uu(e)- E como a € isometria, temos
a(a), a(b) La(c) e a(a) # a(b). Portanto xBa ! é uma reflexdo transladada de eixo a(c). JJj

3.5 GRUPOS DIEDRAIS

Nesta secdo iremos observar os grupos de simetrias dos poligonos regulares.

Antes de entrar nos Teoremas principais, vamos considerar um exemplo especifico, o do grupo
de simetrias do quadrado.

Suponha um quadrado centrado na origem do plano cartesiano, onde um de seus vértices esta
sobre a parte positiva do eixo das abscissas. Observe as notac¢des na figura abaixo
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Figura 17: Simetrias do quadrado

E claro que o quadrado é preservado por P = po,900 € por 0 = 0y,. Note que p4 =02 =1
Como, de acordo com o Teorema 15, as simetrias do quadrado formam um grupo, entio o
quadrado deve ser preservado pelas quatro rotagdes distintas p, pz, p3 e p4 e pelas quatro
isometrias fmpares e distintas pc, p*c, p30 e p*o.
Considere agora V; e V; dois vértices adjacentes quaisquer do quadrado dado. Se aplicarmos
uma simetria aos pontos do quadrado, V; serd levado em um dos quatro vértices do quadrado, e
nesse caso V), sera levado em um dos dois vértices adjacentes a imagem de V. Desta forma os
outros dois vértices do quadrado estardo determinados.
Entdo existem no maximo 8 simetrias para o quadrado. Como listamos acima 8 simetrias
distintas para o quadrado, podemos concluir que existem exatamente 8 simetrias distintas para
o quadrado, e listamos todas elas.
Assim, dizemos que as isometrias p e ¢ geram todo o grupo de simetrias do quadrado, que
chamaremos de D4 = (p, o). Note que D4 tem ordem 8, ou seja, possui 8 elementos.

Baseados no exemplo que acabamos de ver, mostraremos os resultados a seguir sobre 0s
grupos de simetrias.

Definicao 21 Um Grupo Diedral D,, ¢é o grupo de simetrias de um poligono regular de n
lados.

Teorema 51 O grupo de simetrias de um poligono regular de n, Dy, lados possui 2n elementos.

Demonstracao: A demonstragdo é aniloga ao que fizemos no caso do quadrado.
Suponha um poligono regular de #n lados centrado na origem O do plano cartesiano. Chama-
remos de /1 a reta suporte do eixo das abscissas. Entdo, teremos que p = p, w0 €0 = 0
preservam o nosso poligono.
Como as simetrias de qualquer conjunto de pontos, em particular do nosso poligono, formam um
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grupo, entdo o poligono deve ser preservado pelas n rotacdes distintas { 0, 0%, p3, ceey p”_lp”}
e pelas n isometrias impares distintas

{po,p%c,...,p"0}, tendo em vista que p" = 0 = i pelas defini¢des das duas isometrias.
Considerando V; e V, dois vértices consecutivos quaisquer do poligono, ao aplicarmos uma
simetria sobre o mesmo, V7 devera ser levado em um dos 7 vértices do poligono e V, num dos
dois vértices adjacentes a imagem de V. Deste modo, todos os outros vértices da imagem do
poligono pela simetria ficam determinados, e portanto, teremos no maximo 2# simetrias para o
poligono de 7 lados.

Mas haviamos listado 2# simetrias distintas para o poligono de # lados o que nos leva a concluir

que seu grupo de simetrias possui exatamente 27 elementos. [Jjj

Teorema 52 Para cada niimero natural n existe um poligono tendo Dy, como grupo de sime-
trias e um poligono tendo C,, como grupo de simetrias.

Demonstracio: Se n > 2, D,, € o grupo de simetrias do poligono regular de # lados e C,
serd o grupo de simetrias do poligono mostrado a direita na figura abaixo para 1 = 6.

9}

D

Figura 18: Poligonos que possuem D,, e C,; como grupos de simetrias respectivamente

D1 € o grupo de simetrias do tridngulo isésceles que ndo € equildtero; D, é o grupo de
simetrias do retdngulo que ndo é quadrado; C; = (po 3600 = 1), contém somente a identidade,
entdo serd o grupo de simetrias do tridngulo escaleno; C, contém somente po 1800 = 0o € a
identidade, entdo serd o grupo de simetrias do paralelogramo que néo ¢é losango. [Jj

O préximo resultado € de extrema importincia, ndo sé para a demonstracdo do Teorema
principal deste trabalho, mas no estudo dos grupos de simetrias em geral.

Teorema 53 Um grupo finito de isometrias é um grupo ciclico C,, ou um grupo diedral D;,.

Demonstracao: Suponha G um grupo finito de isometrias. Entdo G ndo pode conter uma
translacdo nem uma reflexao transladada que sejam diferentes da identidade, pois estas isome-
trias geram um subgrupo infinito de G.

Entdo G contém somente rotacdes e reflexdes por retas. Vamos considerar dois casos: o primeiro
em que G contém apenas rotagdes e o segundo em que G contém pelo menos uma reflexdo por
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reta.

Suponha § um grupo finito que possui apenas rotacdes. Uma possibilidade € G ser o grupo
da identidade C;. Entdo vamos supor que G contém uma rotagdo p 9 com 6 # 0. Assumi-
mos entdo que pp , € uma rotagdo em G com B # A e ¢ # 0. Nesse caso, G deve conter
pgipp;"lgp B,pP A6 que como vimos no Teorema 35 serd uma translagdo diferente da identidade,
0 que nao pode ocorrer porque G é finito, logo devemos ter A = B e concluimos que todas as
rotagdes de G tem centroem A. Note que py, 9 € G < pag € G e que todo elemento de §
pode ser escrito como p4 9 com 0 < 6 < 360°.

Sejap = pa,p, onde ¢ € o menor possivel que faz de p 4 g uma simetriacom ¢ > 0. Se pa o € G
e a > 0, entdo existe um nimero k natural tal que & = k¢, o que nor fornece p4 , = p¥. Dai,
todo elemento de G pode ser escrito como uma poténcia de p. Portanto, um grupo finito de
isometrias que ndo contem reflexdes por retas € um grupo ciclico C,, para algum 7 natural.
Vamos para o caso onde G contém pelo menos uma reflexao por reta.

Como i é uma isometria par, como uma isometria e sua inversa t€ém a mesma paridade e como
o produto de duas isometrias pares € uma isometria par, segue que o conjunto de todas as
isometrias pares de G forma um subgrupo de G e pelo que vimos no caso anterior esse subgrupo
serd o grupo ciclico C,, para algum 7 natural. Entao as isometrias pares de G sdo as n rotagdes
{p,0% 0% ..., p"} comp" =1i.

Suponha que G possui m reflexdes por retas. Se o é uma reflexdo por reta de G, teremos que as
n isometrias impares {ch, sz, e, p”cr} estardo em G o que implica n < m. Por outro lado,
as m isometrias impares multiplicadas a direita por ¢ fornecem m isometrias pares distintas,
dai m < n. Entdo m = n e G contém os 2n elementos gerados por p e 0.

Sen=1,G = (o). Sen > 1, entdo po deve ser uma reflexdo por uma reta que contém A.
Concluimos entdo que um grupo finito de isometrias que contém uma reflexao por reta € o
grupo diedral D,, para algum 7 natural. JJj

Corolario 8 O grupo de simetrias de um poligono é um grupo ciclico ou um grupo diedral.

Demonstraciao: Observe que um poligono tem um nimero finito de vértices, o que faz com
que ele tenha um niimero finito de simetrias e o resultado é consequéncia direta do Teorema
anterior. [Jj
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GRUPOS DE FRISO

Os grupos de friso sdo modelos matematicos para classificar desenhos bidimensionais que sao
repetitivos em alguma direcao, através das simetrias que aparecem no padrio. Estes padrdes
ocorrem com frequéncia na arquitetura e na decoracao.

Quando vemos um piso decorado, ou um vitral numa igreja antiga, ou mesmo padrdes em
trechos de pinturas ou papel de parede, encontramos o que chamamos de friso ornalmental.
A formacao desse friso, ou seja, do desenho que o compde, é feita a partir de um mesmo
motivo original que se repete seguindo um determinado padrdo. Os padrdes de repeticdo desses
motivos sdo o objeto de estudo desse capitulo.

Rachel Mccaslin

Mike Odum

Figura 19: Frisos ornamentais criados por artistas plasticos
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Teorema 54 Se P é um ponto de simetria para o conjunto S de pontos e x é uma simetria de
S, entdo w(P) é um ponto de simetria para S. Se r é uma reta de simetria para o conjunto de
pontos S e « é uma simetria de S, entdo «(r) é uma reta de simetria para S.

Demonstracdo: Se as isometrias « e op estdo em um grupo § de isometrias, entao oy (p)
também estd em G porque o produto aopa ! deve estar em G. Andlogamente, se as isometrias
« € 0y estdo num grupo G de isometrias, entdo 0, () também estd em G porque o produto e
deve estar em §. Como as simetrias de qualquer conjunto de pontos formam um grupo, o
resultado esta provado. [Jj

Em um friso ornamental, frequentemente aparece um padrao formado pela repeticdo de
algumas figuras ou motivos. A propriedade essencial de um friso ornamental € que ele é
formado por alguma "isometria inteligente". Evidentemente, hd uma variedade infinita desses
padrdes. Entretanto, tirando a escala e o motivo, e considerando apenas as simetrias por tras
desses padrdes como invariantes, podemos ver que existem apenas sete tipos possiveis de frisos
ornamentais.

Definicao 22 Um grupo de isometrias que preserva uma reta dada c e cujas translagoes
Sformam um grupo ciclico infinito é dito um grupo de friso com centro c. Observe que essa reta
¢ ndo necessariamente faz parte do motimo do friso ornamental em questdo, mas existe uma
reta de simetria mesmo que imagindria que é preservada ao longo do friso.

Teorema 55 Seja F um grupo de friso com centro c cujas translagdes formam um grupo ciclico
infinito (T). Se F contém uma reflexdo por ponto, suponha que F contém o ; se F contém uma
reflexdo por uma reta perpendicular a c, suponha que F contém o, com al c. Seja 7y a reflexdo
transladada com eixo c tal que ¥* = T. Entdo F é um dos sete grupos distintos definidos
a seguir: F1 = (1), F1 = (1,00), T3 = (1,00), F} = (v), F2 = (T,04), F& = (T,04,0),
?2 = <’)/, qg, A>-

Demonstraciao: A notacio seguinte serd utilizada durante o desenvolvimento. Comegamos
escolhendo um ponto A na reta c. Se J contém reflexdes por pontos, entdo A é escolhido
para ser o ponto em torno do qual ocorre uma dessas reflexdes, se F ndo contém reflexdes por
pontos, mas contém reflexdes por retas perpendiculares a ¢, A € escolhido como a intersecéo
entre uma dessas retas e c, caso contrario, A € escolhido como qualquer ponto de c.

Seja A; = T/(A), entio toda translacio em F deve levar cada A; em um Aj. Seja M o ponto
médio entre A e A1, e seja M; = T/(M). Entdo M; serd o ponto médio entre A; e A;;q e
também ponto médio de Ag e Ajiyq.

Uma possibilidade para J é o grupo gerado por T.

Seja F1 = (). Um friso ornamental que tem F; como seu grupo de simetria ndo tem ponto de
simetria, ndo tem reta de simetria e ndo é preservado por uma reflexdo transladada. Nas figuras
que seguem, os pontos ndo fazem parte do friso ornamental.
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P

Ay My A M A, M2 As M; Ay
. .

Figura 20: 1 = (7)

Além das translacdes, as Unicas outras isometrias que preservam o centro ¢ sdo as reflexdes
por pontos contidos em ¢. Suponha que J contenha uma reflexio por ponto. Entdo o4 estd em
JF pela escolha de A. Além disso, o estd em F pois M € o ponto médio entre A e T(A) o que
significa que op04 = T = 0p = TO4. Pelo Teorema anterior, I contém a reflexao por cada
Al' € Ml'.

Agora, suponha P tal que op € F. Entdo a translacdo opoy estd em F. Dai opoa(A) = A,
para algum n. Temos entdo op(A) = A, e P € o ponto médio de A e A,,. Portanto F contém
exatamente as reflexdes pelos pontos A; e M;.

Seja F, = (T,04). Como 04 é uma involugdo, entdo Toy = oat L Logo, todo elemento em
F, é da forma T ou 04T, ou seja, todo elemento de J; é da forma (qu'ri = Fr=(0a,0m),
pois OpMT = 04.

Um friso ornamental que tem J, como grupo de simetrias tem um ponto de simetria e ndo tem
retas de simetria.

-

Figura 21: 55 = <0’A, 0'M>

Se F contém apenas isometrias pares, entdo J tem que ser 1 ou F,. As outras possibilidades

para F sdo obtidas pelo aumento de F; ou F, com isometrias impares. Primeiramente vamos
considerar a adi¢do de reflexdes por retas.
Lembre que o, preserva c se, e somente se ¥ = c ou r_Lc. Seja Fl = <T, 0'c>. Como T0, = 0,7,
entdo F] é abeliano e todos os seus elementos sdo da forma 07T’ Se 1 # 0, entdo F] contém a
reflexdo transladada com eixo c que leva A em A,. Um friso ornamental que tem fﬂ por grupo
de simetrias ndo tem ponto de simetria e o centro é uma reta de simetria.
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Figura 22: 51 = (7, 0¢)

Seja Fl = (T,04, 0'c>. Como 0, comuta com T € com 04, entdo todo elemento de "J"% éda

forma (Tf(TATi. Se n # 0, entdo F3 contém a reflexdo transladada o, T" com eixo ¢ que leva

Aem A,. Além disso, H’% contém 2*1g 40, que é a reflexdo pela reta perpendicular a c em
Aj, e EF% contém 12*1g 40, que é a reflexdo pela reta perpendicular a c em M;. Se a é a reta
perpendicular a c em A, entdo F! = (T,04,0¢). Um friso ornamental que tem ?% como grupo
de simetrias tem um ponto de simetria e o centro ¢ uma reta de simetria.

P R U U

R U N

Figura 23: 3 = (7,04, 0¢)

Suponha que F ndo contenha uma reflexdo por ponto, mas contenha a reflexdo por uma reta
a perpendicular a c. Nesse caso, supomos A € a. Entdo F contém 120,, que é a reflexdo pela
reta perpendicular a ¢ em A;, e F contém 7210, que é a reflexdo pela reta perpendicular a ¢
em M;. Assuma que Fcontenha outra reflexdo por reta ;. Entdo r # ¢ pois a reflexdo por ponto
0.0, ¢ F. Logo r Lc. Dai F contém a transla¢do 0,0, que deve levar A em A, para algum 7.
Portanto 0,(A) = A, para algum n, n # 0, e r é perpendicular a c em algum A; ou algum M;.
Além disso, F deve conter exatamente estas reflexdes por retas perpendiculares a c em A; para
cada i e estas reflexdes por retas perpendiculares a c em M; para cada M;. Consideramos entdo
todos os possiveis casos adicionando reflexdes a J7.
Seja F2 = <T, aﬂ) onde a € perpendicular a cem A. Como To, = 0,71 entdo todo elemento de
EF% é da forma o T'. EF% ndo contém ¢, mas contém as reflexdes por retas que sdo perpendiculares
acem A; ou M;. Un friso ornamental que tem 3"% como grupo de simetrias ndo tem ponto de
simetria, tem uma reta de simetria, mas o centro nao € uma reta de simetria.
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Figura 24: 52 = (1, 0,)

Agora suponha que J contém uma reflexio por ponto e a reflexdo por umareta q. Se g # c,
g é perpendicular a c em A;, ou g € perpendicular a c em M;, entdo voltamos a ff%. Para obter
algo novo, devemos supor que g ndo passa por A ou M. Como 0;(A) deve ser a imagem de
uma reflexdo por ponto em F pelo Teorema anterior (fazendo a = 0y), a Unica possibilidade
restante € que g seja mediatriz de AM; para algum i. Por causa das reflexdes por pontos em J,
a segunda parte do Teorema anterior requer entdo que J contenha a reflexdo pela mediatriz de
AM,; para cada i. Entio, em particular, F contém 0p onde p € a mediatriz de AM.
Se areta a € perpendicular a c em A, entdo J ndo pode conter 0 € 0, simultaneamente ou a
translagdo 0,0, poderia levar A em M, o que ndo pode ocorrer. Assim, como 0,0, = 000y,
F néo pode conter 0, € 0. simultaneamente. Consideramos entéo todas as possibilidades de
adic@o de reflexdes a F;,. Seja 3"% = <T, Oa, Up> onde p é a mediatriz de AM. Note que 3"%
contém a reflexdo transladada 0,0, com eixo ¢ que leva A em M. Seja y = 0,0, Como Y =1
€ 0p = Y04, entdo 3’% =(7,04). 3"% ndo contém ¢,. Um friso ornamental que tem EF% como
grupo de simetria tem um ponto de simetria, tem uma reta de simetria mas o centro nio ¢ uma
reta de simetria.

Figura 25: 32 = (v, 04)

Consideramos todas as possibilidades para J que nao contém necessariamente uma reflexdo
transladada. Agora suponha que F contém a reflexdo transladada a. Entdo « tem eixo c e a2 é
uma translacdo que preserva c. N6s temos dois casos: &> = 72" e % = T2"*! para algum inteiro
n.

Suponha a? = 72", Como & ¢ T comutam, entdo (7~ ")? = i. Daf, a isometria involutiva fmpar
aT " deve ser 0.. Consequentemente & = 0, T". Neste caso, F contém o, e 0, 7" para cada
inteiro m. Se 3 ndo contém uma reflexao por ponto, entdo voltamos a 5—"%. Se J contém uma
reflexdo por ponto, entdo voltamos a .’7’%.

Agora suponha a? = T¥"*1. Entdo (t~"a)?> = 7. Seja ¢ = T "a. Entdo -y é uma isometria
impar cujo quadrado é T. Assim, vy deve ser a unica reflexdo transladada com eixo ¢ que leva A
em M. Sendo 72" = 1" e 4?1 = 1™, as reflexdes transladadas em J sdo exatamente as da
forma t"y.

2
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Seja SF% = (7) onde 7 é a reflexdo transladada com eixo c tal que > = T. Um friso ornamental
tendo fr"% como grupo de simetrias ndo possui pontos de simetria nem retas de simetria, mas é
preservados por uma reflexdo transladada.

Figura 26: 735 = ()

Suponha que F contém isometrias além das geradas pela reflexdo transladada 7y com eixo ¢
tal que 9> = 7. Como o quadrado da translac¢io 0,7 é T, entiio 0.7y ¢ (7). Logo 0. ndo pode
estar em J.

Se JF contém 0, com r_Lc, entdo F contém a reflexdo por ponto ¢;y. Se I contém uma reflexdo
por ponto, entdo J deve conter 04, e nesse caso, J contém o4 e a reflexdo transladada y com
eixo c e tal que 9% = T, o que nos leva de volta i 3"%.

Finalmente esgotamos as possibilidades. O grupo J deve ser portanto, um dos sete grupos
descritos acima. [Jj

Para finalizar o capitulo, trazemos uma arvore de possibilidades através da qual, com no
maximo quatro perguntas, conseguimos avaliar um friso ornamental e descobrir qual dos sete
grupos gera este friso.

Reflexdo por ponto?
ga

NAO SIM
Reflexao pelo centro? Reflexdo pelo centro?

Oc Oc

SIM

- & ?
Reflexdo por reta? ]:} Reflexéio por reta?

SIM

Reflexdo transladada? fi) F f§

Figura 27: Arvore de possibilidades
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APLICACOES

As transformagdes geométricas e a base da teoria de grupos podem ser adaptadas para uma
linguagem acessivel aos alunos dos ensinos fundamental e médio. E claro que ndo podemos
num ambito escolar empregar todo o formalismo apresentado nesse texto, porém ¢é perfeitamente
possivel adequar as idéias e os conceitos envolvidos para aplicacdes em sala de aula.

Iremos entdo, nesse capitulo explorar algumas atividades que utilizam os conceitos estudados
neste trabalho em aplica¢des voltadas diretamente para alunos do ensino médio.

5.1 VERIFICACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

O Teorema de Pitagoras, € um teorema de conhecimento dos alunos do ensino médio. A de-
monstragcdo desse teorema feita por Euclides, envolve a construcdo de quadrados sobre os lados
do tridngulo retdngulo. Nesta atividade, propomos a utilizagdo das transformacgdes do plano
como ferramentas para a verificacdo do Teorema de Pitdgoras, promovendo o conhecimento
um pouco mais formal da matemadtica de forma acessivel a alunos do ensino médio.

5.1.1 Objetivos

O objetivo desta atividade € Demonstrar o Teorema de Pitdgoras utilizando transformacdes do
plano de forma que a demonstracio seja acessivel e compreensivel por alunos do ensino médio.

5.1.2 Material

O material utilizado para esta atividade € um computador com o software Geogebra instalado.
Este software é gratuido podendo ser utilizado sem restricdes no ambiente escolar.

Caso a escola disponha computadores suficientes para que todos os alunos utilizem, ou um
computador para cada dois alunos, sugerimos que a atividade seja desenvolvida pelos alunos, de
modo que eles possam chegar, de forma mais efetiva, as conclusdes a respeito da demonstragao
do Teorema em questao.

5.1.3 Roteiro

Primeiramente devemos lembrar aos nossos alunos o Teorema em questdo. O Teorema de
Pitdgoras enuncia que o quadrado da hipotenusa de um tridngulo retangulo € igual a soma dos
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quadrados dos seus catetos. E interessante também recordar o que é um triangulo retangulo e
quais sao os seus elementos.

Figura 28: Tridngulo retdngulo e seus elementos
Num triangulo retdngulo temos:

e O angulo reto, no caso da figura o angulo B
e Dois angulos agudos, na figura sdo e 7y
e A hipotenusa, que é o lado oposto ao angulo reto, na figura o segmento b

e Os catetos, que sdo os lados adjacentes ao angulo reto, na figura os segmentos a e ¢

O Teorema de Pitdgoras nos diz que o quadrado da medida da hipotenusa de um tridangulo
retdngulo € igual a soma dos quadrados das medidas dos seus catetos, ou seja, se chamarmos
de a, b e c as medidas dos segmentos 4, b e ¢ respectivamente, teremos:

b? = a? + c?

Para verificar este teorema, primeiramente vamos construir quadrados sobre os lados do
triangulo retangulo. Existem diversas formar de fazer esta construcdo. Optamos pela sequéncia
a seguir, utilizando o Geogebra:

1. Contruimos uma circunferéncia de centro B e raio AB. Contruimos uma reta perpen-
dicular 2 AB que passa pelo ponto B. Construimos o ponto D como sendo o ponto de
interseccao entre a circunferéncia e a reta tragadas.

2. Contruimos uma reta paralela a AB passando pelo ponto B e contruimos uma circunfe-
réncia de centro D e raio BD. Obtemos assim o ponto E de intersecio entre a reta e a
circunferéncia.

3. Obtemos entio o quadrado [(JABDE sobre o lado AB do triAngulo retangulo.

4. repetimos a construgio para o lado AC do tridngulo obtendo o quadrado (JACFG.
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Figura 29: Verifica¢do do Teorema de Pitagoras - Passo 1

5. repetimos mais uma vez a contrugio para o lado BC do tridngulo obtendo o quadrado
UBCIH.

Vamos agora mover os quadrados construidos sobre os catetos de forma a fazé-los coincidir

com o quadrado construido sobre a hipotenusa. O préprio Teorema de Pitdgoras nos dé a
informacdo de que os catetos s@o menores do que a hipotenusa, o que nos permite fazer este
tipo de transformacao.
Primeiramente definimos o vetor fC e transladamos os vértices do quadrado L1BCIH pelo
vetor ﬁf obtendo o quadrado CJCC’B’H’. Isto feito, vamos rotacionar o quadrado (JCC'B'H’
em torno do ponto C. O angulo de rotagdo serd o angulo replementar ao dngulo S, que pode
ser obtido pelas indicacdes que o Geogebra fornece na coluna a esquerda entitulada Janela de
dlgebra. Entdo calculamos o angulo 360° — B e realizamos a rotagdo de cada um dos vértices
do quadrado JCC’B’H’ obtendo o quadrado CJCC”B”H".
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Figura 30: Verificacao do Teorema de Pitdgoras - Passo 2

Vamos fazer o mesmo procedimento com o quadrado LJABDE. Primeiro transladamos
seus vértices pelo vetor IgA obtendo o quadrado [JAA'B{H’ e na sequéncia rotacionamos o
quadrado obtido em torno de A usando o 4ngulo 7y e obtendo o quadrado (JAA" JB,.
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Figura 31: Verificacdo do Teorema de Pitdgoras - Passo 3

Vemos na ultima figura que os quadrados JCC”B”H" ¢ DA A" B} ficaram sobrepostos.
Vamos entdo quebrar o quadrado (JAA” JB) em retingulos e tentar preencher o restante do
quadrado [JACFG.

Chamando de K o ponto de interse¢@o entre os segmentos B”H' e A’ [, dividindo o quadrado
JAA" B} nos retangulos JAA”KH" e OB, JKH". Devemos mover o retangulo (B, JKH",
pois € ele que esta sobrepondo o quadrado (JCC”B"H".

Definimos entfio o vetor com origem no ponto A’ e que vai até o ponto H” e fazemos, usando
este vetor, a translagdo do retangulo (B, JKH", obtendo o retangulo JA”L]'K’.
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Figura 32: Verificacdo do Teorema de Pitdgoras - Passo 4

Continuamos repetindo o processo de mover os pedagos do retdngulo que ficaram sobrepostos
ou que ficaram para fora do quadrado [JACFG até completa-lo. O Teorema de Pitdgoras garante
que esse processo terd um fim e assim concluimos a verificagdo proposta.

5.2 IDENTIFICANDO OS GRUPOS DE SIMETRIAS EM FRISOS ORNAMENTAIS

O teorema principal deste trabalho, é o teorema que identifica os sete grupos de simetrias
que ocorrem nos frisos ornamentais. Para trabalhar com o ensino médio, é interessante
identificar os sete grupos através das simetrias presentes em cada um deles. Assim, € possivel
ao aluno de ensino médio identificar em um dado friso ornamental, quais simetrias ocorrem e,
consequentemente, identificar qual o grupo de simetrias que gerou o friso ornamental.

5.2.1 Objetivos
O objetivo dessa atividade é fazer com que o aluno identifique, em um friso ornamental qualquer,

as simetrias que o geraram. Observando a imagem e diferenciando as imagens que ocorrem por
translacao, por reflexdo ou por reflexdo transladada.
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5.2.2 Material

Para realizar esta atividade, serdo necessdrias imagens de frisos ornamentais.

Se a escola dispuser de um data show, € interessante projetar as imagens para que os alunos
trabalhem. Caso nao haja essa possibilidade, as imagens podem ser impressas e copiadas para
que cada aluno tenha uma cépia em um tamanho que proporcione boa visualiza¢io do friso
ornamental em questéo.

5.2.3 Roteiro

Primeiramente expor aos alunos que os grupos de simetrias que geram os frisos ornamentais
sdo sete, e quais sdo as simetrias que podem ocorrer em cada um dos grupos, conforme capitulo
4 deste trabalho.

Isto feito, devem ser expostas, ou distribuidas as imagens dos frisos ornamentais para que os
alunos possam identificar a qual grupo pertencem.

Nesta proposta apresentamos 5 frisos ornamentais para os quais explicamos qual o grupo
de simetrias que o gera e porque. Porém, € possivel utilizar outras imagens que podem ser
encontradas facilmente na internet.

1. Observe o friso ornamental a seguir:

PO

Figura 33: Identificando as simetrias - 1a

Seguindo a arvore de possibilidades do Capitulo 4, concluimos que o grupo de simetrias
que gera este padrao € o ST"%. Observe na figura a presenca da reflexdo por um ponto A
contido em c e da reflexdo pelo centro do friso c. O motivo que se repete neste friso é o
segmento PA. Através da reflexdo por ponto o4 obtemos o segmento AP’. Finalizamos
aplicando a reflexfio por reta 0. no segmento PP’ obtendo o segmento P; P/. Os outros
pontos do friso sdo obtidos pela translacdo do motivo inicial.

Figura 34: Identificando simetrias - 1b
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2. Observe o friso ornamental a seguir:
Seguindo a arvore de possibilidades, concluimos que o grupo de simetrias que gera

Figura 35: Identificando simetrias - 2a
este friso é o 9’%. Observe o centro do friso na figura abaixo. Observamos claramente

a presenca da reflexdo transladada que leva JABCD em [JA’B'C’D’, o que revela o
grupo de simetrias nesse caso.

B
A C
D’
c
c’

Al

Figura 36: Identificando simetrias - 2b

3. Observe o friso ornamental a seguir:

Figura 37: Identificando simetrias - 3

Esse friso ornamental também apresenta o grupo 3"% como grupo de simetrias. A justifi-
cativa ¢ andloga a do friso anterior.

4. Observe o friso ornamental a seguir:



Figura 38: Identificando simetrias - 4a

Estre friso é gerado pelo grupo J,. Observe na figura abaixo o centro do friso ¢ e
o ponto A pertencente a ele, por onde sdo feitas as reflexdes por ponto. Como nao
podemos observar nenhuma reflexdo além de 04 a concluséo, de acordo com a arvore de
possibilidades nos leva a este grupo.

Figura 39: Identificando simetrias - 4b

5. Observe o friso ornamental a seguir:

Figura 40: Identificando simetrias - 5a

Este friso é facilmente identificdvel desde que se localize seu centro c. Uma vez localizada
areta ¢ a verifica¢do de que os pontos B’ e C’ sdo as imagens de B e C por 04 e que 0s
pontos D’ e E’ sdo as imagens de D e E por ¢, identificam o grupo de simetrias que gera
este friso como 9’%.
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Figura 41: Identificando simetrias - 5Sb

5.3 CRIANDO FRISOS ORNAMENTAIS

Para finalizar, uma atividade lidica para criar frisos ornamentais a partir de um motivo utilizando
os grupos de simetrias.

5.3.1 Objetivos

O objetivo desta atividade é mostrar aos alunos que de fato os frisos ornamentais sio criados a
partir de um motivo que se repete de acordo com um certo grupo de simetrias.

5.3.2 Material

Para o desenvolvimento desta atividade usaremos computadores com o software Geogebra. E
recomendavel a realizacio da atividade com, no méaximo, dois alunos por computador, a fim de
que todos possam vivenciar a experiéncia de criar as simetrias com a utiliza¢do do software.

5.3.3 Roteiro

Primeiramente devemos solicitar aos alunos que criem um motivo a ser replicado com os
grupos de friso. Recomendamos que esse motivo seja simples, com poucos vértices de modo a
simplificar o trabalho e possibilitar a constru¢do do mdximo de frisos ornamentais no espaco de
uma aula.

Para exemplificar este roteiro, utilizamos um tridngulo equildtero como motivo.

C B

4

A

Figura 42: Motivo

Procuramos deixar nas figuras os vértices do motivo de modo a facilitar a execucgéo das
transformacdes do plano no Geogebra. No final, € interessante esconder os vértices para uma
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melhor visualiza¢do do friso ornamental.

Montando um friso ornamental a partir do grupo F; devemos usar apenas uma translacao
fixada. Entdo devemos definir um vetor no Geogebra e transladar os vértices do nosso motivo
para formar o friso.

Para criar o vetor, usamos a ferramenta criar um vetor a partir de dois pontos, criando o vetor
DE

Para transladar os vértices do nosso motivo utilizamos a ferramenta translagdo por um vetor e
selecionamos, primeiro o ponto a ser transladado e depois o vetor DE.

D E

———Ppe

c B c’ B! cr B cm B H G
j L ’ AV A F

Figura 43: Aplicando a translacio

Para finalizar utilizamos a ferramenta poligono para unir os pontos obtidos pelas translacdes e
obter o friso ornamental. Apds terminar de fechar os poligonos, selecionamos o vetor utilizado
e os vértices do friso e clicamos em exibir objeto, para oculti-los, obtendo assim o friso.

Figura 44: Resultado da translagdo

Gerando um friso ornamental que tem por base o grupo J,, devemos utilizar as translagdes e
as reflexdes por um ponto A que pertencga ao centro ¢ do friso que sera criado.
Para isso, vamos primeiro aplicar a reflexdo o4 nos vértices do nosso motivo.
Escolhemos entdo uma reta, de preferéncia paralela ao vetor utilizado no primeiro friso, para
que todos os frisos tenham o mesmo centro. Esta reta serd o centro ¢ do nosso friso.
Nesta reta escolhemos um ponto A que serd o centro da reflexdo por ponto o4 aplicada. E
conveniente escolher o ponto A préximo a localizagdo do motivo para nfo ter problemas de
visualizacdo do friso criado.
Escolhido o ponto A, usamos a ferramenta reflexdo em relacdo a um ponto do Geogebra nos
vértices do nosso motivo, selecionando sempre o ponto A como centro da reflexdo.
Como a composi¢do de duas reflexdes por pontos € uma translacio, basta usar o vetor que
definimos anteriormente como vetor de traslacio e transladar os pontos que temos até entao.
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Figura 45: Reflexdo por ponto e translagdo

Apés terminar as translagdes, unimos os pontos novamente utilizando a ferramenta poligono
e depois escondemos os objetos que nos auxiliaram na construcio do friso, obtendo a figura.

Figura 46: Resultado da reflexdo por ponto seguida de translacdo

Os demais frisos ornamentais, baseados nos outros grupos de simetrias, sdo criados de
maneira andloga, sempre utilizando as ferramentas para isometrias disponiveis no geogebra. A
sugestao € que se faca na mesma sequéncia, realizando primeiro as transformacdes que envol-
vem reflexdes e finalizando com as tranlagdes dos vértices obtidos nas primeiras transformagdes.
Se for possivel, no espaco de uma aula, € interessante criar frisos envolvendo todos os grupos
estudados.

Caso o tempo nao seja suficiente para a realizacio de todos os frisos possiveis, sugerimos que a
turma seja dividida em grupos, ficando cada grupo responsével por um dos grupos de simetrias
e no final os alunos podem observar uns o trabalho dos outros.
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