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RODRIGUES, R. .Aplicacées da Teoria dos Numeros na Educacao Basica com Enfoque em
Divisibilidade e na Aritmética dos Restos. 2024. 73p. Dissertacao de Mestrado, Universi-
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Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta na drea da teoria dos nimeros. Inicialmente,
abordaremos os critérios de divisibilidade a partir de duas perspectivas: a represen-
tacdo decimal dos numeros naturais e a aritmética modular. Serdo discutidos concei-
tos fundamentais da teoria dos nimeros, como o algoritmo da divisdo, a aritmética
dos restos e a representacao decimal dos numeros naturais.Em seguida, propomos um
plano de trabalho direcionado a estudantes da educacao basica, abrangendo tanto o
Ensino Fundamental quanto o Ensino Médio. Acreditamos gue essa abordagem pro-
movera uma compreensao profunda de conceitos da aritmética elementar, com um
rigor matematico adequado, contribuindo significativamente para o desenvolvimento
do raciocinio l6gico e a compreensao de problemas e conceitos matematicos entre os

estudantes.

Palavras-chave: Teoria dos NUmeros, Divisibilidade, Aritmética dos Restos, Educacado
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RODRIGUES, R. .Applications of Number Theory in Basic Education with a Focus on Divi-
sibility and Residue Arithmetic. 2024. 73p. M. Sc. Dissertation, Federal University of
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work presents a proposal in the field of number theory. Initially, we will explore di-
visibility criteria from two perspectives: the decimal representation of natural numbers
and modular arithmetic. Fundamental concepts of number theory, such as the division
algorithm, modular arithmetic, and the decimal representation of natural numbers, will
be discussed.Following this, we propose a work plan aimed at students in basic edu-
cation, covering both elementary and high school levels. We believe this approach
will foster a deep understanding of elementary arithmetic concepts, with appropriate
mathematical rigor, significantly contributing to the development of logical reasoning

and the understanding of mathematical problems and concepts among students.

Keywords: Number Theory, Divisibility, Residue Arithmetic, Basic Education.
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Introducao

Os nUmeros naturais e inteiros surgiram na antiguidade para suprir as necessidades humanas de
contagem. Posteriormente, com as organizacdes sociais das civilizacdes antigas, esses nimeros se
tornaram imprescindiveis na realizacdo de operacdes mercantis. Os sistemas de numeracdo surgi-
ram nesse contexto como meios de representar diversas quantidades utilizando o menor nimero de
simbolos possivel, de modo a possibilitar operacdes que satisfizessem as necessidades humanas ao

longo do tempo.

A necessidade de representar nimeros grandes trouxe o desenvolvimento de sistemas de nume-
racao ao longo da histéria. Para essas representacdes, surgiu a necessidade do uso de bases, isto é,
dada a unidade, a base se definiria por uma certa quantidade dessa unidade, sendo representada por

um Unico simbolo.

O historiador Eves Howard [1] destaca que ha evidéncias do uso de 2, 3 e 4 como bases primitivas
por nativos de Queensland, da Terra do Fogo e algumas tribos da América do Sul. Ele aponta para
evidéncias do uso do sistema quinario (base 5), que até hoje é usado em tribos na América do Sul onde

contam com as maos: "um, dois, trés, quatro, mao (cinco), mao e um (seis)"e assim sucessivamente.

Segundo Eves [1], ha ainda evidéncias pré-histéricas do uso da base 12, possivelmente por ser o
numero aproximado de periodos entre aparicdes da lua ou por apresentar varios divisores inteiros. O

sistema vigesimal teria sido usado por indios americanos e pelos maias.

Entre os sistemas antigos, o que mais se destaca é o sistema sexagesimal, usado pelos antigos
babildénios e, ainda nos dias atuais, para representar medidas de tempo e de angulos, em minutos e

segundos.

O nosso sistema decimal, de base 10, segundo Abramo Hefez, é uma variante do sistema sexage-
simal babildnico. Este foi desenvolvido na China e na india e espalhou-se pelo Oriente Médio, tendo

grande aceitacao no mundo arabe.

Segundo Hefez [5], embora Euclides nao tenha criado muitos novos resultados, ele estabeleceu

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1l



um padrdo de apresentacao e rigor matematico jamais visto anteriormente, que ainda é seguido
atualmente. Dos treze livros de Os Elementos, dez tratam de Geometria e trés de aritmética. Neste
trabalho, focaremos principalmente em conceitos como divisibilidade e divisao euclidiana, presentes

no Livro VIl de Euclides.

Neste estudo, abordaremos principalmente a divisibilidade e os critérios de divisibilidade no sis-
tema decimal atual. Nos Capitulos 1, 2 e 3, discutiremos as operacdes com ndmeros naturais, a
divisdo nos numeros naturais e o sistema de numeracao decimal. Em Capitulos posteriores (4 e 5),

trataremos da aritmética dos restos e dos principais critérios de divisibilidade.

Além disso, apresentaremos uma sequéncia didatica sobre divisibilidade. Segundo Zabala (1998,
p. 18) [9], sequéncia didatica é um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas
visando alcancar objetivos educacionais, sendo que tanto professores quanto alunos devem conhecer

seu inicio e fim.

Peretti e Tonin da Costa (2013, p. 6) [8] afirmam que a sequéncia didatica consiste em ativida-
des inter-relacionadas que visam ensinar o conteldo de aprendizagem gradualmente, organizadas
de acordo com os objetivos de aprendizagem definidos pelo professor, e que inclui atividades de

avaliagao que podem durar dias, semanas ou mesmo durante todo o ano.

Nesse sentido, abordaremos a divisibilidade no Capitulo 6, apresentando uma sequéncia didatica

que visa a compreensao dos critérios de divisibilidade e suas demonstragoes.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 2



CAPITULO 1

O Conjunto dos Numeros Naturais

Neste capitulo, apresentaremos o Conjunto dos NUmeros Naturais, que é dado por:
N={0,1, 2, 3,--- }.

Nesse contexto, definimos o conjunto N* = {1, 2, 3,---}, que é equivalente a N— {0}.

O conjunto dos numeros naturais surgiu das necessidades de resolver problemas de contagem
do cotidiano, tendo uma construcao bastante lenta, de acordo com Hefez (2022) [4]. Segundo o
autor, no final do século XIX, os fundamentos da matemética foram questionados e intensamente
repensados. Foi nesse periodo que a nocdo de nimero comecou a ser baseada em conceitos da

teoria dos conjuntos, considerados mais primitivos.

Apresentamos, a seguir, uma abordagem axiomadtica, admitindo, como ponto de partida, que o lei-
tor esteja familiarizado com o conjunto dos nimeros naturais aqui apresentado, além das operacoes

de adicao (a,b) — a + b e de multiplicacéo (a,b) —» a- b = ab.

1.1 A Adicao e a Multiplicacao

Vamos assumir, no conjunto dos nimeros naturais, como validas as seguintes propriedades:

(i) A adicao e a multiplicacao sao bem definidas:

Paraa,b,c,d€N,sea=ceb=d,entdoa+b=c+deab=cd.

(ii) A adicao e a multiplicacao sao comutativas:

Paraa,beN,entdoa+b=b+aeab = ba.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 3



O Conjunto dos Numeros Naturais A Adicao e a Multiplicacao

(iii) A adicao e a multiplicacao sao associativas:

Paraa,b,ceN, (a+b)+c=a+(b+c)e(ab)c =a(bc).

(iv) A adicao e a multiplicacao possuem elemento neutro:

Existem 0, 1 e Ntalque paratodoa€eN,a+0=04+a=aea-1=1-a=a.

(v) Distributiva com relacao a adicao:

Paraa,b,c €N, a(b+c¢)=ab + ac.

Observemos gue a propriedade (i) permite adicionar um dado nimero natural a ambos os membros
de uma igualdade, bem como multiplicar ambos os membros por um nimero natural, sem alterar a

validade da equacao inicial.

Vamos assumir em N as seguintes propriedades:

(vi) Integridade: Dados a,b € N*, tem-se que ab € N*. Equivalentemente, pela formulacdo con-
trapositiva

Ya,beN, ab=0 = a=0o0ub=0.

(vii) Propriedade da Tricotomia: Das seguintes, uma e somente uma das propriedades é verifi-

cada:

2) dceN*, b=a+c;

3) dceN*, a=b+c.

Sempre que a propriedade 2) é verificada, dizemos que a < b (Ié-se "a menor que b"), ou, equiva-

lentemente, que b > a (Ié-se "b maior que a). Desse modo, pela propriedade da Tricotomia, exata-

mente uma das seguintes propriedades é verificada:

e a<b;

e a>b.

Das propriedades acima, decorrem as seguintes proposicdes.
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O Conjunto dos Numeros Naturais A Adicao e a Multiplicacao

Proposicao 1.1

a-0=0, paratodoa € N.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que a -0 # 0. Notemos que:

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0

Mas, por hipétese a-0 € N* e, assim, a-0> a -0, o que é uma contradicdo. Logo, a-0=0. O

Proposicao 1.2

A relacdo "menor do que" é transitiva, isto é, Va,b,ceN,a<beb<c = a<c.

Demonstracdo. Dadosa < b e b <c, entdo existemd, f € N*, taisque b=a+dec=>b+ f. Assim,

aplicando a associatividade da adicao, segue que

c=b+f=(@+d)+f=a+(d+]f).

Comod + f € N*, seque que ¢ > a. O

Proposicao 1.3

A adicdo é compativel e cancelativa com respeito a relacdo "menor do que", isto é, Va, b,c €

N,a<b & a+c<b+c.

Demonstracdo. ( = ) Suponhamos que a < b. Logo, existe d € N*, tal que b = a+d. Somando ¢ a

ambos os lados desta equacao, temos

b+c=(a+d)+c=(a+c)+d.

Como d € N*, podemos concluirque a+c < b +c.
( & ) Reciprocamente, suponhamos que a + ¢ < b + c¢. Pela propriedade da tricotomia, temos as
seguintes possibilidades:

* a=Db, implicando que a + ¢ = b + ¢, o que contradiz a hipétese a +c < b +¢;

* a> b, e portanto a = b + k para algum k € N*. Somando ¢ a ambos os lados, obtemos
a+c=(b+k)+c=(b+c)+k. Como k € N*, isso implica que a+c > b+ ¢, o que contradiz a

hipétesea+c < b +c.
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O Conjunto dos Numeros Naturais A Adicao e a Multiplicacao

Dessa forma, a Unica possibilidade restante é a < b. O

Proposicao 1.4

7 A

A multiplicacdo é compativel e cancelativa com respeito a relacao "menor do que", isto é,

Va,beN,VceN*, a<b < ac < bc.

Demonstracdo. ( = ) Suponhamos que a < b. Logo, existe d € N, tal que b = a + d. Multiplicando

ambos os lados da equacao por ¢, e aplicando a distributividade em relacdo a adicdo, temos

bc=(a+d)c=ac+dc.

Como dc € N*, podemos concluir que ac < bc.

( < ) Reciprocamente, suponhamos que ac < bc. Pela propriedade da tricotomia, temos as se-
guintes possibilidades:

* a=>b, implicando que ac = bc, o que contradiz a hip6tese ac < bc;

* a> b, e portanto a = b + k para algum k € N*. Multiplicando ambos os lados por c, obtemos
ac = (b+ k)c = bc + kc. Como kc € N*, isso implica que ac > bc, o que contradiz a hipétese

ac < bc.

Dessa forma, a Unica possibilidade restante é a < b. O

Proposicao 1.5

A adicdo é compativel e cancelativa com respeito a igualdade, isto é, Ya,b,c €N, a=b &

a+c=Db+c.

Demonstracdo. A implicacdoa =b = a+c = b+ c é consequéncia direta do fato da adicao ser bem

definida.

Reciprocamente, suponhamos que a + ¢ = b + c. Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

* a < b, e pela Proposicao 1.3, temos a+c < b + ¢, o que é uma contradicao;

* b < a, pelo mesmo raciocinio acima, temos b+ ¢ < a + ¢, o que também é uma contradicao.

Assim, a Unica alternativa valida é a = b. O
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O Conjunto dos Numeros Naturais Subtracao

Proposicao 1.6

A multiplicacao é compativel e cancelativa com respeito a igualdade, isto é, Va,b,c € N, a =

b a-c=b-c.

Demonstracdo. A implicacdoa = b = ac = bc é consequéncia direta do fato da multiplicacédo ser

bem definida.

Reciprocamente, suponhamos que ac = bc. Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

* a < b, epelaProposicdo 1.4, temos ac < bc, o que é contradicao;

* b < a, pelo mesmo raciocinio acima, temos bc < ac, o que também é uma contradicao.

Portanto, a Unica possibilidade é a = b. O

Observamos que as relacdes dadas por < (menor gue) e > (maior que) nao sao relacdes de ordem,
uma vez que nao sao reflexivas. Entretanto, a partir delas podemos obter as seguintes relacdes de
ordem: a > b (Ié-se a maior ou igual a b) e a < b (I&-se a menor ou igual a b). Observe que estas sao,

de fato, relacbes de ordem, uma vez que:

1) S&o reflexivas: Ya,a>aea <a;

2) Sé&o anti-simétricas: Ya,b, a< be b <a= a=>b (reciprocamente, Ya,b, a>beb>a=a=

b);

3) Séo transitivas: Ya,b,c, a<beb <c= a < c (reciprocamente, Ya,b,c,a>beb>c=>a>
c).
1.2 Subtracao

Dados dois nimeros naturais a e b, sabemos que a < b significa que existe um nimero natural c,

tal que b = a + c. Desse modo, o nimero ¢ é escrito como ¢ = b —a.

O nUmero c é, portanto, o resultado da subtracdo b —a. Logo, definimos
c=b—a < b=a+c.

Observemos que esta operacao nem sempre é possivel em N. De fato, b —a sé existe se b > a.
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O Conjunto dos Numeros Naturais Principio de Inducdao Matematica

Além disso, a —a = 0, para todo a € N, e, por definicdo, (b—a)+a = b. Veremos também que a

subtracao ndo é associativa. Considere o exemplo abaixo.

Exemplo 1.1

7—5=2, 2—-1=1, 5—-1=4, 7—4=3
(7=5)—1=2—-1=1, 7—(5—-1)=7—4=3

Na Proposicao abaixo mostramos que a multiplicacdo é distributiva com relacdo a subtracao.

Proposicao 1.7

Sejama,b,c € N. Sea < b, entdo

c(b—a)=cb—ca.

Demonstracdo. Observemos que, se a < b, entdo b —a estd bem definido, e cb — ca também esta

bem definido (poisb>a = cb>ca).

Suponhamos que b—a =d, entdob=a+d e c(b—a) = cd. Por outro lado,
cb—ca=cla+d)—ca=ca+cd—ca=cd.

Logo
c(b—a)=cb—ca=cd,

0 que conclui o resultado. O

1.3 Principio de Inducao Matematica

As propriedades apresentadas até aqui ndo sdo suficientes para caracterizar os nimeros naturais,
pois ndo sao exclusivas deles. Por exemplo, tanto os ndmeros racionais quanto os reais ndo nega-
tivos possuem todas as propriedades mencionadas. No entanto, hd uma propriedade exclusiva dos

nimeros naturais: o Axioma da Inducdo.
viii) Axioma da Inducao: Seja S um subconjunto de N, tal que:

1) 0€S.
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2) S é fechado com respeito a operacdo de "somar 1" a seus elementos, ou seja, Y/neS=n+1¢€

S.

Entdo, S = N.

SeAC N eaé€N, usaremos a seguinte notacao

a+A={a+x|x €A}

Podemos verificar que

a+N={meN|m2>a}.

Como consequéncia do Axioma da Inducao, obtemos o Teorema da Inducdo Matematica, um im-

portante instrumento para provar teoremas e resultados importantes em N.

Teorema 1.1: Principio da Inducao Matematica

Seja a € N e seja p(n) uma sentenca aberta em n. Suponhamos que
i) p(a) é verdade; e
i) Yn>a, p(n) = p(n+ 1) é verdade.

Entdo, p(n) é verdade para todo n > a.

Demonstracdo. Seja ¥ = {n € N | p(n)}, ou seja, ¥ é um conjunto de nimeros naturais para os quais

a sentenca p(n) é verdadeira. Consideremos o conjunto

S={meN|a+meV},

que trivialmente satisfaza+S C 7.
Pela hipétese i), temos quea+0=a € ¥, portanto 0 € S.

Além disso, se m € S, entdo a + m € ¥. Pela hipétese ii), isso implica que a+(m+1) € ¥, logo

m+ 1€ S. Assim, pelo Axioma da Inducéo, concluimos que S = N. Portanto,

{meN|m>a}=a+NC7V,

0 que prova o resultado. O
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1.4 Propriedade da Boa Ordem

Seja S um subconjunto de N. Um ndmero natural a é chamado de menor elemento de S se satisfaz

as seguintes propriedades:

1. a€S;

2. YneS,a<n.

A propriedade da tricotomia garante a unicidade do menor elemento. De fato, notemos que, se a

e a’ sdo0 ambos menores elementos de S, teremos a < a’ e a’ < a, portanto, a = a’.
Além disso, o menor elemento de S, quando existente, é denotado por min S.

Note que o conjunto N* é limitado inferiormente por 1. Além disso, demonstramos abaixo que todo
subconjunto nao vazio de N possui um menor elemento. Esta propriedade diferencia este conjunto
dos ndmeros inteiros, dos racionais e reais. Observemos, por exemplo, que o intervalo [(0,1) NQ] é
limitado tanto em @, quanto em R, no entanto, ndo apresenta menor elemento em nenhum dos dois

conjuntos.

Teorema 1.2: Propriedade da Boa Ordem

Todo subconjunto nao vazio de N possui um menor elemento.

Demonstracdo. A prova serd feita por contradicao. Suponhamos que S seja um subconjunto nao vazio
de N, que S ndo possua um menor elemento. Vamos mostrar que isso implica que S é vazio, o que

contradiz a hipétese inicial.

Definimos o conjunto I, = {k e N | k < n} e a sentenga P(n) : I, C T, onde T é o complemento de

Semrelacdoa N, isto é, T =N\ S. Queremos mostrar que T = N.

Primeiro, observemos que 0 < n para todo n € N. Portanto, 0 € T, pois, caso contrario, O estaria

em S e seria um menor elemento de S, o que contradiz nossa suposicdo. Assim, P(0) é verdadeiro.

Agora, suponhamos que P(n) seja verdadeira para algum n € N. Isso significa que I, C T. Que-
remos provar que P(n+ 1) também é verdadeiro, ou seja, que I,,; C T. Sen+1 € S, entdo, como
nenhum elemento de I, estd em S (por hipétese de indugao), n + 1 seria 0 menor elemento de S, o
que contradiz nossa suposicao de que S ndo possui um menor elemento. Portanto, n+1 ¢ S e, desta
forman+1€T. Logo,

I,,=L,u{n+1}CT.
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Portanto, P(n + 1) é verdadeira. Pelo Principio da Indugdo Matematica, P(n) é verdadeira para todo

ne€N, oqueimplicagqgue NCT. Como T CN por definicdo, concluimos que T =N.

Concluimos dessa forma que S é vazio, o que contradiz nossa hipétese inicial de que S é nao vazio.
Portanto, nossa suposicéo de que S ndo possui um menor elemento é falsa. Logo, S possui um menor

elemento, como queriamos demonstrar. O

Corolario 1.1 |

Nao existe nenhum ndmero natural n, tal que 0 < n < 1.

Demonstragdo. O enunciado acima é equivalente a dizer que p(n): n> 0= n>1 é verdadeiro para

todon €N.

Como 0 > 0 é falso, temos que p(0) : 0 > 0 = 0 > 1 é verdadeiro. Por outro lado, observemos
quep(n+1):n+1>0=n+1=>1 é verdadeiro para todo n € N. De fato, n+ 1 > 1 é verdadeiro
para todo n € N, pois isso implica, pela lei do cancelamento, que n = 0, o que é sempre verdadeiro

no conjunto dos naturais.

Assim, o resultado decorre do Principio da Inducao Matematica. O

Corolario 1.2 |

Dado um numero natural n qualquer, nao existe nenhum ndmero natural m tal que n < m <

n+1.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que exista um numero natural m comn < m < n+ 1. Logo,
existiria um nimero k € N* tal que n+k = m < n+ 1, o que, pela Proposicao 1.3, implicaria que

0 <k <1, oque é uma contradicao, tendo em vista o Corolario anterior.

Corolario 1.3 |

Sejama,beN. Sea-b=1,entdoa=b=1.

Demonstracdo. Observe que a # 0 e b # 0, pois caso contrario a- b = 0. Por outro lado, sea # 1 e
b # 1, entdo, pelo Corolario anterior, seque-se quea > 1e b > 1. Logo, a-b > b > 1, o que é um

absurdo. Portanto, a =1 ou b = 1. Qualquer uma dessas possibilidades implicaa =b = 1. O

A prova por inducdo pode ser aplicada na resolucdo de diversos problemas envolvendo nimeros

naturais, contribuindo também com o estudo de divisibilidade, abordado no préximo capitulo.
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A seguir apresentamos uma variante do Teorema de Indugdo Matematica, muito Gtil para validar

relacdes de recorréncia.

Teorema 1.3: Principio de Inducao Matematica, 22 Forma

Seja p(n) uma sentenca aberta, tal que
i) p(a) é verdadeira, e
i) Vn=a,p(a)epla+1)e--- ep(n)=pn+1).

Entdo, p(n) é verdadeira para todo n > a.

Demonstracdo. A prova serd feita por contradicao. Definamos o conjunto:

V={nea+N; p(n)}.

Queremos provar que o conjunto W = (a+N)\V é vazio. Suponha, por contradicdo, que W nao seja
vazio. Pela Propriedade da Boa Ordem, W possui um menor elemento, digamos k. Como sabemos
que a ¢ W (por i)), seque que k = a + n para algum n > a. Portanto, a,a+1,...,k—1 ¢ W; ou seja,
a,a+1,...,k—1 € V. Pela hipétese de inducéo (ii), temos que k =k—1+1 €V, o que contradiz o

fatode ke W.

Assim, W deve ser vazio, e portanto, p(n) é verdadeira para todo n > a. O
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CAPITULO 2

Divisao nos Naturais

Neste Capitulo, iremos explorar a divisdo dos niumeros naturais. Apesar de nem sempre existir uma
relacdo de divisibilidade entre dois nimeros, ha a possibilidade de efetuar uma divisdo com resto pe-
queno, a qual é denominada divisao euclidiana. Esta operacao é sempre possivel, e é responsavel por

inUmeras propriedades envolvendo nimeros naturais, as quais exploraremos ao longo deste Capitulo.

2.1 Divisibilidade

Diremos que a | b (I&-se "a divide b") se existir um e somente um c € N, tal que b = ac. Este valor

b
¢ é dado pelo quociente —. Caso ndo exista este valor ¢, dizemos que a ¢ b (I&-se "a ndo divide b").
a

Exemplo 2.1

110, 3]0, 5|5 6|6, 1|4, 3|12

Desse modo, em cada relagao acima, temos

e) 4=1-4istoé: c=4=

’

0

a) 0=1-Oistoé:c=O=I;
L, 0

b) 0=3-O|stoe:c:0:§;
, i 5

c) 5:5-1|stoe:c=1=g;
L, 6

d) 6:2-3|stoe:c=3=§;
4

1
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) ) 12
f) 12:3-4|stoe:c=4=?.

A seqguir, apresentamos algumas propriedades de divisibilidade de nidmeros naturais.

Proposicao 2.1

Sejam a,b € N* e c € N. Entdo
i) 1|c,alaeal]O.

i) Seal|beb|c, entdoalc.

Demonstracdo. O item i) segue diretamente das igualdadesc=1:c,a=a-1e0=a-0.

Para mostrarmos o item ii), observemos que, da definicao de divisibilidade, temos:

e a|b=3deN,talque b=ad,;

* b|c=>3eeN,tal que c = be.

Assim, ¢ = be = (ad)e = a(de), isto é, a | c.

Proposicao 2.2

Sea,b,c,d eN,coma#0ec#0, entdo

albec|d=ac|bd.

Demonstracao. Para mostrarmos a proposicao, observemos que pela definicao de divisibilidade,

e alb=3dmeN, talque b =am;

e c|d=>3neN,talqued = cn.

Assim, combinando essas expressoes, temos

bd = (am)(cn) = a(cn)m = ac(nm).

Isto é, ac | bd.

Proposicao 2.3

Sejama,b,c €N, coma #0, taisquea | (b+c). Entédoa |b &< ac.
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Demonstracao. Consideremos as duas implicacdes separadamente.

(=) Suponhamos que a | b. Entdo existe k € N, tal que b = ak. Como a | (b + ¢), existe m € N,
tal que b + ¢ = am. Substituindo b = ak na expressdo b + ¢ = am, temos ak + ¢ = am. Assim,

c=am—ak =a(m—k).
Portanto, existe um natural n = m —k tal que ¢ = an, logo a | c.

(&) Suponhamos que a | c. Entdo existe n € N, tal que ¢ = an. Como a | (b +¢), existe m € N,
tal que b + ¢ = am. Substituindo ¢ = an na expressao b + ¢ = am, temos b + an = am. Assim,

b=am—an=a(m—n).
Portanto, existe um natural k = m —n tal que b = ak, logo a | b.

Concluimos quea | b & ac. O

Proposicao 2.4

Sejama,b,ceN,coma#0eb>c,taisquea|(b—c). Entdoa|b<a|c.

Demonstracao. Consideremos as duas implicacdes separadamente.

(=) Suponhamos que a | b. Entéo existe k € N, tal que b = ak. Como a | (b —c), existe m € N,
tal que b — ¢ = am. Substituindo b = ak na expressdao b —c¢ = am, temos ak — ¢ = am. Assim,

¢ =ak—am = a(k—m).
Portanto, existe um natural n = k —m tal que ¢ = an, logo a | c.

(<) Suponhamos que a | c. Entédo existe n € N, tal que ¢ = an. Como a | (b—c), existe m € N
tal que b — ¢ = am. Substituindo ¢ = an na expressao b —c = am, temos b —an = am. Assim,

b=am+an=a(m+n).
Portanto, existe um natural k = m + n tal que b = ak, logo a | b.

Concluimos quea | b & a|c. O

Proposicao 2.5

Sea,b,ceN,coma#0,ex,yeNsdotaisquea|bealc, entdoa|(xb+yc),esexb>yc,

entdoa | (xb—yc).

Demonstracao. Vamos usar a definicao de divisibilidade para provar a proposicao.

1. Comoa|bealc,existemk,l €N tais que b = ak e c = al. Entdo, podemos escrever (xb+ yc)
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como x(ak)+ y(al) = a(xk+ yl). Como xk + yl é um namero natural, segue que a | (xb + yc).

2. Agora, se xb > yc, entdo xb — yc é ndo negativo. Da mesma forma que no caso anterior,
podemos escrever xb — yc como x(ak) — y(al) = a(xk — yl). Como xk — yl também é um

numero natural, concluimos que a | (xb — yc).

O que prova o resultado. O

Proposicao 2.6

Dados a,b € N*, temosquea | b= a < b.

Demonstracdo. Como a | b, entdo, por definicdo, existe um natural k € N* tal que b = ak.

Como a e k sdo ambos numeros naturais ndo nulos (a, k > 1), podemos afirmar que:

b=ak>a-1=a.

Portanto, temos que b > a, ou seja, a < b. O

Observacao 2.1

a) Em particular, se a |1, entdoa <1 e, portanto, a = 1;
b) A reciproca da Proposicao acima nao é verdadeira. Observemos que, por exemplo, 5> 2

e, no entanto, 2 nao divide 5.

Notemos que a relagcao de divisibilidade em N* é uma relagdo de ordem, pois satisfazem as propri-

edades listadas abaixo.

1. éreflexiva: Ya€N,a | a,
2. étransitiva: sea|beb|c, entdo a | c (segue da Proposicao 2.1 item ii),

3. é anti-simétrica: sea|b e b | a, entdo a = b (segue da Proposicéo 2.6).

Segue uma aplicacao de divisibilidade:

Exemplo 2.2

Prove que 11™*2 4 1221 & divisivel por 133, para qualquer nimero natural n.
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Demonstracdo. Utilizaremos a prova por inducdo. Queremos mostrar que 11"2 4 1227+ = 133¢,

t € N. Paran =0, temos,

11972 4122041 =112 4+12' =121 +12=133=133"-1,

logo, é divisivel por 133.

Suponhamos que a igualdade seja valida para algum k € N, isto &,

11472 4 12%+1 = 133¢, teZ.

Mostraremos que esta continua valida para n = k + 1. De fato, notemos que

11(k+1)+2 + 122(k+1)+1 — 11(k+2)+1 + 12(2k+1)+2
=11%2.11+ 12%+1.122
=1152.114+12%1.(11+133)
=11%2.11+12%+1.11 + 12%+1.133

= (1152 4 122k+1). 11 4+ 12%+1. 133,

Mas, por hipétese de inducdo

1152 4 122k = 133¢,

e portanto,

1104042 4 192(k+1+1 — 1334 .11 + 12241133 = (11t + 12%*1). 133.

Concluimos, pelo Principio de Inducgdo Finita, que 11""2 + 122"*1 ¢ divisivel por 133, para qualquer

ndimero natural n. O

As proposicoes a seguir sdo Uteis para a resolucao de alguns exercicios de divisibilidade.

Proposicao 2.7

Sejama,b,n €N, coma > b > 0. Entdo a — b divide a" — b".

Demonstracdo. A prova segue por inducdo sobre n. Para n = 0, segue que a — b divide a® — b° =0,

logo a afirmacédo é verdadeira.

Suponhamos que a afirmacao seja valida paran=k >0, istoé: a—Db | a®—b*. Queremos mostrar
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gue a afirmacéao continua vélida para n = k + 1. De fato, notemos que

a1 — p**1 = aa* — ba* + ba* — bb* = (a — b)d* + b(a* — b").

Como a—b | a—b e, por hipétese de inducdo, a — b | a* — b* e, da Proposicdo 2.5, segue que
a—b | a**!' —b**!. Logo, segue pelo principio de inducao finita que a — b divide a® — b", para todo

neN

Proposicao 2.8

Sejam a,b,n €N, com a+ b # 0. Entdo a + b divide a®**! + p2"*1,

Demonstracdo. A prova segue por inducdo sobre n. Paran = 0, temos que a+b divide a' +b' = a+b,

0 que é trivialmente verdadeiro.

Suponhamos que a afirmacéo seja valida paran =k > 0, isto é, a+b divide a®**1+b%**1. Queremos

mostrar que a afirmacao continua vélida para n = k + 1. De fato, notemos que

a2(k+1)+1 + b2(k+1)+1 — a2a2k+1 _ b2a2k+1 + b2a2k+1 + b2b2k+1

— (aZ _ bZ)(a2k+1) + b2(a2k+1 + b2k+1).

Como a + b divide a®*! + b%*! (hipétese de inducédo), a + b divide a> — b?> = (a — b)(a + D) e, da

Proposic&o 2.5, concluimos que a + b divide 2kt D+ 4 p2k+D+1,

2n+1 + b2n+1

Logo, pelo principio de inducéo finita, concluimos que a + b divide a para todon € N

coma+b#0.

Proposicao 2.9

Sejam a,b,n €N, com a > b > 0. Entdo a + b divide a** — b*".

Demonstracdo. A prova segue por inducdo sobre n. Para n = 0, temos que a + b divide a®—b° =0, o

que é trivialmente verdadeiro.

Suponhamos que a afirmacéo seja valida para n = k > 0, isto é, a + b divide a® — b?*. Queremos
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mostrar que a afirmacao continua valida para n = k + 1. De fato, notemos que

a2(k+1) _ b2(k+1) — a2a2k _ b2a2k + b2a2k _ b2b2k — (aZ _ bZ)(aZk) + b2(a2k _ bZk).

Como a+ b divide a®—b?* (hipétese de inducdo), a+ b divide a>—b? e, da Proposicdo 2.5, concluimos

que a + b divide @1 — p2(k+1),

Logo, pelo principio de inducdo finita, concluimos que a + b divide a®" — b?" para todo n € N com

a>b>0. O

Vejamos no exemplo abaixo alguns exercicios resolvidos que utilizam as proposicoes anteriores.

Exemplo 2.3

Mostre que:
a) 910" —1

b) 17 | 102n+1 + 72n+1

Resolucao:

a) Sabemos, pela Proposicdo 2.7, que a—b | a” — b". Assim:

9=(10—-1)|(10"—1")=10"—1.

Portanto, 9 | 10" —1.

b) Sabemos, pela Proposicdo 2.8, que a + b | a®"t! + b?"*1, Assim:

17 = (10 +7) | (10271 4 727+,

Portanto, 17 | 10%%*1 + 72n+1,

2.2 Divisao Euclidiana

Euclides, em sua obra Os Elementos, utiliza o fato que sempre é possivel realizar a divisdo de b
por a, com resto. Neste capitulo, apresentaremos e discutiremos o Teorema denominado Divisdo

Euclidiana, que é a base fundamental da Teoria dos NUmeros.
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2.3 Divisao Euclidiana

A sequir, apresentaremos o Teorema da Divisao Euclidiana:

—| Teorema 2.1: Divisdo Euclidiana |

Sejam a e b dois nUmeros naturais com 0 < a < b. Existem dois Unicos niUmeros naturaisq e r,
tais que

b=ag+r, com0<r<a.

Demonstracdo. Sejam b > a > 0 e S o conjunto dos nimeros naturais da forma:

S={b,b—a,b—2a,...,b—na}.

Pelo Teorema 1.2 (Propriedade da Boa Ordem), S tem um menor elemento, que denotamos por r =
b —qga. Devemos provar que 0 < r < a.

Notemos que, se a | b, entdo r = 0 e, portanto, 0 = r < a. Consideremos entdo o caso em que a ¢ b.
Suponhamos, por absurdo, que r > a. Neste caso, existe um nimero natural ¢, talque 0 <c<re
r =c+a. Assim, temos:

r=c+a=>b—qa.

Portanto,

c=b—(q+1)a.

Isso implica quec €S ec <r, o que contradiz o fato de r ser o menor elemento de S. Portanto, r < q,

como desejado. Assim, provamos que existemger, taisque b=a-g+rcom0<r <a.

Agora, vamos provar a unicidade de g e r. Suponhamos que existam dois pares (q,r) e (¢/, ") que

satisfacam as condicdes do teorema. Isto &,

b=aq+r e b=aq +r'.

Dessas duas igualdades, obtemos

ag+r=aq'+r' = aq—aq'=r'—r = a(q—q¢)=r"—r.

Por hipétese, r e r’ satisfazem 0 < r,r’ < a. Supondo que r e r’ sejam distintos, podemos considerar,
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sem perda de generalidade, que r’ > r. Entdo, temos

o<r'—r<a.

Como r’—r =a(q—q’) e a é um nimero natural positivo, a diferenca r’ —r deve ser pelo menos a se

q # q’. Isto € um absurdo pois ' —r < a.

Portanto, pela propriedade da tricotomia, a Unica possibilidade é r’ = r. Substituindo r = r’ na

igualdade a(q —q") = r’ —r, e pela propriedade da integridade, obtemos:

a(q—q)=0 = q=¢.

Assim, concluimos que os nUmeros g e r sao Unicos, o que completa a demonstragao. O

Nas condigdes do Teorema 2.1, 0s numeros q e r sao, respectivamente, quociente e resto na divisao

de b por a. Além disso, r =0 se, e somente se, se a | b.

A demonstracao do teorema acima, fornece um algoritmo para obtermos o quociente e o resto da
divisdo de b por a. Tal procedimento consiste em subtrair a de b repetidamente até obtermos um
resto r < a. O quociente é dado pela quantidade de vezes que repetimos o processo. Observemos a

utilizacao deste algoritmo no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4: Divisao de 14 por 3

Vamos achar o quociente e o resto na divisao de 14 por 3.

Solucao: Vamos utilizar o algoritmo apresentado acima:

14—3 =11,
11-3=38,
8—3=05,
5-3=2<3.

Logo, r =2 e ¢ = 4, pois repetimos o processo quatro vezes para obtermos r < 3.

No exemplo a seguir, apresentamos um resultado que serd utilizado para o estudo do critério de

divisibilidade por 3.
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Exemplo 2.5

Vamos mostrar, por inducdo, que 10" deixa sempre resto 1 na divisdo por 3.

Solucao: Em outras palavras, queremos provar que
10"=3q+1,

para algum natural q. Considerando n = 0, temos 10° = 1 = 3-0+ 1. Portanto, a afirmacéo é

verdadeira para n = 0.

Suponhamos que a afirmacéo seja verdadeira para um natural n = k, isto é, 10% = 3q + 1 para

algum natural g. Queremos mostrar que a afirmagdo também é verdadeira paran =k + 1.

De fato, observemos que

10t =10-10*.

Pela hipdtese de inducéo, sabemos que 10X = 3q+1. Substituindo isso na expressao acima, obtemos:
108! = 10(3q+1)=10-3¢g+10:-1=30g+10=3(10g +3)+1

Notemos que 10g + 3 € N, implicando que a afirmacdo é verdadeira paran =k + 1.
Portanto, pelo principio da inducao finita, a afirmacdo é verdadeira para todo n natural.

Observemos que, como 10" = 3g + 1, entdo 10" —1 = 3q. Ou seja, 3 | 10" — 1. Utilizaremos este

fato na demonstracao do critério de divisibilidade por 3.
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CAPITULO 3

Sistema de Numeracao Decimal

Neste capitulo, faremos um estudo sobre o nosso atual sistema de numeracao decimal e a repre-
sentacdo de numeros naturais. Este estudo se faz necessario para a compreensdo dos critérios de
divisibilidade e de outras propriedades da operacao de divisdo de dois niumeros naturais. Hefez [4]
destaca gue o nosso atual sistema de numeracao é uma variante do sistema sexagesimal babil6nico,
utilizado pelos babildnios por volta de 1700 anos antes de Cristo. O sistema de numeracao decimal,
desenvolvido na China e na india, se espalhou pelo Oriente Médio, tendo grande aceitacdo no mundo

arabe.

3.1 Sistema de Numeracao Decimal
O sistema decimal é composto pela sequéncia:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,
com o acréscimo do simbolo "0" (zero), que representa a auséncia de algarismo. Como é composto

por dez algarismos, recebe o nome de sistema decimal.

Este sistema é chamado de posicional, pois, em sua representacdo, a posicao do algarismo deter-
mina a sua ordem de grandeza. Na representacao decimal, da direita para a esquerda, o primeiro
algarismo tem peso 1, o segundo tem peso 10, o terceiro tem peso 100 e assim por diante, de modo

gue podemos representar um numero qualquer em poténcias de base 10.

Por exemplo, o nimero 20423 pode ser representado do seguinte modo:
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2-10*+0-103+4-10>°+2-10' +3-10°

Cada terna de ordens da esquerda para a direita compde uma classe, como podemos observar na

tabela abaixo:

Classe Ordem Nome
12 ordem unidades
Classe das Unidades | 22 ordem dezenas
32 ordem centenas

42 ordem | unidades de milhar
Classe do Milhar 52 ordem | dezenas de milhar
62 ordem | centenas de milhar
72 ordem | unidades de milhdo
Classe do Milhao 82 ordem | dezenas de milhao
92 ordem | centenas de milhao

Tabela 3.1: Classificacao das Ordens de Grandezas no Sistema Decimal.

Os sistemas de numeracao posicionais como os babilénicos e bindrios (de base 2), o de base 10,

entre outros, baseiam-se no seqguinte resultado, que é uma aplicacado da divisdo euclidiana.

—| Teorema 3.1 |

Dados a,b € N, com b > 1, existem nameros naturais a,,a,, ..., a, menores do que b, univoca-

mente determinados, tais que

a=a,+ab+a,b*+...+a,b".

Demonstracdo. Vamos demonstrar o resultado usando o Teorema 1.2 (Principio de Indugcao Matema-

tica na 22 forma) sobre a.
Sea=0oua=1, bastatomarn=0eqy,=a.

Suponhamos que o resultado seja vélido para todo natural menor que a. Mostraremos que isto
implica na validade do resultado para a. De fato, pela divisao euclidiana, existem naturais g e r tais
que

a=bq+r, com 0<r<b.

Notemos que q < a, pois sendo a = bq +r, entdo a > bq. Como b > 1, portanto b-q > 1-q =q.

Assim, a > bq > q = a > q. Pela hipétese de indugdo, existem niimeros naturais n’ e ¢y, ¢y, ..., Cpy,
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comg¢; < b para todo j, tais que
g=co+cb+c,b>+...4+¢,b".
Dadas as igualdades acima, temos
a=bq+r=>b(co+c;b+c,b>+...+¢c, b))+,

de onde o segue resultado ao tomarmos a, = r, n =n'+1, e a; = c¢j4 para j = 1,...,n. Das

igualdades acima, segue também a unicidade do resultado. O
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CAPITULO 4

Aritmeética dos Restos

Neste capitulo, apresentamos uma breve introducdo as congruéncias e as congruéncias lineares.
Comecamos com definicdes, exemplos e propriedades bdasicas. Ao final, utilizamos a teoria de equa-
¢des diofantinas (que nao sao detalhadas neste trabalho) para demonstrar o Teorema do Resto Chi-

nés. Nossa abordagem é fundamentada principalmente nas referéncias como [2], [3], e [7].

4.1 Congruéncias

Definicao 4.1

Seja n € N um numero fixo. Dois nimeros a, b € Z chamam-se congruentes mdédulo n, sea—b

€ multiplo de n, isto é, a = b (mod n). Ou seja, em linguagem simbdlica,

a=b (modn) < n|(a—>).

Abaixo, listamos alguns exemplos de congruéncias.

Exemplo 4.1

(a) Paran =7, temos que

3=10 (mod 7), jaque7divide3—10=-7.
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(b) Para n =3, temos que

4=7 (mod 3), ja que 3 divide 4—7 =—3.

Observacao 4.1

Sejam n > 0, a, b € Z escritos na forma

a=nq,+r;, e b=ng,+r,

com qi,q,, 11,7, €Z e 0 <r;,r, <n. Entdo

a=b (modn) < r;=r,.

Demonstracao. (<) Se r; =r,, temos

a—b=n(q, —q,)+(r; —ry) =n(q, —q,),

ou seja, n | (a—b). Isto significa a = b (mod n).

(=) Se a = b (mod n), temos

n|(a—b)=n(q —qz) +(r;—r5),

e dai,

n|(r;—r,).

Mas de 0 < r; —r, < n, concluimos entdo r; —r, =0, ou seja, r; =r15. O

Uma consequéncia imediata da observacao anterior é que todo nimero a € Z é congruente médulo

n a exatamente um dos numeros do conjunto

0,1,...,n—1},

onde n € N\ {0}. O conjunto {0,1,...,n—1} é denominado menores restos ndo-negativos médulo n.
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Definicao 4.2

Seja n > 0. Um conjunto de n nimeros {ry,,,...,r,} chama-se um sistema completo de resi-
duos (restos) médulo n se cada a € Z é congruente a exatamente um dos nUmeros ry,ry,...,T,.
Equivalentemente: Os ry,15,..., 1, Sa0 congruentes modulo n, em alguma ordem, aos nimeros

0,1,2,...,n—1.

Exemplo 4.2

Para n =5 temos:

{0,1,2,3,4}

é o conjunto dos menores restos nao-negativos médulo 5.

{—28,-15,—6,11,15}

é um sistema completo de residuos médulo 5, pois:

—28=2, —15=0, —6=4, 11=1, 15=0 (mod5).

Sejamn €N, qy,4;,...,9,—1 € Z. Entao,

{nqy,nq; +1,...,nq,_; +(n—1)}

é um sistema completo de residuos mdédulo n. Além disso, todo sistema completo de restos médulo

n é obtido desta forma.

Teorema 4.1: Propriedades fundamentais das congruéncias

Sejamn €N, a, b, c,d € Z. Os seguintes ocorrem:
(@) a =a (mod n);
(b) Sea=b (mod n), entdo b =a (mod n);
(c) Sea=b (mod n) e b=c (mod n), entdo a = ¢ (mod n);

(d) Sea=b (mod n) ec=d (mod n), entdo

a+c=b+d (modn) e ac=bd (modn).
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Demonstracdo. Provaremos apenas os itens (b) e (d). Comegcamos com o item (b). Por definicdo,
a=b (mod n) & a—b =nq para algum q € Z. Ora, mas isso € o mesmo que b—a = n(—q), ou seja,

b = a (mod n), o que prova o item (b).

Agora, mostraremos o item (d). Por hipétese, existem q,,q, € Z tais que

a—b=qnec—d=qyn. (4.1)

Somando as igualdades em (4.1), obtemos

(a+c)—(b+d)=(q; +gu)n.

Logoa+c=b+d (mod n).

Por outro lado, por (4.1), temos:

ac—bd =ac—cb+cb—bd =c(a—b)+ b(c—d) =n(cq, + bg,), i.e.,

ac = bd (mod n).

Exemplo 4.3

Encontrar os ultimos 1, 2, 3, 4, ...digitosden=1!4+2!4+3!4+4!4+... 4+ 100!:

1. Ultimo digito de n: Como 10 | k! para k > 5, o uUltimo digito de n é o mesmo de

1!+ 2!+ 3!+ 4! =33 =3 (mod 10). Portanto, o ultimo digito de n é 3.

2. Ultimos dois digitos de n: Para encontrar os Ultimos dois digitos de n, consideramos

11+ 2!4+...49!, pois 100 | k! para k > 10.

11+2!+...49!=33 (mod 100)

Assim, os ultimos dois digitos de n sdao 33.

3. Ultimos trés digitos de n: Para os Ultimos trés digitos de n, calculamos 1!+2!+...+14!:

1'+2!1+...+14! =313 (mod 1000)
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Portanto, os Ultimos trés digitos de n sao 313.

Dessa forma, podemos continuar a calcular os Ultimos digitos de n considerando progressiva-
mente mais fatoriais até 100!. Cada etapa depende dos resultados anteriores e da aplicacdo
dos conceitos de congruéncia modular para determinar os ultimos digitos correspondentes.

etc.

O Teorema 4.1 nos diz, em particular, que, dado n € N, n > 0 fixo, a seguinte relacao:

x,x' €Z < x=x" (modn)

é uma relacao de equivaléncia, para mais detalhes veja [2], isto é:

Definicao 4.3

Uma relacao R em um conjunto A é chamada de relacdo de equivaléncia se, e somente se,

satisfaz as seguintes propriedades:
1. Reflexividade: Para todo a € A, temos aRa;
2. Simetria: Paratodosa,b €A, se aRb, entédo bRaq;

3. Transitividade: Para todos a,b,c €A, seaRbe bRc, entdo aRc.

Dessa forma, isso nos motiva a definir duas operacdes binarias em Z, := {0,1,...,n—1}, onde

a:={me€Z|m=a (mod n)}, como segue.
Adicao
A adicao em Z, é uma operacgao binaria definida como uma fungao:
+:%Z,XZ, > 7L,

onde paraa,b € Z,,

Multiplicacao
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A multiplicagdo em Z,, € uma operagao binaria definida como uma fungao:

2, XL, —> T,

onde paraa,b € Z,,

a-b=a-b.

No entanto, para essas operacdes fazerem sentido é necessario observar com mais cuidado o item

(d) do Teorema 4.1, mais precisamente:

SejaneN,n>1.Sea=a eb=Db’entdo:

1. a+ b =a’+ b’ (a classe da soma independe dos representantes das classes das parcelas);

2. a-b=a’-b’ (aclasse do produto independe dos representantes das classes dos fatores).

—| Teorema 4.2 |

Seja n um ndmero inteiro maior do que 1. Entao

‘1L, XLy > Ly ;5 Ly XLy > Ly,

definidas respectivamente por

I
Sl
Il
Q
&

definem duas operagdes (denominadas soma e produto) no conjunto Z,. Mais precisamente,

essas duas operagdes gozam das seguintes propriedades: Vx,y,z € Z,,
(i) (x+y)+2z=x+(y+2) (associatividade da soma);
(i) existe 0 € Z, tal que X +0 =0+ X = X (existéncia do elemento neutro);

(iii) existe —x € Z, tal que X + (—x) = (—=x) + X = 0 (existéncia do inverso aditivo de cada

elemento x € Z,);

(iv) x +y =y + x (comutatividade da soma);
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(v) (x-y)-z2=X-(y-2) (associatividade do produto);
(vi) existe 1 €Z, talquex-1=1-X =X (existéncia da unidade);
(vii) x -y =y - x (comutatividade do produto);

(viii) x-(y +2) =Xy + x -z (distributividade do produto em relacdo a soma).

Além disso, se n = p é um nimero primo e 0 # X € Z,, entdo existe y € Z, tal que x -y =

Yy -x =1 (isto &, os elementos ndo nulos de Z, possuem inverso multiplicativo).

Demonstracdo. Vamos provar cada uma das propriedades listadas no teorema.

(i) Associatividade da soma: Para todos x,y,z2 €Z,,

(x+y)+z=(x+y)+z=x+(y+2)=x+(y +2).

Portanto, a soma é associativa.

(i) Existéncia do elemento neutro: Existe 0 € Z, tal que para todo x € Z,,,

X+0=x+0=Xx e 0+x=0+x=X.

Portanto, 0 é o elemento neutro para a soma.

(iii) Existéncia do inverso aditivo: Para cada x € Z,, existe —x € Z,, tal que
X+(xX)=x+(-x)=0 e (-X)+x=(—x)+x=0.

Portanto, —x é o inverso aditivo de x.

(iv) Comutatividade da soma: Para todos x,y € Z,,,

X+y=x+y=y+x=y+x.

Portanto, a soma é comutativa.

(v) Associatividade do produto: Para todos x,y,z € Z,,

x-y)z=kx-y)z=(x-y)z=x(yz)=x-(y2).
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Portanto, o produto é associativo.

(vi) Existéncia da unidade: Existe 1 € Z, tal que para todo x € Z,,,
X-1=x-1=Xx e 1-x=1-x=X.

Portanto, 1 é a unidade para o produto.

(vii) Comutatividade do produto: Para todos x,y € Z,,
X Yy=X-y=y-X=Yy-X.

Portanto, o produto é comutativo.

(viii) Distributividade do produto em relacdao a soma: Para todos x,y,z € Z,,

x-(+z2)=x-(y+2)=x-(y+2)=(-y)+(x-2)=x"y+x-2=X-y+x-2.
Portanto, o produto é distributivo em relacdo a soma.

Existéncia do inverso multiplicativo em Z,: Para p primo, se 0 #XE Z,, entao mdc(x,p)=1.
Portanto, existe um y € Z tal que

x-y=1 (mod p),

ou seja, x -y = 1. Assim, x possui um inverso multiplicativo em Z,. O

Portanto, as operagdes de adicao e multiplicacao em Z, satisfazem todas as propriedades de um
anel comutativo com unidade, para mais detalhes veja [2]. Além disso, para p primo, o anel Z, € um

corpo.

4.2 Congruéncias Lineares

Neste texto, adentramos no fascinante mundo das congruéncias lineares, uma parte fundamen-
tal da teoria dos nimeros. Uma congruéncia linear assume a forma ax = b (mod n), onde a, b séo
inteiros e n é um numero natural maior do que 1. Exploramos suas propriedades, condigées para a
existéncia de solucdes e aplicamos o Teorema do Resto Chinés para resolver sistemas de congruén-

cias simultaneas. Este estudo revela resultados tedricos profundos e oferece aplicacdes praticas em
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areas como criptografia, teoria dos cédigos e computacdo. Baseado nas notas de aula do Professor

Rudolf R. Maier [7].

Definicao 4.4

Dado n € N. Uma congruéncia linear é uma congruéncia da forma

ax=b (mod n)

onde a, b € Z séo dados e as solugbes x € Z sao procuradas.

Exemplo 4.4

A congruéncia linear

2x =5 (mod 6)

nao tem solugao, enquanto

4x =2 (mod 6)

possui duas solugdes incongruentes x =2 e x =5 (mod 6). Ou seja, no conjunto de 6 nimeros
{0,1,2,3,4,5} no sistema completo de residuos médulo 6 tem -se dois nGmeros 2 e 5, como

solucdes.

—| Teorema 4.3 |

Sejamn&€Nea,b €Z.

(a) A congruéncia ax = b (mod n) admite uma solugéo, se e somente se, d = mdc(a,n) | b.

(b) Sed | b, entdo ax = b (mod n) possui exatamente d solugdes incongruentes entre si
médulo n. Se x, € Z é uma solucdo particular, entdo d solugdes incongruentes sao

obtidas por:
n

n
Xg, Xo+—=, XxXo+2-
0 0 d 0 d

xo—i-(d—l)-g.

Demonstracdo. (a) A congruéncia ax = b (mod n) equivale a equacao Diofantina linear ax +ny =

b, veja mais detalhes em [3], a qual € sollvel se e somente se d = mdc(a,n) | b.

(b) Sejad | b e seja x, € Z com ax, = b (mod n), isto é, ax,+ ny, = b para algum y, € Z. Como

n
toda solugdo de ax = b (mod n) é da forma x = x, + Et com t € Z, escrevendo t = qd +k com
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g, k€Ze0<k<d-—1, vemos que

n

d

n—

X =X5+
0 d

t:x0+g(qd+k)=x0+qn+k- x0+k-g (mod n).

Mostramos, portanto, que toda solucao é congruente médulo n a um dos d nimeros indicados.

Mais ainda, dex0+j-gzx0+k-g (mod n) com 0 < j,k <d—1segue

j-—==k- (mod n)

Ul s

n

d
, . n n s n

edaij- i =k- i +{n, com { € Z. Dividindo-se por ’L segue

j=k+Ld=k (modd).

De 0 < |j—k| <d—1 concluimos £ =0 e j = k. Isto mostra que as d solugdes indicadas sdo

incongruentes médulo n.

A seguir, listamos uma das consequéncias do Teorema 4.3. Sejamn € Nea,x,y € Zcomd =
mdc(a,n). Entéo

ax=ay (modn) = x=y (mod g).

Isto quer dizer, um fator comum numa congruéncia mdédulo n pode ser cancelado, desde que se

A . Ve Ve ' B Ve n
observe que a nova congruéncia so é valida modulo FR

4.3 Congruéncias Simultaneas e o Teorema do Resto Chinés

Para motivar o teorema do resto chinés, iniciamos com o seguinte problema: quais sao os nimeros
naturais que deixam simultaneamente o resto 4 quando divididos por 5 e o resto 3 quando divididos
por 4?7 A resposta é: sdo os numeros da forma 19 + 20k, onde k é um nUimero inteiro ndo negativo,

k=0,1,2,3,....

Podemos expressar o problema da forma:

x =4 (mod 5)

x =3 (mod 4);
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e a solucao como

x =19 (mod 20).

—| Teorema 4.4 |
Sejam ny,ny,...,n, € N tais que mdc(n;,n;) = 1 paral <i # j <r,ie., 0sny,...,n, séo

relativamente primos, dois a dois. Sejam a,,a,,...,a, € Z. Entdo as congruéncias

.
x=a, (modn,)

X =a, (mod n,)

x =a, (modn,)

k r

possuem uma solucdo simultanea. Além disso, quaisquer duas solucdes sdao congruentes moéo-

dulo o produton; -ny-...-n,.

Demonstracdo. Coloquemos N =njn,...n, eparatodok=1,2,...,r:

N, = l_[ n;=nNy...M_qNgyq...n, (1<k<r),

1<j<r
j#k
isto é,
N N N
Ny=—, Ny=—, ..., N.=—.
n,; n, n,
Para todo k = 1,2,...,r temos mdc(N,,n;) = 1, pois os n,,...,n, sdo relativamente primos em

pares. Isso implica que a congruéncia N, x = 1 (mod n;) possui uma solucdo. Seja x, € Z tal que

Nxp =1 (modn,) (1 <k <r).
Afirmamos que x = N;x;a; + Nyx,a, + ...+ N,.x,a, € uma solucdo simultanea das congruéncias.

De fato, como n; divide N;,N,,...,N;_1,Ni,q,...,N, paratodo k=1,2,3,...,r segue-se que

x=0+...+0+Nxa,+0+...+0=1-q;, =q;, mod n,.

Como N = 0 (mod n;),N = 0 (mod n,),...,N = 0 (mod n,), qualquer nimero que difira de x
por um multiplo de N é também solucdo simultanea das congruéncias. Reciprocamente, se x' € Z

¢é qualquer solugdo das congruéncias, entdo x’ = a; = x (mod n;) e assim n; | ( x’ — x) para todo
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k=1,2,...,r.

Concluimos que x

! =

x (mod nyn,...n,), pois 0s ny,n,,.

primos em pares e, portanto, seu minimo multiplo comum é seu produto.

Exemplo 4.5

..,Nn, sao relativamente

Resolva o sistema

Solucao:

que:

( 105
185
{Nz_?zzl
Ny =2 15
" 7

Agora, como

entdo a solucdo do sistema é

ondea; =1,a,=2ea;=3.

f

\

rle (mod 3)

{ x=2 (mod5)

kXEB (mod 7).

N;x; =1 (mod 3)
N,x, =1 (mod 5)

N;x;=1 (mod 7)

35-2=1 (mod 3),
21-1=1 (mod5),

15-1=1 (mod 7),

2

(
35x; =1 (mod 3)

{ 21x,=1 (mod 5)

| 15x; =1 (mod 7).

X=a1‘Nl'x1+a2'N2'X2+a3'N3'x3=1-35-2+2-21-1+3-15'1=157552 (mOd 105),

Escrevemos N =3-5:7 = 105. Segue do Teorema do Resto Chinés, usando a mesma notacao,
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CAPITULO 5

Critérios de Divisibilidade

Neste capitulo, apresentaremos e demonstraremos os principais critérios de divisibilidade. Realiza-
remos as demonstracées em duas frentes: pela representacdo decimal dos nimeros naturais e pela
aritmética dos restos, proporcionando uma abordagem intuitiva para o leitor. Observemos que, se
a | b entdo a | —b, assim, faremos as demonstracées considerando o conjunto dos niimeros inteiros.

Desse modo, diremos que a | b se existir um inteiro ¢ tal que b = ac.

5.1 Divisibilidade por 2, 4, 8

Para demonstrarmos alguns dos critérios de divisibilidade, consideraremos a representacao do

ndamero decimal a = a,a,_, ...a,a,a, (de algarismos a,, ..., a,), sendo:

a=a,-10"+a, ;-10"'+...+a,-10*+a, - 10 + a,.

5.1.1 Divisibilidade por 2

Proposicao 5.1: Critério de Divisibilidade por 2

Sejaa =a,a,_;...a,a,a,. Entdo:

2| a se, e somente se, 2 | a,.
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Demonstracdo. (=) Suponhamos que 2 | a, ou seja, a = 2t, t € Z. Notemos que:

a=a,a, ...05,0,0y = A,d,_q...0d5a; - 10+q, =£anan_1 ...0y0;°5) 24+ a,=2l+a,.

lLLleZ

Segue que:

a,=a—2l=2t—-2l=2(t—1)= 2] a,.

(<) Reciprocamente, suponhamos que 2 | a,. Podemos escrever a, = 2m, m € Z. Como a = 2l+a,,
temos:

a=2l+a,=2l+2m=2(l+m)=>2]a.

Em outras palavras, a, deve ser par. Assim, obtemos o critério de divisibilidade por 2:

Critério de divisibilidade por 2: Um numero inteiro é divisivel por 2 se, e somente se, o seu

algarismo das unidades é par.

5.1.2 Divisibilidade por 4

Proposicao 5.2: Critério de Divisibilidade por 4

Sejaa =a,a,_,...a,a,a,. Entao

4| a se, e somente se, 4 | (a;a,).

Demonstracdo. (=) Suponhamos que 4 | a, ou seja, a = 4t, t € Z. Observemos que:

a=a,a, ...0y0;0y = ApAp_q -..Ady - 100+ ayaq = (a,a,_; ... a5 - 25) - 4+ a,a, = 4l + a;q,.

LLleZ

Segue que:

aa,=a—4l=4t—4l=4(t—1)= 4| a;q,.

(<) Por outro lado, suponhamos que 4 | (a;a,). Podemos escrever a,;a, = 4m, m € Z. Como
a =4l +a,a,, temos:

a=4l+aa,=4l+4m=4(l+m)=>4]a.
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Desse modo, o numero formado pelos dois Ultimos algarismos de a deve ser divisivel por 4. Assim,

obtemos o critério de divisibilidade por 4:

Critério de divisibilidade por 4. Um nimero inteiro é divisivel por 4 se, e somente se, o nimero

formado pelos seus dois ultimos algarismos é divisivel por 4.

5.1.3 Divisibilidade por 8

Proposicao 5.3: Critério de Divisibilidade por 8

Sejaa =a,a,_,...a,a,a,. Entdo

8| a se, e somente se, 8| (a,a;a,).

Demonstracdo. (=) Suponhamos que 8 | a, ou seja, a = 8t, t € Z. Obtemos:

a=a,d,...030,0;dy = A,ap_; -..As5 - 1000 + aya,ay = Eanan_1 .. dge 1252- 8+ aya,a, =8l + a,a,a,.

~~

LLleZ

Segue que:

a,a,a,=a—8l=8t—8l=8(t—1) = 8] a,a,a,.

(&) Por outro lado, suponhamos que 8 | (aya;a,). Podemos escrever a,a,;a, = 8m, m € Z. Como
a =8l + a,a,a,, temos:

a=8l+a,a,a,=8l+8m=8(l+m)=8]a.

Portanto, o nimero formado pelos trés ultimos digitos de a deve ser divisivel por 8. Assim, obtemos

o critério de divisibilidade por 8:

Critério de divisibilidade por 8: Um numero inteiro é divisivel por 8 se, e somente se, o nUmero

formado pelos seus trés Ultimos algarismos é divisivel por 8.
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5.2 Critérios de Divisibilidade por 3 e por 9

Nesta secao, apresentaremos os critérios de divisibilidade por 3 e por 9. Estas duas demonstracodes

sao bastante semelhantes, pois ambas se baseiam no fato de que 10" — 1 é divisivel por 3 e por 9.

5.2.1 Critério de Divisibilidade por 3

Sabemos pelo Exemplo 2.5 que 10" deixa resto 1 na divisdo por 3, isto é, 3| 10" — 1.

Proposicao 5.4: Critério de Divisibilidade por 3

Sejaa=a,10"+a, ;10" +---+a,10 + a,. Entdo

3lae=3|a,+a, ... +a,+a;, +a,.

Demonstrac&o. Para mostrarmos a divisibilidade por 3, seja a = a,,10™ +a,,_;10™ * + -+ a;10 +q,
eS=a,+a,_;+--+a +a, asoma dos algarismos de a. Queremos mostrar que 3 divide a, se e

somente se, 3 divide S.
Afirmamos que: se 3 divide S, entao 3 divide a. De fato:

(<) Suponhamos que 3 | S, isto é, S = 3t, t € Z. Notemos que:

a—S=a—(a,+a,,+--+a +ay)
=a,-10"+a, ;-10" ' +---+a;10 +ay—(a,, + a1 + - +a; +a,)

=a, (10" —1)+a, (10 =1)+---+q,- (10" —1).

Como 3 divide (10" —1), (10" —1),...,(10' —1), segue que a —S = 3qy, q; € Z, isto é:

a=3q,+S

a =3q, +3t =3(q; +t).

Logo 3 divide a.

Por fim, mostraremos que: se 3 divide a, entao 3 divide S.
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(=) Suponhamos que 3 divide a, ou seja a = 3q,, g, € Z. Como a = 3q; + S, entao:

S=a—3q;=3q¢,—3q9;, =3(q,—q,).

Logo, 3 divide S. O

Dai temos o critério de divisibilidade por 3: um nlimero inteiro qualquer é divisivel por 3 se, e

somente se, a soma dos seus algarismos também é divisivel por 3.

5.2.2 Critério de Divisibilidade por 9

Pelo Exemplo 2.3 sabemos que 9 divide 10" — 1, para todo n € N. Utilizaremos este fato para a

demonstragdo do critério de divisibilidade por 9, a seguir:

Proposicao 5.5: Critério de Divisibilidade por 9

Sejaa=a,10™+a,_;10™ ' +---4+a;10 + a,. Entéo:

9la=9|a,+a,..-+a,+a;, +a,.

Demonstracdo. Para mostrarmos a divisibilidade por 9, sejam a = a,,10™+a,,_;10™ ' +---+a;10+a,
eS=a,+a,,+ - -+a, +a, a soma dos algarismos de a. Queremos mostrar que 9 divide a, se e

somente se, 9 divide S.

(<) Suponhamos que 9 | S, isto é, S = 9t, t € Z. Observemos que

a—S=a—(a,+a,;+--+a, +a,)
=a,-10"+a, ;- 10" '+ +a;10+a,— (a, + ap_1 + - +a; +ag)

=a, (10" —1)+a,_; (10" —1)+---+a;- (10" —1).

Como 9 divide (10™—1),(10™* —1),...,(10' —1), segue que a —S = 9q;, q; € Z, isto é

a:9q1+5

Logo 9 divide a.
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(=) Por outro lado, suponhamos que 9 divide a, ou seja a = 9q,, q, € Z. Como a =9q; + S, entao
S=a—9¢;=99,—99; =9(q:—q1)-

Logo, 9 divide S. O

Dai segue o critério de divisibilidade por 9: um nuimero inteiro qualquer é divisivel por 9 se, e

somente se, a soma dos seus algarismos também é divisivel por 9.

5.3 Divisibilidade por 5 e 10

Para demonstrarmos os critérios de divisibilidade por 5 e por 10, consideraremos novamente a

representacao do nimero decimal a = a,qa,_; ...a,a;a, (de algarismos a,, ..., a,), sendo:

a=a,-10"+a, ,-10"'+...+a,-10*+a, - 10 +a,.

5.3.1 Divisibilidade por 5

Proposicao 5.6: Critério de Divisibilidade por 5

Sejaa=a,a,_;...d,a,a,. Entao

5| a se, e somente se, 5| a,.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que 5 | a, ou seja, a = 5t, t € Z. Observemos que:

a=a,a,...0,0,0y = A,d,_-..0A3a; - 10+ q, =£anan_1 e PYe -22- 5+a,=5l+a,.

lLLleZ

Segue que:

a,=a—5l=5t—51=5(t—1)=5]a,.

(<) Reciprocamente, suponhamos que 5 | a,. Podemos escrever a, = 5m, m € Z. Como a = 5[+a,,
obtemos

a=5l+a,=5l+5m=5(+m)=5]a.
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Em outras palavras, a, deve ser 0 ou 5. Obtemos o critério de divisibilidade por 5:

Critério de divisibilidade por 5: Um numero inteiro é divisivel por 5 se, e somente se, o0 seu

algarismo das unidades é 0 ou 5.

5.3.2 Divisibilidade por 10

Proposicao 5.7: Critério de Divisibilidade por 10

Sejaa=a,a,_;...d,a,a,. Entao

10 | a se, e somente se, 10| a,.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que 10 | a, ou seja, a = 10t, t € Z. Notemos que:

a=a,a,...050;0¢ = Apdp_q --.A3a; - 10+ ay = (a,a,_;...a5a; - 1)- 10+ ay, = 10l + a,.

~~

LlLeZ
Segue que:

ap=a—10l =10t — 10l = 10(t — 1) = 10 | a,.

(<) Por outro lado, suponhamos que 10 | a,. Podemos expressar a, = 10m, m € Z. Como a =

10l + a,, podemos escrever:

a=10l+a,=10l+10m =10(l + m) =10 a.

Em resumo, a, precisa ser 0. Chegamos assim ao critério de divisibilidade por 10:

Critério de divisibilidade por 10: Um nlUmero inteiro é divisivel por 10 se, e somente se, 0 seu

algarismo das unidades é 0.
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5.4 Divisibilidade por 7

Proposicao 5.8: Critério de Divisibilidade por 7

Sejaa=a,a,_,...a,a,a,. Entao

7lae7]|a,a,...a3a,a; + 5a,.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que 7 | a, isto &,
10"a, + 10" *a,_, +...+10%a, + 10a, + a, = 7q,

comq € Z.

Adicionando 49a, a ambos os membros da equagao, temos

10"a, + 10" 'a,_; + ...+ 10%a, + 10a; + 50a, = 7q + 49a,.

Consequentemente,

10(10"'a, + 10" %a,_; + ...+ 10a, + a; + 5a,) = 7(q + 7a,).

Como 10" 'a, + 10" %a,_; +...+ 10a, + a; + 5a, = a,a,_; ...asa,a, + 5a, e 74 10, segue que

7] a,a,_;...asa,a; + 5a,.

(<) Suponhamos que 7 | a,a,_; . ..asa,a; + 5a,, isto &,
a,a,_; -..asa,a; + 5a, = 7k,

comk € Z.

Podemos escrever

10(10"'a, + 10" %a,_; + ...+ 10a, + a; ) + 50a, = 70k.
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Subtraindo 49a, de ambos os membros, temos

10(10"'a, + 10" %a,_; + ...+ 10a, + a; ) + ag = 70k — 494,
Consequentemente,

10"a, + 10" 'a,_; + ...+ 10%a, + 10a; + a, = 7(10k — 7a,).
Como 10k — 7a, € Z, segue que

7|10"a,+ 10" 'a,_, +...+ 10%a, + 10a, + a,.

Portanto, 7 | a. O

Assim, temos o critério de divisibilidade por 7: Um nimero é divisivel por 7, se o quintuplo do
algarismo da sua unidade adicionado ao nUmero formado pelos seus demais algarismos for divisivel

por 7.

5.5 Divisibilidade por 11

Proposicao 5.9: Critério de Divisibilidade por 11

Sejaa =a,a,_,...a,a,a,. Entao

11|a<=11|a,a,_;...a;a,a; —a,.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que 11 | a, isto é,

10"a, + 10" 'a,_; +...+10%a, + 10a, + a, = 11gq,

comq € Z.

Subtraindo 11a, de ambos 0os membros da equagao, temos

10"a, + 10" *a,_; +...+10%a, + 10a; — 10a, = 11qg — 11a,.
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Consequentemente,

10(10"'a, + 10" %a,_; + ...+ 10a, + a; —a,) = 11(q — ay).

Como

10" ta, +10"%a, ; +...+10a, +a, —a, = a,a,_; ...d;a,a,; — d,

e 11410, segue que

11| a,a,_;...asa,a; —a,.
(<) Suponhamos que 11 | a,a,_; ...asa,a; —a,, isto é,
a,a,_q-..030,a; —ay = 11k,

comk € Z.

Podemos escrever

10(10"'a, + 10" %a,_; + ...+ 10a, + a; ) — 10a, = 110k.
Adicionando 11a, a ambos os membros, temos
10(10"'a, + 10" %a,_; +...+10a, + a;) + @y = 110k + 11a,.
Consequentemente,
10"a, + 10" *a,_; +...+10%a, + 10a, + a, = 11(10k + a,).
Como 10k + a, € Z, segue que
11|10"a,+ 10" 'a,_; +...+ 10%a, + 10qa; + a,.

Portanto, 11 | a. O

Assim, temos o critério de divisibilidade por 11: Um ndmero inteiro é divisivel por 11, se

o numero formado pelos algarismos deste nimero excluindo o algarismo da unidade, menos esse
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algarismo excluido, for divisivel por 11.

5.6 Divisibilidade por 13

Proposicao 5.10: Critério de Divisibilidade por 13

Sejaa =a,a,_,...a,a,a,. Entdo

13|a & 13]a,a,_;...asa,a, +4a,.

Demonstracdo. (=) Seja a = a,qa,_; ...a,a,a, divisivel por 13, isto é: a,a,_;...a,a;a, = 13q, com

qgeZz.

Podemos escrever:

10"a, + 10" 'a,_; +...+ 10%a, + 10a, + a, = 13q

Somando 39a, a ambos os membros:

10"a, + 10" 'a,_; + ...+ 10%a, + 10a; + 40a, = 13q + 39q,

Consequentemente:

10(10"'a, + 10" %a,_; + ...+ 10a, + a; + 4a,) = 13(q + 3a,)

Como:

10" 'a, + 10" 2a,_; + ...+ 10a, + a; + 4a, = a,a,_; . . . aza,a, + 4a,

e 13}+10, segue que:

13| a,a,_ ...a3a,a, + 4aq,

(&) Se a,a,_; ...asa,a; +4a, for divisivel por 13, ou seja, a,a,_; ...a3a,a; +4a, = 13k, comk € Z
entao:

10(10"'a, + 10" %a,_; + ...+ 10a, + a; ) + 40a, = 13k, para algum k € Z
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Subtraindo 39a, de ambos os membros, vemos que

10(10"'a, + 10" %a,_; + ...+ 10a, + a;) + ag = 13k — 39,

Consequentemente,

10"a, + 10" 'a,_; + ...+ 10%a, + 10a; + a, = 13(k — 3qa,).

Como k —3a, € Z, segue que

13]10"%a,+ 10" 'a,_, +...+ 10%a, + 10a, + a,.

Portanto, 13 | a. O

Segue o critério de divisibilidade por 13: Um ndmero inteiro é divisivel por 13 se a soma do
quadruplo do algarismo da sua unidade somado com o niumero formado pelos seus demais algarismos
for divisivel por 13.

5.7 Critérios de Divisibilidade por Congruéncias

Nesta secao, demonstraremos os critérios de divisibilidade utilizando congruéncias. Tal abordagem
torna as demonstracdes praticas e diretas, além de facilitar a verificacdo de critérios de divisibilidade

considerados mais complexos. Apresentaremos, a seguir, alguns desses critérios de divisibilidade.

5.7.1 Divisibilidade por 2

Considere a representacao polinomial:
a=a,-10"+a, ;-10" ' +...+a,-10*+a, - 10 +a,.
Para demonstrarmos esse critério, observemos que:

10"=0"=0 (mod 2)
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Desse modo:

a=a,-10"+a, ,-10"'+...+a,-10*+a, - 10+ q,
Ean'0+an_1'O+...+a2‘0+a1'0+a0
=0+0+...+0+0+aq,

=aq, (mod 2)

Dado que a = a, (mod 2), pela definicdo de congruéncia, temos que a = 0 (mod 2) se e somente se
a, =0 (mod 2), o que nos da o critério de divisibilidade por 2: Um nimero inteiro é divisivel por 2 se

o algarismo das unidades é par.

5.7.2 Divisibilidade por 3

Dada a expressao polinomial:
a=a,-10"+a, ,-10" ' +...+a,-10*+a, - 10+ a,.
Para mostrar este critério, observemos que:
10"=1"=1 (mod 3)
Assim:

a=a,-10"+a, ,-10"'+...+a,-10*+a, - 10 +q,
=a,-1+a,;-1+...+a,-1+a;-1+aq,

=a,+a, 1+...+a,+a; +a, (mod 3)

Portanto, a = 0 (mod 3) se e somente se a soma dos algarismos for divisivel por 3. O critério de

divisibilidade por 3 é: um nimero é divisivel por 3 se a soma de seus digitos é divisivel por 3.

5.7.3 Divisibilidade por 4

Vamos considerar a forma polinomial:

a=a,-10"+a, ,-10"'+...+a,-10*+a, - 10+ a,.
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Para estabelecer este critério, notamos que:

10' =2 (mod 4)
102=22=0 (mod 4)
10°=2=0 (mod 4)

10"=0 (mod4) sen=>2

Assim:

a=a, -10"+a,_; 10" +...4a,-10*+a,-10+q,
=0+0+...+0+10a; +q,

=10a; +a, (mod 4)

Portanto, a = 0 (mod 4) se e somente se os dois Ultimos digitos formarem um nimero divisivel por
4. O critério de divisibilidade por 4 é: um numero é divisivel por 4 se os dois Ultimos algarismos

formarem um nUmero divisivel por 4.

5.7.4 Divisibilidade por 5

Consideremos a representagao polinomial:
a=a, - 10"+a,;-10" ' +...+a,-10*+a, - 10 + a,.
Para verificar este critério, observamos que:
10"=0"=0 (mod}5)
Portanto:

a=a,-10"+a, ;-10" ' +...+a,-10*+a, - 10+ q,

=04+0+...+40+0+ay=qa, (mod5)

Portanto, a = a, (mod 5), o que implica que a = 0 (mod 5) se e somente se a, = 0 (mod 5). O

critério de divisibilidade por 5 é: um niimero é divisivel por 5 se o Ultimo digito for 0 ou 5.
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5.7.5 Divisibilidade por 8
Analisemos a forma polinomial:
a=a, -10"+a, ;-10" " +...+a,-10*+a, - 10 + a,.
Para definir este critério, notamos que:

10' =2 (mod 8)
10°=2*=4 (mod 8)
103=23=0 (mod 8)

10"=0 (mod8),sen>3

Assim:

a=a,-10"+a, ;-10"'+...+a,-10*+a,-10+aq,
=0+0+...+0+100a, + 10a,; + a,

= 100a, + 10a; + a, (mod 8)

Portanto, a = 0 (mod 8) se e somente se os trés Ultimos digitos formarem um namero divisivel por
8. O critério de divisibilidade por 8 é: um numero é divisivel por 8 se os trés ultimos algarismos

formarem um numero divisivel por 8.

5.7.6 Divisibilidade por 9

Analisemos a expressao polinomial:
a=a, -10"+a, ;-10" +...+a,-10*+a, - 10 +a,.
Para demonstrar este critério, observamos que:

10"=1"=1 (mod9)
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Portanto:

a=a,-10"+a, ,-10"'+...+a,-10*+a, - 10+ q,

=a,+a, 1+...+a,+a;+a, (mod?9)

Entdo, a =0 (mod 9) se a soma dos algarismos for divisivel por 9. O critério de divisibilidade por 9 é:

um ndmero é divisivel por 9 se a soma de seus digitos é divisivel por 9.

5.7.7 Divisibilidade por 10

Consideremos a expressao polinomial:
a=a,-10"+a, ;-10" ' +...+a,-10*+a, - 10 + a,.
Para validar este critério, notamos que:
10"=0"=0 (mod 10)
Portanto:

a=a,-10"+a, ;-10"'+...+a,-10*+a, - 10+ q,
=04+0+...+40+0+q,

=a, (mod 10)

Portanto, a = a, (mod 10), o que implica que a = 0 (mod 10) se e somente se a, = 0 (mod 10). O

critério de divisibilidade por 10 é: um numero é divisivel por 10 se o algarismo das unidades é 0.

5.8 Um critério de Divisibilidade por 7, 11 e 13

Apresentaremos, a seguir, um critério de divisibilidade por 7, 11 e 13. Esses critérios foram tam-
bém demonstrados por Hefez [6] e apresentam uma alternativa de critério de divisibilidade por con-

gruéncia por 7, 11 e 13 para nUmeros grandes.

Observemos inicialmente que 7-11-13 = 1001, portanto:

& UFU-FAMAT-PROFMAT 53



Critérios de Divisibilidade Um critério de Divisibilidade por 7, 11 e 13

1000 =—1 (mod 7)
1000=—1 (mod 11)

1000 =—1 (mod 13)

Seque que, médulo 7, 11 e 13:

103 =-1
10°=(10°)? =(-1)* =1
10°=(10%)® =(-1)*=—1

102 =10 =(-1)*=1

e assim por diante.

Assim, sendo a = a,qa,_; ...a,a;a,, podemos escrever:

a = a,a,a, + asa,a; x 10° + aga,ag x 10° +---
Concluimos que o resto da divisdo de a por 7, 11 ou 13 é igual ao resto da divisdo de a,a,a, —

asa,a; + aga,ag —--- por 7, 11 ou 13, respectivamente.

Critério de divisibilidade por 7, 11 ou 13: O niumero a,, ...a,a;qa, é divisivel por 7, 11 ou 13 se,

e somente se, o nimero a,a,a, — asa,ds + dga,as — - - - € divisivel por 7, 11 ou 13, respectivamente.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 54



CAPITULO 6

Sequéncia Didatica: Critérios de

Divisibilidade

6.1 Introducao

Para inicio das atividades de demonstracoes e validacbes dos critérios de divisibilidade, introduzire-
mos a representacao genérica de nimeros decimais na base 10. Para as demonstracdes, utilizaremos
nocdes intuitivas, da representacdo de nimeros na forma decimal, apresentando um célculo bésico
para introduzir a ideia da demonstragao. O professor pode, nesse contexto, aproveitar as sequéncias

didaticas apresentadas para realizar as demonstracoes dos critérios de divisibilidade.

Observemos que, guando escrevemos um ndmero qualquer na base 10, os algarismos da esquerda
para a direita possuem peso de acordo com sua posicao. Da direita para a esquerda, o primeiro valor
tem peso 1 (unidade), o segundo valor tem peso 10! (dezena), o terceiro tem peso 10? (centena) e

assim por diante.

Consideremos os exemplos

a) 234=2-10°+3-10+4

b) 1205=1-10>+2-10*+0-10+5

Exercicio: Escreva os valores abaixo em poténcias de base 10:

a) 7549;
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b) 10423.

Vamos considerar a representagao do numero decimal a = a,q,_;...a,a, (de algarismos
a,,...,ay), sendo:

a=a, 10"+a, ;-10" ' +...+a; - 10 +a,.

6.2 Atividade 1: Critérios de Divisibilidade por 2,4 e 8

6.2.1 Critério de Divisibilidade por 2

Consideremos o exemplo:
Exemplo 1: Mostre que 2432 é divisivel por 2.

Solucao: Notemos que:

2432 =2430+2
=243-10+ 2

=243.5-2+2

Observemos que 2430 =243 -5-2 = 1215- 2, é divisivel por 2. Assim, como 2 divide 2, entao 2
divide (2430 + 2) = 2432.

Exercicio 1: Como no exemplo anterior, verifique se 2 divide:

a) 5358

b) 3425
Exercicio 2: Considere o nimero a =a,q,_; ...a,d,.

a) Verifique que: 2 divide a —a, = a,qa,_; ...a; - 10. (Dica: faga como nos exemplos anteriores)
b) Em qual condigao 2 dividea =a,a,_;...a;-10+a,?

¢) Quando podemos garantir que um namero a =a,da,_, ...a,a, € divisivel por 2?7
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6.2.2 Critério de Divisibilidade por 4

Consideremos o exemplo:
Exemplo 2: Mostre que 2432 é divisivel por 4.

Solucao: Notemos que:

2432 =2400 + 32
=24-100+ 32

=24.25- 4432

Observemos que 2400 = 24-25-4 = 600 -4, é divisivel por 4. Assim, como 4 divide 32, entdo 4 divide
(2400 + 32) = 2432.

Exercicio 1: Como no exemplo anterior, verifique se 4 divide:

a) 7356

b) 4828
Exercicio 2: Considere o niUmero a = a,a,_; ...a;d,.

a) Mostre que: 4 divide a —a,a, = a,a,_;...a, - 100. (Dica: faca como nos exemplos anteriores)
b) Em qual condicéo 4 divide a = a,a,_;...a, 100+ a;a,?

¢) Quando podemos garantir que um nimero a = a,a,_; -..a;a, € divisivel por 4?
6.2.3 Critério de Divisibilidade por 8

Vamos agora analisar um novo exemplo:
Exemplo 3: Verifique se 15128 é divisivel por 8.

Solucao: Note que:

15128 = 15000 + 128
=15-1000+ 128

=15-125-8+128
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Observe que 15000 = 15-125-8 = 1875 - 8, que é divisivel por 8. Além disso, 128 também é
divisivel por 8. Portanto, 8 divide (15000 + 128) = 15128.

Exercicio 1: Usando o método acima, verifique se 8 divide:

a) 245064

b) 234114
Exercicio 2: Considere o nimero a =a,q,_; ...a,d,.

a) Mostre que: 8 divide a—a,a,a, = a,qa,_; ...as-1000. (Dica: faga como nos exemplos anteriores)
b) Em qual condi¢éo 8 divide a =a,a,_;...a3- 1000 + a,a,a,?

¢) Quando podemos afirmar que um nimero a = a,qa,_, - ..a;a, € divisivel por 8?

6.3 Critérios de Divisibilidade por 5 e por 10

6.3.1 Critério de Divisibilidade por 5

Observemos, inicialmente, que de 0 a 9, 5 divide apenas 0 e 5. Vamos utilizar este fato no seguinte

exemplo:

Exemplo: Verifique se 5 divide 2345. Notemos que:

2345 =2340+5
=234-10+5

=234-2-5+5

Como 5 divide 2340 =234-2-5=468 -5 e 5 divide 5, concluimos que 5 divide 2345 = 2340 + 5.

Exercicio 1: Utilize o método acima para verificar se sdo divisiveis por 5:

a) 3460

b) 6543

Exercicio 2: Considere o nimero a = a,qa,_; ...a,dy.
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a) Mostre que 5 dividea—ay,=a,a,_;...a; - 10.
b) Quando podemos dizer que 5 divide a =a,a,_; ...a; - 10 + a,? Justifique!

c) Utilize o exercicio acima para enunciar o critério de divisibilidade por 5.

6.3.2 Critério de Divisibilidade por 10

Vamos observar inicialmente que, de 0 a 9, 10 divide apenas 0. Utilizaremos este fato no seguinte

exemplo:

Exemplo: Verifique se 10 divide 3450. Notemos que:

3450=3450+0

=345-10+0

Como 10 divide 3450 =345 -10 e 10 divide 0, concluimos que 10 divide 3450 = 345-10+ 0.

Exercicio 1: Utilize o método acima para verificar se sao divisiveis por 10:

a) 6720

b) 1234
Exercicio 2: Considere o nimero a =a,q,_; ...a,d,.

a) Mostre que 10 divide a —a,,.
b) Quando podemos dizer que 10 divide a =a,a,_;...a; - 10 + a,? Justifique!

c) Utilize o exercicio acima para enunciar o critério de divisibilidade por 10.

6.4 Critérios de Divisibilidade por 3 e por 9

6.4.1 Critério de Divisibilidade por 3

Observemos inicialmente que:
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10-1=9=3-3,
100—1=99 =333,

1000—1 =999 =3-333.

E possivel mostrar que:

n noves n trés

Vamos utilizar esta ideia para verificar se o nUmero 231 é divisivel por 3.
Exemplo 2: Verifique se 231 é divisivel por 3.

Solucao: Notemos que:

231=2-100+3-10+1
=2:-(99+1)+3-(9+1)+1
=2:994+42+3-9+3+1

=(2-99+3-9)+(2+3+1)

Sabemos que 3 divide 2-99 + 3 -9, pois divide 99 e 9 (verifique!). Agora, basta perceber que 3

divide 24+ 3 + 1 = 6. Assim, concluimos que 3 divide 231.

Exercicio 1: Usando o raciocinio anterior, verifique se 3 divide os nimeros:

a) 345

b) 451

Exercicio 2: Considere o nimeroa =a,-10"+...+a,-10*+a, - 10 + q,.

a) Verifigue quea =a,(10"—1)+---+a,-(10°—1)+a; - (10— 1)+ (a, +... + a, + a; + a,).
b) 3 divide a,(10"—1)+---+a,-(10*—1) +a, - (10— 1)? Justifique!

¢) Quando podemos ter certeza de que 3 divide a?
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6.4.2 Critério de Divisibilidade por 9

Observemos inicialmente que:

10—1=9=9-1,
100—1=99=9-11,

1000—1=999=9-111.

E possivel mostrar que:

n noves n uns
Vamos utilizar esta ideia para verificar se o nimero 342 é divisivel por 9.
Exemplo 2: Verifique se 342 é divisivel por 9.

Solucao: Notemos que:

342=3-100+4-10+2
=3:-(994+1)+4-(9+1)+2
=3-99+3+4-9+4+2

=(3-99+4-9)+(3+4+2)

Sabemos que 9 divide 3-99+4 -9, pois divide 99 e 9 (verifique!). Agora, basta perceber que 9
divide 34+ 442 =9. Assim, concluimos que 9 divide 342.

Exercicio 1: Usando o raciocinio anterior, verifique se 9 divide os nimeros:

a) 567

b) 736

Exercicio 2: Considere o nimeroa =a, - 10" +...+a, - 10* + a; - 10 + a,.

a) Verifigue que a = a,(10"—1)+---+a,-(10*°—1) +a; - (10— 1)+ (a, +... + a, + a; + a,).
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b) 9 divide a,(10"—1)+---+a,-(102—1) +a, - (10— 1)? Justifique!

c) Quando podemos ter certeza de que 9 divide a?
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CAPITULO 7

Consideracoes Finais

Neste trabalho, buscamos demonstrar os principais critérios de divisibilidade, utilizando conceitos
de divisibilidade, a notacdo decimal de um nUmero natural e a aritmética modular. Discutimos so-
bre sistemas de numeracao e apresentamos o sistema de numeracao decimal, que foi utilizado nas

demonstracdes propostas.

Além disso, exploramos a aritmética dos restos e uma de suas mais importantes aplicacdes: o
Teorema Chinés dos Restos. Utilizamos a aritmética modular nas demonstracdes de divisibilidade,

gue se mostrou pratica para a obtencdo dos resultados desejados.

Propomos também uma sequéncia de atividades com o objetivo de induzir os estudantes a com-
preender as demonstracdes dos principais critérios de divisibilidade, de modo que o professor possa
apresenta-los aos alunos de forma que estes possam acompanhar, compreender e, eventualmente,
reproduzir tais demonstracdes. Essas demonstracdes sdo abordadas apdés a verificacdo de casos par-
ticulares pelos estudantes, permitindo que, gradativamente, eles consigam formular a prova para o

caso geral.

As atividades apresentadas buscam atrelar aos critérios de divisibilidade o rigor por tras desses im-
portantes resultados, que sao pouco abordados em sala de aula. Além disso, exploramos a utilizacdo
do sistema de numeracao decimal para a compreensao desses critérios, ressaltando sua importancia
na demonstracao e verificacdo de diversas operacdes matematicas envolvendo nimeros naturais e

inteiros.
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