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VIEIRA, W..EXPLORACAO DE GRAFOS NA EDUCACAO BASICA. 2024. 62p. Dissertacao de

Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O presente estudo tem por objetivo explorar a aplicacdao de conceitos da teoria de gra-
fos na pratica escolar, com foco na seguinte questdo norteadora: “Que vantagens exis-
tem em utilizar os grafos na Educacao Basica?” Para nos auxiliar na busca da resposta
aplicamos algumas atividades envolvendo caminhos eulerianos, Teorema das quatro
cores, dentre outros conceitos. Propusemos a criagdo de atividades aplicaveis a estu-
dantes do ensino médio de uma escola particular da cidade de Itumbiara-GO. O intuito
foi, além de coletar dados para esta investigacao, incentivar o interesse por ciéncias,
e especialmente pela matematica. A pesquisa se justifica por permitir integrar teoria
e pratica para beneficio do aprendizado, associando ao um envolvimento nas resolu-
¢coes das propostas de trabalho, utilizando conceitos que nao sao normalmente vistos

na educacdo basica.

Palavras-chave: Aplicacao da teoria de grafos, Teoria das quatro cores, Problemas

eulerianos, Educacao basica.



VIEIRA, W. .EXPLORATION OF GRAPHS IN BASIC EDUCATION. 2024. 62p. M. Sc. Disserta-

tion, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The present study aims to explore the application of concepts from graph theory in
school practice, focusing on the following guiding question: “What advantages are
there in using graphs in Basic Education?” To help us search for the answer, we applied
some activities involving Eulerian paths, the four-color theorem, among other concepts.
We proposed the creation of activities applicable to high school students at a private
school in the city of ltumbiara-GO. The aim was, in addition to collecting data for this
investigation, to encourage interest in science, and especially mathematics. The re-
search is justified by allowing the integration of theory and practice for the benefit of
learning, associating it with involvement in the resolution of work proposals, using con-
cepts that are not normally seen in basic education.

Keywords: Application of Graph Theory, Four Color Theory, Problems eulerians, Basic

education.
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Introducao

O ensino de matematica é uma jornada complexa que busca nao apenas transmitir conhecimen-
tos, mas desenvolver o raciocinio légico e a capacidade de resolver problemas. Nesse contexto, a
teoria dos grafos emerge como uma sugestdo na exploracao de atividades ludicas, oferecendo uma
abordagem visual e intuitiva para explorar conceitos matematicos. Nos ultimos anos, a educacao
matematica tem buscado incorporar abordagens mais dinamicas e praticas, com o intuito de propor-

cionar aos estudantes, uma compreensao mais profunda e significativa dos conceitos matematicos.

As reflexoes de Toledo e Toledo (1997) caracterizam uma realidade dentro do Ensino Basico, como

por exemplo, quando mencionam a metodologia da resolucao de problemas:

. 0s problemas de matemética muitas vezes sdo trabalhados de forma desmotivadora,
apenas como um conjunto de exercicios académicos. A tarefa do aluno geralmente se re-
sume a descobrir que conta deve fazer para acertar a resolugdo e, assim, obter uma boa nota.
Perde-se com isso o aspecto Iudico que um problema pode ter quando é encarado como um
desafio.(TOLEDO; TOLEDO, 1997, p.83) [14]

Diante deste cenario, a utilizacdo da teoria de grafos pode contribuir com a quebra de algumas
praticas educacionais pouco produtivas €, ao mesmo tempo, estimular o emprego de metodologias

mais dinamicas.

Por meio dessa abordagem, busca-se nao apenas transmitir conhecimento, mas cultivar o pen-
samento critico e a resolucdo de problemas. Para tanto, foram utilizadas algumas referéncias para
construir o arcabouco tedrico que fundamenta este trabalho sobre a aplicacao dos grafos no contexto

educacional.

Este trabalho tem como objetivo explorar a aplicacao dos grafos no ambiente educacional, especi-
ficamente em salas de aula de matemética, e analisar como essa exploracao pode contribuir para o
aprimoramento do aprendizado dos alunos. Investigaremos como a teoria dos grafos pode enriquecer
0 processo de aprendizagem matematica, proporcionando aos alunos uma abordagem mais visual e

interativa para a compreensao de conceitos abstratos.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1l



Além disso, buscaremos compreender como a incorporacao dos grafos pode contribuir para o de-
senvolvimento de habilidades cognitivas, promovendo uma aprendizagem mais ativa e engajadora.
Os grafos, estruturas formadas por vértices e arestas, tém uma ampla gama de aplicagdes em di-
versas areas, como ciéncia da computacdo, engenharia, biologia, entre outras. No entanto, seu po-
tencial no ensino de matematica muitas vezes é subestimado. A visualizacao proporcionada pelos
grafos pode transformar abstracdes matematicas em conceitos tangiveis e acessiveis, tornando o

aprendizado mais envolvente e compreensivel para os estudantes.

O desenvolvimento deste trabalho aconteceu na forma de uma pesquisa acao, se estende a partir
do capitulo um, dando énfase na fundamentacao teérica de grafos, apresentando algumas definicoes,
teoremas, corolarios, demonstracoes, bem como alguns exemplos para deixar mais claro ao leitor o

entendimento do assunto a ser discorrido.

No capitulo dois, descrevemos os procedimentos metodoldgicos que foram adotados na realizacéo

deste trabalho.

No capitulo trés, sdo apresentados um pouco da histéria sobre grafos, que vem desde os antece-
dentes histéricos a aplicacdes no contexto de sala de aula. Para isso, foram considerados a histéria
em sala da aplicacao em sala de aula, iniciacao na educacdo, a prépria integracdo no ensino, meto-
dologia para o estudo de grafos e a compreensao da estrutura de grafo no contexto matematico. E

algumas aplicacdes que podem ser aprimoradas e aplicadas dentro do contexto de sala de aula.

No capitulo quatro, é realizado um relato da aplicacdo das atividades nas turmas do ensino bésico,

bem como quais foram os resultados obtidos, e a anélise destes resultados.

O capitulo cinco apresenta as consideracdes finais do trabalho juntamente com algumas conclu-

sodes e resultados.
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CAPITULO 1

Fundamentos

1.1 Introducao a teoria dos grafos

1.1.1 Antecedentes histdricos

A histéria dos grafos remonta ao século XVIIl, guando o matematico suico Leonhard Euler [4] intro-
duziu o problema das Pontes de Kénigsberg!. Este problema, que envolvia a busca por um caminho
que cruzasse cada uma das sete pontes da cidade uma Unica vez, serviu como catalisador para o
desenvolvimento da teoria dos grafos. Euler representou as terras e as pontes utilizando pontos e
linhas, criando assim o que conhecemos hoje como um grafo.

Figura 1.1: O problema das pontes de Kdénigsberg.

Fonte: Matematica IME USP, disponivel em: https://images.app.goo.gl/Nbupnh8BxF6hwqPR?7.

Sua solucdo, publicada em 1736, estabeleceu as bases da teoria dos grafos e marcou o inicio de

1530 sete pontes que ligam uma ilha formada na cidade de Kénigsberg (na antiga Prissia), atual cidade de Kaliningrado
na Russia, no curso do rio Pregel.
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Fundamentos Introducao a teoria dos grafos

uma jornada que transformaria a matematica e, eventualmente, a educacao.

Observe na Figura 1.1 a representacao do desafio proposto pelos habitantes de Kénigsberg, que
era fazer um passeio passando pelas sete pontes, porém passando apenas uma vez sobre cada uma

das pontes.

A representacdo geométrica dada pela teoria de grafos faz uma traducdo na sua criacdo do desafio
proposto na solucao do passeio sobre as pontes de Kénigsberg, onde as pontes serao representadas
por arestas, e as regides serao representadas por vértices. Assim temos a seguinte representagao
grafica.

Figura 1.2: Grafo das pontes de Kénigsberg.

Fonte: Elaborado pelo autor.

E da natureza da matematica descrever e conjecturar linha de pensamento em situacdes correla-
tas. A visao de Leonhard Euler, em procurar descrever em forma simbdlica a situacado de atravessar

as pontes e voltar ao mesmo lugar, na Figura 1.2, contribuiu na construcao da Teoria de Grafos.

A partir deste momento, serdao apresentadas as definicbes e os resultados necesséarios para a
compreensao do restante do trabalho. Esses resultados podem ser encontrados, por exemplo, em

[10] e [13].

Definicao 1.1: Grafo

* Um grafo é um par ordenado G = (V;E) formado por um conjunto nao vazio V, cujos
elementos sao chamados de vértices e um conjunto E cujos elementos sao pares nao

ordenados de vértices e sao chamados de arestas.

* Os dois vértices que correspondem a uma aresta sdo chamados de extremidades da

aresta, e neste caso dizemos que os vértices sao adjacentes.

* Uma aresta em que as duas extremidades sao iguais é chamada de laco.
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Fundamentos Introducao a teoria dos grafos

* Quando cada par de vértices de um grafo corresponde a no maximo uma aresta e o grafo

nao possui lacos, dizemos que ele é um grafo simples.

Definicao 1.2: Grau

Se v é um vértice do grafo G, a quantidade de arestas que possuem v como extremidade é

chamada de grau de v e é denotada por d(v).

Exemplo 1.1

Figura 1.3: Exemplo de grafo.

Vs

Fonte: Elaborado pelo autor.

No grafo acima podemos observar o conjunto de vértices,

V = {V1, Vo, V3, Vg, Vs}

e o conjunto E, que neste caso é descrito por:

E = {v1vy, v1V3, V1V4, V3Vs}

A notacdo de grau serd dada da seguinte forma:

d(nome) = grau.

Representando o grau de cada vértice, temos:

& UFU-FAMAT-PROFMAT 5



Fundamentos Introducao a teoria dos grafos

d(v) =3,
d(vy) =1,
d(vs) =2,
d(v) =1,
d(vs) = 1.

Exemplo 1.2

Figura 1.4: Exemplo de grafo.

V3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste grafo acima, temos a representagao de um lago construido no v; e podemos observar o
conjunto de vértices,

V = {V1,Vz; Vs}

e o0 conjunto E, descrito por:

E = {v1vy, vov3, v3Vp}.

Representando o grau de cada vértice, temos:

d(v)) =1,
d(v,) =3,
d(vs) = 2.
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Fundamentos Introducao a teoria dos grafos

Observacao 1.1

Durante todo o texto, o simbolo #A representa a cardinalidade do conjunto A.

—| Teorema 1.1: Teorema de Euler |

A soma dos graus dos vértices de um grafo G = (V; E) é igual a duas vezes o nimero de arestas

nesse grafo, ou seja:

Zd(v) = 2#E.

vev

Demonstracao. Para cada vértice do grafo G, conte seu grau e marque cada uma das arestas que
possuem aquele vértice como extremidade. Por um lado, o nUmero total de marcas que foram utiliza-
das é exatamente a soma dos graus dos vértices. Por outro lado, cada aresta foi marcada exatamente
duas vezes (uma vez para cada uma de suas extremidades). Assim, o nimero de marcas utilizadas é

exatamente duas vezes o nUmero de arestas. O

Corolario 1.1 |

Em todo grafo, a quantidade de vértices que possuem grau impar é um ndmero par.

Demonstracao. Seja G = (V;E) um grafo com n vértices e sejam d,...,d, os graus desses vérti-
ces. Suponhamos que, dentre eles, existem r nimeros pares e s nimeros impares. Denotemos por

DPi,---,D, OS pares e poriy,...,i, os impares. Pelo Teorema de Euler, temos:

2#E=d,+...+d,=(p1+...+p)+({; +... +1i).

Assim,

i1+...+i5ZZ#E—(pl-i-...-l-pr).

Como o lado direito € um numero par, vemos que i; + ...+ i, € par. Agora para que uma soma de
numeros impares resulte em um numero par, é necessario que a quantidade de parcelas seja par.

Portanto, s é par, como queriamos. O

Observacao 1.2

O corolario acima é conhecido como Lema do aperto de maos. Embora seja simples de pro-
var, o lema do aperto de maos se constitui uma poderosa ferramenta na Andlise Combinatéria.

Agora, por que esse nome “Lema do aperto de maos”? Imaginemos a seguinte situacao: em
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uma festa ha onze pessoas. E possivel que cada uma delas aperte a m3o de exatamente trés
outras pessoas?

Passando esse problema para a linguagem da teoria dos grafos, podemos imaginar que cada
pessoa é um vértice e cada aperto de mao é uma aresta. Portanto, estamos perguntando se
existe um grafo com 11 vértices em que cada vértice tenha grau 3, e pelo Corolédrio 1.1.1, a res-
posta é: “ndao é possivel que cada uma das onze pessoas na festa aperte a mao de extamente

trés outras pessoas”.

Exemplo 1.3

Aplicando o teorema de Euler no Exemplo 1.1.1, temos a seguinte analise:

- 4

!
L
v

= > d(v) = 2#E.

Ainda na mesma analise, vemos que o Coroldrio 1.1.1 também se verifica, pois o grafo em

guestao tem 4 vértices de grau impar.

Definicao 1.3: Caminho

Um caminho de comprimento n, denotado por P,, € um grafo com n + 1 vértices distintos, or-
denados em uma sequéncia tal que suas arestas ligam vértices consecutivos dessa sequéncia,
isto é:

V(P,) ={Vo, V1,---, vV} € E(P,) = {VoV1, V1 Vg, - - Vy_1Vy}-

Os vértices v, e v, sao os extremos do caminho.

Dado um grafo G = (V;E) e dois vértices u,v € V, um caminho em G que vai de u a v
é uma sequéncia de vértices distintos de G, comecando em u e terminando em v, ou seja,
U=V, Vi,.eesVy =V € VoV, V1 Vs,...,V, 1V, Sa0 arestas de G. Neste caso, podem existir outras

arestas no grafo, além das arestas do caminho.
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Definicao 1.4: Conexidade

Dizemos que um grafo G = (V;E) é conexo quando, para quaisquer dois vértices u e v de

G existe um caminho em G de extremos u e v. Caso contrario, dizemos que G = (V;E) é

desconexo.

Exemplo 1.4

A seguir temos a representacao de um caminho de comprimento n = 4.

Figura 1.5: Caminho.

D

B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Abaixo temos a representacao de um grafo desconexo. Observe, por exemplo, que nao existe

um caminho ligando o vértice v; ao vértice vs.

Figura 1.6: Um grafo desconexo.

Vs

Vs

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Agora temos um exemplo de grafo conexo. Em qualquer das possibilidades de escolha de um

vértice, existird um percurso que chegard em outro vértice qualguer escolhido.

Figura 1.7: Um grafo conexo.

V3

Ve

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicao 1.5: Componente conexa

Dizemos que um grafo H é um subgrafo de um grafo G, e escrevemos H C G, quando H é um
grafo e temos:

V(H)CV(G) e E(H)CE(G).

Um subgrafo H C G é dito maximal em relacdo a uma certa propriedade P se H tem a proprie-
dade P, mas nenhum outro subgrafo de G que contenha H tem a propriedade P. Dado um grafo

G, um subgrafo gue seja conexo e maximal é chamado de componente conexa de G.

Observacao 1.3

Para qualquer vértice x € V(G), existe uma Unica componente conexa de G a qual x pertence.

Tal componente sera denotada por C,.

Definicao 1.6: Grafo planar

Dizemos que um grafo é planar se puder ser desenhado no plano sem que haja arestas se cru-

zando, ou seja, sem que haja intersecdo das linhas que representam as arestas, exceto possivel-
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mente em um vértice. Tal desenho é chamado representacao planar do grafo. Uma face de um

grafo planar G é qualquer regifo do conjunto R* — G.

—| Teorema 1.2 |

Se G = (V;E) é um grafo planar conexo com f faces, #V =n e #E = m, entdo vale:

f—m+n=2.

Demonstracao. A ideia da demonstracdao é usar inducdo em uma sequéncia de subgrafos
G,,G,,...,G,, = G, onde cada G, serd um grafo com k arestas. A sequéncia é construida da seguinte

forma:

* Escolhemos arbitrariamente uma aresta de G para obter G;.
* Obtemos G, a partir de G,_; acrescentando arbitrariamente uma aresta que é incidente a um

vértice de G,_; que ndo esta presente ainda.

Esta construcao é possivel porgue G é conexo. Notemos que G é obtido depois de m arestas serem

acrescentadas.
Denotemos por f,, m; € n;, 0 numero de faces, arestas e vértices de G, respectivamente.

A relagao é verdadeira para G,, pois neste caso temos: f; =1,n, =2 e m; = 1. Logo,

fl_m1+n1:1_1+2:2.

Figura 1.8: Ilustracao do caso inicial da indugao.

R

Fonte: Elaborado pelo autor.

Suponhamos que a relagao é verdadeira para Gy, e provemos que € valida para Gy;.
Seja a;, by, @ aresta acrescentada a G, para obter Gy, ;.

Temos duas possibilidades: ou ambos os vértices a,,; e by, ja estdo em G, ou um dos dois vértices

da nova aresta ainda nao esta em G;.
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No primeiro caso, os dois vértices devem estar na fronteira de uma regido comum R, pois se
estivessem em regides distintas ndo seria possivel acrescentar a aresta sem haver um cruzamento.
A adicao desta nova aresta divide R em duas regides, e portanto temos: fi.; = fi +1,m,; =m +1

e n,,; = n;. Logo,

firn—mM+ty =fitl—(m+1)+n=f—m+n, =2,

pela hipdtese de inducdo.

Figura 1.9: llustragao do primeiro caso citado.

brn
Fonte: Elaborado pelo autor.

Ja no segundo caso, suponhamos que q;,; estd em G, mas b, ; ndo esta. Acrescentar esta nova

aresta ndo gera novas regides, ja que b, ., deve estar em uma regido que tem a,,; em seu limite.

Assim, fii1 = fi, Mgy = m +1 e ng =ng + 1. Portanto,

fror— Mg + My = fri—(m + D+ + 1= f —my +ny = 2,

novamente pela hipétese de inducao, e isso finaliza a demonstragao.
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Figura 1.10: llustracéo do segundo caso citado.

Ayt

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicao 1.7: Passeio e Trilha

Se, na definicdio de caminho, abrirmos mado da condicio de que os vértices
Vi,Va, Vs,V4 Vs, Vg, ... ,V, Sejam distintos, temos o que € usualmente chamado de pas-
seio em um grafo. Em um passeio é permitido, inclusive, passar vdrias vezes sobre uma mesma
aresta.

Por outro lado, se permitirmos repetir vértices mas ndo permitirmos passar mais de uma vez
sobre uma mesma aresta, teremos uma trilha. Se os vértices inicial e final coincidirem, dizemos

que a trilha é fechada. Caso contrério, ela é uma trilha aberta.

Exemplo 1.5

No exemplo abaixo, temos o passeio a, b, ¢, d, ¢, e. Este passeio ndao é caminho e nem trilha.

Figura 1.11: Passeio.

d

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Neste exemplo, temos um passeio que é trilha, mas nao é caminho: ¢, a, b, ¢, d, e, c.

Figura 1.12: Trilha.

b d

[

Fonte: Elaborado pelo autor.

1.2 Grafos Eulerianos

Definicao 1.8

Um grafo com m arestas é dito euleriano se existe uma trilha fechada de comprimento m em G;
em outras palavras, se podemos percorrer cada aresta uma e sé uma vez partindo de um vértice
e a ele retornando. Se o grafo ndo é euleriano mas tem uma trilha aberta de comprimento m, ele

¢ dito semi-euleriano.

Exemplo 1.6

Vamos visualizar as definicdes acima com exemplos de grafos euleriano (Figura 1.13) e semi-
euleriano (Figura 1.14).

Neste exemplo abaixo, temos a trilha a, b, c,d, e, g, b, d, g, a, e, f, a.
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Figura 1.13: Grafo euleriano.

C

X,

Fonte: Elaborado pelo autor.

b
a

Neste exemplo abaixo, temos a trilha aberta a, b, ¢, d, a, c.

Figura 1.14: Grafo semi euleriano.

a d
-9

b c

Fonte: Elaborado pelo autor.

Agora temos um exemplo de um grafo nao euleriano.

Figura 1.15: Grafo nao euleriano.

C

a e

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Observacao 1.4

Tendo em mente o Ultimo exemplo, poderiamos nos perguntar: como justificar que o grafo
do exemplo 1.15 ndo é euleriano? A resposta estd no teorema abaixo. Essa questao esta

diretamente ligada a Atividade 01 descrita no Capitulo 3 deste trabalho.

—| Teorema 1.3 |

Um grafo conexo G = (V; E) é euleriano se, e somente se, todos 0s seus vértices tém grau par.

Demonstracdo. Veja em [13]. O

1.3 Coloracao

Definicao 1.9

Dado um grafo qualquer, realizar uma colora¢do nada mais é do que atribuir rétulos a elementos
de um grafo (vértices ou arestas), os quais chamamos de “cores”. Tal processo é efetuado com
base em algumas restricdes e é chamado de uma coloragdo de vértices (ou arestas). No caso de
uma coloracdo de vértices, dois vértices adjacentes ndo devem receber a mesma cor e, no caso
de uma coloracdo de arestas, atribuimos uma cor para cada aresta de modo que duas arestas

adjacentes ndo possuam a mesma cor. Diremos sempre “uma” e ndo “a” coloracéo.

Observacao 1.5

Para entendermos a relacdao desse conceito de coloracdao de grafos com a atividade a ser apli-
cada, de coloracdo de mapas, faz-se necessario estabelecer uma associacdo entre mapas e
grafos, que neste trabalho serd da segunte forma: um mapa M estd associado a um grafo G,
de modo que cada regidao de M serd um vértice de G, e cada aresta de G representa uma
fronteira entre duas regides de M.

Existem outras formas de relacionar mapas e grafos, dependendo do objetivo do estudo.

Teorema 1.4: Teorema das quatro cores

Um grafo planar simples pode ser colorido com 4 cores.
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1.3.1 Sobre o Teorema das Quatro Cores

Para finalizarmos este capitulo inicial, falaremos um pouco sobre O Teorema das Quatro Cores, que
se tornou um dos problemas mais famosos da teoria dos grafos, e teve seu inicio em 1852, quando
Francis Guthrie [7], um estudante de matematica, tentou colorir um mapa dos condados da Inglaterra.
Ao realizar essa tarefa aparentemente simples, Guthrie notou algo intrigante: ele conseguiu colorir
todo o mapa usando apenas quatro cores, garantindo que nenhum par de condados vizinhos fosse

colorido com a mesma cor.

Esse fendmeno despertou o interesse de Guthrie [7], levando-o a conjecturar se esse mesmo pa-
drdo poderia ser aplicado a outros mapas, tanto em superficies planas quanto em superficies esfé-
ricas. A questdo central que ele formulou foi: “E possivel colorir um mapa de forma que regides
adjacentes tenham cores diferentes, utilizando apenas quatro cores?” Essa simples pergunta desen-
cadeou uma busca intensa por uma resposta matematica sélida, tornando-se um dos problemas mais
intrigantes e desafiadores da matematica. Durante décadas, matematicos de todo o mundo se de-
dicaram a investigar essa questdo, explorando uma variedade de abordagens e técnicas para tentar

provar ou refutar o teorema.

Apd6s muitos anos de pesquisa e desenvolvimento de métodos complexos, o Teorema das Quatro
Cores finalmente foi demonstrado em 1976 por Kenneth Appel e Wolfgang Haken [1], utilizando téc-
nicas computacionais avancadas. Sua demonstracao, embora controversa devido ao uso de compu-
tadores para testar um niimero imenso de casos, estabeleceu que, de fato, é possivel colorir qualquer

mapa de forma que regides vizinhas tenham cores distintas usando apenas quatro cores.

Desde entao, o Teorema das Quatro Cores tornou-se um marco na histéria da matematica, desta-
cando a intersecao entre a teoria dos grafos, a topologia e a computacao. Sua resolucao nao apenas
forneceu uma solucao para um problema intrigante, mas também ilustrou o poder da matemética e
da tecnologia em resolver questdes complexas e fundamentais. Mais detalhes da histéria do Teorema

das Quatro Cores podem ser encontrados em [10].
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CAPITULO 2

Procedimentos metodoldgicos

Neste capitulo apresentaremos os procedimentos metodoldgicos utilizados no desenvolvimento da
pesquisa, desde a busca por referéncias sobre o assunto em questao até a elaboracado e aplicacdo

das atividades.

2.1 Pesquisa bibliografica

As referéncias que fundamentam este trabalho sao fruto de uma pesquisa bibliogréfica, que pode-

mos dividir em duas etapas, a saber:

* Etapa 1: Das definicOes e resultados relacionados aos conceitos matematicos nos quais se

baseiam a elaboracao e as solucdes das atividades.

* Etapa 2: De pesquisas anteriores sobre o uso de grafos na Educacdo Basica.

Na Etapa 1, foram utilizadas as referéncias [10] e [13]. Destacamos que, apds a insercdo dos
conceitos basicos, iamos fazendo ajustes a medida que pensdvamos as atividades, com o objetivo
de deixar o trabalho autossuficente no que diz respeito ao entendimento das solucdes dos problemas

propostos.

Ja& na Etapa 2, pudemos perceber a existéncia de outras dissertacdes do PROFMAT relacionadas ao
tema, e destas utilizamos principalmente: Um estudo sobre teoria dos grafos e o Teorema das

quatro cores [10], e Grafos no Ensino Médio: uma insercao possivel [11].
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2.2 Elaboracao e aplicacao das atividades

Nesta secao, detalhamos os procedimentos utilizados na elaboracao e aplicacao das atividades

desenvolvidas.

2.2.1 Atividade 01 - Grafos Eulerianos

Elaboracao

Para o desenvolvimento das atividades decidimos iniciar envolvendo grafos eulerianos, que carac-

terizavam um desafio mais ludico.

Na busca de construir atividades de grafos a serem aplicadas aos alunos de ensino médio, foram
feitas pesquisas para encontrar uma atividade que pudessem ser apresentadas aos alunos na forma
mais “recreativa”. Essa atividade deveria ter uma representacao instigadora, que ao ser proposta,
os alunos tivessem um sensacao de desafio em conseguir resolvé-la. Nesse contexto a atividade
encontrada, que tem essa caracteristica foi a atividade de sobrepor em forma de linha o grafo indicado

e fazer com gque os alunos conseguissem fazer essa representacao sem perceber o contexto de grafo.

Conforme orientacao presente no texto de Sampaio (2002) [13], foi pensado na sugestao de ativi-
dades que contemplem a metodologia lUdica de passar o ldpis em representacdes graficas que podem
ser visualizadas como grafos de forma a verificar se o |apis passa sobre a mesma aresta mais de uma
vez. Na figura abaixo, é possivel aplicar essa situacao proposta. Tente traca-la sem tirar o lapis do
papel.

Figura 2.1: Situacao problema, com tracado de lapis.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma outra atividade pesquisada foi apresentada no canal do youtube da MathGurl,
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https://www.youtube.com/watch?v=dfgkEYIlIQ4, Desafio sem levantar a mao. Assim com as ori-

entacdes construimos a atividade a ser aplicada.

Aplicacao

Na turma a ser aplicada, o grau de envolvimento dos alunos nos contelddos da série que 0 mesmo
estuda, ndo era considerado bom. Sobre a 6tica de habilidades do contexto de denvolvimento teé-
rico, ou compreensao de tdpicos antecedentes, demonstram uma grande dificuldade em desenvolver
habilidades matematicas das competéncias que devessem possuir na série em guestao. Logo a ideia
principal foi levar ao aluno um desafio, que o0 mesmo visualizassem como um estimulo a ser resolvido,
logo, nenhum assunto ou comentario sobre o conteddo de grafo foi mencionado, fazendo com que
0 aluno, se comportasse de maneira mais natural para resolver o desafio, sem nenhuma busca de

alguma estrutura matematica, utilizando apenas a linha de raciocinio que o aluno possuisse.

Essa atividade foi aplicada para alunos do 12 ano do ensino médio. Para o momento da aplicagcao da
atividade, foi proposto um tempo de 50 minutos, para que pudessem decorrer para resolver o desafio.
Nao foi comentando nada sobre o tema grafo, e apenas proposta a situacao problema, deixando com

que eles desenvolvessem suas habilidades de raciocinio matematico.

Nesta atividade foram propostos quatro desafios: trés quadrados, barco, olhos de Saron e Wolve-

rine.
Cada desenho possui uma pecularidade na sua resolucao.

O desenho dos trés quadrados (2.2), temos a possibilidade de uma solucdo euleriano, onde perce-

bemos iniciamos e finalizando a desenho sobre o mesmo vértice.

Figura 2.2: Figura dos trés quadrados.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No desenho Olhos de Saron (2.3), temos a possibilidade de uma solu¢cao semi euleriano, iniciamos
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em um vértice e finalizamos em outro vértice do desenho.

Figura 2.3: Figura dos olhos de Saron.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nos desenhos do barco (2.4) e do Wolverine (2.5), ndo é possivel executar a desafio, pois ndo existe

uma solucao, de acordo com as solicitacdes, devido ao Teorema de Euler.

Figura 2.4: Figura do barco.

/

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 2.5: Figura do Wolverine.

P

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Apés aplicada o desafio ludico, foi utilizada uma nova aula, para trazer para os alunos uma analise
da situacdao proposta. Foi apresentada aos alunos a definicao de grafo, bem como as formacodes
tedricas necessarias sobre grau, caminho euleriano, e a possibilidade de existéncia destes caminhos,
com base no Teorema de Euler. Este momento foi realizado para que os alunos pudessem esclarecer
duvidas das possibilidades dos desenhos na sua execucdo, de conseguir ou nao finalizar o desenho,
sobrepondo as linhas, digo, as arestas. Esse passo, feito apds o desenvolvimento das atividades, foi
necessario para esclarecer como algumas figuras possuiam a sobreposicdo pedida e para outras nao

era possivel a construcao.

2.2.2 Atividade 02 - Coloracao de Grafos

Elaboracao

Na atividade de coloracdo de grafos, a idéia principal era investigar o desenvolvimento de habi-
lidades inseridas em situacbes de coloracao, onde o alunos desenvolvem habilidades de decisao e

intepretacao.

A abordagem de Lima [10] sobre a coloracao de mapas com a teoria das cores se faz idealizadora

na construcao e aplicacao destas atividades.

A histéria da matematica, em especial a do Problema das Quatros cores, é muito interes-
sante, pois dela podemos compreender melhor como surgiram curiosos problemas da mate-
matica, as diferentes estratégias usadas pelos matematicos em busca de soluciona-los, e os
sucessos e “fracassos” que alcangaram no decorrer do tempo.

Aplicacao

Esta segunda atividade foi aplicada em uma turma de 18 anos do 22 ano do ensino médio, no
periodo de recuperacao. A atividade teve como objetivo buscar captar habilidades de tomadas de
decisOes e analisar a compreensao de enunciados, percepcao de caminhos diferentes de resolucao
em situacoes diversas. Foram aplicadas em duas aulas diferentes, sendo utilizado apenas um periodo

de 30 minutos para execucao da situacao problema em cada uma das aulas.
Nesta segunda situacao, tiveram duas propostas diferentes.

Na primeira proposta, temos a situacao da Figura 2.6, e o aluno teve a possibidade de colorir o
mapa com quantas cores quisesse, aplicando a condicao de que regides adjacentes nao tivessem a

mesma cor.
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Figura 2.6: Regido metropolitana de Goiania.

REGIAO METROPOLITANA DE GOIANIA

Fonte: Mapas para colorir, disponivel em:
https://www.mapasparacolorir.com.br/mapa-regiao-metropolitana-de-goiania.php

Agora na segunda proposta, temos a situagao da Figura 2.7, e aqui o aluno teve duas condigdes

a serem seguidas. Um limite de no maximo 4 cores para utilizar e aplicar a condicdo de que regides

adjacentes nao tenham a mesma cor.
Figura 2.7: Regidao metropolitana de Belo Horizonte.
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Fonte: Mapas para colorir, disponivel em:

https://www.mapasparacolorir.com.br/mapa-regiao-metropolitana-de-belo-horizonte.php.

Nesta atividade de coloracao de grafos, foi apresentado ao alunos o Teorema das Quatro Cores,

para fundamentar a possibilidade da coloragcao, e ao mesmo tempo dar a eles sentido da esséncia do

pensamento matematico na atividade aparentemente recreativa de colorir um mapa.

23

& UFU-FAMAT-PROFMAT



CAPITULO 3

Grafos no ensino de matematica da

Educacao Basica

3.1 Histdria dos grafos no ensino de matematica

A introducao histérica dos grafos na matematica destaca nao apenas a evolucao da teoria, mas
o0 contexto em que a educacao matematica se desenvolveu. Compreender esse percurso histérico
é importante para contextualizar a atual énfase na integracao dos grafos no ensino de matematica
em sala de aula. Este estudo visa investigar como a histéria dos grafos influenciou o ensino de
matematica e como a utilizacdo dessa teoria pode ser aplicada para promover uma compreensao

mais profunda e envolvente dos conceitos matematicos pelos estudantes.

Ao explorar os antecedentes histéricos, pretendemos estabelecer uma base tedrica para a analise
critica da aplicacdo dos grafos no contexto educacional contemporaneo. Este capitulo servird como
ponto de partida para a compreensao do papel dos grafos na sala de aula e como sua introducao
gradual pode auxiliar a melhorar, de alguma forma, o cenério do ensino de matematica em alguns

contextos.

3.1.1 Aplicacoes iniciais na educacao

Embora os grafos tenham se desenvolvido como uma disciplina matematica, suas aplicacdes na
educacao foram inicialmente limitadas. Foi somente nas Ultimas décadas que os educadores come-

caram a reconhecer o potencial educacional dos grafos.
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Desta forma, fica evidente a evolucao no reconhecimento e na utilizacao dos grafos como fer-
ramenta educacional ao longo do tempo. Um fator que caminha junto ao desenvolvimento dessa
utilizacdo, que estd ligado com o processo ensino aprendizado, de acordo com Malta (2008) [11],

onde o autor deixa claro esse paralelo.

A mobilizacao esta relacionada com o despertar do desejo no aluno. Ele é quem deve cons-
truir os conceitos e para tanto deve querer. Quanto a construcdo do conhecimento, temos
um processo mais complexo que exige que tomemos algumas decisdes quanto as teorias de
aprendizagem. Precisamos conhecer os fundamentos do nosso objeto de estudo para que pos-
samos proporcionar a construcao por parte do aluno. Nao basta falar de determinado conceito,
é preciso que haja de fato uma vivéncia que proporciona a apropriacdo daquele conceito. O
processo de elaboracdo e sintese é constante e constitui-se na apropriacdo, por parte do su-
jeito, do conhecimento novo. A elaborgdo é feita a partir do conhecimento ja existente. A
sintese se d& quando o sujeito estabelece relacdes do real com a sua representacdo. A sintese
é sempre provisoéria.

No entanto, mesmo gue essa teoria tenha sido desenvolvida, suas aplicagdes praticas em ambien-
tes educacionais eram reduzidas. A énfase tradicional estava mais centrada em métodos de ensino

que se concentravam em abordagens mais analiticas e algébricas.

A mudanca significativa ocorreu nas ultimas décadas, indicando que houve uma transicdo na per-
cepcao dos educadores em relacao aos grafos. Professores e pesquisadores comecaram a reconhecer
o valor pedagdgico dessas estruturas visuais e intuitivas. A aplicacdao dos grafos na educacao come-
cou a ser explorada de maneira mais extensiva, aproveitando a representacao grafica para tornar

conceitos matematicos mais acessiveis e compreensiveis para os alunos.

Assim, pudemos perceber pela pesquisa bibliografica realizada, que ao longo do tempo houve um
aumento gradual na conscientizacao sobre as aplicacdes educacionais dos grafos, sugerindo uma mu-
danca de paradigma na forma como os educadores abordam o ensino de matematica, incorporando
elementos visuais e explorando o potencial dos grafos para melhorar a compreensao e o interesse

dos alunos.

3.1.2 Era contemporanea, integracao dos grafos no ensino

Um fato a ser observando e também explorado por Toledo e Toledo (1997), e que:

Sem duvida, o sucesso de um trabalho baseado na resolucdo de problemas depende do pro-
fessor. Cabe a ele preparar os alunos para as atividades, estar alerta para situacdes novas que
possam surgir no dia a dia da escola, conhecer os interesses dos estudantes, saber diagnos-
ticar o nivel de conhecimento e as habilidades de seus alunos (para nunca propor problemas
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muito acima ou abaixo de nivel), além, é claro, de envolver-se com as questdes propostas.

(14]

Observa que ao final do século XX e o inicio do século XXI testemunharam um aumento significa-
tivo no interesse e na pesquisa sobre a integracao dos grafos no ensino de matematica. Os avancos
na tecnologia da informacao facilitaram a visualizacao e a manipulacao de grafos, tornando sua apli-
cacdo mais acessivel em sala de aula. Além disso, a crescente conscientizagao sobre a importancia
do desenvolvimento do pensamento visual e ldgico estimulou educadores a explorar abordagens ino-

vadoras, incluindo o uso de grafos.

Sendo observado que o aumento significativo no interesse e na pesquisa sobre a integracao dos
grafos no ensino de matematica, pode ser atribuido a diversos fatores, incluindo avancos na tecnolo-
gia e uma mudanca no enfoque pedagdgico. A facilidade proporcionada pela tecnologia da informa-
cao para visualizacao e manipulagao de grafos contribuiu significativamente para tornar a aplicacao

dessas estruturas mais acessivel em ambientes educacionais.

O livro de Boles (2003) [2] discute as implicacbes da tecnologia na educacao, destacando como
ferramentas digitais podem impactar positivamente o ensino e a aprendizagem. No contexto da ma-
tematica, o trabalho de Harel e Sowder (2007) [8] explora perspectivas abrangentes sobre o aprendi-
zado e ensino de demonstracdes matematicas, incluindo a importancia da visualizacdo. Além disso,
a conscientizacao crescente sobre a importancia do desenvolvimento do pensamento visual e légico

também desempenhou um papel fundamental na integracdo dos grafos no ensino.

Enquanto o livro de Mason, Burton e Stacey (2010) [12] aborda estratégias de ensino que visam
desenvolver o pensamento matematico, enfatizando a importancia do pensamento visual e légico.
Essa literatura pode ser relacionada a aplicacao dos grafos em sala de aula, pois destaca a crescente

valorizacao do pensamento visual na educacdo matematica.

Portanto, o aumento do interesse na integracdo dos grafos no ensino de matemaética pode ser
entendido como uma resposta a convergéncia de avancos tecnolégicos e uma mudanca nas perspec-

tivas educacionais em relacdo ao pensamento visual e ldgico.

3.1.3 Aplicacao de metodologias utilizando grafos no estudo da matema-

tica em sala de aula

A abordagem de West (2001) [16] sobre a coloracao de mapas com a teoria das cores também é

pertinente para a conclusao da atividade.
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A abordagem visual e intuitiva dos grafos oferece uma maneira Unica de explorar conceitos mate-
maticos complexos de forma acessivel aos estudantes. A representacdo grafica facilita a compreen-

sao de tépicos como circuitos eulerianos, coloracdo de grafos e muitos outros.

A utilizacao de grafos em sala de aula nao se limita apenas ao ensino de conceitos puramente
matematicos. A abordagem pode ser estendida para envolver problemas do mundo real, estimulando
0 pensamento critico e a resolucao de problemas. Por exemplo, os estudantes podem modelar re-
des sociais, sistemas de transporte ou cadeias alimentares utilizando grafos, proporcionando uma

aplicacdo pratica e motivadora dos conceitos aprendidos.

A abordagem dada por Gerson e Jefferson (2013), enfatiza uma caracteristica importante que deve

ser apresentada dentro da vivénciada na sala de aula.

Considerando as contribuicdes principais dos dois teéricos apresentados, as atividades rela-
tivas as oficinas foram elaboradas considerando que um aluno deve ser estimulado, em relacdo
a um problema, a buscar seus dados, as incégnitas e as condicionantes, além de agir, formu-
lar, criar conjecturas, enxergar caminhos. Deve o aluno, igualmente, receber estimulos para
buscar situacdes correlatas, discutir com seus pares, formar validacdes de seus pensamen-
tos, bem como tracar retrospectivas de suas acbes, com vistas a validar continuamente suas
formulagdes. J& o professor deve interferir o minimo possivel no meio, sendo um mediador e
trabalhando ao méximo com devolutivas que fagam o aluno pensar, formular, concluir, além
de institucionalizar um assunto apenas quando as etapas investigativas a cargo dos alunos
tiverem sido concluidas.[5]

Diversas metodologias tém sido desenvolvidas para integrar efetivamente os grafos no ambiente
educacional. O uso de tecnologias digitais, como softwares interativos, permite que os estudantes
manipulem grafos de maneira dinamica, explorando relacdes e propriedades de forma mais envol-
vente. Além disso, abordagens colaborativas e projetos praticos incentivam a aplicacao dos conheci-

mentos adquiridos, promovendo uma aprendizagem mais significativa.

3.1.4 Desafios e Perspectivas Futuras

Apesar dos beneficios evidentes, a implementacao efetiva da metodologia dos grafos no ensino de
matematica ainda enfrenta desafios. A formacdo de professores, a disponibilidade de recursos tecno-
I6gicos e a necessidade de curriculos flexiveis sao questdes que precisam ser abordadas. No entanto,
as perspectivas futuras apontam para uma maior integracao dos grafos no ensino de matematica,
promovendo uma abordagem inovadora e eficaz para a aprendizagem. Este capitulo busca fornecer
uma visao histérica e contextual da aplicacao dos grafos em sala de aula, estabelecendo a base para

as investigacoes e reflexdes subsequentes.
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3.2 Utilizacao de grafos na resolucao de problemas matema-

ticos

A teoria dos grafos, com suas representacdes visuais e estruturas intuitivas, oferece uma aborda-
gem rica para a resolucao de uma ampla gama de problemas matematicos. Neste momento, explo-
raremos um caso de estudo e estratégias para utilizar os grafos como ferramenta eficaz na resolucao

de problemas matematicos complexos.

A primeira etapa para resolver problemas matematicos com grafos envolve a correta modelagem
do problema. Grafos podem ser utilizados para representar relacoes entre elementos, identificar
padrdes e estruturar dados. Para ilustrar esse conceito, consideremos o "Problema do Caixeiro Via-

jante"(PCV), abordado por Lawler (1985) [9].

Figura 3.1: Problema do Caixeiro Viajante.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste problema, um caixeiro deve visitar diversas cidades exatamente uma vez e retornar a ci-
dade de origem, minimizando a distancia total percorrida. A Figura 3.1 ilustra a modelagem do PCV
utilizando um grafo completo, onde cada vértice representa uma cidade e cada aresta representa

uma rota entre duas cidades.

A resolucao desse problema, que é um desafio classico da matematica e ciéncia da computacao,
envolve técnicas avancadas de otimizacdo combinatdria para encontrar o circuito hamiltoniano de
menor custo no grafo. Ndo entraremos em detalhes técnicos sobre esses conceitos, mas podemos
destacar que diversos algoritmos foram desenvolvidos para resolver problemas especificos em grafos.

Para o PCV, por exemplo, o algoritmo de vizinho mais préximo e o algoritmo de busca exaustiva sao
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estratégias comuns. Esses algoritmos exploram as propriedades dos grafos para encontrar solucoes

6timas ou aproximadas.

3.3 Aplicacoes interdisciplinares

A versatilidade dos grafos na resolucao de problemas ndo se limita a matematica pura. A abor-
dagem pode ser estendida para problemas em diversas disciplinas, como redes sociais, logistica,

biologia e ciéncia da computacdo.

Um caminho muito utilizado em Matemaética, o termo otimizacao, que refere-se ao estudo de pro-
blemas em que se busca minimizar ou maximizar uma fungao através da escolha de valores de varia-
veis reais ou inteiras dentro de um conjunto viavel, abordado por Anderson e Alexandre (2016) vem

mostrar a importancia desse estudo, onde se vé a aplicacado interdisciplinar.

Por muitas vezes, em sala de aula, os professores de Matematica sdo questionados pelos
alunos quanto a aplicabilidade e necessidade de aprender determinados conceitos matemati-
cos. Quando falamos em otimizacdo, a Administracdo, a Engenharia, a Logistica, a Biologia,
por exemplo, fazem uso de modelos matematicos para representar problemas e aplicando
técnicas matemadticas chegam a resultados e solucdes que contribuem para a melhoria de
algum sistema relacionado a alguma dessas areas. O indice de desempenho, o indice de per-
formance e o indice de eficiéncia sdo calculados objetivando encontrar uma “solucao 6tima”,
isto é, aquela que resulta no melhor desempenho possivel de um sistema, segundo critérios
previamente definidos.[15]

A Figura 3.2 apresenta um exemplo de aplicacao interdisciplinar, modelando uma rede de intera-
cdes sociais usando um grafo. No exermplo abaixo, temos a associacao de seguidores e seguidos em
determinada rede social. Observe que Bob segue Jodo e Joao segue Bob, Tiago e Rafael. Tiago por
Sua vez segue Jodo e Maria e ndao segue Bob. Notemos que a relacdao de seqguir e ser seguido estao

representados pelas arestas, e as pessoas estao representadas pelos vértices.
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Figura 3.2: Rede de interacao.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apesar dos sucessos na aplicacao dos grafos na resolucao de problemas, desafios persistem, como
a complexidade computacional de alguns algoritmos. No entanto, as perspectivas futuras apontam
para o desenvolvimento de algoritmos mais eficientes e a expansao continua das aplicacdes interdis-

ciplinares dos grafos.

Ainda assim, a teoria dos grafos tem o potencial de enriquecer significativamente o ensino basico
em diversas disciplinas. Uma aplicacdo pratica dos grafos poderia ser na resolucdo de problemas
do cotidiano. Por exemplo, ao estudar as redes sociais de uma comunidade, os estudantes podem
visualizar conexdes entre pessoas, identificar influenciadores e compreender conceitos de centrali-
dade. Isso ndo apenas tornaria a aprendizagem mais contextualizada, mas também desenvolveria

habilidades de pensamento critico e analise de dados.

3.4 Compreendendo a estrutura de grafo no contexto mate-
matico

Um pensamento importante e trabalhado foi que a construcao da ideia, definicao, estruturacao
dos conceitos relativos a grafos fosse algo bem natural na associacdo das idéias de crescimento
da conceituacao das novas habilidades e estruturacao deste conceito. Com isso o desenvolvimento

da compreensao de grafos foi algo onde o aluno pudesse perceber a evolucao dessa estrutura. Os
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exemplos que veremos fazem parte da construcao destas habilidades, de estruturacao e aplicacao
dos teoremas e analises da propriedades bem como a visualizacdo dos elementos. Dessa forma, fica
evidente que a analise de um grafo vai muito além da visualizagdo de um desenho, passando pela
identificacdo de vértices e arestas, determinacado dos graus, possibilidade de aplicacao de teorema

de Euler, dentre outras anéalises.

A seguir exibimos dois exemplos que ilustram o exposto acima.

Exemplo 3.1

Considere o grafo G representado abaixo:

Figura 3.3: Grafo: exemplo 2.1.

Vo

V1

Ve

V3

Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizando a figura acima, vamos analisar algumas situacdes aplicando a parte tedrica vista no
Capitulo 01.
Questdo 01) Se G = (V;E), descreva os conjuntos V e G.

Temos o conjunto V, que serd descrito por:

V = {v1:V2J V3, V4, V5, v6}7

e o conjunto E, que sera descrito por:

E ={v1vy, V1V3, V1Vy, V1Vs, V1V, V3V, V3Ve, VaVs}

Questdo 02) Determine o grau de cada vértice de G. Quantos vértices tem grau impar?

Temos deste grafo a seguinte anélise:

d(v;) =4,
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d(v,) =1,
d(vs) =3,
d(v4) =3,
d(vs) =2,
d(ve) = 1.

Fica evidenciado que neste grafo existem 4 vértices que tem grau impar.

Questado 03) Verifigue a validade do Teorema de Euler neste caso.

Dld(v) = 4+1+3+3+2+1= 14

Questdo 04) O grafo G é convexo?

Sim!

Questao 05) Quantas séo as faces de G?
Do Teorema (1.1.1),

f—m+n=2,

sendo f o numero de faces, m o niUmero de arestas e n o nUmero de vértices. Assim, neste
exemplo, temos:

f—-m+n=2=f-74+6=2=f =2.

Exemplo 3.2

Considere o grafo G representado abaixo:

& UFU-FAMAT-PROFMAT 32



Grafos no ensino de matematica da Educacao BasicaCompreendendo a estrutura de grafo no contexto mate

Figura 3.4: Grafo: exemplo 2.2.
V1

Vs

Vy

Vs

Ve

Fonte: Elaborado pelo autor.

Questdo 01) Se G = (V;E), descreva os conjuntos V e G.

Temos o conjunto V, que sera descrito por:

V = {vlﬁv2s V3, V47 vS: v6}7

e o conjunto E, que sera descrito por:

E = {vyvy, VyV3, VyVs, V3V, V4Vs, V4Vs, VgVs, V3V, VsVs}.

Questao 02) Determine o grau de cada vértice de G. Quantos vértices tem grau impar?

Temos deste grafo a seguinte analise.

d(v)) =1,
d(vy) =4,
d(vs) =4,
d(vy) = 4,
d(vs) =4,
d(ve) = 1.

Fica evidenciado que este grafo possui 2 vértices que tém grau impar.

Questdo 03) Verifique a validade do Teorema de Euler neste caso.

Zd(v) = 1+4+4+4+4+1=18
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=>Zd(v) =2.9
= > d(v) = 2 #E.

Questdo 04) O grafo G é convexo?
Sim!

Questao 05) Quantas sao as faces de G? Neste caso, temos:

f—-m4+n=2=f—-94+6=2=— f =5.

Observando os contextos histéricos e a evolucdao da demanda sobre grafos, percebemos que sua
utulizacdo se torna cada vez mais uma oportunidade de enriguecimento, tanto como aplicacdo pra-
tica, como no contexto educacional. Isto nés da uma possibilidade de crescimento pedagdgico na

utilizacdo dessa ferramenta matematica de muitas possibilidade.
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CAPITULO 4

Atividades desenvolvidas

No ensino médio, as atividades envolvendo grafos e o problema das quatro cores proporcionam
uma oportunidade para que os estudantes explorem conceitos fundamentais aprendidos nos capitu-
los anteriores. Grafos, estruturas matematicas que representam relacdes entre objetos, permitem
visualizar e analisar problemas complexos de forma simplificada e intuitiva. O problema das quatro
cores, um dos mais conhecidos na teoria dos grafos, desafia os estudantes a colorir um mapa de modo
gque paises adjacentes recebam cores diferentes, utilizando no maximo quatro cores. Essa atividade
nao apenas reforca o entendimento de conceitos como vértices, arestas e planaridade, mas promove
o desenvolvimento de habilidades de raciocinio critico e resolucdo de problemas, essenciais para a

matematica e outras disciplinas cientificas.

4.1 Atividade 01 - Grafos Eulerianos

4.1.1 Descricao e objetivo

O objetivo desta atividade consiste em provocar no estudante uma busca de utilizagao de racioci-
nio légico para identificar grafos eulerianos, semi eulerianos ou ndo eulerianos, que é: utilizar uma
caneta, que deve percorrer a imagem sem ser retirada do papel, de tal maneira que nao se sobrepo-

nha uma linha sobre a outra.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 35



Atividades desenvolvidas Atividade 01 - Grafos Eulerianos

4.1.2 Aplicacao e analise

Os resultados obtidos nesta aplicacao revelaram uma assimilacao positiva dos conceitos de gra-
fos pelos estudantes. A abordagem de desenhar figuras sem levantar a caneta proporcionou uma
compreensao mais intuitiva das propriedades dos grafos eulerianos, estimulando a visualizacao das
conexodes entre os vértices. No entanto, os estudantes ndo sabiam previamente o que eram os con-
ceitos de grafos que estavam sendo utilizados nesta atividade.

Figura 4.1: Atividade sobre grafos eulerianos.

ATIVIDADE LUDICA

Desenhar cada figura sem levantar a caneta e sem repetir linhas ja desenhadas nas
figuras abaixo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 4.1 mostra um exemplo de uma das fichas aplicadas, onde os estudantes foram desafiados

a desenhar uma figura sem levantar a caneta do papel.
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A atividade pratica envolvendo grafos eulerianos, especificamente a tentativa de desenhar figuras
sem levantar a caneta, trouxe percepcoes significativas sobre a compreensao dos estudantes do en-
sino médio em relagao a conceitos fundamentais de teoria dos grafos. Embora tenha sido observado
que alguns alunos encontraram desafios na execucao da atividade, essa dificuldade oferece uma

oportunidade de reflexdo pedagdgica.

Vamos analisar a atividade por partes, pois em cada imagem obtivemos uma analise diferente

sobre a visdo dos estudantes durante a aplicacao da atividade ludica.

Figura 4.2: Figura dos trés quadrados.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na andlise da figura dos trés quadrados (Figura 4.2), temos o seguinte resultado: 67% dos alunos
conseguiram executar a atividade de conducao da caneta sobre a imagem, assim este grupo de
alunos conseguiram perceber, mesmo que de maneira indireta a existéncia de uma grafo euleriano
33% nao conseguiram executar a mesma atividade, que também nos remete a dizer que este grupo
nao conseguiu visualizar o grafo euleriano, que pode ser visto com uma dificuldade na compreensao

da atividade, como um nao entendimento do que foi proposto.

Na atividade do olhos de Sharon (Figura 4.3), que é um grafo semi euleriano, gue é possivel execu-
tar o caminho, mesmo que inciando em um vértice e chegando em outro, ou digo, saindo de um lado
e chegando em outro, o resultado obtido foi: 67% dos alunos conseguiram executar a atividade de
conducdo da caneta sobre a imagem, e 33% nao conseguiram executar a atividade. Este resultado
mostra que os alunos ainda estdo compreendendo, mesmo gue indiretamente a existéncia de um
grafo, neste caso, um semi euleriano. Que para essa proposta, ndo é importante saber esta distin-
¢do, mas poder executar a atividade. E os que nao ainda, nao conseguiram visualizar, faz com que

pudessemos buscar uma melhor compreensao de quais habilidades ainda nao estao claras para este
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grupo de alunos.

Figura 4.3: Olhos de Sharon.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na atividade do barco (Figura 4.4), que ndo é grafo euleriano ou semi euleriano, houve o inverso
dos resultados: 33% dos alunos conseguiram executar a atividade de conducdo da caneta sobre a
imagem, nos mostra que este grupo ainda nao compreenderam, mesmo que indiretamente a nao
existencia de um grafo, neste caso um semi euleriano. E aos 67% nao conseguiram executar a ativi-
dade, este resultado, faz um paralelo como o resultado do trés quadrados, e dos Olhos de Sharon, nos
remete aos mesmo numero de alunos que compreenderam mesmo que inderetamente o conceito de
grafo, percebendo que nao era possivel a sua construcao.

Figura 4.4: Figura do barco.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na atividade do Wolverine (Figura 4.5), que também ndo é um grafo euleriano ou semi euleriano,

tivemos o resultado: 31% dos alunos conseguiram executar a atividade de conducao da caneta sobre
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a imagem, e 69% nao conseguiram executar a atividade. A disparidade nos resultados, destaca a
variedade de habilidades e abordagens de aprendizado dos estudantes. Que podemos supor que na
durante a execucao da prépria atividade, o alunos vai compreendendo melhor, que seja na observa-
¢do ou no préprio raciocinio aplicado, uma certa evolucdo na compreensao do que executar. Essa
diferenca pode ser influenciada por fatores como a falta de familiaridade com a tematica de grafos,

as habilidades motoras e o grau de engajamento dos estudantes na atividade.

Figura 4.5: Wolverine.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A andlise destes resultados podem oferecer oportunidades para intervencao pedagdgica, permi-
tindo a adaptacao da abordagem de ensino, fornecendo suporte aos estudantes que nao conseguiram

desenvolver a atividade adequadamente.

Podemos ter diferentes interpretacdes destes resultados, e é importante analisar o contexto e os
fatores que podem ter influenciado. Uma possivel interpretacdo do nivel de dificuldade consideravel
para a maioria dos estudantes, pode ser devido a falta de motricidade. A habilidade de conduzir a
caneta sobre a imagem pode exigir coordenacdao motora fina, atencao aos detalhes e compreensao
espacial. Estudantes com diferentes estilos de aprendizagem, podem ter sido expostos as mesmas
atividades durante a formacao inicial. Além disso, outra hipdtese é que os estudantes ndo "pensaram
matematicamente", e isso pode refletir a diversidade de habilidades e experiéncias dos estudantes.
Alguns podem ter sidos expostos a um nimero maior de atividads que envolvem este tipo de racioci-

nio, enquanto outros podem nao ter desenvolvido essas habilidades no ensino fundamental.
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4.1.3 Consideracoes sobre a atividade

Como mencionado por Euler em sua obra cldssica, “O método mais eficaz para estudar a geometria
é comecar com os problemas que sao mais simples e mais facilmente compreendidos, e avancar,

passo a passo, até os mais complexos” [4].

A dificuldade encontrada pelos estudantes pode refletir o processo de enfrentar desafios graduais
na compreensao de conceitos matematicos mais complexos. Além disso, a teoria dos grafos e o
conceito de caminhos eulerianos tém aplicacbes praticas extensas, ndo apenas em matemadtica, mas
em diversas disciplinas, incluindo ciéncia da computacdo e logistica. Como mencionado por Bondy
e Murty (2008) [3], “a teoria dos grafos tem uma profunda e rica interacdo com muitas areas de

matematica e de outras disciplinas”.

A dificuldade enfrentada pelos estudantes ao desenharem figuras sem levantar o |dpis pode ser
interpretada como uma oportunidade de aprendizado. Essa experiéncia pode estimular a curiosi-
dade, motivando os estudantes a explorarem conceitos mais aprofundados e a aprimorarem suas

habilidades de resolucao de problemas.

Em suma, a dificuldade encontrada pelos alunos na atividade pratica ndo deve ser considerada
uma barreira, mas sim uma oportunidade de aprimoramento. A teoria dos grafos, com sua rica inte-
racao entre conceitos, oferece um terreno fértil para a exploracao, e os desafios encontrados pelos
estudantes podem servir como catalisadores para uma compreensao mais profunda e duradoura dos

principios matematicos fundamentais.

Competéncias trabalhadas

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [6] define as aprendizagens essenciais para todos os
alunos na Educacdo Basica, e nesse sentido a teoria dos grafos pode ser uma excelente ferramenta
para desenvolver competéncias especificas de matematica para o ensino fundamental. Entre essas
competéncias, destaca-se a Competéncia 05 da BNCC para o Ensino Fundamental, que pode ser as-
sim enunciada: "utilizacdo de processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais,
para modelar e resolver problemas cotidianos e de outras areas do conhecimento, além de validar
estratégias e resultados"[6]. Também é importante enfrentar situacdes-problema em multiplos con-
textos, expressar respostas e sintetizar conclusdes utilizando diferentes registros e linguagens, como

graficos, tabelas e algoritmos, como fluxogramas e dados (Competéncia 06).

Esta experimentacdo oferece uma alternativa para trabalhar a teoria dos grafos com base no en-
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sino por investigacao. Durante a construcao dessa experimentacao, surgiram peculiaridades que va-
lidaram a insercao do ensino por investigacao em sala de aula. Quando propusemos esta atividade,
inicialmente focamos em problemas de forma lidica. No entanto, ao aplicar a proposta, percebemos

a viabilidade de incluir o estudo de Grafos Eulerianos.

4.2 Atividade 02 - Teorema das quatro cores

4.2.1 Descricao e objetivo

Nesta Atividade 02, temos outro universo de pesquisa, sendo 18 alunos da 2? série do ensino
médio. Ela foi dividida em dois desafios: Desafio 01 representado pela Figura 4.6, o aluno teve a
possibidade de colorir o mapa com quantos cores quiser, aplicando a condicao de que regides adja-
centes, nao tenham a mesma cor, para colorir o mapa da Regido Metropolitana de Goiania; Desafio 02
composto pela Mapa da Regiao Metropolita de Belo Horizonte, o aluno teve duas condicdes a serem
seguidas, um limite de no méximo 4 cores para utilizar e aplicar a condicéo de que regides adjacentes

nao tenham a mesma cor, conforme Figura 4.7.

Figura 4.6: Regido metropolitana de Goiania.

REGIAO METROPOLITANA DE GOIANIA

:::::

Fonte: Mapas para colorir, disponivel em:
https://www.mapasparacolorir.com.br/mapa-regiao-metropolitana-de-goiania.php.
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A Figura 4.7 apresenta o mapa utilizado na atividade de coloracao, onde os estudantes aplicaram

o Teorema das Quatro Cores (Desafio 02).

Figura 4.7: Regiao metropolitana de Belo Horizonte.
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Fonte: Mapas para colorir, disponivel em:

https://www.mapasparacolorir.com.br/mapa-regiao-metropolitana-de-belo-horizonte.php.

4.2.2 Aplicacao e analise

Os estudantes enfrentaram o Desafio 01 (Figura 4.6) o aluno teve a possibidade de colorir o mapa
com quantos cores quiser, aplicando a condicao de que regides adjacentes, nao tenham a mesma

cor, se declararam ter atingido sucesso, pois conseguiram executar a atividade proposta.

No entanto, no Desafio 02 (Figura 4.7) que exigia que o aluno teve duas condicbes a serem se-
guidas, um limite de no maximo 4 cores para utilizar e aplicar a condicdo de que regides adjacentes
nao tenham a mesma cor nao repetissem cores em regides adjacentes, e utilizando apenas quatro (4)
cores, revelou-se mais desafiadora, levando a uma conclusao coletiva de dificuldade e tempo extenso
necessario para a conclusao da tarefa. A afirmacao de Wilson (2002) sobre o Teorema das Quatro Co-
res corrobora a experiéncia dos estudantes: "a simplicidade do enunciado esconde a complexidade
subjacente da prova. Embora o teorema afirme algo que todos entendemos - que quatro cores sao

suficientes - sua demonstracao é um desafio formidavel."(WILSON, p. 67, 2002) [17].

Tal assertiva destaca que, apesar da aparente simplicidade da afirmacao do teorema, a sua com-

provacdo e aplicacdo pratica podem ser complexas e desafiadoras. A experiéncia dos alunos em
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afirmar que conseguiram a coloracdo com quatro cores, mas enfrentaram dificuldades na segunda
etapa, ressalta a necessidade de uma compreensao mais profunda dos conceitos subjacentes a teo-

ria das cores.

Durante a aplicacao da atividade relacionada ao Teorema das Quatro Cores, se observou uma dis-
paridade na percepcao e execucdo por parte dos estudantes. Notadamente, durante a andlise das
atividades, foi identificado que, em um dos mapas (distrito de Belo Horizonte), surgiram desafios
decorrentes da presenca de regides com mais de um limite adjacente a outro territério. Esta comple-
xidade influenciou a maneira como os estudantes abordaram o posicionamento das cores, requisitado

nas outras atividades propostas.

4.2.3 Consideracoes sobre a atividade

Ao analisar as representacdes cognitivas apresentadas pelos estudantes, se tornou evidente que
a percepcao deles estd intrinsecamente relacionada a habilidade de conjecturar e compreender os
parametros matematicos da situacao proposta. Isso nos fornece uma indicacdo de que tal habilidade
possivelmente nao foi completamente desenvolvida pelos estudantes, podendo ser atribuida a falta
de exposicao a essa forma de expressdo das habilidades matematicas, assim como a abordagem

pedagdgica utilizada na sala de aula para os contelddos programdticos do ensino fundamental.

Outro aspecto a ser destacado é que os 18 alunos envolvidos nessa atividade sdo estudantes
que enfrentam dificuldades nos contelddos programaticos ao longo do ano letivo, todos estando em
processo de recuperacao final. Apesar disso, a aplicacao do Teorema das Quatro Cores, ou seja, a
atividade de colorir, foi amplamente realizada por todos, embora tenha havido variacdes na qualidade
do estilo de colorir e na precisao da coloracao da atividade. Este fato indica que, mesmo estudantes
com dificuldades na assimilacao de habilidades expressas de forma matematica, tém a capacidade de
se organizar e apresentar solucdes para problemas que envolvem compreensao basica de comandos,

dada a natureza de estudantes da 22 série do ensino médio.

A andlise dos posicionamentos dos estudantes revelou dificuldades em expressar ideias de carac-
terizacdo matemdtica que ndo envolvam representacdes numéricas. Esta lacuna pode ser percebida
nos desenvolvimentos dos contelddos programaticos em sala de aula, onde os professores frequen-
temente se limitam a apresentacao de estruturas numéricas, leis de formacao, linguagem simbdlica,
entre outros, deixando de lado a énfase na expressao de ideias, conjecturas e devolucdes orais sobre
o entendimento e exemplificacao das situacdes vivenciadas pelos estudantes. Essa observacao res-

salta a necessidade de uma abordagem pedagdgica mais abrangente, que inclua o desenvolvimento
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da capacidade de expressdao matematica em contextos diversos.

A abordagem de West (2001) [16] sobre a coloracdo de mapas com a teoria das cores também é

pertinente para a conclusao da atividade:

Embora o Teorema das Quatro Cores forneca uma solucgao eficaz e simples para a coloragdo
de mapas, ele também destaca a complexidade subjacente da teoria dos grafos, evidenciando
gue, mesmo em problemas aparentemente simples, surgem questdes intrigantes e desafiado-
ras.

A experiéncia dos estudantes ressalta a importancia de ndo subestimar a complexidade dos con-
ceitos de teoria dos grafos e da coloracao de mapas. A atividade ofereceu uma oportunidade para os
alunos explorarem a teoria de forma préatica, revelando as nuances e desafios associados a aplicacao

efetiva dos conceitos estudados.

Ao considerar as dificuldades enfrentadas pelos estudantes na segunda etapa da atividade, é evi-
dente que a compreensdo da teoria das cores vai além da simples aplicacdo de regras, exigindo uma
andlise cuidadosa das relacdes entre as regides do mapa. Isso ressalta a importancia de abordagens
pedagdgicas que incentivem a investigacdo, a experimentacao e a reflexdo para fortalecer a compre-
ensao dos alunos sobre conceitos matematicos complexos, como a teoria dos grafos e a coloracdo de

mapas.

Em sintese, a atividade pratica com a Teoria das Quatro Cores destacou ndo apenas a aplicacao efe-
tiva do teorema, mas também a importancia de considerar a complexidade subjacente e os desafios
envolvidos na coloracao de mapas. Essa experiéncia proporcionou aos estudantes uma visao ampla
e contextualizada dos conceitos estudados, contribuindo para uma compreensao mais significativa e
duradoura da teoria dos grafos. Bem como relacionar o diversidade de contextos matematicos que

pode ser abrangido nas aplicacOes das atividades de grafo.

Habilidades trabalhadas

A segunda atividade mostra, de forma integradora, que a Teoria dos Grafos nas atividades escola-
res é importante para o desenvolvimento de algumas habilidades previstas na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) [6]. A habilidade EFO7MAQ6, por exemplo, mesmo sendo do ensino fundamental,
sendo ela uma habilidade que o alunos deve trazer com uma amplitude de compreensao no ensino
médio, enfatiza a importancia de reconhecer que a solucdo de problemas com estruturas semelhantes

pode ser alcancada através de procedimentos comuns. Quando os alunos trabalham com a Teoria dos
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Grafos, eles ndao sé aprendem a resolver problemas especificos, mas também a identificar padroes e

aplicar solucdes generalizadas.

7

A aplicacdao da segunda atividade com os alunos do ensino médio mostra que algumas vezes é
comum subestimar a necessidade de desenvolver certas habilidades, acreditando que os alunos ja

possuem essas capacidades. Contudo, essa suposicao pode ser equivocada.

A Teoria dos Grafos é uma ferramenta valiosa para avaliar e fortalecer o raciocinio l6gico e as habi-
lidades procedimentais dos alunos. Ela oferece um método eficaz para diagnosticar e aprimorar essas
competéncias, e por isso € um importante dispositivo que os professores podem utilizar e incorporar
em suas praticas pedagdgicas, pois ao fazé-lo, eles ndo apenas promovem o desenvolvimento das ha-
bilidades matematicas dos alunos, mas também garantem uma abordagem diagnéstica e estruturada

para o progresso educacional.
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CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa investigou a questao: “Que vantagens existem em utilizar os grafos na Educacdo Ba-
sica?” e procurou responder através das aplicacdo de atividades envolvendo caminhos eulerianos e

o Teorema das Quatro Cores, entre outros conceitos.

Esta investigacao, fundamentada na pesquisa acao e participativa, demonstrou que o uso dos
grafos na sala de aula pode ser enriquecedor. A abordagem diferenciada em relacdao aos métodos
atuais, gque envolveu desenhos praticos e atividades de coloracdo, proporcionou uma compreensao
dos conceitos de grafos entre os estudantes do ensino médio. Os resultados positivos e o feedback
encorajador destacam a viabilidade e a importancia de integrar abordagens praticas no ensino de ma-
tematica, promovendo uma aprendizagem mais envolvente e significativa. Dessa forma, recomenda-
se que estratégias semelhantes sejam incorporadas em ambientes educacionais, promovendo uma
compreensao mais profunda e duradoura dos conceitos de grafos e suas aplicagcdes em problemas

matematicos do cotidiano.

Apesar de a teoria dos grafos ser intrinsecamente lUdica e, muitas vezes, intuitiva, sua auséncia
no cotidiano da sala de aula pode ser atribuida a diversos fatores. Em primeiro lugar, a falta de famili-
aridade e compreensao dos educadores sobre a abordagem lUdica dos grafos que pode desempenhar
um papel importante no ensino. Muitos professores podem ndo ter sido expostos a métodos de ensino

que integram a teoria dos grafos de maneira eficaz durante sua formacao académica.

Além disso, o curriculo tradicional muitas vezes enfatiza métodos de ensino mais convencionais e
analiticos, deixando pouco espaco para a exploracdo de abordagens mais visuais e interativas, como
os grafos. A resisténcia a mudanca, a falta de recursos adequados e a pressao por cobrir um extenso

conteldo programatico podem contribuir para a exclusdo da teoria dos grafos nas salas de aula.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 46



CONSIDERACOES FINAIS

A inclusao da teoria dos grafos pode estimular o interesse dos alunos pela matematica, uma vez
que fornece uma abordagem visual e concreta para conceitos abstratos. Ao utilizar atividades prati-
cas, como desenhos de grafos ou jogos que envolvem estruturas graficas, os alunos podem desenvol-
ver uma compreensao mais sélida e intuitiva dos conceitos matematicos, tornando a aprendizagem

mais envolvente e acessivel.

Percebe-se, durante todo o trabalho, a necessidade da base teédrica utilizada, para comprovacao
das informacdes discutidas e ainda como fonte de conhecimento explorada para enriquecer o pla-
nejamento das atividades desenvolvidas na pesquisa, tornando o processo de estruturacao do texto

facilitado e acessivel.

Embora os grafos ndao sejam um contelddo obrigatério para a Educacdo Bésica, o contato com
essa abstracdao matematica contribui para que o aluno desenvolva a capacidade de explorar e ex-
perimentar novos conhecimentos. Portanto, acreditamos ser relevante a discussao e proposicao de
estruturas sobre o tema. A importancia crescente do conhecimento matematico, incluindo abstra-
¢bes matematicas, leva-nos a refletir que o tema grafos poderia integrar a realidade da Educacao
Béasica. A exploracao e experimentagcdo desse assunto incentivam os alunos a pensar a matematica

de maneira consonante com o raciocinio légico e critico.

Finalmente, espera-se que momentos vivenciados em uma proposta de ensino por investigacao
sejam a porta de entrada para uma perspectiva de matematica integrada, onde os alunos tenham a
oportunidade de explorar atividades que fomentem o didlogo entre diferentes aspectos da matema-
tica. Isso imita o trabalho de um matemadtico profissional, que, ao abordar um problema, ndo vé suas

ferramentas de forma isolada.
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