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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo apresentar as fracdes continuas conectadas
com estudo dos Conjuntos Numéricos, que € um tema abordado no Ensino Médio.
Veremos a possibilidade de representar um numero real através de uma fragéo continua,
observando a diferenca dessa representagdo para um numero racional e para um
namero irracional. Mostraremos, também, uma relacao entre o0 nimero de ouro e a
sequéncia de Fibonacci e uma aplicagdo para a aproximagao de nameros irracionais
por numeros racionais.

Palavras-chaves: Fragées Continuas, Numeros Irracionais, Sequéncia de Fibonacci



ABSTRACT

This work aims to present the continuous fractions connected with the study of numerical
sets, which is a high school level subject.We will see forward the possibility to represent
a real number by a conyinuous fraction, observing the difference between a rational and
irrational numbers. Besides this, the current paper approaches the relationship between
the golden number and the Fibonacci series and an application to aproximate irrational
numbers to rational numbers.

Key-words: Continuous fraction, irrational numbers, Fibonacci series.
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1 INTRODUGAO

Historicamente a descoberta das fracdes continuas é atribuida ao matematico
italiano Pietro Antonio Cataldi (1548-1626), Cataldi conseguiu escrever o niamero
V18 na forma de fragéo continua. Outro matematico que teve também importante
contribuicdo dentro dessse assunto foi Jonh Wallis (1616-1703), ele foi o precursor
no estudo das fragdes continuas, no seu livro "Opera Mahematica"(1695) utilizou o
termo Fragcdo Continua pela primeira vez e calculou também o e-nésimo convergente.
Podemos citar ainda o trabalho "De Fraction lous Continous"de Leonhard Euler, que
mostra que cada numero racional pode ser escrito como uma fragao continua finita,
além de uma expressao para o numero "e". Ha ainda contribuicoes de Joseph Louis
Lagrange (1736-1813), Adolf Hurvitz (1859-1919) e Andreyvich Markov ((1856-1922),
cujos teoremas serao abordados nesse trabalho.

Essa dissertacao tem por finalidade apresentar ao leitor as fragdes continuas,
suas particularidades e uma utilidade dentro do estudo dos Conjuntos Numéricos,
principalmente para os nimeros irracionais. Os numeros irracionais sao aqueles que
nao podem ser obtidos a partir da divisdo de dois numeros inteiros e se apresentam,
na forma decimal, com infinitas casas decimais sem que haja periodicidade. O texto
ainda deixa uma sugestao da possibilidade de se trabalhar o assunto no Ensino Médio
na parte de Conjuntos Numéricos.

O nGmero v2 = 1,41421356... € um exemplo de irracional. Embora ele se
apresente com infinitas casas decimais, em diversas situagdes para efeito de célculo,
necessitamos utilizar alguma aproximagao, ou seja, usar um numero racional no lugar
do v/2. Nesse momento, geralmente, surge a ddvida: Qual a aproximacao utilizar?
Observe que teriamos algumas possibilidades 15 = 1,41 e {515 = 1,414 seriam alguns
exemplos. Entretanto, teriamos uma hipétese menos comum, o nimero 25 ~ 1,4142.
Intuitivamente nos parece que a Gltima fragao aproxima melhor o nimero v/2 do que as
duas anteriores. Qual a origem dessa ultima fracdo? Como obté-la? Existem outras
fragcbes como essa, cujo denominador ndo € uma poténcia de 10? Nas linhas seguintes,

responderemos a essas e a outras questoes.

No Capitulo 2 iremos definir as fracdes continuas, diferenciar essas fragdes
para numeros racionais e irracionais e apresentar um algoritmo para a obtencéo
dessas fracdes, mostrara, ainda, a periodicidade da fracao continua que representa um
nuamero irracional algébrico e falaremos sobre os convergentes de uma fracao continua
que séo partes ou subconjuntos de coeficientes consecutivos dessa fracdo, ainda
nesse capitulo discorreremos sobre uma relacao entre os convergentes de uma fracao
continua, a sequéncia de Fibonacci e o numero de ouro. Ja no capitulo 3 abordaremos
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0 a aproximacao de numeros irracionais por nimeros racionais, para tanto, fazendo
uso de convergentes da fracdo continua do numero irracional. Finalmente no capitulo
4 veremos o Teorema de Hurwitz-Markov que nos auxiliara na estimativa do erro da
aproximacao do numero irracionale também a apresentacao do Teorema de Lagrange,
que prova a periodicidade de um numero irracional quadratico, isto é, um numero
irracional que é raiz de uma equacao algébrica do segundo grau. No apéndice, faremos
ainda, uma abordagem a respeito dos Conjuntos Numéricos, definindo e discorrendo
sobre cada um dos conjuntos, dos Naturais aos Reais.
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2 FRACOES CONTINUAS

2.1 FRACOES CONTINUAS

Uma fracao continua € uma forma de se escrever um numero real, utilizando a
soma de um numero inteiro com uma sequéncia de fracées. Todo numero real pode
ser escrito na forma de uma fragdo continua. Os numeros racionais correspondem
a fragbes continuas finitas e os irracionais sao representados por fragdes continuas
infinitas. Veremos a seguir uma das possiveis estruturas de escrita dessas fracoes.
Quando se tratar de um numero racional ele podera ser representado da seguinte
maneira :

1
ao +
1
aq -+
1
as +
1
Ct—
an
Exemplo 2.1
225 _ . 1
157 1
2+
1
34+ ——
A 1
_|_ —
5)
Sendo ay, as, ..., a, numeros inteiros e positivos e ag € um numero natural.

Portanto um numero racional sera representado por uma fragao continua finita. Um
namero irracional, quando escrito na forma decimal, tera infinitas casas decimais e
nao apresenta periodicidade. Logo inicialmente de maneira intuitiva e levando em
consideragao essa nao finitude, j& pensariamos que a sua representacao utilizando a
fracdo continua também seria uma sequéncia infinita, isso de fato ocorre e ficara mais
claro no decorrer desse trabalho.

Um numero irracional sera representado por uma fracao continua da seguinte
forma:

a,()—|—
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Sendo ay,as,- - - ,a, nUmeros inteiros e positivos e a; € um namero natural e by,bs,- - -
,b, NUMeros inteiros e positivos.

Exemplo 2.2

1+
1
292 + —

A estrutura para representar uma fragéo continua que apresentamos anterior-
mente, em algumas situagdes nas quais temos que escrever muitas vezes as fragcoes
continuas, ndo € muito pratica. A seguir vamos denotar outra forma de representacao
que também pode ser utilizada.

lag; a1, as, ..., ayl.

Os numeros inteiros e positivos a;, com 0 < k£ < n podem ser chamados de coeficientes
da fracao continua, nessa representacdo O numero a, é separado dos demais por
ponto e virgula e indica a parte inteira do numero.

Exemplo 2.3
225 1
157 + 1 [ ) Y ) ) ]
2+
1
3+ ——
A 1
T3
Exemplo 2.4
1
T=3+ =[3;7,15,1,292, ..
1
7+
1
15+
1
1+
1
292 + —

Todo numero racional pode ser representado por uma fragdo continua finita
Essa afirmacao nos parece bastante plausivel intuitivamente e é reforcada depois
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que comecamos a entender como escrever a expansao de uma fracao continua.
Observemos a demonstragéo a seguir.

Demonstragao: Consideremos um namero racional § emque p > 0e ¢ > 0, utilizando o
algoritmo da divisao, temos:

s

T
- — ao _'_ _0’
q
onde 0 < ry < ¢q. Se ry = 0, entdo ndo ha mais nada a se fazer, pois p € inteiro e P_
q q

lag] . Porém se ry # 0, entdo fazemos:

Repetindo o processo para 1, temos:
To

q T
— =a; + )
To To

onde 0 < r; < ry.Se r;=0, temos que . a; e:

To

Z_? = Qo + D)

q a1
ou

b [ao; ax]-

q

. . A
Entretanto se r; # 0, repetimos o procedimento com a fragdo —, esse processo
To
terminara quando r, = 0 para algum n, pois b > ro > r; > ... € uma sequéncia

decrescente de numeros inteiros ndo negativos. Portanto:

a; +

CL2+
) 1
._+_
G,

Observe que a demonstragdo do teorema indica um algoritmo para a obtencao da
representacao de um numero racional como uma fragao continua finita.



Exemplo 2.5

225
157

68_1 1
ERET A i
68
1 1
1+ =1+
) 21 ) 1
+ 53 +E§
21
1
1+ =1+
1
2+ 2+
; 5
tor
1
1+
1
2+
1
34—
) 1
T3
225 68
157 157’
225 - 1
249 —
157 Lot
225 1
157 21’
2 _
s
225 1
157 1
24+ —
68
21
225 . 1
157 1]
2+
; 5
o1
225 _ | 1
157 1
2+
1
3+ —
21

14
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225 1
_:1_|_—7
157 1
2+
1
3+ —
21
5
225 _ . 1
157 1
2+
1
34 ——
A 1
+e

Observacdo 2.4.1: Para os numeros irracionais procedemos da mesma maneira, porém
obteremos uma fragdo continua infinita.

Vimos anteriormente que a obtencdo de uma fracdo continua demanda um
certo trabalho, iniciando por retirar a parte inteira do numero e somar a parte decimal
em forma de fragdo. A fracdo que representa a parte decimal sera escrita como um
sobre o inverso dessa fragcdo que agora sera um namero maior que um , no qual
novamente retiramos a parte inteira € somamos a parte decimal que escreveremos
novamente como um sobre o inverso da fragdo que a representa, repetindo o processo
até o fim, no caso de um numero racional e até onde desejarmos quando o numero for
irracional. O algoritmo a seguir descreve passo a passo o procedimento anterior para
obtengéo de uma fragédo continua qualquer.

O algoritimo:

Considere um numero real « tal que o = [ag; a1, as, ... ]. Sendo a,€ N, ¥n > 0 .
Chamaremos «, a parte inteira de «, isto €, ag = o], ap < a < ap+ 1.
~ 1
>1,entdo o = ag + —.
a — Qo a1
Continuando o processo paran > 1, o, > 1 € a,=|a,].

Se a = ag, paramos, senao , a; =

Se a,, = a,, para algum n > 0, paramos, senao a,,;; = —— > 1¢€
o

Q= Ay + .
Qpt1

Portanto, teremos:

o = ag +

—_
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Que também podemos escrever, sem perda de generalidade, da seguinte forma:

a = [ag, a1, ..., A, Qpy1] -

2.2 NUMEROS IRRACIONAIS ALGEBRICOS

uma equacao algébrica € uma equacao que possui coeficientes reais e expo-
entes naturais, Um namero real é algébrico quando satisfaz uma equacgéao algébrica de
coeficientes inteiros. Caso contrario este niumero real sera chamado de transcendente
ou transcendental.

Por exemplo, temos que qualquer namero racional € algébrico: Tomando x =
p/q com p e ¢ nimeros inteiros, com ¢ # 0, temos que = é raiz da equagao qz — p =
0. Portanto, concluimos que numeros trancendentes sao necessariamente numeros
irracionais. Porém, ha numeros irracionais que sao algébricos. Por exemplo, dado
um numero inteiro primo positivo p qualquer, podemos mostrar que ,/p € um numero
irracional. Porém, notamos que tal nimero é raiz da equacgo 2% — p = 0. O raciocinio
dado acima também mostra que, como € sabido que ha infinitos numeros primos, temos
que ha infinitos numeros algébricos ndo racionais.

Outros exemplos de numeros transcendentes sdao o numero de Euler e, a
constante euclidiana 7,além das constantes de Liouville, Khinchin e Gelfond-Schneider,
para saber mais a respeito da transcendéncia dessas constantes sugerimos o livro
(Figueiredo, Guedes Djairo, Numeros Irracionais e Transcendentes).

As fracbes continuas de irracionais algébricos sao infinitas e periddicas. Veja-
mos como tal fato ocorre.

Exemplo 2.6 Vamos obter a fracdo continua para o nimero v/2.

Utilizando o algoritmo 2.5, temos:

a = [CLOaala "'7an7an+1] ;

1
€ aptp1 =
Ont1 Qp — an

a, = |y ] .

Oy = Gy +

Essa ultima notagao representa a parte inteira de a,.

Como « = /2 é irracional, a,, nunca serd igual a a,,.

I
o

a = Q)
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1 1
a = = :\/§+1’
' Qo — Qg V2 -1
alzb/iﬂjzz,
1 1
a = = :\/§+1’
? Q1 —ay \/_—1
aQZL\/iHJ:z,
1 1
a = = :\/5—1—1)
T —a V2 -1
Portanto:
a=v2=1[1;2,2,2..] = [1;2].

Ao escrever um numero irracional algébrico utilizando essa ultima notagéo,
sempre teremos uma sequéncia infinita e periédica. No Capitulo 8 faremos a demonstra-
cao para irracionais algébricos quadraticos, que sdo numeros irracionais que satisfazem
equacbes algébricas do segundo grau com coeficientes inteiros. A periodicidade ndo
ocorre quando o numero € irracional transcendente. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.7 Vamos obter a fragcdo continua correspondente ao numero .

o =Qyg=T

ag — |_7TJ =3
1 1
o) = = 3%7,06

Qo — Qg mw —

a; = |log| =7

Qg = ~ 15,99

a1 —
a9 — |_042J =15

Continuando o processo, encontraremos: az = 1,a4 = 292,a5 = 1,a6 = 1,a7 = 1,a3 = 2.
Logo:
a=m=[3;7,15,1,292,1,1,1,2...].

Notamos que até onde sabemos, o numero = foi escrito ndo ha periodicidade. E,
seguindo um raciocinio semelhante ao que foi feito anteriormente, é possivel obter a
fracdo continua do numero e (https://oeis.org/A003417).
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2.3 CONVERGENTES DE UMA FRAGAO CONTINUA

O convergente de uma fracdo nos da a possibilidade de considerar parcialmente
a expansao, isto é, escrever apenas uma parte da fracdo continua, esse conceito sera
util para fazermos aproximagdes de alguns numeros.

Considerando a fragao continua X = [ag; ay, as, - . . , a,| 0 k-ésimo convergente
Crcom 0 < k <n Cy=ayédado por Cy = [ag; a,as,...,a, ainda C,, = X.

Exemplo 2.8 Como vimos no exemplo 2.1:

225
o = [1;2;3;4;5).
157 [ Y I Y Y ]

Para essa fracao continua, temos 0s sequintes convergentes:

1 3
=12/=14+4=-==-=1,5.
1
Co=1[1;2;3] =14+ —— = — ~ 1,4285.
1
94—
+3
Cs=1[1;2;3;4] =1+ ~ 1,433.
1
24 ——
5 1
"1
Cy=[1;2;3;4;5] =1+ ~1,4331.
1
24+
1
34—
A 1
T3

2.4 FRACAO CONTINUA, RAZAO AUREA E SEQUENCIA DE FIBONACCI

O numero de ouro, razao aurea ou propor¢cao aurea € uma constante irracional
denotada por ¢, cujo valor é dado aproximadamente por 1,618. Ele tem sido associado
a estética, a arte e a natureza ha muito tempo devido a sua presenca em muitas obras
de arte e de arquitetura. Seu valor pode ser ao se dividir uma linha em duas partes de
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forma que a raz&o entre a parte maior e menor seja igual a razao entre o0 comprimento
total e a parte maior. Sua representacao irracional € dada por:

V5 +1

2

¢ = ~1,618...

. Por se

~ . , 1++vV5

Vamos encontrar a fragdo continua do numero de ouro ¢ = 2\/_

tratar de um numero irracional, sabemos que a fracdo continua correspondente é
infinita. Utilizando o algoritmo (pag. 15), temos:

1++/5
gb = 5 - [CL[);CLhaQ, ]7
1 5
6= +\/_z1,618,
2
CLOIWJ:L
1 1 \/3—1—1
¢1: = == :¢7
Y S
5 _
alzmﬁd:la
1 1 \/3—0—1
¢2: — - :¢7
=1 541 2
—1
2
CL2:L¢2J:1'
Portanto: V3
1+4/5
6= laganan = 1111,

A sequéncia de numeros inteiros (F,) : (1,1,2,3,5,8,...), definida recursiva-
mente por F,, = F, 1+ F, s comn > 2e [} = F, = 1, € chamada de sequéncia
de Fibonacci é nomeada em homenagem ao matematico italiano Leonardo de Pisa,
conhecido também como Fibonacci, ele apresentou uma famosa sequéncia em seu
livro "Liber Abaci", publicado em 1202, Fibonacci utilizou a sequéncia para resolver um
problema envolvendo o crescimento de uma populacao de coelhos, que propunha o
seguinte: Dado um par de coelhos , quantos pares poderiam ser produzidos em um
ano, se a cada més um novo par de coelhos fosse gerado por cada par existente e os
coelhos comegassem a reproduzir a partir do segundo més de vida?

Fn+1

Consideremos uma sequéncia r,, com n > 2 definida por r, = que é

n

convergente, pois:
Foyy = Fop) + F (n—1)
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Dividindo a equacgao por F),, temos:

F(n)—i—F(n_l) 14 1
Fiwn) T'(n—1)

Ty =

Se essa sequéncia converge para um valor limite r, entdo, quando n — oo, r, — 7,
logo:

r=1+ -

r

r?=r+4+1
r—r—1=0

Como a razao entre dois numeros de Fibonacci é positiva, temos:

1445

2

Portanto a sequéncia converge. Como (F,,) :(1,1,2,3,5,8,...), temos que a sequéncia
r, sera dada por:

r

Os termos dessa sequéncia tendem ao numero de ouro.

Fn—H

Demonstracao: Seja r,, = comn > 2,como F,.1=F,+F,_1, temos:

n

7Fn+Fn—1

Seja lim,,_,, r, = z. Portanto:
Fn—l

lim r, = lim 14 lim ,
n—oo n—o0 n—oo

1
r=1+—,
x

2 —x—1=0

n

Resolvendo a equacéo, encontramos como solucéo:

1++5
Tr = .
2
Como r,, > 0, entao
1+5
T = .
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2.5 FORMA RECURSIVA DO CONVERGENTE

Seja o convergente Cy, = [ag; ai, as, ..., a;] = Pk, Temos
qk

CO = ap = @7
do
€ po = ag, além de qo = 1.
1 aj.ap+1 P1

Ci=lagyaq) =ap+ — = —— )
a1 ai q1

Ondep1 = Qaq - a()—l— 1.

Cy = [ag; ay, as] = ag + 1

az-(a1-ap+1)+ag _ax-pr+py _ p2

az-a; +1 S a g tq @

P2 = a2.p1 + Po,

g2 = a2.q1 + qo,

Po=ao € g =1
pm=a-a+leq=a,

D2 = az - p1 + Po,

g2 = a2+ q1 + qo

Portanto:
Pn = Qp - Pn—1 +pn—27

Qn = Qpn * Q-1 + Qn—2.

De uma maneira geral teremos que:

Pn 1
— = [ao; ay, ag, ..., an] = ap +
dn 1
aq +
1
Qo +
1
.. _‘,_ _7
a?’l
pois, por indugéo em n, temos:
1
[&0;a17a27"'an7an+1] = agp + 1
a; +
1
a9 +
1
.. +
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Nesse caso vamos considerar que (a,, + ) € um unico termo, ficando a fragédo

Ap+1
| com n termos apos o ponto e virgula.

continua [ag; a1, as, ..., an_1, a, +
Ap+1

Utilizando a hipétese de indugéo, vem:

1
(an + ) Pn-1 + Pn—2
Iﬁ _ Qp41
n <an + > dn—1 + Gn—2
Ap+1

Prn _ Gnt1 (@nPp—1 + Pn—2) + P
Gn Gni1 (AnGn-1 + Gu—2) + Gu1
Un1Pn + Pn-1 _ Pny1
Unp1Gn + Gnot ot

Exemplo 2.9 Vamos fazer a verificagdo da recorréncia para alguns convergentes da

fragdo a sequir.
225

— =11;2,3,4,5

157 [ 7 ) ) ) ]

Co=1
01:[1§2]

pr=ai-a+la=2¢e aqy=1

Logo:
p1:3 € Q1:a1:2’
3
Cl - & - =,
q1 2
02 = [1, 2, 3],
P2 = a2.p1 + Do,
az=3, pp=3 € pp=ap = 1.
Portanto:
P2 = 10.
Ainda:
q2 = a2.q1 + qo,
(12:3, 91:a1:2 € q0:17
Entao:
G2 = 77
b2 10
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Veremos a seguir algumas proposi¢cdes que serdao importantes em capitulos
posteriores.

Proposicdo 4.3.1 Temos que a seguinte identidade € valida para todo o numero
inteiro n inteiro ndo negativo:

n

Pn+149n — Pnlnt+1 = (_1) .
Se dividirmos os dois membros por ¢, .14, equivale a escrever
Pn+1 . Zﬁ _ (_1)n
n+1 dn Qn * Qn+1

Demonstracgo: Para n = 0:

Pigo — Poqi = apar + 1 — apa; = 1 = (—1)°.

Supondo que a igualdade é valida para algum n natural, queremos provar que é valida
também para n + 1:

(an+2 *Pnt1+ pn) dn+1 — (an+2 “Qn+1 T Qn> * Pn+1
= Pnln+1 — Pn+14n

= - (pn-f—lCZn - ann-i-l)
= (1) = (1

Assim completamos as demonstracdes que serdo utilizadas no decorrer do
trabalho.
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3 APROXIMAGAO DE NUMEROS IRRACIONAIS POR FRAGOES CONTINUAS

3.1 APROXIMACOES DE NUMEROS IRRACIONAIS POR NUMEROS RACIONAIS

Um numero irracional resulta em uma dizima n&o periddica, ou seja, um numero
decimal infinito sem uma sequéncia de algarismos que se repete, esse tipo de niumero
também néo pode ser representado por uma fracao cujo numerador e o denominador
sejam numeros inteiros, esta ultima, é caracteristica prépria dos numeros racionais.

O conjunto dos numeros racionais € denso no conjunto dos numeros reais,
isso significa, que para todo intervalo real I = [a,b], 32 € Q/x € I. Essa propriedade
também é vélida para o conjunto dos numeros irracionais. sendo assim podemos
aproximar o valor de um numero irracional utilizando um namero racional. No entanto
como devemos proceder para a escolha desse numero racional? Como chegar a
esse numero e quais critérios podemos utilizar para estabelecer uma aproximacao
satisfatéria? Podemos tomar por base dois critérios para aproximacgao. O tamanho do
erro que € calculado pelo médulo da diferenca entre os numeros, quanto menor o erro,
mais préximo esses numeros estardo um do outro,e o tamanho do denominador do
namero racional, com isso teriamos o0 numero racional mais simples e mais proximo do
irracional que desejamos aproximar.

Tomemos como exemplo 0 numero 7 = 3, 141592653.... Vamos fazer algumas
aproximagdes do 7 por numeros racionais, Observe que:

e J< <4,
3L ___ 32
10 °>" S 10
L3131
100 > " S 100

Nesse caso poderiamos considerar uma quantidade cada vez maior de casas deci-
mais, que consequentemente encontrariamos um intervalo de duas fragbes de mesmo
denominador, no qual 7 esta presente, isto é:

P, Py+1
10F =7 Tor

. P, P.+1],
N h o | —, ——
ote que o tamanho do intervalo [10’@’ T [ e

P.+1 PB 1

106 10k 10%
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Entao, temos que o erro da aproximacao de 7 por um dos extremos do intervalo seria

1
10+

Py
10k

™

Esse processo nos permite aproximar um namero irracional através de uma fragao cujo
denominador € uma poténcia de 10. Porém ficamos atrelados ao fato de termos que es-
colher denominadores cada vez maiores para termos erros cada vez menores, portanto
teriamos numeros racionais cada vez mais complicados para obtermos aproximacdes
mais satisfatérias.

Vejamos uma proposi¢ao que auxilia a estimar o erro da aproximacao.

. oL +1
Proposicao 5.1: Paratodo a € R, com p e g inteirose g > 0 b <a< p—, temos:
q q

1
O 4
q q
© 1 1
_|_
Q_EM _p_’__.
q q q
1 1
Portanto: o — 2 < — ou ‘a—’il < —.
ql — 2q e 2q

Demonstracdo: Temos que p = |« - ¢|. Como ¢ > 0, a - ¢ > 0. Logo:

pla-g<p+1

+1
q q

. . . +1
Pela proposigao anterior notamos que se considerarmos a e R\ Qe a € {]—), p—}
q

ao aproximar « pelos extremos do intervalo, € garantido que pelo menos uma dessas
aproximacdes € menor ou igual ao inverso do dobro do denominador q.

Entretanto se tomarmos novamente o 7 como exemplo e utilizando a proposi-
cao, podemos fazer as seguintes comparacoes:
31 32

u_< < —
10-=""10

‘W—%}%O,O4<%—O,05

314 315
[ J— S T < RS
100 100
314 1
s T ——| ~ 1 — = 0,005
™= 100 0,0016 < 500 ,




26

Historicamente temos algumas aproximacgdes famosas de = por fracdes ra-
cionais que nao utilizam poténcia de 10 no denominador, como a aproximagao do
matematico grego Arquimedes que utiliza ? e ainda a aproximacao % atribuida ao
matematico chinés Zu Chongzhi, essa aproximacao também é conhecida como Milu.
Notamos que essas duas aproximag¢des usam denominadores relativamente pequenos
que esta de acordo com um dos critérios que estabelecemos, resta saber se o erro
dessas aproximagdes também sdo satisfatorios.

221 20,0012 < = — 0,071
A 4

Essa aproximacao fornece um erro menor e um denominador menor que a aproximagao
31

or —.
P o

1
™ — ——| ~ 0,00000027 < ——= = 0,0044.

355
113 2.113

. a . . , . . 314
Essa aproximacao é ainda mais impressionante, pois o erro € muito menor que m,

tendo em vista que nos dois casos o denominador é composto por 3 algarismos.

Se observarmos a fracdo continua que representa o numero 7 € alguns con-
vergentes, teremos:

m=[3:7,15,1,292,1,1,2,..]

1
T=3+ I
+ 1
1+ 1
292 + —-
Escrevendo alguns convergentes, temos:

1 22

Ci=1[37=3+-==2"

Notamos que, nesse caso, o convergente C; do nimero 7 coincide com a aproximagao
de Arquimedes.

1 333
Co=13;7,15| =34 ——— = —
2 [7 ) ] +7+% 1067
1 355
C3=1[3;7;15;1] =3 + T =13
154 =
+1

O convergente C3 equivale a aproximagao Milu.
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Notamos que, aparentemente, para o niumero 7, as aproximagdes mais conve-
nientes por numeros racionais sao convergentes da fragdo continua, resta saber se
de fato essa obervacgao é verdadeira tanto para o = quanto para os outros numeros
irracionais.

3.2 APROXIMACAO DE NUMEROS IRRACIONAIS POR CONVERGENTES DA FRA-
CAO CONTINUA

No capitulo anterior estabelecemos critérios de aproximagao de um numero
irracional por um numero racional, melhor sera a aproximac¢ao quanto menor for o erro
e menor for o denominador da fracdo. Para o nimero 7, em particular, as melhores
aproximacodes parecem ser resultantes de convergentes da fragdo continua. A seguir
veremos algumas relacdées que poderdo corroborar com tal suposigao.

Proposicao: Dado um numero real o, tem-se que:

Pn
oO——=0a= [a07 A1y ens Qn, an-i-l] .
an
Da secéao 4.2, temos:
. Pk
[CLOa ai, g, a’k‘] =
qk

Pk = Qj * Pk—1 + Pi—2,
Q. = Qk " Qk—1 + Qr—2-
Portanto:
On+1-Pn + Pn—1
Ont1.Gn + Gn—1
& _ On+1-Pn +pn—1 . Zﬁ
Qn Api1.dn + qn—1 qn ’
Pn _ Gn-On+1.Pn + Gn-Pn—1 — Pn-On+y1-9n — Pn-Qn—1

o= [(IO:ala "'7an7an+1] =

n (n11-Gn + Gn-1)-Gn ’
_ Pn_ GnPn-1 = PaGn-1 _ —(Pn-Ga-1 — Gn-Po-1)
G Gn(Oni1-Gn +Gne1)  Gu(Qng1-Gn 4 Guor)
Pn (=1)"

dn Qn(an—l—l-Qn + Qn—l)
Ainda podemos escrever:

dx (Qhs1-Qr + Qr—1)- Qi
_Pr|_ 1 :
@l (orr + 750 .q7
Por consequéncia,ainda temos:
Dk 1 1 1 1
a——= < < < —-
‘ G| (o + 21 q) @R T a1y T G

A ultima desigualdade trata-se do Teorema de Dirichlet.
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Teorema de Dirichlet

Para todo « irracional existem infinitos racionais 1—9, p,q € Z, ¢ > 0, temos que:
q

Tal teorema, além de garantir que toda aproximagédo de um numero irracional
por um numero racional que possui um erro menor que o inverso do quadrado do
denominador do numero racional € necessariamente proveniente de um convergente
da fracdo continua do namero irracional, também fornece um limite superior para o erro
dessa aproximagao.

E possivel ainda estabelecer um limite inferior, da seguinte maneira.

‘ Dk 1
PR ) .
dk (Oht1-Qr + Qk—1)-Gk
Como &=L - 1, temos:
qk
1 1
’a “al” > 2"
qx (ak+1-Qk + %-1)-% (Oén+1 + 1) -4y

Sabemos que a,, 11 + 1 > a,,41, logo:

1 1 1
= > > .
(Qhs1-@e + @e-1)- ~ (@ny1+1).¢2 ° (an+1+2).¢2

‘ Dk
a _ —
qk

Portanto podemos definir o intervalo ao qual pertence o erro da aproximagao de um
namero irracional por um convergente da sua fracao continua da seguinte forma:

1
(an+1 + 2) QTQL

1
(an+1 + 2) qu

<|a—

dn

<

Exemplo 3.1 Vamos verificar as aproximagées por alguns dos convergentes do nu-

mero ™ = [3;7,15,1,292, 1,1, 2...]. Primeiramente a aproximagdo de Arquimedes que
22

corresponde a convergente C, = = nesse casoa; =7 € ay = 15.

22
— 221 ~0,0012,
. 7‘

1

=75~ 0,00136:

Comparando as aproximagoées, temos:

0,00120 < 0,00126 < 0,00136-
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355

Agora verficaremos a aproximag¢ao Milu, correspondente ao convergente C3 = 113’

IOgO a3 =1 eay = 292.
— SE ~ 0,0000002668
BT R !

1
(202 + 2) 1132

~ (0,0000002663,

Portanto:

1 g 355 _ 1
o 99 .
(292 + 2) 1132 113| ~ 292.1132

Logo esté verificado o teorema para este exemplo.
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4 OS TEOREMA DE HURWITZ-MARKOV E DE LAGRANGE

4.1 O TEOREMA DE HURWITZ-MARKOV

As constatacdes do capitulo anterior nos levam a pensar que, segundo os
critérios que estabelecemos anteriormente, as melhores aproximacdes de um namero
real sdo obtidas a partir das convergentes das fracdes continuas desse numero. Pelo
teorema de Dirchlet conseguimos verificar que a aproximac¢ao de um numero real, em

particular irracional, por uma fragao continua, resulta em um erro menor que o inverso
1 o L

a-?| < — - Utilizando um raciocinio
q q

analogo ao da proposicao do capitulo 5, podemos pensar que metade das fracoes

continuas aproximam o numero «« com erro menor que metade do inverso do quadrado
D 1

a—=| < —-
ql  2¢?

A conclusao até aqui é que para um namero real «, em particular irracional,

conseguimos garantir que se a aproximacao for obtida através da fragéo continua o

p
O{_—
q

do quadrado do denominador da fragdo, isto é,

do denominador, ou seja,

erro

1 . .
< —; sera menor quando ¢ = 2, no entanto, o teorema de Hurwitz-Markov
cq

irA nos mostrar que para algumas fragcoées continuas esse parametro c ainda pode ser
melhorado.

Para todo numero irracional «, existira pelo menos uma, dentre trés aproxima-
cOes consecutivas advindas de fragdes continuas, cujo erro sera menor que o inverso do
produto de v/5 pelo denominador ao quadrado da fragéo, isto é, Va € R\ Q,va € R\ Q,
dk € {n—1,n,n+ 1}, tal que

Dk 1
V5-q?
p

a——| <
— convergentes da fracdo continua do irracional « cujo erro sera menor que o inverso
q

portanto existirdo infinitos racionais

gk

do produto de v/5 pelo denominador ao quadrado da fracéo, ou seja, para « irracional

p

existem infinitos £ ¢ Q (p,q€eZ,q>0)com ‘& — =| < ———. Por outro lado existira
q q

V5 ¢

um numero finito de aproximacgdes racionais do numero de ouro, obtidas por fracdes
continuas, com erros menores que o inverso do produto de ¢ pelo quadrado do denomi-
nador das fracdes, quando ¢ maior que /5, entdo para o nimero de ouro é vélido que
p' 1
a—=|<

q C

para qualquer ¢ > /5, a desigualdade

tem apenas um namero finito

q2
de solugdes.
Demonstrac&o do teorema:

Queremos provar que para algum k£ € {n — 1,n,n + 1}, a aproximagéo de um
1

, . . ~ , k -
namero irracional « por uma fracdo continua Pk & menor que

Tk V5t
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Supondo que a = [ap; ay, as, ag, ...], temos que:

o — —|| = = .
qk (hg1-Gr + Ge—1) -G (g1 + Brs) -G3
Sendo:
qr—
Bre1 = =l [0; Qs Ag—1, Ajg—2, * " * 7001]'
dk
Note que ¢, > q,_1- Vamos provar essa igualdade por indugéo: Para k = 1, temos
q 1
62:_0:_:[070’1]'
q1 a1
Ja, para k = 2,
q1 q1
/6 = —= —
’ G2 G2.q1 T qo
1
= =00, 0]
as + —
a1

Supondo que a relagao € valida para algum & natural, queremos provar que sera valida
para k + 1.

dk dx 1
Qk+1  OQk41-9k T Qr—1 Qi1 + ——
dk
Utilizando a hipétese de inducéao, temos:
3 1 1
k 2 pu— pu— pu—
" Q1 + B [Ghg1; Qs a1, -+ - a4
= [0;ak+17a’k7ak717“. 7a1] :

Portanto, considerando que:

(gs1 + Brat)
—_—
4y

‘ Dk
a _— —
qk

Agora queremos provar que € valida pelo menos uma das seguintes desigual-
dades, obtidas quandok=n—1,k=nek=n+1.

 + B > V5,

an—l—l + /67’L+1 > \/57
Qpyo + Pnyo > V5

Supondo que as trés sao falsas, queremos chegar a um absurdo, ou seja:

Q41 + ﬁn—f—l S \/ga
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Opyo + Brge < V5

Supondo que o, + 3, < /5 e como /5 < 3, devemos ter a,, < o, < 3, pois a,, é a parte

inteira de «,,, 0 que implica a,, < 2 e, analogamente a,,;1 <2 € a2 < 2.

, 1
Como a1 < 2, se a, = 2, teriamos V5 > «a,, = a, + — Sabemos

An+1 + —
. 1 1 .
ainda que a,1 < 2, logo v5 > a,, = a, + —T > 2+ 3 > /5, 0 que é um absurdo.
CLn_|_1 + —
Entdo a,, = 1 e analogamente teremos a,, ;1 = 1. '

N&o é possivel estabelecer a mesma analogia para o a,,,, pois nada sabemos

a respeito do a, 3. No entanto v/5 > anio + Bpgz = Gnys + ———————. S€ apys = 2,
) Apt1 + Bntt
teriamos V5 > 2+ ————— COMO Gy = 1 € Bpy1 < 1, €Nt80 apyq + Boyr < 3 €
. Apy1 + 57114-1
VE>24+ ——— > 24— > /5,0 que é um absurdo, portanto a,» = 1.
Apt1 + Bnt1 3
Agora vamos escrever a,,, a, .2, 3, € fn + 2 em funcédo de a,,.1 € 5,,1. Entdo:
1 1
oy = Ay + =1+ ,
Op41 Opt1
1 1 1
n = = = Pn = - 1a
/6 i G + 6n 1 + Bn ﬁ ﬁn—i-l
1 1
6n+2 = = 5
Ung1 + Bor1 1+ Bugr
1
Opy1 = Apt1 + =1+ = Qpyo = —————
Opy2 Op 42 Opt1 — 1
Sabemos que:
1
Opt1 = Apt1 + =1+ = Qpyo = —————
Opy2 Op 42 Opt1 — 1
Substituindo, temos: . .
1+ + —1< V5
Qi1 ﬁn-i-l
Como:
1 + Bor1 < V5,
1 1
py1 < V5 — Brt1 = > =
" 1 VB = Busa
1 1 1 1
= /5 > + > + =
U1 Burr VB = Bapr Bann
V5

ﬁn—i—l (\/5_ 571—1—1) - B i ( B +1> =
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Logo:
B2+ VBB —12>0- (4.1)

Sabemos também que:
Opyo + 5n+2 < \/g

Substituindo, temos:

R 1 R
i1 =1 1481~ V5—1—F,1 1+ Bun

V5
N (\/5_ 1- 6n+1)(1 +Bn+1 - (\/g_ L= 5n+1> <1 +6n+1) 2 1

Portanto:
~Br1 + (\/5 - 2) Br1 + <\/_ - 2) > 0 (4.2)

Resolvendo as inequacoes (4.1) e (4.2), verificamos que a Unica solu¢gao em comum

5 - 1 ’ . n—
5> due eum absurdo, pois 5,11 = qq -

aproximagdes consecutivas P , obtidas de fragdes continuas, necessariamente, tera

dk
1
Vogt
Concluimos com a demonstracao anterior que existem infinitas fracées conti-

, . . 1
nuas %, de um namero irracional, com erro menor que

7 V5 - g

que para o numero de ouro existem um numero finito de fragées continuas cujo erro
sera menor que o inverso do produto de /5 pelo denominador ao quadrado da frac&o.

€ Bni1 = € Q. Portanto uma das trés

erro menor que

. Agora vamos provar

1++5 1 - , ~
Sabemos que se V5 P , entdo P ¢ um convergente da fracao
2 q V5 - e
continua do nimero de ouro. Vamos supor agora que ¢ > /5, sendo:
1++5 Pl _ 1
2 dn c: C]?L
Entao:
1+vV5  pa| 1 _ 1
2 G| (g1 +Bur)@d @
Logo:
Opy1 + B <c < V5
Sabemos que any1 = [anit; nge, ] = [1;1111..] = 2\/_ e By = qq L= [0;an,
. , 1 )
an_1,...a1] = [0;1111...1], repetindo o nimero 1 n vezes. Nesse caso (5,11 = +2\/——1 =

Podemos inferir ainda que:

V5 —1
2

V5 —1
2

ﬁn—i-l -
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A ultima desigualdade é explicada pelo fato de termos ¢, >ne ¢ =1, g2 > q1, @3 > ¢
e assim sucessivamente, pois ¢, € uma sequéncia crescente. Ainda:

Vi—1 1

< —.
6n+1 =~ 9 + n2

E, também:
1++5 1+v5 V5-1 1 1
¢ < api1+ Boy1 = 5 + Bt < 5 + 5 —l—ﬁ:\/g—i-ﬁa
1
C<\/g+—2,
n
1
C_\/g<—2,
n
1
2
n- < ,
c—\/g
1
n2<(c—\/5) .

Essa ultima desigualdade limita o nimero de valores de n, pois se 0 quadrado de um
namero natural € menor que um determinado valor, significa que teremos um nimero

finito de valores possiveis para n.l

Verificando o teorema:

Exemplo 4.1 Verificar o teorema para os convergentes ci, c; € c3 do numero m =

3;7,15,1,292,1,1...].

n 1 22
= —_— 3 —_— = I
a=a=ctT=
1 333
Cy = B3y =,
% -, L 106
15
1 333
Co = P2 _ 3+ L~ 106’
1 355
= =34 I~ 13
43 7+ i
15+ —
* 1
’ n :‘ _§’ ~ 0,00126,
q1 7
L 0,00912
VB2 ’
h 1
T—— < = _5»
1 V5 -T2
e logo, verifica.
333
_ P21 2220 0 0,0000832,
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1
v/5.1062
D2
ﬂ' _— —
q2

~ 0,0000398,

1
> —
V5 - 1062

e com isso vemos que n&o verifica.

’w _B ~ 0, 000000267,

qs3

355
= (T — ——
113

~ 0, 0000350,

1

P3
< —,
V5 - 1132

7T__
qs3

e portanto, também verifica.

Exemplo 4.2 Considerando ® como o numero de ouro determine quais convergentes

]ﬁ, de ®, verificam a desigualdade |® — Pn
dn dn

Resolucéao: Pelo Teorema de Huwirtz-Markov, temos:

n? < (c—\/g)_l,

1
< parac:\/5+ﬁ.

.2
n

n? < (\/5+%—\/5>_1,

n* <10 =n={1,2,3}-

42 O TEOREMA DE LAGRANGE

O teorema nos diz que se um numero irracional € raiz de uma equagao do
segundo grau, entdo sua fracdo continua é periédica a partir de um certo ponto. A
reciproca é também verdadeira, ou seja, considerando « € R\ Q a fragdo continua
lag; a1, as,...] de « ela sera periédica a partir de um certo ponto se, e somente se,
existirem A, B,C € Z, A # 0, tais que Aa®> + Ba+C =0, isto é,a =7+ /s,comr e
seQe/seR\Q.

demonstragao

Sabemos que:
Ont+1Pn + Pn—1 )

Qpy1Qn + Gn—1

Isolando «,, 1, temos:
Pn—1 — QQn-1 .

afdn — Pn

Q41 =
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A fragéo continua [a; a4, as, ...|, € periédica a partir de um certo ponto se, e somente
se, existirem numeros inteiros positivos n, e r, tais que a,, ., = a,, Yn > ng. Temos:

A1 = [aerl; Am+42, Am+3, ]
= [am+r+1§ Ompr4-2, 05m+7"+3]

= Om4r+1 = k41,

Pm—1 — Q4m-1 N _ Pr—1 — Qg
- = O0mp =01 =
QGm — Pm Qg — Pk

Fazendo as multiplicagbes e organizando, teremos a seguinte equagéo do 2° grau:

(GmGr—1 = Gm-1Gk) & + (Gm-1qx — Pk—1Gm) O + Pmk—1 — Pm—1qr. = 0

Temos que verificar se a equacao nao é degenerada, que ocorre quando o coeficiente
do termo do 2° grau é nulo. Para que o coeficiente de «? seja nulo, devemos ter:

Am4k—1 = 9m—-19k,
qm _ gk
qm — 1 qk:—l7
0 que € um absurdo, pois essas fragdes sao irredutiveis. Da proposi¢do 4.3.1, temos:

n

Pn+19n — Pnln+1 = (_1)

Perceba que se ¢,.1 € g, tivessem um divisor comum diferente de 1, esse deveria
dividir também (—1)", o mesmo ocorrendo com p,,.1 € p,, portanto (¢,+1,¢,) = 1 €
(Pni1,pn) = 1. logo @ equagéo néo é degenerada.

Agora seja Aa? + Ba + C = 0. Substituindo «, temos:

(an+1pn + Pn1> o? 4+ (Oénﬂpn + Pn-1
Upy19n + gn—1 Op+1Gn + dn—1

) a+C =0
Logo, uma equagéo do 2° grau que pode ser reescrita na forma:
Ana2 ) + Butiiy + Cp = 0- (4.3)
Sendo:
A, = Ap? + Bpngn + C¢2,
B = 2Apupn-1 + B(Pngn-1+ Pn-1qn) + 2C¢nqn1,
Cn = Api_l + Bpn—lQn—l + qub_l = An—l'

Queremos provar que existem m e k, inteiros positivos e m < k , tais que a,,4+1 = ag41, 0
que equivale a dizer Que [ay11; Amios A3, -] = [Qrs1; Qpro, Qpys, -], ISI0 €, Ay = Ay,
para todo r > 1. Portanto teriamos uma fragao continua periédica, pois a,, = a,,+(k—m),
para todo n < m + 1. Para isso, é suficiente mostrar que existe M > 0, para todo n
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natural, tais que 0 < A, <,B, < M e C, < M. Isso quer dizer que os coeficientes
inteiros A,,, B, € C, sao limitados por um numero M e portanto teriamos um numero
finito de coeficientes, consequentemente, um numero finito de equacdes do 2, grau
cujas raizes sao a,.; que também seria em numero finito, no entanto temos um
numero infinito de 'n’, , obrigatoriamente teremos que repetir o mesmo valor duas vezes,
indicando que a fragdo continua sera perioddica a partir de um certo ponto.

Demonstragéo:

Seja @ € R tal que Ax? + Bz + C = A(x — «a).(x — &). Substituindo = por &,
temos: ) "
A(Zﬁ) +B.-2ic :‘A<&—a).(&—d)‘ -

an an dn dn
n ~ n A ~ n
—|A|.‘a—p— Ja—In <’—2| a— Ll
dn In qn dn
Pela desigualdade triangular, temos:
~ n ~ Pn ~
a——|<l|la—al+|la——|<|@d—al+1
P 1
Lembrando que — < — < 1. Logo:
QH Qn

Al
<l a-al+ .

2
A(@) +B 4 ¢
dn n

Multiplicando os dois membros por ¢2, teremos:
|Anl = |Ap2 + B - pugn + Cqa| < JA|(ld — af + 1) -

Da mesma maneira:
Cnl = [An] < JA|(Ja—al +1)-

O discriminante da equacao (8.1) sera:
Bi - 4AnCn = <B2 - 4AC) (annfl - panQn)z :

Da proposicao (4.3.1), temos que:

(PGt — Poc1n)’ = ((=1)")*

Portanto:
B2 —4A,C, = B*> — 4AC,

B2 =4A,C, + B> —4AC < 4A* (|a — a| + 1) + B* — 4AC = M*-

Entao:

M = /442 (Ja — a| + 1) + B2 — 4AC-
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Esses valores de M Limitam os coeficientes A,,, B, e C,,.

Note,ainda, que A,, # 0, pois A, = ¢2A ( Pn ) . <Zﬁ — d), sabemos que «
qn — Q& qn
e & sao irracionais ja Pn g racional, logo A, # 0. Finalizamos assim a demonstracéo do

Gn
Teorema.



39

5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho apresentamos o conceito de fracdes continuas, algumas ma-
neiras de obté-las, uma relacdo com o numero de ouro e algumas aplicacdes na
aproximacao de numeros irracionais.

Vimos ainda que as fragdes continuas de um numero real, especialmente de
um numero irracional, sdo aquelas que oferecem as melhores aproximacgdes para o
namero, levando-se em consideragdo o tamanho do erro e a complexidade da fracao.
Apresentamos alguns teoremas que nos auxiliam na estimativa do erro da aproximacéo.
Constatamos também que um namero irracional algébrico possui, necessariamente,
uma fragcao continua periddica.

Diante do exposto, o assunto poderia ser abordado no Ensino Médio dentro
do contexto dos Conjuntos Numéricos, principalmente como um recurso utilizado para
aproximacoes de numeros irracionais.
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A APENDICE

A histéria da evolucédo dos numeros sempre esteve associada a necessidade
humana. Inicialmente essa necessidade estava relacionada basicamente a contagem,
contudo com o passar do tempo o ser humano foi ampliando suas necessidades e 0s
nameros também evoluiram para atender a tal demanda, aquele conjunto de numeros
que representava tao bem as quantidades ja nao era tao eficiente para mostrar um
saldo devedor ou uma divisdo ndo exata entre dois numeros inteiros.

Em matematica os nimeros sao divididos em conjuntos, chamados Conjuntos
Numéricos. O conjunto dos niumeros Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais e Reais,
formam essa divisdo. O conjunto dos nimeros naturais (N) é formado por nimeros que
representam uma quantidade esse conjunto é dado por N = {1,2,3,...}, a inclusdo
do zero como elemento é uma questao de conveniéncia, no Ensino Médio costuma-se
inclui-lo e no Ensino Superior muitas vezes ndo. Segundo um dos axiomas de Peano:
"Existe um unico numero natural que néao é sucessor de nenhum outro, esse numero
é representado pelo simbolo 1 e chamado de "numero 1. Os numeros naturais sdo
fechados em relagdo a soma, ou seja, se somarmos dois numeros naturais o resultado
também pertence a esse conjunto. Porém os naturais nao séo fechados em relagao a
subtracao, isso quer dizer que nao é possivel garantir que ao subtrairmos dois nimeros
naturais o resultado sera um numero natural.Os numeros inteiros sdo formados pelos
nameros naturais e seus opostos, isto é, Z = {—3,—-2,—1,0,1,... }. Observe que os
numeros inteiros é fechado em relagdo a soma e também a subtragdo. No entanto os
inteiros ndo séao fechados em relagao a divisdo. Se dividirmos dois nimeros inteiros, 0
resultado ndo é necessariamente um numero inteiro.

O conjunto que atendera a divisao € o conjunto dos numeros racionais Q
representado pelos quocientes de inteiros a por b, tal que a e b sdo inteiros e b diferente
de zero. Qualquer numero que seja resultado da divisdo de dois inteiros € um nimero
racional, e isso inclui todos os numeros inteiros, os decimais finitos e as dizimas
periodicas. As dizimas nao periddicas formam o conjunto dos numeros irracionais.
Um numero irracional ndo pode ser escrito na forma de divisdo de dois inteiros. Os
nameros irracionais podem ser dividos em algébricos e transcendentes. Os algébricos
sao aqueles que representam raizes de equacgdes algébricas de coeficientes inteiros e
os transcendentes ndo. O nimero v/2 é um nimero irracional algébrico, pois é raiz da
equacgdo 22 — 2 = 0, ja o nimero 7 é um exemplo de irracional transcendente.
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