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Resumo

O estudo sobre sequéncias e, consequentemente, sobre recorréncias, € muito
importante para o desenvolvimento do raciocinio l6gico e possui diversas aplicacdes
interessantes, como a sequéncia de Fibonacci e em matematica financeira. Inicialmente,
é feito um levantamento histérico sobre o tema, até os dias atuais. O presente trabalho
busca fundamentar o estudo de recorréncias com conceitos sobre sequéncias e seus
limites. Em seguida é feito um estudo sobre progressdes aritméticas e geométricas,
tema muito importante no ensino médio, sendo tipos particulares de recorréncias
lineares de primeira ordem. O estudo € generalizado para o método de resolucao dos
diversos tipos de recorréncias lineares de primeira ordem e de recorréncias lineares
de segunda ordem com coeficientes constantes, sendo uma delas a sequéncia de
Fibonacci. Por fim, sdo apresentadas sequéncias didaticas que podem ser aplicadas
em turmas do ensino médio sobre Fibonacci e sua representagcdo geométrica e sobre
a relacao entre recorréncias e matematica financeira, ambas com o uso do software

GeoGebra, mostrando sua importancia no ensino de matematica.

Palavras-chave: Recorréncias, Sequéncias, Fibonacci, Aplicacoes, Matematica

Financeira.



Abstract

The study of sequences and, consequently, of recurrences, is very important for
the development of logical reasoning and has several interesting applications, such
as the Fibonacci sequence and in financial mathematics. Initially, a historical survey
is carried out on the subject, up to the present day. This work seeks to base the
study of recurrences on concepts about sequences and their limits. Next, a study is
made of arithmetic and geometric progressions, a very important topic in high school,
being particular types of first-order linear recurrences. The study is generalized to the
method of solving the various types of first-order linear recurrences and second-order
linear recurrences with constant coefficients, one of which is the Fibonacci sequence.
Finally, didactic sequences are presented that can be applied in high school classes on
Fibonacci and its geometric representation and on the relationship between recurrences

and financial mathematics.

Key Words: Recurrences, Sequences, Fibonacci, Applications, Financial Math.



Lista de Figuras

[Figura1 — Leonardo Fibonaccll . . . . . . . . . . . .. .. .. ... 15
[Figura 2 — Problema dos coelhos de Fibonaccl| . . . . ... ... ... ..... 16
[Figura3 — Carl Friedrich Gauss| . . . . . . . . . . . . . it 16
[Figura4 — Torrede Hanoll . . . . . . .. .. . . ... ... ... 17
IFigura5 — Edouard Lucas| . . . . . . . . . 17
[Figura 6 — Espiralde Fibonaccll . . . . . . . . . . .. . 51
[Figura 7/ — Proporgcao aureaemobrasdearte] . . . . .. ... ... ... .... 52
[Figura 8 — Proporcao aurea na arquitetural . . . . . . . . ... ... ... 52
[Figura9 — Proporcao aureananaturezal . . . . ... ... ... .. ....... 53
[Figura 10 — Eixos no GeoGebra] . . . . . . . . . .. ... o o L. 62
[Figura 11 — Comando Poligono Regularf . . . . . . .. ... ... ... .. .... 63
[Figura 12 — Construcao de poligonoregular|. . . . . . ... ... ... ... ... 63
[Figura 13 — Quadrado ABCD| . . . . . . . . . ... .. 64
[Figura 14 — Quadrado ABEF| . . . . . . . . . . .. 64
[Figura 15— Quadrado CFGH| . . . . . . . . . . .. ... 65
[Figura16 — Quadrado DHIJ| . . . . . . . . .. ... . 65
[Figura17 —Quadrado EJKL| . . . . .. ... ... 66
[Figura 18 — Quadrado GLMN| . . . . . . . .. ... .. . 66
[Figura 19— Quadrado INOP] . . . . . . . ... ... ... . . .. . ... 67
[Figura20 — Quadrado KPQR| . . . . . . . .. ... ... . 67
[Figura 21 — Comando Arco Circular] . . . . . . . . . . .. ... ... ..., 68
[Figura 22 — Rotulode pontos| . . . . . . . . . ... 68
[Figura 23 — Arcos dos quadrados delado 1| . . . . . . . ... ... ... ... .. 69
[Figura 24 — Espiral de Fibonacci no GeoGebral . . . . . . .. .. ... ... ... 69
[Figura 25 — Escala dos eixos no GeoGebral . . . . . . .. ... ... ..., 72
[Figura 26 — Comando Sequéncial. . . . . . . . . . .. .. ... .. 72
[Figura 27 — Comando para a PA do item A, exercicio 7.1| . . . . . ... .. ... 73
[Figura 28 — Grafico da PAdo item A, exercicio 7.1| . . . . . . . ... .. ... .. 73

[Figura 29 — Grafico da PAdo item B, exercicio 7.1| . . . . . .. ... ... .. .. 74




[Figura 30 — Grafico da PAdo exercicio 7.2 . . . . . . . . . ... ... ... ... 75

[Figura 31 — Graficoda PAdo exercicio 7.3 . . . . . .. ... ... ... ..... 77
[Figura 32 — Grafico da PG do item A, exercicio 7.4 . . . . . . . . ... ... ... 79
[Figura 33 — Grafico da PG do item B, exerciclio 7.4{ . . . . . .. ... ... .... 80
[Figura 34 — Gratficoda PG doexerciclo 7.9 . . . . . ... ... .. ... ..... 81
[Figura 35 — Graficoda PG doexercicio 7.6[ . . . ... ... .. .......... 82

[Figura 36 — Grafico da PG doexerciclo 7.7 . . . . .. .. ... .. ... ..... 84




Sumario

" INTRODUCAO| . . .ottt ittt ettt e e e et e e 13
2  LEVANTAMENTOHISTORICO| . . ... ...ttt it innnnn 15
3 SEQUENCIASESEUSLIMITES| . . ...........ouu.... 19
3.1 Definicao e Caracteristicas das Sequencias|. . . . . . .. ... .. 19
13.2 Limite de Sequencias de Numeros Reais| . . . ... ... ..... 21
3.3 Sequéencias noInfinito] . . . . .. ... ... ... .. ... ... .. 24
4 PROGRESSGOES ARITMETICA E GEOMETRICA. . . . . ... ... 27
4.1 Progressao Aritmetical . . . . . ... ... ... ... ... ..., 27
4.1.1 Definicao e Classificagao| . . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 27
4.1.2 Term rall . .. 29
4.1.3 SomadosTermosl. . . . . . . . ... 30
4.2 Progressao Geometrical. . . . . . . . ... ... ... ... ..., . 32
4.2.1 Definicao e Classificagao| . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 32
4.2.2 lermo Gerall . . . . . . . . .. 34
4.2.3 Somados Termosde PG Finital . . . . ... ... ... ... ..... 36
4.2.4 m lerm PGlnfinital. . . .. .. ... ... ... ..., 38

PRIMEIRAORDEM|. . . . . ... .. ... it e e 39
5.1 Relacoes do tipo =, = f(n)g(x,)| . . . . . . . . .. .. 40
5.2 Relacoes do tipo =, .y =z, +h(n) . . . .. ... ... ... ... .. 41
5.3 Relacoes do tipo z,,.; = f(n)z, +h(n)| . .. ... ... ... .. ... 42

| SEGUNDA ORDEM|

6.1 Recorrencias Homogéneas e de |
[ Coeficientes Constantes| . . . . .. ... ............... 47

.1 Raizes Reai Distintas| . . . ... . . . .. . . . ... 48



6.1.2 Raizes Reaiselguais|. . . . .. . ... ... ... .. .. 53

6.1.3 Raizes Complexas| . . .. .. .. .. ... .. . .. .. .. .. ... 55
6.2 Recorrencias Nao Homogeéneas e de |
| Coeficientes Constantes! . . . . . .. ... ... ... ........ 57
7 APLICACOES|. . . ... . i e e 60
7.1 Escolh ftwar ral ... .. 60
[7.2 Sequenciade Fibonacei| . . . ... ... ... ... . ........ 61
7.3 Progressao Aritmetica e Juros Simples| . . . . ... ... ... .. 70
7.4 Progressao Geometrica e Juros Compostos| . . . ... ... ... 77
8 CONSIDERACOESFINAIS| . . . . ... ittt et e e 85

[Referéncias Bibliograficas| . . . . . .................. 87




1 Introducao

Os padroes estao presentes em todos os lugares e as recorréncias buscam es-
tudar esses padrdes, expressando-os de forma matematica para modelar diversos
fendmenos no campo da biologia, economia, entre outros. O estudo sobre equagdes
de recorréncia esta dentro da grande area da modelagem matematica, que busca
observar os diferentes fendmenos, modelar matematicamente, testar as hipéteses,
obter resultados e tirar conclusées. As equacgdes de recorréncia modelam sistemas

dindmicos discretos, que sdo aqueles que evoluem em intervalos de tempo inteiros.

Problemas com recorréncia envolvem sequéncias, onde para descobrir 0 termo
seguinte & necessario saber os termos anteriores. Quando para descobrir o proximo
termo ha a necessidade de saber apenas o termo imediatamente anterior, dizemos
que a recorréncia € de primeira ordem; quando sao necessarios dois termos anteriores,
dizemos que a recorréncia € de segunda ordem. Neste trabalho, nos dedicaremos ao

estudo destes dois tipos de recorréncia, suas solu¢oes e aplicacoes.

Iniciamos o trabalho com um breve levantamento historico sobre a evolugcéao do
estudo dessas sequéncias e seus principais representantes. Como fundamento teérico
das equagbes de recorréncias dedicamos o terceiro capitulo ao estudo das sequéncias
e seus limites, apresentando o conceito de limite e seus principais resultados, tanto

limites finitos quanto infinitos.

O quarto capitulo é sobre progressdes aritmética e geométrica, sendo estas dois
tipos especiais de recorréncia muito trabalhadas no ensino médio. Para ambas as
sequéncias sao mostrados sua definicao, classificacao, termo geral e soma dos termos

de uma sequéncia finita ou infinita.

O quinto capitulo apresenta a definicdo de recorréncias lineares de primeira ordem
e 0 método de solucdo para os trés tipos dessas recorréncias: quando nao possui
termo independente, quando a fungdo que multiplica o termo x,, da recorréncia é

constante igual a 1 e quando a recorréncia possui termo independente e uma fungéo
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que multiplica z,, diferente de 1.

O sexto capitulo traz os principais resultados sobre recorréncias lineares de segunda
ordem, apresentando o método de solu¢gdo quando a recorréncia € homogénea e de
coeficientes constantes, associando uma equacéo caracteristica do segundo grau a
recorréncia, podendo apresentar duas raizes reais e distintas, duas raizes reais e iguais
ou raizes complexas conjugadas. Também é apresentado o método de solugdo quando
a recorréncia € nao homogénea e de coeficientes constantes. Neste capitulo aparece

a famosa sequéncia de Fibonacci e 0 nimero de ouro associado a ela.

No sétimo e ultimo capitulo sdo apresentadas trés sequéncias didaticas que podem
ser aplicadas para turmas do primeiro ou segundo anos do ensino médio envolvendo
recorréncias. A primeira proposta aborda a sequéncia de Fibonacci e a construcao
de sua espiral no software GeoGebra; a segunda proposta aborda a relacao entre
progressao aritmeética e juros simples, mostrando o comportamento das sequéncias no
GeoGebra e a terceira proposta relaciona juros compostos e progressao geométrica,
também com a construcao das sequéncias no GeoGebra e um exemplo real envolvendo

juros de cartao de crédito.
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2 Levantamento Historico

E importante iniciarmos nossa discussdo sobre recorréncias observando sua pre-
senca e evolucao ao longo da histéria na matematica. Um dos primeiros problemas
envolvendo esse tipo de sequéncia foi proposto por Leonardo Fibonacci (1170-1250)
no século Xlll com o "problema dos coelhos", em seu livro Liber Abaci. Este problema
inicia-se com um casal de coelhos e questiona o numero de coelhos ao longo do tempo,
quando um casal de coelhos procria outro casal de coelhos a cada més, sendo que

cada casal se torna fértil apés um més de vida.

Figura 1 — Leonardo Fibonacci

Fonte: Disponivel em <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/35/Fibonacci2.jpg>. Acesso em 26 jul. 2024

Na imagem a seguir podemos ver que o numero de coelhos adultos forma a
sequéncia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, ...), que sera estudada mais a frente, onde

0s dois termos iniciais s&o iguais a 1 e o terceiro termo em diante sgo obtidos a partir

da soma dos dois termos anteriores.
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Figura 2 — Problema dos coelhos de Fibonacci

:;mpo .Caelho adulto
1 O Coelho jovem
2
5
4
B

Fonte: Disponivel em <https://www.uel.br/projetos/matessencial/basico/alegria/img/coelhos.png>. Acesso em 26 jul. 2024

Outro fato interessante diz respeito ao mateméatico Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) ainda no século XVIII, quando era crianca. Conta a histéria que seu professor,
buscando o siléncio da turma, propds o desafio de calcular o resultado da soma de
todos os numeros de 1 a 100. Gauss respondeu quase imediatamente e sem célculos,

observando que a soma dos extremos era sempre a mesma:

1+ 100 =101, 2+ 99 = 101, 3+ 98 = 101, ..., 49 + 52 = 101 e 50 + 51 = 101

Dessa forma, temos 50 pares cuja soma é 101, resultando em 50 - 101 = 5050. Esse
raciocinio deu origem a féormula da soma dos n termos de uma progressao aritmética,

que sera estudada nos proximos capitulos.

Figura 3 — Carl Friedrich Gauss

Fonte: Disponivel em <https://engenharia360.com/wp-content/uploads/2022/01/Infoenem.jpg>. Acesso em 26 jul. 2024

O matematico Edouard Lucas (1842-1891) propds o problema da Torre de Handi
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em 1883 (século XIX), que também pode ser resolvido por recorréncia. O problema
consiste em transferir discos de tamanhos diferentes de uma haste para outra, nunca
colocando um disco de diametro maior sobre um disco de diametro menor. O problema
surgiu de uma lenda hindu, em que na cidade de Brenares (india) um deus fixou
em uma haste 64 discos de ouro e mais duas hastes auxiliares, usadas para fazer
a movimentacao ja descrita e, quando os monges terminassem a tarefa, o mundo

acabaria, criando o novo mundo de Hanoi.

Figura 4 — Torre de Hanoi

Fonte: Disponivel em <https://cdn.kastatic.org/ka-perseus-images/5b5fb2670c9a185b2666637461e40c805fcc9ea5.png>. Acesso
em 26 jul. 2024

Lucas também propbs a sequéncia de Lucas, que segue o mesmo padrao da
sequéncia de Fibonacci, dada por (1, 3, 4, 7, 11, 18, ...), cuja solu¢do se parece com
Fibonacci.

Figura 5 — Edouard Lucas

Fonte: Disponivel em <https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/ad/Elucas_1.png>. Acesso em 26 jul. 2024

Graham, Knuth e Patashnik, no século XX, estudaram as aplica¢des das recorrén-
cias na teoria dos numeros, funcdes geradoras, na teoria da computacao, entre outras

areas.
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Podemos perceber como os estudos em relagao a este assunto datam de muitos
séculos e como foi evoluindo, permanecendo atual e colaborando com as novas

tecnologias do mundo moderno.
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3 Sequéncias e seus Limites

O estudo de sequéncias € a base de todo este trabalho, sendo o ponto de partida
para o estudo de progressodes aritméticas e geométricas e da resolucao de equacoes

de recorréncia de primeira e segunda ordem, temas dos préximos capitulos.

Neste capitulo, definiremos sequéncias, os principais resultados ligados a elas e

também estudaremos os limites de sequéncias de numeros reais.

3.1 Definicao e Caracteristicas das Sequéncias

Os resultados apresentados nesta secéo séo resultados particulares das sequéncias

no infinito, que serdo apresentadas ao decorrer do trabalho.

Definicao 3.1: Uma sequéncia de niumeros reais € uma fungdo que associa cada
namero n natural a um namero real x,,, que sdo chamados termos da sequéncia. Essa
funcdo é dada por

z:N—R

n— z(n) =z,

A notacdo de uma sequéncia € dada geralmente por (z1, x2, x3,..., Tp, ...).
Também pode ser denotada por (z,) ou (z,).en. Dessa forma, o primeiro termo da

sequéncia € z;, obtido a partir de x(1); o segundo termo é z,, obtido a partir de z(2), e

assim por diante.

Note que neste trabalho ndo estamos considerando o zero um natural, para facili-

dade nas definicbes, demonstracdes e exemplos.

Exemplo 3.1: A sequéncia (2, 2, 2, 2, ...) é uma sequéncia constante, cuja definicdo

€ x,, = 2 para todo n natural.
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Exemplo 3.2: A sequéncia (3, 6, 9, 12, 15, ...) é associada a tabuada do 3 e pode ser

definida pela funcéo z,, = 3n, para todo n € N.

Exemplo 3.3 (BASSANEZI, 2012): A sequéncia de Fibonacci é um exemplo clas-
sico, onde os dois primeiros termos sao iguais a 1 e o terceiro termo em diante
sao definidos a partir da soma dos dois termos anteriores. A sequéncia € dada por
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ...). E definida por z; = 2o = 1 € ,, = T2 + &n_1,

para todo natural n > 3. Esta sequéncia sera amplamente explorada nessa dissertagao.

Podemos, a partir da sequéncia de Fibonacci, desenhar quadrados cujas areas sao
os termos da sequéncia, formando a espiral de Fibonacci, presente nos quadros da
Monalisa, no formato das conchas dos caracois, entre outros. Essa sequéncia sera

abordada detalhadamente nos préximos capitulos.

Definicao 3.2: Uma subsequéncia de uma sequéncia (z,,) também € uma sequéncia,

restrita a um subconjunto infinito N, C N. Este subconjutno é dado por
Ny={nj<mg<ng<...<np<..}

Podemos denotar uma subsequéncia por (1, Tn2, Tn3, - -y Tuk, - --) OU (Zpk) OU (Zpk)ken-

Exemplo 3.4: Dada a sequéncia (0, 1, 0, 1, 0, 1, ...), temos a subsequéncia

(0, 0, 0, ...) quando n € impar e a subsequéncia (1, 1, 1, ...) quando n é par.

Definicao 3.3: Quando, em uma sequéncia (z,), temos que z,, > a, paratodon € N e
a € R, dizemos que a sequéncia é limitada inferiormente. Quando z,, < a, a sequéncia

€ limitada superiormente.

Definicao 3.4: Uma sequéncia é limitada quando existe B > 0 tal que, paratodo n € N,
|z,| < B. Nesse caso, a sequéncia (z,) € limitada superiormente e inferiormente. Da

mesma forma, uma sequéncia (z,,) € ilimitada quando ndo ¢é limitada.

No exemplo 3.3, a sequéncia de Fionacci é limitada inferiormente por 1, mas nao é

limitada superiormente. Ja no exemplo 3.1, a sequéncia é limitada por 2.

Definicao 3.5: Dizemos que uma sequéncia (z,,) € mondtona ndo-crescente quando te-

mos z,.1 < x,, 0u mondtona ndo-decrescente quando temos z,, < x,.1, para todo n € N.
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Definicao 3.6: Uma sequéncia é decrescente quando z,, .1 < x, € é crescente quando

T, < Tny1, paratodon € N.

No exemplo 3.2 a sequéncia é crescente e no exemplo 3.3 a sequéncia é monotona

nao-decrescente.

3.2 Limite de Sequéncias de Numeros Reais

Nesta secao, estudaremos a definicdo de limite de uma sequéncia e seus princi-
pais resultados. O limite sera definido para um ponto, que é um caso particular de

sequéncias no infinito.

Definicao 3.7: Uma sequéncia de numeros reais (z,,) € limitada quando existe B € R,

B > 0, tal que |z,| < B, para todo n € N.

As sequéncias dos exemplos 3.1 e 3.4 sdo limitadas. A sequéncia do exemplo 3.1

tende ao nimero 2 e a sequéncia 3.4 pertence ao conjunto [0, 1].

Exemplo 3.5: A sequéncia s, = sen(n), n € N possui valores entre —1 e 1, sendo

limitada e pertencendo ao conjunto [—1, 1].

Definicao 3.8: Dizemos que L € R € o limite de uma sequéncia (z,), n € N, quando
dado um numero real € > 0, existe ny € N, n > ny, tal que |z,, — L| < . Escrevemos

que lim z, = L.

Definicao 3.9: Uma sequéncia convergente é aquela cujo limite existe. Quando o limite

de uma sequéncia néo existe, esta é dita divergente.

Exemplo 3.6 (LIMA, 2004): Seja a sequéncia (y,) = (¢, ¢, ¢, ..., ¢, ...),0<c< 1.
Mostremos que lim,, ., ¥, = 0.

Dado ¢ > 0, existe ng € N, n > nq, tal que ¢™ < . Temos:

|z, — 0] = |c" = 0] ="

Como n > ng, seque que ¢" < ¢ < . Logo lim,,_,,, ¢" = 0.
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= . a 1 .
Exemplo 3.7 (SIMOES, 2014): Seja a sequéncia =, = —. Mostremos que o limite de

n
x, quando n tende ao infinito é igual a 0.

. . 1 .
De fato, tomemos n e ng naturais, n > ny. Seja e > 0, tal que — < . Assim:
Ny

1 1 1
-3
n n n

1 1 C
Como n > ny, temos que — < — < e. Portanto, da definicao 3.8 segue que
n o
1

limn_>oo — 0.
n

Exemplo 3.8 (ELLER, 2015): Tomemos agora a sequéncia z, = n e mostremos

n
que lim,, ., 2, = 1.
n—1 1 . 1
Sabemosque z, = —— =1— —esejac > 0,talque — <e,n>ngen, ng € N.
n n ng
Dessa forma,
1 1 1
n n n
1 1 n—1
Como — < — < ¢, temos que lim,, ;.. —— = 1.
n o ng n

Teorema 3.1.Unicidade do limite. O limite de uma sequéncia € unico.
Demonstracao: Seja (z,,) uma sequéncia e suponhamos que exista lim,, o, x, = a €
lim, .. x, = b, b # a, € tomemos, arbitrariamente, b > a. Pela definicao de limite, dado

e > 0, existe n; € N, n > ngq, tal que

v, —al<esa—ce<z,<a+e (3.1)

Por outro lado, dado ¢ > 0, também existe n, € N, n > ny € ny # ny, tal que

|z, —bl<esb—c<z,<b+e (3.2)

b—
Tomemos ny = min{ny, ny} € e = Ta Desenvolvendo (3.1), temos:

b—a b—a 3a—b a+b
a—( 5 ><xn<a+ 5 = 5 <z, < 5 (3.3)
Desenvolvendo (3.2), temos:
b— b— b 3b —
b—<2a><xn<b+ 2a:> ;a<xn< ¢ (3.4)
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A partir de (3.3) e (3.4) chegamos a um absurdo, pois z,, N0 pode ser ao mesmo tempo

, b - L
menor e maior que a; Logo, a = b e o limite de (x,,) é Unico.

Teorema 3.2: Seja lim,, .z, = L. Se existe M < L, entdo z,, > M, para todo n
suficientemente grande. Ao contrario, se existe M > L, entdo x, < M, para todo n
suficientemente grande.

Demonstracao: Mostremos o primeiro caso. Sejac = L—M, e > 0e,assim, M = L—e.

Como lim,, . =, = L, segue que existe ny € N, n > ny, tal que
v, — Ll <e=>L—-e<xz,<L+e¢
Como M =L — ¢, temos que z,, > M.

Mostremos agora o segundo caso. Sejac = M — L, e > 0 e, assim, M = ¢+ L.

Como lim,, . =, = L, segue que existe ny € N, n > ny, tal que
|z, —L|<e=>L—-—e<xz,<L+c¢
Como M = ¢+ L, temos que z,, < M.

Teorema 3.3. Teorema do Sanduiche. Sejam as sequéncias (x,), (y,) € (z,), tal que
Ty < 2y < Yp. S€ lim, o0 x,, = lim,, o0 ¥, = L, entdo lim,,_, 2, = L.

Demonstracao: Como lim,,_,., x, = L, dado € > 0, existe n; € N, n > ny, tal que

|z, — Ll <es L—ec<xz,<L+e¢ (3.5)
Da mesma forma, como lim,, ,, ¥, = L, dado € > 0, existe ny € N, n > no, tal que

|y — L| <e< L—e<y,<L+e¢ (3.6)
Tomemos ny = maz{n,, ny}. Dado e > 0 e n > ny, segue de (3.5) e (3.6) que:

L—ece<z, <z, <y, <L+c¢

Portanto, lim,, .~ z, = L.
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3.3 Sequéncias no Infinito

Definiremos e provaremos alguns resultados quando as sequéncias tendem a mais
infinito ou menos infinito. Quando isso acontece, as sequéncias nao sao convergentes.

Também mostraremos alguns casos anteriores para as sequéncias no infinito.

Definicao 3.10: Uma sequéncia (z,,) tende a mais infinito (lim,, ., =,, = +00) quando
existe um ng € N, n > ng, e, tomando R > 0, tem-se que z, > R. Da mesma
forma, uma sequéncia z,, tende a menos infinito (lim,,_,., =, = —oc) quando existe um

no € N, n > ng, e, tomando R > 0, tem-se que z,, < —R.

Quando lim,, ., =, = +00, a sequéncia (x,) € ilimitada superiormente. Ja o fato de
uma sequéncia ser ilimitada superiormente, ndo garante que seu limite seja infinito.

Basta pensar nas sequéncias do tipo y,, = (—a)™, onde a € um namero natural.
Temos entédo algumas proposicdes envolvendo operacdes com limites de sequéncias:

Proposicao 3.1: Seja (b,) uma sequéncia onde b, > h, h € R, € lim,,_,oc a,, = 400,

entdo lim,, .. (a, + b,) = +oc.
Demonstracao: Como b, > h, para todo n € N, podemos tomar um M > 0 qualquer,
onde existe ny € N, tal que:
n>ny= a, >M—nh
Assim, temos:
n>nyg—a,+b,>M—-h+h=M
Logo, lim,, o (a, + b,) = +00.

Proposicao 3.2: Se, paratodon € N, existe h > 0, h € R, tal que b, > h e lim,, ., a, =

400, entao lim,,_, a,b,, = +00.

Demonstracao: Como b, > h para todo n € N, tomamos um M > 0 qualquer, onde

existe ng € N, tal que:

n>ng = a, >
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Assim, temos:

I
=

M
n>n0:anbn>ﬁh

Logo, lim,, o (a,b,) = +o0.

Proposicao 3.3: Sejam (a,,) e (b,) sequéncias de numeros reais. Para todo n € N, se

lim, .o b, =0,comb, >0,ea, >h>0,heR, entdo lim,,_, % = +o00.

Demonstracao: Sendo M > 0 qualquer, existe ny € N, tal que:

h
n>n0:>bn<ﬁ

Logo,

a M
n il
n>n0:>bn>hh M

;g ap,
Dai, lim,,_,~ 5= +00.

Proposicao 3.4: Sejam (a,,) e (b,) sequéncias de numeros reais e seja h real, h > 0.

- ap,
Se lim,, b, = +o0 € |a,| < h, entdo lim,, b= 0.

n

Demonstracao: Como (a,) € limitada, temos que existe h > 0 tal que |a,| < h, para

todo n € N. Tomamos m > 0 qualquer e existe nq € N, tal que:
h
n>ny=— b, > —
m
Logo,

n > ng = <h—=m

Qn
bn

Dai, lim,,_, .. Zi —0.

Segue alguns resultados adicionais envolvendo sequéncias no infinito:
Resultado 1: lim,, ,.(—a,) = —oc, Se, e somente se, lim,,_,, a,, = +0o0.

Resultado 2: Se lim,, ., a,, = lim,,_,oc b,, = +00 € h > 0, temos:

lim (ay, + b,) = 400

n—oo

lim (a,b,) = +o00

n—oo

lim (ha,) = +00

n—oo
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Se lim,, .o a,, = lim,,_,oc b, = —00 € h > 0, temos:

Jim ) = o0

lim (a,b,) = +o00

n—oo

Jim (hay) = —oo
Resultado 3: Tomemos (a,) € (b,) sequéncias de numeros reais. Se a,, > b,, para
todon € N, e lim,,_, b,, = +00, entdo lim,,_,, a,, = +0o0.
O contrério também vale: se a, > b,, para todo n € N, e lim,_,,, a, = —oo, entdo

Resultado 4: Temos duas situagées, sendo (a,,) e (b,) sequéncias de nimeros reais e
h € R:

Primeira situacao: Se lim, ,,,a, = h e lim,_ .., b, = 400, segue, para h > 0, que

limy, o0 (@nbyn) = +oo0; para h < 0, lim,, o (a,b,) = —o0;
Segunda situacao: Se lim, .. a, = h € lim,_, . b, = —o0, segue, para h > 0, que
lim,, o0 (anby) = —o0; para h < 0, lim,, oo (a,b,) = +00;

Exemplo 3.9 (LIMA, 2004): Temos que lim,,_,, log(2") = lim,,_,,, n - log2 = +00.

Exemplo 3.10 (LIMA, 2004): Seja & um ndmero natural, entdo lim,_,..n* = +oo,

aplicando k£ — 1 vezes a proposigao 3.2.

2 n
Exemplo 3.11: Temos que lim,,_, , {3 — (5> } =3-0=3.

Devemos sempre nos lembrar que algumas expressoes sao indeterminacgoes, tais

0 oo
como: +o0o — 00, 0 - 00, —, —, 00?, 1 e (V.
0" oo
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4 Progressoes Aritmética e Geométrica

Estudaremos agora dois tipos de sequéncias, as progressdes Aritmética e Geo-
métrica, que sao de grande importancia para a solugao de recorréncias e possuem
inimeras aplicagdes nos estudos de matematica no ensino médio. Essas progressoes

também serdo estudadas quando sao finitas ou infinitas.

4.1 Progressao Aritmética

4.1.1 Definicao e Classificacdo

Uma Progressao Aritmética (PA) € uma recorréncia, na qual o préximo termo é
sempre a soma do termo anterior a uma parcela fixa, que chamamos de razdo (r).

Sendo a; 0 primeiro termo, temos,

Ap = Qp_1+ 71, YN > 2

Exemplo 4.1: Veremos algumas progressoes aritméticas:

A. A sequéncia (7, 12, 17, 22, ...) € uma progressao aritmética cujo primeiro termo
ay =7 erazaor =b.

B. A sequéncia (3, 3, 3, 3, ...) € uma progressao aritmética cujo primeiro termo a; = 3
erazaor = 0.

C.A sequéncia (4, 2, 0, —2, ...) € uma progressao aritmética cujo primeiro termo a; = 4

erazaor = —2.

Observamos pelo exemplo anterior que existem alguns tipos de progressao aritmé-

tica, definidos a seguir.

Crescente: E a PA cujo termo seguinte é estritamente maior que o termo anterior,
como no exemplo 4.1, item A. Neste caso a razao € positiva, pois, para todo n > 1,

Gpi1 > Qp = Qi — Gy =17 > 0.

27



. T ) 1 2 4 5
Outro exemplo de progressao aritmética crescente seria (3, 3 1, 3 3 ) onde
1 1
a)p = g er—= g

Constante: E a PA cujo termo seguinte é igual ao termo anterior, como no exemplo 4.1,
item B. Neste caso a razéo é zero, pois, paratodon > 1, a,11 = @, = apy1—a, =17 = 0.
Outro exemplo de progresséo aritmética constante seria (—10, —10, —10, —10, ...),

onde a; = —10er = 0.

Decrescente: E a PA cujo termo seguinte é estritamente menor que o termo anterior,
como no exemplo 4.1, item C. Neste caso a razdo € negativa, pois, para todo n > 1,
pi1 < Qp = Apig — Ay =17 < 0.

~ s . 3 1
Outro exemplo de progressao aritmética decrescente seria (2, 2 1, 2 0, > onde

1
a1:26r:—§.

Exemplo 4.2: Determine uma PA de trés termos cuja soma é igual a 21 e o produto é

igual a 315.

Solucgao: Podemos escrever a PA da forma (x — r, =, x 4+ r). Efetuando a soma dos

termos, temos:
3r=21=2x="7
Efetuando o produto dos termos, temos:
(49 —7%) - T=315=49 —r* =45 = r = £2

Ha entédo duas possibilidades de resposta. Se r = 2, a PA é crescente e dada por

(5, 7, 9); se r = —2, a PA é decrescente e dada por (9, 7, 5).

Exemplo 4.3 (LIMA, 2006): Os angulos internos de um pentagono convexo estdo em

progressao aritmética. Determine o0 &ngulo mediano.

Solucao: A PA formada possui cinco termos e pode ser escrita como

(x=2r,x—r, x, x+7r, x+2r)
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Como um pentagono pode ser dividido em trés triangulos, a soma de seus angulos

internos é igual a 540°. Usando este fato, temos:
5r = 540 = x = 108

Desta forma, o angulo central mede 108°.

41.2 Termo Geral

Iremos determinar uma férmula para descobrir qualquer termo de uma PA, sem
precisar escrevé-los um a um, chamada de termo geral de uma progressao aritmética.

Partindo da definicdo de PA, sendo o primeiro termo a; € a razao r, temos:

Ao = a1 +7r
as=ag+1r =ay, + 2r

as=as+r=a; +3r

ap=a1+(n—-1)-r

Portanto, o termo geral de uma progresséao aritmética é dado por:
ap=a;+(n—1)-r
Provemos a validade da formula por meio da indugéo finita.
Demonstracao: A relagdo é valida para n = 1, pois:
ag=a+(1-1)-r=a

Suponhamos que vale para n = k, sendo a hipétese de indugéo ay, = a; + (K —1) - r.

Provemos que vale para n = k + 1. Assim, usando a hipétese de indugéo, temos:

apr1 =ap+r=Jar+k—=1)-r+r
=a+k-r—r+r

=a,+k-r, ondek=n—1
Logo, a, = a; + (n— 1) - r e a relagéo é valida.
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Em decorréncia do resultado anterior, podemos determinar qualquer termo a,, de

uma PA a partir de um termo a,,, com 1 < m < n, da seguinte forma:

ap =apm+ (n—m)-r

Exemplo 4.4: Determine o 25°termo da PA cujo primeiro termo é 4 e arazéao é 7.

Solucao: Aplicando a férmula do termo geral, temos:
ap; =4+ (25—-1)-7=4+24-7=172

Logo, ag; = 172.

Exemplo 4.5 (MINISTERIO DA EDUCAGCAO, 2011): O niimero mensal de passagens
de uma determinada empresa aérea aumentou no ano passado nas seguintes con-
dicbes: em janeiro foram vendidas 33000 passagens; em fevereiro, 34500; em margo,
36000. Esse padrao de crescimento se mantém para os meses subsequentes. Quantas
passagens foram vendidas por essa empresa em julho do ano passado?

A. 38000

B. 40500

C. 41000

D. 42000

E. 48000

Solucao: Notemos que a sequéncia do nimero de passagens vendidas forma uma PA
cujo primeiro termo é a; = 33000 e cuja razéo € r = 1500. O termo referente ao més de

julho é a; e, aplicando a férmula do termo geral, temos:
a7 = 33000 + 6 - 1500 = 42000

Logo, a alternativa correta é a letra D.

4.1.3 Soma dos Termos

Mostremos agora a relagcao que permite determinar a soma dos n primeiros termos

de uma progressao aritmética. Vamos representar essa soma por S,,, da seguinte forma:

S,=a1+as+as+...+a,—1+a,
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Mostremos primeiro que a; + a, = ay + a,_1 = a3 + a,_2 = .... 1emos:

a9 + Qp_1=0a1+7r+a, — 7T =a1 + ay

as+ap_o=a1+2r+a, —2r=a1 + a,

Seguindo dessa forma, vemos que a soma de todas as parcelas é igual a a; + a,.

Agora, escrevemos a soma dos n primeiros termos da PA de duas formas:

Sn=a1+a2+a3+...+an_1—l—an
Sp=0n+ Qp_1+...+a3+ay+ay
Somando ambos os lados da igualdade, obtemos:

25, = (a1 + ay) + (a2 + an-1) + .. (ap-1 + a2) + (an + a1)

Vimos que todas as parcelas de soma da expresséo anterior equivalem a a; + a,, €

temos n parcelas. Logo,

25, = n - (a1 + an) = S, = n-(a12+an)
Portanto, em toda progresséao aritmética a soma de seus n primeiros termos é dada
por S, = L AL T ) (a12+ an).

Exemplo 4.6: Determine a soma dos 21 primeiros termos da PA (-7, —1, 5, 11, ...).

Solucao: O 21°termo dessa PA é dado por:
gy = —74+20-6=—-74+120=113

Assim, a soma dos 21 primeiros termos é:

21 (=7 +113)

=21-53=1113
2

S21 =

Exemplo 4.7 (LIMA, 2006): Calcule a soma de todos os inteiros que divididos por 11

dao resto 7 e estdo compreendidos entre 200 e 400.

Solucao: O primeiro inteiro que obedece ao pedido no enunciado é 205, pois 205 =
11-18 + 7, e o ultimo € 392, pois 392 = 11 - 35 + 7. Assim, 0s humeros dessa sequéncia

formam uma PA de razao 11:

(205, 216, 227, ..., 392)
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Primeiro, descobrimos o numero de termos dessa PA a partir do termo geral:
302=205+(n—1)-11= (n—1)-11 =187 = n = 18

Assim, a soma dos termos é:

18 - (205 + 392)

Sis = 5

=9-597 = 5373

Assim, a soma dos inteiros compreendidos entre 200 e 400 que divididos por 11

resultam em resto 7 é igual a 5373.

4.2 Progressao Geometrica

4.2.1 Definicao e Classificacao

Uma Progressao Geométrica (PG) € uma recorréncia, na qual o préximo termo
sempre € o produto do termo anterior com um valor fixo, chamado de razéo (¢). Sendo

ay, O primeiro termo, temos:

an:an—l'Q7an2

Exemplo 4.8: Veremos algumas progressées geométricas:

A. A sequéncia (3, 6, 12, 24, ...) € uma progressao geométrica cujo primeiro termo €
a; = 3 €erazao g = 2;

B. A sequéncia (-4, —4, —4, —4, ...) é uma progressao geométrica cujo primeiro
termo é a; = —4 erazdo g = 1;

C. A sequéncia <27 1, ;, le, . > € uma progressao geomeétrica cujo primeiro termo é
a1:2erazé0q:;;

D. A sequéncia (2, 0, 0, 0, ...) € uma progressdo geometrica cujo primeiro termo &
a; =2 erazao g = 0;

E. A sequéncia (-3, 3, —3, 3, ...) € uma progressao geométrica cujo primeiro termo é

a; = —3 erazao q = —1;

Diferente das progressdes aritméticas, existem cinco tipos de progressdes geomé-

tricas, definidos a seguir.
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Crescente: E a PG cujo termo seguinte é estritamente maior que o termo ante-
rior. Isto pode ocorrer no caso em que os termos da PG sdo positivos e a razéo é
maior que 1, como no exemplo 4.8, item A. Também pode ocorrer no caso em que
os termos da PG sdo negativos e a razdo € um numero entre 0 e 1, por exemplo:

1 1
—-16, —4, -1, ——, ...]),comrazao q = -.
( 9 7 9 47 ) q 4

Constante: E a PG cujo termo seguinte é igual ao anterior, podendo ocorrer no caso
em que os termos da sequéncia sao diferentes de zero e a razdo é igual a 1, como no
exemplo 4.8, item B. Também pode ocorrer no caso em que os termos da sequéncia

séo todos nulos, com uma razao qualquer.

Decrescente: E a PG cujo termo seguinte é estritamente menor que o termo anterior.
Isto pode ocorrer no caso em que os termos da PG sao positivos e a razao € um
namero entre 0 e 1, como no exemplo 4.8, item C. Também pode ocorrer no caso em
que os termos da PG sdo negativos e a razdo € um numero maior que 1, por exemplo:

(=3, =6, —12, —24, ...), com razao q = 2.

Estacionaria: E uma PG em que o primeiro termo é diferente de zero e todos os
termos a partir do segundo séo iguais a zero, com razéo igual a zero. Um exemplo é o

item D do exemplo 4.8, e outro exemplo € a sequéncia (-5, 0, 0, 0, ...).

Alternante: E uma PG em que os termos possuem sinais alternados, com a ra-
z40 negativa, como no item E do exemplo 4.8. Outro exemplo seria a sequéncia

(2, —6, 18, =54, ...), cujarazao é ¢ = —3.

Exemplo 4.9: A sequéncia (x + 2, x + 12, = +42, ...) € uma progressao geomeétrica.
Determine seu quarto termo.
Solugao: Primeiro precisamos descobrir o valor de . Como em progressao geométrica

a razao € multiplicativa, basta dividir o segundo pelo primeiro termo e o terceiro pelo
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segundo termo, igualando seus resultados:

r+12 442

r+2 x4+ 12
2% 4+ 24x + 144 = 2% + 4472 + 84

20z = 60

=3

Dessa forma, temos a sequéncia inicial (5, 15, 45, ...), com razao ¢ = 3. A partir disso,

0 quarto termo da sequéncia é dado por 45 - 3 = 135.

Exemplo 4.10: Determine uma sequéncia em progressao geométrica de trés numeros,
cuja soma é 52 e cujo produto é 1728.
Solucao: Podemos escrever a sequéncia como (z, xq, zq¢*), onde x € o primeiro termo

e ¢ é arazao. Iniciando pelo produto, temos:
¢ = 1728 = (2q)® = 1728 = xq = 12
Pela soma dos termos, temos:

T+ xq + 2¢* = 52

12
4124129 =52
q

12

=== 40-12¢
q

—12¢* +40¢ —12=0

-3¢ +10¢g—-3=0

~ . Lo ~ 1
Resolvendo a equacgéo do segundo grau acima, obtemos duas possiveis razées: ¢ = 3

1 . , N
oug=3.Seq= 3 0 primeiro termo é = = 36 e a sequéncia é dada por (36, 12, 4). Se

g = 3, 0 primeiro termo € x = 4 e a sequéncia & dada por (4, 12, 36).

4.2.2 Termo Geral

Assim como em progressdes aritméticas, existe uma férmula que nos auxilia ao

tentar encontrar qualquer termo de uma progressdo geométrica, sem a necessidade
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de escrever a sequéncia termo a termo, chamada de formula do termo geral. Partindo

da definicao de PG, sendo o primeiro termo a, # 0 e a razao ¢ # 0, temos:

Qg = ay - q
_ _ 2
a3 =az ¢ =4ay-q
_ _ 3
g =ag-q=0a-q

an=ay-q""

Portanto, o termo geral de uma progressao geométrica € dado por:

Provemos a validade da formula por meio da indugéo finita.

Demonstracao: A relagdo é valida para n = 1, pois:

1-1
a; =a-q = ax

Suponhamos que vale para n = k, sendo a hip6tese de inducgao:

k

_ Qg -
ak:alqkl:ak:al-q—:qk: 4
q

ai

Provemos que vale para n = k + 1, usando a hipétese de indugéo:

G - q

k
Ag+1 = Q1 - @~ = Q41 = A1 - = Qg+1 = Ak " ¢

ai

onde k =n — 1. Logo, a,, = a; - ¢! e a relacdo é vélida.
q

Exemplo 4.11 (MORGADO, 2015): Um decrescimento mensal de 5% gera um decres-
cimento anual de quanto?

Solucao: Tomemos como a; o valor inicial. O valor ao final de 12 meses € dado como
a3 € pode ser calculado usando a férmula do termo geral de uma PG, sendo a razao

g=1-—0,05=0,95. Assim, temos:
a, = ap - qn—l — a13 = ag - (0, 95)12 = a13 ~ 0, 54a,

Dessa forma, resta aproximadamente 54% do valor inicial, representando uma redugéao
anual de aproximadamente 46%.
Exemplo 4.12 (MINISTERIO DA EDUCACAO, 2023): Um agricultor é informado sobre

um método de protecdo para sua lavoura que consiste em inserir larvas especificas, de
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rapida reproducao. A reproducao dessas larvas faz com que sua populagao multiplique-
se por 10 a cada 3 dias e, para evitar eventuais desequilibrios, é possivel cessar essa
reproducao aplicando-se um produto X. O agricultor decide iniciar esse método com 100
larvas e disp6e de 5 litros do produto X, cuja aplicagédo recomendada é de exatamente
1 litro para cada populacao de 200000 larvas. A quantidade total do produto X de que
ele dispde deverd ser aplicada de uma unica vez. Quantos dias apds iniciado esse
método o agricultor devera aplicar o produto X?

A 2

B. 4

C.6

D. 12

E. 18

Solucao: Como o produto sera aplicado de uma sé vez e é necessario 1 litro para cada
200000 larvas, sera aplicado quando o numero de larvas for de 1000000. O problema
pode ser representado por uma PG, onde a; = 100, ¢ = 10 e a,, = 1000000. Dessa

forma, aplicando a férmula do termo geral, temos:
an, = a; - ¢"~" = 1000000 = 100 - 10" = 10™ = 100000 = n =5

Logo, a5 = 1000000 e de a; até as temos quatro intervalos de trés dias cada, totali-
zando 12 dias. Assim, o produto devera ser aplicado apés 12 dias, sendo correta a

alternativa D.

4.2.3 Soma dos Termos de PG Finita

Veremos agora que existem maneiras diferentes de calcular a soma dos termos
de uma PG finita ou infinita. Comecemos pela PG finita. Supondo ¢ # 1, a soma dos

termos de uma PG finita cujo primeiro termo € a; e ultimo termo é «,,, € dada por:
Sp=a1+a1-g+a-@F+...+a-¢"*+a ¢! (4.1)
Multiplicando todos os membros da equagéao (4.1) por ¢, temos:
Sp-qg=ar-q+ar-¢F+a-¢F+.. . 4a ¢ H+a-q" (4.2)
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Subtraindo os termos da equacéao (4.1) de (4.2), obtemos:

ai(q" — 1)

Sn-q=Sp=a1-¢"—ar=5(¢—1) =a(¢" - 1) = S, = 1

Portanto, a soma dos termos de uma progressao geométrica finita € dada por:

ai(q" —1)

S, =
qg—1

Provemos a validade da formula por meio da inducgo finita.

Demonstracao: A relagao é valida para n = 1, pois:

-1
S, — ax(q ) — a
q—1
. T ai(¢" — 1)
Suponhamos que vale para n = k, sendo a hipotese de indugéo S, = 1

Provemos que vale para n = k + 1, usando a hipétese de indugéo:

Sk1 = Sk + Qg1 =

ai(gF — 1
_ 1(g )+a1_qk:
qg—1
_al(qk—1)+a1'qk+1—a1‘qk:
qg—1
_a(d =D +ai(g™ —qF)
qg—1
_a1<qk_1+qk+l_qk)
= 1 =
:al(qk+1_1)
qg—1

Logo, a relagao é valida.

Exemplo 4.13: Em uma PG de sete numeros, a soma dos seis primeiros € igual a 1456

e a soma dos seis ultimos é de 4368. Determine todos os termos dessa PG.

Solucao: Seja g arazdo da PG e seus termos podem ser representados por (ay, as, ..., ay).
Utilizando a férmula da soma dos termos de uma PG finita, a soma dos seis primeiros

termos € dada por:

6
—1
ald =1 _ 5 (4.3)
qg—1
Ja a soma dos seis ultimos termos € dada por
6
—1
O =1 _ g6 (4.4)
qg—1
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Dividindo (4.4) por (4.3), temos:

ai

Sendo a razdo igual a 3, obtemos, a partir de (4.3):

728&1
2

= 1456 = a; = 4

Sendo o primeiro termo igual a 4 e usando a razéo 3, os termos da progressao sao
dados por (4, 12, 36, 108, 324, 972, 2916).

4.2.4 Soma dos Termos de PG Infinita

Quando a PG ¢ infinita, precisaremos usar o conceito de limite de sequéncias para

definir sua soma, como vimos no capitulo 3.

Sejaarazdo —1 < ¢ < 1 de uma progressao geométrica infinita (ay, as, as, ..., an, ...),
ai

1—q

Demonstragcao: Vamos calcular o limite da soma S,, dos termos de uma PG, tendendo

entdo a soma de seus temos é dada por S =

ao infinito, lembrando que lim,, ., ¢ = 0, quando —1 < ¢ < 1. Assim:

n_1 o
lim S, = lim 2" _ o @

- aq L, ,
Como a1 € q Sao constantes, seque que 17 também é constante.
-4

1 1
Exemplo 4.14: Calcule a soma dos termos da PG <3, 1, 3 )

~ e L - 1
Solucgao: Vemos que a PG é infinita, com primeiro termo a; = 3 e razéo g = 3" Usando

a férmula da soma para PG infinita, temos:
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5 Recorréncias Lineares de

Primeira Ordem

Apresentaremos agora a teoria sobre recorréncias lineares de primeira ordem,

usando a fundamentagéo estudada nos capitulos anteriores.

As equacdes de recorréncia sdo aquelas onde o termo seguinte é definido com
base nos termos anteriores, sendo necesséario o conhecimento dos primeiros termos

para, assim, construirmos a lei de formacao da sequéncia.

A forma geral de uma recorréncia linear de primeira ordem, com n natural, € dada
por

Tnt1 = f(n)g(z,) + h(n), (5.1)

onde f(n) é uma funcao definida em n, g(z,) € uma fungéo definida em z,, e h(n) € 0

termo independente.
Definicao 5.1: Uma recorréncia é linear quando a funcao de z,, for do primeiro grau.

Definicao 5.2: Uma recorréncia € de primeira ordem quando o termo seguinte é

definido em fungédo de um unico termo imediatamente anterior.

Exemplo 5.1: Vejamos algumas recorréncias lineares de primeira ordem:

A. A progressao aritmética, estudada anteriormente, € uma recorréncia desse tipo,
sendo dada por z,.; = z, +r, onde r € a razdo. Nesse caso, de (5.1), f(n) = 1,
g(xn) =z, € h(n) =r.

B. A progressao geométrica, também estudada no capitulo anterior, € uma recorréncia

linear de primeira ordem, dada por z,.1 = z, - ¢, onde ¢ é a razdo. Nesse caso, de
(5.1), f(n) =q, g(x,) =z, € h(n) = 0.

A partir das progressoes aritmética e geomeétrica, observamos uma diferenca entre
as recorréncias, que € a soma ou nao de um termo independente h(n), como mostra a

equacao (5.1).
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Definicao 5.3: Uma recorréncia € homogénea quando nao ha termo independente
(h(n) = 0). Quando ha termo independente, a recorréncia é chamada de nao-

homogénea.

No caso do exemplo 5.1, a progresséao aritmética € uma recorréncia nado-homogénea
na forma z,.1 = g(x,) + h(n) e a progressdo geométrica é uma recorréncia homogénea

na forma z,.; = f(n)g(z,).

Vamos agora mostrar como resolver os varios tipos de relacées de recorréncia
lineares de primeira ordem. Resolver essas recorréncias significa encontrar a formula

que permite calcular qualquer termo da recorréncia, a partir de um termo dado.

5.1 Relagdes do tipo z,,11 = f(n)g(z,)

Estudaremos a resolucao a partir de exemplos. Note que, nesse caso, a partir de

(5.1), h(n) = 0 e a relagdo é homogénea.

Exemplo 5.2: Encontrar a solugédo geral da equagao z,.; = 3x,, sendo z; = K
constante.

Solucao: Fazendo a expansao termo a termo da recorréncia, temos:
To = 35(71
T3 = 3272 = 32[E1

x4 = 3x5 = 332y

x, = 3" x,

Como z; = K, segue que a solucéo geral dessa recorréncia é x,, = K3" L.

Exemplo 5.3: Determine a solucéo geral da recorréncia z,,.; = 2nx,, sendo x; = A,

constante.
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Solucao: Expandindo termo a termo da recorréncia, temos:

Ty = 211
T3 = 4.3172
Ty = 61‘3

Tp =2(n— 1)z,

Multiplicando ambos os lados das equagbes e cancelando os termos em comum,

obtemos:
To X3 Ty .. Ty =2-4-6-...-2(n—1)zy 29 -23... Ty
r,=2-1)-(2:-2)-(2:3)-...-2(n—1)x4
T, =2""1.1-2-3-...-(n—1)x

T, =2""1 (n -1 1

Como z; = A, constante, a solugao geral da recorréncia é dada por z,, = A-2"1-(n—1)..

5.2 Relagdes do tipo x,,+1 = z,, + h(n)

Veremos como resolver, de forma geral, esse segundo tipo de recorréncia linear de

primeira ordem, onde, de (5.1), f(n) = 1. Expandindo termo a termo, temos:

To = X1 + h(l)
T3 = Tg + h(Z)

Ty = T3+ h(?))

Ty =Tp_1+h(n—1)

Somando ambos os lados das equagdes e cancelando os termos comuns:

To+ T3+ ... +x, = (@1 +22+...+25-1) + (A1) +R(2)+ ...+ h(n—1))

zp, =21+ (R(1) +h(2)+ ...+ h(n—1))
Logo, a solucao geral desse tipo de recorréncia é dada por:

k=1

41



Veremos agora alguns exemplos.

Exemplo 5.4: Encontre a solucéo geral da recorréncia z,,,; = x,, + 5", onde z; = 1.

Solucao: De (5.2), temos:
Tpn=1+5+5"+5"4... +5"!

Note que z,, € a soma dos termos de uma progressao geométrica finita, com primeiro
termo a; = 1 e razdo ¢ = 5. Usando a formula da soma dos termos de uma PG finita,
temos:

(-1 15" —1) 5"—1
- g—-1  5—-1 4

n

ot —1

Logo, a solugéo geral da recorréncia dada é z,, = 1

Exemplo 5.5: Determine a solugéo geral da recorréncia x,,,.1 = =, — 3n, onde z; = 4.

Solucao: Da férmula geral (5.2), temos:
T, =4—(3+6+9+...+3(n—-1))

Note que a parcela entre parénteses representa a soma dos termos de uma progressao
aritmética, onde o primeiro termo é a; = 3, o ultimo termo é a,, = 3(n — 1) e arazéo é
r = 3. Assim, usando a férmula da soma dos termos de uma PA, temos:

(n—l)(3+3n—3)_4 (n—1)3n  —3n*+43n+38
2 2 2

Ty =4 —

—3n2+3n+38

Logo, a solugéo geral da recorréncia € dada por x,, = 5

5.3 Relagdes do tipo z,,11 = f(n)x, + h(n)

Observe que a relacao agora esta completa. Para resolver relacées desse tipo, usa-
mos transformagéo e combinamos as solu¢des dos dois tipos anteriores de recorréncia.

O passo a passo para a resolucéo é dado pelo teorema a seguir.

Teorema 5.1: Seja a recorréncia z,,,1 = f(n)z, € a, # 0 uma solu¢do particular dessa
h(n)

f(n)a,

recorréncia. A recorréncia x,, 1 = f(n)x,+h(n) seré transformada em y,, .1 = y,, +
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se feita a substituicao x,, = a,y,.
Demonstracao: Essa demonstracdo ja nos dara o passo a passo para a resolucao da
recorréncia. O primeiro passo consiste em utilizar a solugéo ndo nula a,, da recorréncia

ZTnr1 = f(n)z,, ficando com uma recorréncia homogénea do primeiro tipo:

Apy1 = f(n)an

O segundo passo é fazer a substituicdo z,, = a,y,, na recorréncia geral, obtendo uma

recorréncia do segundo tipo estudado:

Tpt+1 = f(n)xn + h(”)
Un1Yns1 = f(N)anyn + h(n)

f(n)anyni1 = f(n)anyn + h(n)
f(n)a,

Aqui esté provado o teorema. Para encontrar a solu¢do geral da recorréncia, o terceiro

Yntl = Yn T

passo é combinar as solucdes a,, € ¥y, encontradas, lembrando da substituicao inicial

Ty = Qpln-

Exemplo 5.6: Determine a solucéo geral da recorréncia x,, 1 = 3z, + 5, onde z; = 3.
Solucao: O primeiro passo é determinar uma solucao particular a,, da recorréncia
homogénea z,,; = 3x,. Como vimos no exemplo 5.2, a solucéo dessa recorréncia é

x, = K3"!, sendo r; = K. Logo,
an=3-3""1=a,=3"
O segundo passo é realizar a substituicao =z, = a,y,. Como z,, = 3"y, temos:

xn+1 = 3In + 5

3n+1yn+1 =3-(3"yn) +5

5
Yn1 = Yn + Fres)

Como a relagéo obtida é do segundo tipo estudado, a solu¢do é dada de acordo com a
equacao (5.2):

_ +€+5+5+ +5>
=T \gTorTgr T T
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De z,, = a,y., temos x,, = 3"y, = =, = 3y; = y; = 1. Substituindo y; e aplicando a

soma dos termos de uma PG finita na parcela entre parénteses, obtemos:

O terceiro passo é combinar as solugoes a,, € vy, através de x,, = a,y,:

Tp = 3" <1+2-(1—3—"+1))

5 5
n=3"+-3" — =
T + 6 5
11 5
n — —3" ==
S 2
11-3"—-15
X, =
6
. , 11-3"—15
Portanto, a solucao geral de =, = 3z, + 5, onde z; = 3, é dada por z,, = — %

Exemplo 5.7 (MORGADO, 2015): Quantas sao as sequéncias de n termos, todos
pertencentes a {0, 1, 2}, que possuem um namero impar de termos iguais a 0?

Solucao: Seja x,, 0 numero de sequéncias com n termos, formados pelos niumeros
dados no enunciado. Para n = 1 sdo possiveis 3! = 3 sequéncias, mas apenas uma

atende ao problema, que € a sequéncia (0). Logo, z; = 1.

Para n = 2 sdo possiveis 32 = 9 sequéncias, mas as que atendem ao problema sao
as do tipo (0,x) ou (z,0), tendo duas possibilidades para x, 1 ou 2, em cada tipo,

resultando em x4 = 4.

Para n = 3, sdo possiveis 3% = 27 sequéncias, mas atendem ao problema as que
possuem um ou trés zeros, sendo as do tipo (0, x,y), (z,0,y), (z,y,0) € (0,0,0), podendo

x € y assumir os valores 1 ou 2 em cada tipo, resultando em z3 = 13.

Para n = 4, sdo possiveis 3* = 81 sequéncias, mas atendem ao problema as que
possuem um ou trés zeros, sendo as do tipo (0, x, v, 2), (z,0,v, 2), (z,v,0, 2), (z,y, 2,0),
(x,0,0,0), (0,2,0,0), (0,0,2,0) e (0,0,0,z), podendo z, y € z assumir os valores 1 ou 2

em cada tipo, resultando em x4 = 40.
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Assim, temos que =, = x1 + 3, 3 = 22 + 9, x4 = x3 + 27 € assim por diante, obtendo a
relacao de recorréncia z,, = z,,_; + 3"~!. Vamos resolver essa recorréncia, que é do

segundo tipo estudado e, de acordo com a equacgao (5.2), sua solucao é dada por:
n—1
To=x1+» hk)=1+4+3+9+...+3""
k=1

Note que z,, € a soma dos termos de uma PG finita, de raz&o ¢ = 3 e primeiro termo

igual a 1. Dessa forma,

N 1B —-1) 3n-1
" 3-1 2

Portanto, o nimero de sequéncias de n termos, formadas por {0, 1,2}, que possuem

, , . . 3 3" —1
um numero impar de termos iguais a 0 € dado por z,, = 5

Exemplo 5.8 (LIMA, 2006): Resolva a recorréncia z,,.1 = (n + 1)z, + n, 1 = 1.
Solucao: Vamos em primeiro lugar determinar uma solucao particular a,, da recorréncia
homogénea z,,; = (n + 1)z,. Essa recorréncia € a do primeiro tipo estudado e

expandindo termo a termo, temos:

To = 2.%1
T3 = 3[L‘2
Ty = 4:273

Tp = NTp

Multiplicando ambos os lados das equacdes, obtemos:
Tp=2-3-4-...-n-x; = x, =21 -n!
Assim, a solucéo particular é dada por:
a, =1 -n! = a, =n!

Em segundo lugar, fazemos a substituicdo =, = a,y, = nly, na recorréncia original,
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ficando com:

Tpr1 =+ Dz, +n

(n+ Dlypr = (n+ Dnly, +n

n
n =Yp+ —
n—1
yn_yn—1+ ]
n 1
Yn =Yn—1+ — — —
n:

De x,, = nly, temos que y; = 1 e da equacéao (5.2) segue que:

S a— !
Yn = STRRE TR T (A S TR
1
Yn = -
n:

E terceiro lugar, combinando as solu¢ées a,, € y,,, chegamos a
1
Tp = plYp = Tp = n! 2——' =z, =2n -1

n.

Logo, a solugéo geral da recorréncia dada é x,, = 2n! — 1.
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6 Recorréncias Lineares de

Segunda Ordem

Neste capitulo buscamos estudar os métodos de resolugao de recorréncias lineares
de segunda ordem. Resolver essas recorréncias significa encontrar uma solugéo geral

que permite determinar todos os termos de (z,,), a partir de cada valor de n.

Definicao 6.1: Uma recorréncia € de segunda ordem quando o termo seguinte é

definido em fung&o de dois termos imediatamente anteriores.

6.1 Recorréncias Homogéneas e de

Coeficientes Constantes

Primeiro veremos como resolver as recorréncias lineares de segunda ordem que séo
homogéneas e possuem coeficientes constantes. A forma geral dessas recorréncias é
dada por:

Tpy2 + PTpy1 + qrn = 0, (6.1)

onde p e ¢ s&o os coeficientes constantes e equagao nao possui termo independente,
sendo homogénea. Consideramos ¢ nao nulo, pois se ¢ = 0, a recorréncia sera de

primeira ordem.

Toda recorréncia do tipo (6.1) possui uma equacgao caracteristica do segundo grau

associada do tipo

r* +pr+q=0, (6.2)
cujas raizes sao
VP g - VP
ry = 5 e ro= 5 (6.3)

Essas raizes nunca serao iguais a zero, pois ¢ # 0. Dessa forma, podemos ter

duas raizes reais distintas, duas raizes reais iguais e duas raizes complexas distintas.
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Veremos como resolver as recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas e

com coeficientes constantes para cada tipo de raiz.

6.1.1 Raizes Reais e Distintas

Neste caso, dois teoremas embasam o método de resolucdo, provados a seguir.

Teorema 6.1: Sejam r, e r, raizes reais e distintas da equacgao caracteristica > + pr + ¢ =0
associada a recorréncia z,.2 + pr,+1 + qr, = 0. Entdo, para quaisquer valores das
constantes C e Cy, a, = Cir] + Corl é solugdo da recorréncia dada.

Demonstragao: Vamos substituir a,, = Cir7 + Cord em x40+ px, 11 + gz, = 0, Obtendo:

Tyt + Plypgr +qrn =0
(Cor 2 4 Corg™2) 4 p (Corf !+ Corf ) + g (Curf + Cory) = 0
Crrf(r} +pri+q) + Cory (13 +pra +q) =0

017’10 + 027"20 =0

Como r, e ry sdo raizes da equacao caracteristica, as duas Ultimas expressoes entre

parénteses séo iguais a zero, provando que a,, = Cir} + Corly é solugdo da recorréncia.

Teorema 6.2: Sejam r, e r, raizes reais e distintas da equacao caracteristica r% + pr + g = 0.
Entéo, para todo n, todas as solucdes de x,,> + pr, 1 + qr, = 0 possuem a forma

a, = Cyr?" + Cyrl, sendo C e C, constantes.

Demonstracao: Suponhamos que ¥, seja uma solug¢ao de x5 + pr,i1 + qr, =0

e conseguimos determinar as constantes C; e () a partir da resolucdo do seguinte

sistema:

y1 = Cyry + Carg
Y2 = Cﬂ’% -+ CQT%

Dessa forma:

2 2
. — oY1 — 122 O, — Y2 — T
1 — 2 —
7’17’2(7”2 — 7’1) 7’17’2(7"2 — 7’1)

Essas constantes sao numeros reais, pois ry # r; € r1, 79 # 0.
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Suponhamos agora que, para todo n, y, = Cyr7+Csry. Provemos que z, = y, — Cir} — Corl =0,

para todo n. Assim:

Zn+2 + DPRn+1 + gzn =
= (yn+2 - 017"?” - CQT;LJFZ) + p(?/n+1 - 017“?“ - 027"721“) + Q(yn — Cyrf — 0273) =

= (Ynt2 + PYnt1 + qyn) — Ciry(r] + pri + q) — Corl (r3 + pra + q)

As duas ultimas expressodes entre parénteses sao iguais a zero, pois r; € r, Sa0 raizes
da equacao caracteristica e a primeira expressao entre parénteses também é igual
a zero, pois y, € uma solugcdo da recorréncia. Assim, z, = 0. A partir do sistema,
como y; — Cyry — Cory = 21 = 0 € yp — C17 — Cor? = 2z, = 0, segue que z; = z, = 0.
Portanto, temos que z, = 0 para todo n e todas as solucdes da recorréncia sao da

forma a,, = Cyr} + Caory.

Exemplo 6.1: Encontre a solugao geral da recorréncia x,,, o — 4x,,1 — 5z, = 0.
Solucao: A equacédo caracteristica associada a recorréncia € dada por r? — 4r — 5 = 0,

cujas raizes sdo r; = 5 e r, = —1. Assim, a soluc¢ao é dada por
Ay = 017“? + Cg’f‘g
apy = Cl - 5" + CQ . (—1)”

Como nao possuimos dois valores iniciais da recorréncia, ndo podemos determinar os

valores das constantes C; e C,.

Exemplo 6.2 (MORGADO, 2015): Encontre a solucao geral da recorréncia x,, .2 + ©,+1 — 6x,, =0,
sendox; = 1€ xy =4.
Solucao: A equacao caracteristica associada a recorréncia é dada por r> +r — 6 = 0,

cujas raizes sdo r; = 2 e 7, = —3. Assim, a solucao é dada por
ap, = Cyr} + Corg
a,=Cy-2"+Cqy- (=3)"

Como possuimos os valores de x; e x5, resolvemos 0 seguinte sistema para determinar

os valores de (' e (Cs:

207 —-3C, =1
4C1 +9C;, =4
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. 7 2 . A
Assim, C = 10 e (s, = T Logo, a solugéo geral da recorréncia é dada por:
7 2
=152+ ()
Exemplo 6.3 (Sequéncia de Fibonacci): Como ja vimos no capitulo 3, a sequéncia de
Fibonacci pode ser descrita como z,, .5 = x,,1 + =,, Sendo z; = x, = 1. Vamos agora
determinar a solucao geral dessa famosa sequéncia.

Solucao: A equacio caracteristica associada a recorréncia é dada por 7> —r — 1 = 0,

. . ~ ) 1—+5 . ~
cujas raizes sado r; = +2\/_ ro = 2\/_. Assim, a solucao é dada por
1++5\" 1-+5\"

Para encontrar os valores de C; e C, iremos tomar z, = 0 € x; = 1, por conveniéncia.

Assim, resolvemos o sistema:

Cl+C2:0
1 " 1— "
o (57 s (55 -
2 2
1 1
Encontramos que C; = — e (, = ———. Logo, a solucdo geral da sequéncia de
q 1 NG 2 NG g gao g q
Fibonacci é:
oL (1AL (1B
"B 2 NG 2

E a partir desta famosa sequéncia que temos o nimero de ouro. Este nimero é dado

por

1++5

0=

~ 1,618033988

Note que o numero de ouro é a primeira raiz da equagao caracteristica associada
a sequéncia de Fibonacci. Note também que a segunda raiz da dessa equacao

caracteristica é:

1-v6 1

2 ¢

Dessa forma, podemos escrever a solugéo geral da sequéncia de Fibonacci da seguinte

forma:



A partir da sequéncia de Fibonacci podemos ver que a razao entre um termo qualquer
da sequéncia e seu termo imediatamente anterior tende ao valor do nimero de ouro,
quanto maiores s&0 0s numeros da sequéncia. Tomando a sequéncia de Fibonacci

(F,)=(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...), temos:

Fg Fg F10 Fll
— =1,625; — ~1,61538; — ~1,61905; — ~1,61765; —— ~1,61818; ...
Fs Fr Fy Fy Fio

Este numero de ouro é encontrado na natureza, na arte, na arquitetura, entre outros,
sendo conhecido como a "proporcao aurea", que representa harmonia e beleza. Cada
termo da sequéncia de Fibonacci representa um quadrado, cujas medidas dos lados

obedecem a sequéncia, formando a famosa espiral de Fibonacci.

Figura 6 — Espiral de Fibonacci

A

N

Fonte: Disponivel em <https://www.infoescola.com/wp-content/uploads/2018/06/img_5b117b4475151.png>. Acesso em 07 ago.
2024

No capitulo de aplicagées veremos como construir essa espiral utilizando o software
GeoGebra. Retangulos cuja razao entre as medidas de seus lados representam o

numero de ouro foram usados também em obras de arte:
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Figura 7 — Proporcao aurea em obras de arte

Fonte: Disponivel em <https:/static.wixstatic.com/media/d8f9f4_aa7665316fb2444b904d3a7c6d16c9a4 mv2.jpg/vi/fill/w_1481,h_949,al_c,q_85/
meisje-met-de-parel-mona-lisa.jpg>. Acesso em 07 ago. 2024

Podemos ver o numero de ouro presente na arquitetura:

Figura 8 — Proporgao aurea na arquitetura

:
S

Fonte: Disponivel em <https://cdn.prod.website-files.com/60ff690cd7b0537edb99a29a/61323dbb12356a5598934773_Sequencia-
de-Fibonacci-na-arquitetura-do-Paternon-com-o-retangulo-de-ouro.jpg>. Acesso em 07 ago. 2024

Também vemos a propor¢ao aurea na natureza:

52



Figura 9 — Proporgao aurea na natureza

Fonte: Disponivel em <https://imagens-revista-pro.vivadecora.com.br/uploads/2019/03/Propor%C3%A7%C3%A30-%C3%A1urea-
na-natureza-1.jpg>. Acesso em 07 ago. 2024

Vale observar que a sequéncia de Fibonacci esta presente na maioria das referén-

cias utilizadas para este trabalho.

6.1.2 Raizes Reais e Iguais

Também neste caso temos dois teoremas que embasam o método de resolucéo

das recorréncias, provados a seguir.

Teorema 6.3: Sejam r; = r, = r raizes reais e iguais da equagao caracteristica
r? + pr + ¢ = 0 associada a recorréncia x,» + pr,1 + qr, = 0. Entdo, para quaisquer
valores das constantes C; e Cy, a,, = C1r™ + Cynr™ é solugcao da recorréncia dada.
Demonstracao: Como as raizes sao iguais, o valor de r € dado por:

 pEVPP—4¢ —p+0
N 2 2

T =Tr=-

N3

Vamos substituir a,, = Cyr™ + Conr™ em x5 + px,41 + qx,, = 0, obtendo:

Tpt2 + PTpt1 + qTn = 0
(C’lr"‘Jr2 + Cy(n + 2)r"+2) +p (C’lr"“ + Cy(n + 1)7’”“) +q(Cir" + Conr™) =0
Cir™(r? + pr +q) + Conr™(r* + pr 4+ q) + Cor™ ™ (2r +p) =0

C17"0 + Conr™0 + Cor™ 10 =0

53



Como r é raiz da equacao caracteristica, as duas primeiras expressoes entre parénte-
ses sdo iguais a zero e a terceira expressao entre parénteses também ¢ igual a zero,

pois r = —g, provando que a,, = Cir™ + Cynr™ é solugdo da recorréncia.

Teorema 6.4: Sejam r; = r, = r raizes reais e iguais da equacao caracteristica
r? + pr +q = 0. Entdo, para todo n, todas as solugbes de z,o + prpy1 + qr, = 0
possuem a forma a,, = C1r" + Conr™, sendo C; e C; constantes.
Demonstracao: Suponhamos que y, seja uma solugcao de z, 2 + pr,i1 + qr, =0
e conseguimos determinar as constantes C; e C, a partir da resolucdo do seguinte
sistema:

yp = Cir + Cor

Yo = C11? + 2Cyr?
Dessa forma:

2y —
==

Y2 — v
==

Cl C'2

Essas constantes sdo numeros reais, pois r # 0.

Suponhamos agora que, para todo n, y,, = Cr™ 4+ Conr™.

Provemos que z, = y, — Cir™ — Cynr™ = 0, para todo n. Assim:

Zpy2 T PZnr1 T q2n =

= Ynt2 + PYns1 + qyn) — Crr" (1% + pr+ q) — Conr™(r* + pr + q) — Cor™ 1 (2r + p)

A segunda e a terceira expressdes entre parénteses sao iguais a zero, pois r é raiz da
equacao caracteristica; a primeira expressao entre parénteses ¢é igual a zero, pois ¥,
€ uma solucao da recorréncia e a ultima expressao entre parénteses é igual a zero,
pois r = —g. Assim, z, = 0. A partir do sistema, como y; — Cir — Cor = z; =0 €
ys — C1r? — 2C9r* = 2, = 0, segue que z; = 2, = 0. Portanto, temos que 2, = 0 para

todo n e todas as solugdes da recorréncia sao da forma a,, = Cyr" + Conr™.

Exemplo 6.4 (LIMA, 2006): Determine a solugao geral da recorréncia x,, 2 + 6x,.1 + 9z, = 0.
Solucdo: A equacéo caracteristica associada a recorréncia é dada por 72 + 6r + 9 = 0,

cujaraiz é r = —3. Assim, a solugéo é dada por

a, = Cyr" + Conr™

a, = C1(=3)" + Cyn(—3)"
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Exemplo 6.5 (ELLER, 2015): Resolva a recorréncia z,, . — 42,1 + 42, = 0, sendo
Ty =bexy =8.
Solucao: A equacdo caracteristica associada a recorréncia é dada por 72 — 4r + 4 = 0,

cujaraiz é r = 2. Assim, a solucao é dada por

a, = Cir™ + Conr™

Ay = Cl Al + anZ”

Como z; =5 e x5, = 8, resolvemos 0 seguinte sistema para determinar os valores das

constantes (' e Cy:

201 +202 - 5
401 +802 = 8

1 - A i
Obtemos que C, =3 e C, = —5 Portanto, a solucéo geral da recorréncia é:

1
an:3-2”—§n2":>an:3.2“—n-2"*1

6.1.3 Raizes Complexas

Quando a equacao caracteristica possui raizes complexas, elas sao distintas e

conjugadas. Veremos qual a forma geral da solug&o neste caso.

Sejamr; = x +yi e o = x — yi raizes complexas e conjugadas da equacgao
caracteristica r? + pr + ¢ = 0 associada a recorréncia z,,» + pr,41 +qr, = 0. A solugcio

geral sera dada por
Ay = 017“? + 027’3,

para quaisquer valores das constantes C; e C; e para todo n. A solugéo sera escrita
usando a forma trigonométrica das raizes r, e r,. Para isso, precisamos calcular o

mddulo de cada raiz, da seguinte forma:

[ri| = |ral = p = /22 + 42
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Chamamos de 6 o0 argumento principal de r; € 5, sendo x = pcosf € y = psenf. Assim,

temos:

ry =pcosf +ipsend e ry=pcosf — ipsend
r1 =p(cos@ +isend) e 1y = p(cosl —isend)

ry =p"(cosnf +isennf) e ry = p"(cosnd — isennd)
Dessa forma, segue que:

Ay = 017"? + 027’3
a, = C1(p"(cosnb + isennd)) + Co(p" (cosnf — isennf))
a, = p"(Cy cosnb + Cyisennd + Cy cos nf — Cyisennd)

an = p"(cosnf(Cy + Cy) + isennd(C; — Cs))

Sendo C3 = C; + Cy e Cy = C7 — (y, a solugao geral quando as raizes sao complexas
€ dada por:

a, = p"(Cscosnb + Cyisennb)

Exemplo 6.6 (MORGADO, 2015): Encontre a solugdo de z,,,5 + 22,11 + 2z, = 0.
Solucao: A equacéo caracteristica associada a recorréncia é r? + 2r + 2 = 0, cujas

raizes séor, = —1+ier, = —1 —i. O modulo de r, e r, é p = v/2. De r;, temos:

V2 V2
cosd =—— e senfd = —
2 2
De r,, temos:
V2 V2
cosf = 5 e senf = —

Logo, o argumento principal é 6§ = %. Assim, a solucao geral é dada por:

an = (V2)" <C’3 CcoS %r + Cyi senT)

Exemplo 6.7: Determine a solugéo da recorréncia z,, 2 + 9x,, = 0.
Solucédo: A equacéo caracteristica associada a recorréncia é r% + 9 = 0, cujas raizes

sdaor, =3iery, = —3i. O moédulo de r, e v, € p = 3. De r;, temos:

cosd=0 e senf=1
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De r,, temos:

cos# =0 e send =-—1
I . 3 . ~ .
Logo, o argumento principal € 6 = g Assim, a solucao geral é dada por:

3 3
a, = 3" <C’3 cos % + Cyi sen7127r>

6.2 Recorréncias Nao Homogéneas e de

Coeficientes Constantes

A forma geral de uma recorréncia linear de segunda ordem ndo homogénea é dada
por

Tpio + PTos1 + qT, = f(n) (6.4)

Admitimos ¢ # 0, pois se ¢ = 0, a recorréncia seria de primeira ordem.

O teorema a seguir mostra que a solugéo desse tipo de recorréncia € a combinacao
entre a solugcdo da recorréncia homogénea associada e a solugdo da parcela néo

homogénea, que sera encontrada por suposicoes.

Teorema 6.5: Seja x,,.2 + pz,41 + gz, = f(n) uma equagdo de recorréncia de segunda
ordem e a,, uma solu¢do dessa equagédo. Entdo, ser for feita a substituicao z,, = a,, + y,,
a equacao é transformada em y,, .2 + pyn+1 + quy, = 0.

Demonstracao: Fazendo a substituicao x,, = a,, + vy, ha recorréncia dada, temos:

f(n) = xpio + proi +qu,
f(n) = any2 + Ynyo + P(@ns1 + Ynt1) + qlan + yn)

f(n) = (ant2 + pans1 + qan) + (Ynt2 + DYnt1 + qUn)

Como a,, € solugao da recorréncia, temos que a primeira expressao entre parénteses é

igual a f(n), resultando em

Ynt2 + PYnt1 + qyn = 0.
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Exemplo 6.8 (LIMA, 2006): Encontre a solugdo de x,, .5 — 5x,41 + 62, = 2".
Solucao: Em primeiro lugar resolvemos a equacao homogénea z,, . — 52,41 + 6z, = 0.
A equacéo caracteristica associada a homogénea é r? — 5r + 6 = 0, cujas raizes sdo
r1 = 3 ery = 2. Assim, a solugcao da equacao homogénea é:

an:Cl~3"+C’2'2”
Em segundo lugar fazemos uma suposi¢ao para encontrar uma solugdo da equacao
nao homogénea. Como f(n) = 2" € uma fungéo exponencial, supomos uma solu¢ao
exponencial y, = A2™ e substituimos na equacao ndo homogénea:
A" — 5A2MT 4 6A2" = 2"
2"(4A — 10A + 64) = 2"
0-2"=2"
Note que 0 - 2™ = 2" n&o possui solugdo, entdo devemos aumentar o grau da parcela
que nao foi possivel encontrar a solugdo em nossa suposicdao. Fazemos uma nova
suposicao y,, = An2" e substituimos na equacao nao homogénea:
22 (An + 2A) — 5- 2" (An + A) + 6An2" = 2"

2"(4An + 8A — 10An — 104 + 6An) = 2"

—2A2" =2"
1
A=—=
2
- : . 1 ~
Dessa forma, a solugéo particular é y,, = —§n2” = —n2"" 1. Logo, a solugdo geral da

recorréncia é:

Ty = Ap + Yn

T, =01 3"+ Cy- 2" —n2"!

Exemplo 6.9: Determine a solugéo da recorréncia x,,,» — 6x,,1 + 8z, = 5 — 2n, onde
To=2€x =3.

Solucao: Resolvemos em primeiro lugar a equacao homogénea x,, 5 — 6x,, 1 + 8z, = 0.
A equagcao caracteristica associada é r> — 6r + 8 = 0, cujas raizes sdor, =4 e ry = 2.

Assim, a solu¢ao da equagdo homogénea é dada por

&n201‘4n—|—02'2n
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Em segundo lugar, encontramos uma solucao particular da equacado nao homogénea.
Como f(n) =5 —2n € um polinémio do primeiro grau, suponhamos uma solu¢éo nesse

formato, sendo y,, = A + Bn. Substituindo y,, na equag¢ao ndo homogénea, temos:

A+ B(n+2)—6(A+ B(n+1))+8(A+ Bn) =5 —2n

3A—4B +3Bn=5—-2n

Resolvendo o sistema a seguir encontramos os valores de A e B:

3A—4B =5 7 2
— A = — e B = ——
3B = -2 9 3
702 . A~ A ) _
Logo, vy, = g 3" e a solucao geral da equacao nao homogénea € dada por:
7T 2

Como zy = 2 e z; = 3, resolvemos o sistema a seguir para determinar o valor das
constantes C; e C5:

7

Ci+Cy+ - =2 2
91 :>01:§ e 02:1

401+2C’2+§:3

Portanto, a solucao da recorréncia é
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7/ Aplicacoes

Neste ultimo capitulo serdo apresentados alguns modelos de sequéncias didaticas
utilizando o software GeoGebra para serem trabalhadas em turmas do ensino médio,
contendo os conteudos de relagdes de recorréncia de primeira e segunda ordens

estudadas nesta dissertacéo.

7.1 Escolha do software GeoGebra

A escolha do software se deu por varios motivos, sendo um dos mais importantes
o fato de ser gratuito, podendo ser utilizado em escolas publicas ou privadas, sendo

acessado pelo navegador ou aplicativo, tanto em celulares como em computadores.

O segundo motivo da escolha é sua facilidade de uso, onde professores e alunos
aprendem rapidamente seus comandos, podendo ser utilizado no estudo de diversos

conteldos, como funcdes, sequéncias, geometria plana e espacial, entre outros.

O terceiro motivo foi a necessidade de mostrar aplicagbes praticas com o0 GeoGebra,
pois é muito conhecido entre os profissionais da educacgéo, mas pouco utilizado, apesar
de sua facilidade de uso. Com tutoriais simples, facilmente encontrados na internet,
tem-se acesso a uma gama de atividades com o software, que se mostra um grande

aliado no ensino de matematica.

Pretendemos mostrar seu uso no estudo de recorréncias, contendo em cada apli-
cagdo o0 passo a passo para a construcdo dos modelos, para que os professores
que tiverem contato com este trabalho possam desenvolver as sequéncias didaticas
com suas turmas. Além dessas aplicagdes, também pretendemos incentivar o uso do

GeoGebra para o ensino de diversos conteudos em matematica.
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7.2 Sequéncia de Fibonacci

Nesta secao, mostraremos como aplicar atividades em sala de aula sobre a sequén-

cia de Fibonacci, construindo-a no software GeoGebra. Vejamos o planejamento.
Tema: Recorréncias lineares de segunda ordem.

Conteudo: Sequéncia de Fibonacci.

Ano/Série: 12 série do ensino médio.

Recursos: Computador, lousa e caderno.

Objetivos:

e Retomar o conceito de sequéncia, onde o proximo termo é definido a partir de termos
anteriores;

e Compreender, sem uso de férmula, a lei de formacao da sequéncia de Fibonacci,
relacionando-ao ao raciocinio de recorréncia;

e Realizar a construcdo geométrica da sequéncia de Fibonacci com o auxilio do

software GeoGebra, relacionando seu formato a aplicagées no mundo real.

Sequéncia Didatica: O professor inicia explicando aos alunos o conceito inicial de
sequéncias numéricas de forma simplificada, onde um numero vem apds o0 outro,
formando certo padrao. Solicita aos alunos exemplos de sequéncias numéricas, onde

a maioria sera de recorréncias de primeira ordem, como:

(2, 4, 6, 8, ...) — somando 2

(1, 3,9, 27, ...) — multiplicando 3

A partir dos exemplos dos alunos, o professor define recorréncias de primeira ordem

como sendo sequéncias em que o proximo termo é obtido a partir de um termo anterior.

Logo ap6s solicita aos alunos uma pesquisa sobre Fibonacci e sua sequéncia, com o

objetivo de apresentar-lhes recorréncias de segunda ordem. Os alunos apresentam os
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resultados de sua pesquisa e a sequéncia de Fibonacci, dada por:

(1, 1,2, 3, 5,8, 13, 21, ...)

A partir dessa sequéncia o professor mostra que ela representa uma recorréncia
de segunda ordem, pois o préximo termo é sempre obtido a partir de dois termos
anteriores, nesse caso, a soma deles. Pode-se atrair a atengcao dos alunos dizendo
que essa sequéncia forma uma espiral perfeita e que eles irdo construi-la utilizando o

software GeoGebra. Recomenda-se que essa construcao seja feita em computadores.

Para acessar o software, basta digitar seu nome em um site de busca e clicar em
"GeoGebra classico". Para que a figura fique mais completa, clique na lupa com sinal
de menos no canto inferior direito, para reduzir o zoom, e arrastando o mouse € possivel

reposicionar os eixos, deixando da seguinte forma:

Figura 10 — Eixos no GeoGebra

AL OO LN e Q

+ | Entrada N s I EE NS I

Fonte: Autor, 2024

A partir de agora vamos construir quadrados cuja medida dos lados correspondem
a sequéncia de Fibonacci (referéncia [17]), para formar a espiral relacionada a essa

sequéncia. Clique no simbolo de poligono e depois em "poligono regular":
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Figura 11 — Comando Poligono Regular

SR (5 B IPANER

+ Entrada... I::) Poligono

1% Poligono Regula

I_\ Poligono Rigido

f}- Poligono Semideformavel

—14-13-12-11-10 -9 -8 -7 —6 -5 -4

Fonte: Autor, 2024

Clique nos pontos (0, 1) e (0,0) (nesta ordem) e, automaticamente, aparecera a caixa a

seguir, onde o numero de vértices deve ser definido para 4 e clique em "ok":

Figura 12 — Construcao de poligono regular

® A = Intersetar(EixoOx, E =N i
7
= (0‘ 0) 5
5
_ B = Ponto(EixoOy) 4
< 3
= (0, 1) @ -
+  Entrada.. Poligono Regular
14131211 10 e 1a
| Mumero de Vértices |
4 =

CANCELAR

Fonte: Autor, 2024

O quadrado ABCD de lado 1 sera formado:
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Figura 13 — Quadrado ABCD

(A B] N0 4N e

~ A = Ponto(EixoQy) Y ’
& 7
= (0.1) ® 6
5
B = Intersetar(EixoOx, Eix80y 4
@ { 3
= (0, 0)
A D
. 1
poligonol = Poligono(A, Bi4)
O —14-13-12-11-10-9 -2 -7 -6 -5 -4 -3 -2 —11 12 34 s e 89
=1 B
-2
. -3
O f = SegmentodeReta(A, B ol B
=1 -5
-5
+ Entrada... ok
_8
9

Fonte: Autor, 2024

Repita o procedimento de formagao de poligono regular clicando nos pontos B(0,0) e

A(0,1) (nesta ordem) para formar o quadrado ABEF, também de lado 1:

Figura 14 — Quadrado ABEF
y A AN O 4N =2

A = Ponto(EixoQy) A/ i

= (0,1) Q) 7

6

® B = Intersetar(EixoOx, F2xol 5

4

= (0,0) 3

. E|AD

O poligonol = Poligono(A; B, =
-1 —M-13-12—11-10 -9 -8 -7 -5 -5 -4 3 2 123456 78

-2

O f = SegmentodeReta(A E.p 3

B -5

. -5

O poligono2 = Poligone(E; A, HE

=1 i

-9

® j = SegmentodeReta(B, i\, p il

L1

=1 -12

13

=+ Entrada... -14

Fonte: Autor, 2024

A partir dos dois quadrados de lado 1 formaremos o quadrado de lado 2, clicando nos

pontos C(1,0) e F'(—1,0) (nesta ordem), formando o quadrado CFGH:

64



Figura 15 — Quadrado CFGH

a-l‘l’lqw-&mmwm

3-12-11-10-9 -8 -7 -6 -b -4 -3 -2 2 HH3 ST e A8 9

[eplS

Fonte: Autor, 2024

Seguindo a sequéncia de Fibonacci, formaremos o quadrado de lado 3 a partir dos
quadrados de lados 1 e 2. Para isso, clique nos pontos D(1,1) e H(1, —2) (nesta ordem),

formando o quadrado DHIJ:

Figura 16 — Quadrado DHIJ

ﬁ-l‘l’luw-ﬂ-mma

18 -7 6 -5 4 -3 2

(Jas

Fonte: Autor, 2024

Para formar o quadrado de lado 5, clique nos pontos F(—1,1) e J(4,1) (nesta ordem),
obtendo o quadrado EJKL:
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Figura 17 — Quadrado EJKL

m) W fown *I_ul (== =]
=
0
(=S

11-10-9 -8 -7 -6-5-4-3 -2 5 6 7 8 9 1011 12 13

1=
— [ 0
o

Fonte: Autor, 2024

Clique nos pontos G(—1,—2) e L(—1,6) (nesta ordem) para obter o quadrado GLMN,
de lado 8:
Figura 18 — Quadrado GLMN

9
8
M L K
¢ @ e
5
4
3
ETATD J
!
12—-12-11-1049 & -7 -6 -5 -4 -3 -2 41, BE 68910
N [(5 |
@ @2
-3
L4
-5
L]
L7
La

Fonte: Autor, 2024

Para obter o quadrado de lado 13, clique nos pontos 7(4, —2) e N(—9, —2) (nesta ordem),

formando o quadrado INOP:
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Figura 19 — Quadrado INOP

M L K

A4-12-12-11—109 -8 -7 6 - -4 -3 2 1 23 | 5 6 7 &8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 2

Fonte: Autor, 2024

Desenharemos por ultimo o quadrado de lado 21, clicando nos pontos K (4,6) e

P(4,—15) (nesta ordem), obtendo KPQR:

Figura 20 — Quadrado KPQR

8
M [ K R

5

4

3

E[AID J

F

1=12-12-11-1048 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 {1, 23 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 35 26 27 2¢

G |H I

=3

L4

L5

5

T

Lg

=9
=10

-1
—12

—13

() ik P Q

—16

Fonte: Autor, 2024

Para formar a espiral utilizamos a ferramenta de constru¢éo de arco de circunferéncia.

Clique na parte superior no simbolo de arco e selecione a opgéo "Arco Circular (Centro,

Dois Pontos)":
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Figura 21 — Comando Arco Circular

N .A,/,:,,:::,@ &N

O poligono6 = Poligono
Circunferéncia (Centro, Ponto >
= b4 @ ( ) 3
@ Circunferéncia (Centro, Raio) (i
g1 = SegmentodeRet
O ’7‘ Compasso 2
=8 =] 4
Circunferéncia (Trés Pontos) f .
poligono? = Poligonc E A
@ P Semicircunferéncia F
= 169 -5 -4 -3 2 {1,
.3 Arco Circular (Centro, Dois Pontos) S
k; = SegmentodeRet
=3
O - 13 {J Arco Circuncircular (Trés Pontos) g
5
.Q Setor Circular (Centro, Dois Pontos) i
O poligono8 = Poligonc i
- an QJ Setor Circuncircular (Trés Pontos) ~8
- -9
-10
p1 = SegmentodeReta(Ks P, l =i

Fonte: Autor, 2024

O primeiro arco tera centro B e sera formado por C e A. Para desenhar o arco, primeiro
clique no centro B e depois nos extremos C e A. Repita 0 mesmo processo para a
construgao do segundo arco, clicando no centro B e depois nos extremos A e F. Para
que os dois primeiros arcos fiquem melhor visiveis, clique com o botéo direito do mouse

no ponto B e depois no ponto F e clique em "mostrar rétulo™:

Figura 22 — Rétulo de pontos

Ponto B(0, 0)

Coordenadas Polares

=5 Mostrar Objetos

:f: As Mostrar Rotulo

-8 o Mostrar Traco

([0 Renomear

12 W Apagar

-14- f% Configuracbes

-1 ‘

Fonte: Autor, 2024
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Assim, visualizamos os dois primeiros arcos:

Figura 23 — Arcos dos quadrados de lado 1

M L K R
5
4
3
EJAD J
<$:
1-1048 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 41 253 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 35 26 :
N Gl |H I
-3
4
=
=6
LT
-8
-9
—10
=11
—12
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Fonte: Autor, 2024

Para a construcao dos proximos arcos, siga o roteiro aqui descrito. Terceiro arco: clique
no centro C e nos extremos F e H (apague o rétulo do ponto G); quarto arco: cliqgue no
centro D e nos extremos H e J; quinto arco: clique no centro E e nos extremos J e L;
sexto arco: clique no centro G e nos extremos L e N; sétimo arco: clique no centro | e

nos extremos N e P; oitavo arco: clique no centro K e nos extremos P e R. Obtemos,

assim, a espiral a partir da sequéncia de Fibonacci:

Figura 24 — Espiral de Fibonacci no GeoGebra

K R

5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 J4 35 26 27 .

Fonte: Autor, 2024

Por fim, pode-se mostrar onde essa espiral € encontrada, como na natureza, constru-
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¢Oes e obras de arte, como vimos no exemplo 6.3, mostrando a relacdo da sequéncia

de Fibonacci com o nimero de ouro.

7.3 Progressao Aritmética e Juros Simples

Nesta sequéncia didatica o objetivo principal é relacionar progressdes aritméticas a

juros simples, mostrando o comportamento das sequéncias no software GeoGebra.
Tema: Recorréncias lineares de primeira ordem.

Conteudo: Progressao aritmética e juros simples.

Ano/Série: 22 série do ensino médio.

Recursos: Computador, lousa e caderno.

Objetivos:

e Compreender o significado de progressao aritmética como uma sequéncia de soma,
construindo sua lei de formacao através da formula do termo geral;

e Estudar o conceito de juros simples com ou sem uso de formulas, mostrando que o
montante aumenta seguindo a mesma razao, de um periodo a outro;

¢ Relacionar o comportamento das progressdes aritméticas ao de juros simples, soluci-

onando problemas.

Sequéncia Didatica: Primeiramente o professor deve recordar o significado de pro-
gressao aritmética como uma sequéncia em que o préximo termo é obtido a partir do
termo anterior através da soma (ou subtracdo) de um mesmo numero, chamado de
razdo. Deve também chamar a atencao para o fato de que esse tipo de sequéncia é

uma recorréncia de primeira ordem.

Apébs dar exemplos de diversas PAs, os alunos devem ser levados a encontrar as leis

de formacao de algumas progressodes e plota-las no GeoGebra para observar seu
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comportamento. Lembramos que a férmula do termo geral de uma PA é dada por:
an=a;+(n—1)-r

onde a; € 0 primeiro termo, n € a posicao dos termos e r a razdo. Tomemos um

exercicio como exemplo.

Exercicio 7.1: Determine a lei de formacao e plote no GeoGebra cada sequéncia a
sequir:

A. (3,8, 13, 18, 23, ...).

B. (22, 24, 26, 28, 30, ...).

Solucao: A sequéncia do item A possui primeiro termo a; = 3 e razdo r = 5. Sua lei

de formagéo é dada por:

a,=3+(n—-1)-5

a, = dn — 2

A sequéncia do item B possui primeiro termo a; = 22 e razao r = 2. Sua lei de formacao

é dada por:

apb =22+ (n—-1)-2

a, = 2n + 20

Vamos plotar as sequéncias no GeoGebra, lembrando que sequéncias possuem domi-
nio discreto. Para a sequéncia do item A, abra o0 GeoGebra classico online e configure
0 eixo y para que aumente de dois em dois, clicando no simbolo da engrenagem no
canto superior direito e ajustando a escala 1:2 no ambiente "basico", apertando a
tecla "enter"para que a mudanga ocorra. Clique no "X"ao lado direito para fechar as

configuragoes.
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Figura 25 — Escala dos eixos no GeoGebra
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Fonte: Autor, 2024

No campo de entrada digite "seq"de "sequéncia"e selecione a opg¢éo "Sequéncia

(Expressao, Variavel, Valor Inicial, Valor Final)":

Figura 26 — Comando Sequéncia

oA / ’,:/ I,‘_T‘.. @ @ 4 x a=2 "I"
+ seq :
Sequéncia » Sequéncia o

Sequéncia( Valor Final )
Sequéncia( Valor Inicial, Valor Final )
Sequéncia( Valor Inicial, Valor Final, Incremento )

@( Expressdo, Variavel, Valor Inicial, Val@

Sequéncia( Expressdo, Variavel, Valor Inicial, Valor Final, Incremento )

-9 s -7 -5 5 4 3 P i

Fonte: Autor, 2024

Para que os pontos aparegam na malha quadriculada, digite no campo "expresséo"a

coordenada (n, 5n — 2) e coloque a variavel como n, valor inicial como 1 e valor final

100 (ou outro numero ndo pequeno):
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Figura 27 — Comando para a PA do item A, exercicio 7.1

AL D OO LN
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+ Entrada...

Fonte: Autor, 2024

Ap0bs isso 0s pontos ja aparecerdao no plano e podemos reduzir o zoom e movimentar o

plano para obter uma melhor visualizagao:

Figura 28 — Grafico da PA do item A, exercicio 7.1
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Fonte: Autor, 2024

O mesmo processo deve ser feito para plotar a sequéncia do item B:
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Figura 29 — Grafico da PA do item B, exercicio 7.1
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Fonte: Autor, 2024

O professor levara o aluno observar que as duas sequéncias apresentam um compor-
tamento linear, devido a caracteristica de somar sempre a mesma razao em relagéo ao

termo anterior.

Apobs a explicacao sobre progressao aritmética deve-se explicar os conceitos de capital,
montante, juros e taxa de juros, para que os alunos possam compreender juros simples
como um regime de capitalizagdo onde se calcula a taxa de juros sobre o capital e
esse juro € somado de maneira igual em todos os periodos de tempo. Pode-se usar

Ccomo exercicio:

Exercicio 7.2 (IEZZI, 2004): Escreva uma sequéncia de seis nimeros obtida a partir
dos resultados do montante em cada periodo quando um capital de R$ 4000,00 &
aplicado a uma taxa de 2% ao més, no regime de juros simples. O primeiro valor da
sequéncia deve ser o capital. Encontre o termo geral da sequéncia obtida e a plote no
GeoGebra.

Solucao: Sem o uso de férmula, deve-se calcular o valor do juro para cada periodo,

que é o resultado de 2% de 4000, dado por 80. Sendo assim, o capital aumenta um
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valor fixo de R$ 80,00 em cada periodo, obtendo a sequéncia:

(4000, 4080, 4160, 4240, 4320, 4400)

O professor mostrara que essa sequéncia nada mais é do que uma progressao aritmé-

tica, cuja razdo é o resultado do capital (C') vezes a taxa (i):

r=0C-1

Dessa forma, o regime de juros simples nada mais é do que uma progressao aritmética.

Para plotar a sequéncia no GeoGebra, precisamos de seu termo geral, dado por:

a, = 4000 + (n — 1) - 80

an = 80n + 3920

Antes de plotar no GeoGebra, devemos ajustar a escala do eixo y de 1000 em 1000,
seguindo o processo ja detalhado anteriormente e usar o ambiente de sequéncia.

Assim, temos:

Figura 30 — Grafico da PA do exercicio 7.2
HE
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Fonte: Autor, 2024

Note que o comportamento do gréfico € linear, pois € uma progressao aritmética, com

dominio discreto. Segue outro modelo de problema que pode ser utilizado.
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Exercicio 7.3 (IEZZI, 2004): Um capital de R$ 7000, 00 foi investido por um ano e
meio e, ao final, 0 montante obtido foi de R$ 9142, 00. O montante obtido a cada més
obedece a uma PA. Determine a razdo dessa PA, seu termo geral e plote a sequéncia
no GeoGebra.

Solucao: Como o montante obtido a cada més obedece a uma PA, sabemos que o
regime do investimento € o de juros simples e que o investimento durou 18 meses
(um ano e meio). Consideremos o capital como sendo o primeiro termo da PA. Assim,

usando a férmula de juros simples, temos:

J=C-i-t
M—C=7000-17-18
2142 = 126000z

i=0,017
Logo, a razédo da PA € dada por
r=C-1=r="7000-0,017=r =119
Dessa forma, o montante aumenta R$ 119, 00 por més. O termo geral é dado por

an = 7000 + (n — 1) - 119

an, = 119n + 6881

Ao plotar a sequéncia no GeoGebra observamos o crescimento linear, com dominio

discreto:
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Figura 31 — Grafico da PA do exercicio 7.3
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Fonte: Autor, 2024

7.4 Progressao Geométrica e Juros Compostos

Nesta ultima sequéncia didatica temos o objetivo de relacionar progressdes geo-
métricas a juros compostos, mostrando também o comportamento das sequéncias no

software GeoGebra.

Tema: Recorréncias lineares de primeira ordem.
Conteudo: Progressao geométrica e juros compostos.
Ano/Série: 22 série do ensino médio.

Recursos: Computador, lousa e caderno.

Objetivos:

e Compreender o significado de progressdao geométrica como uma sequéncia multipli-
cativa, construindo sua lei de formacao através da formula do termo geral,

e Estudar o conceito de juros compostos com ou sem o uso de férmulas, mostrando
que o juro deve ser recalculado a cada novo periodo sobre 0 novo montante obtido;

¢ Relacionar o comportamento das progressées geométricas ao de juros compostos,
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solucionando problemas.

Sequéncia Didatica: Primeiramente deve ser recordado o conceito de progressao
geométrica como uma sequéncia em que o préximo termo é obtido a partir do termo
anterior através da multiplicacdo de um mesmo numero, chamado de razdo. Assim
como na PA, deve ser explicado que a progressdao geométrica € uma recorréncia de

primeira ordem.

Apb6s compreender o conceito de PG a partir de exemplos, os alunos devem encontrar
a lei de formacéao de algumas progressoes desse tipo e plota-las no GeoGebra para
observar seu comportamento. Lembramos que a férmula do termo geral de uma PG é

dada por:

onde a; € o primeiro termo, n é a posicao de determinado termo e ¢ a razado. Vejamos

um exercicio como exemplo.

Exercicio 7.4: Determine a lei de formacao e represente no GeoGebra cada sequéncia
a seguir:

A. (2, 6, 18, 54, 162, ...).

B. (1, 4, 16, 64, 256, ...).

Solucao: A sequéncia do item A possui primeiro termo a; = 2 e razédo ¢ = 3. Sua lei

de formagéo € dada por:
a, =2-3"1

A sequéncia do item B possui primeiro termo a; = 1 e razdo ¢ = 4. Sua lei de formagao

€ dada por:

a, =1-4"1

a, = 4n71

Para plotar as sequéncias lembramos novamente que elas possuem dominio discreto

e, por isso, devem aparecer pontos no GeoGebra e ndao uma funcao continua. Para
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a sequéncia do item A configure o eixo y para que aumente de 20 em 20, como ja
fizemos anteriormente. Use 0 mesmo ambiente de sequéncia mostrado em PA e no

campo "expressao" deve ser digitado o par ordenado (n, 2 - 3" 1). Assim, temos:
Figura 32 — Grafico da PG do item A, exercicio 7.4
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Fonte: Autor, 2024

Para a sequéncia do item B, reduzindo o0 zoom, temos:
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Figura 33 — Grafico da PG do item B, exercicio 7.4
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Fonte: Autor, 2024

O professor levara o estudante a observar que as duas sequéncias apresentam um
comportamento exponencial, devido a caracteristica de multiplicar sempre a mesma

razao em relagéo ao termo anterior.

Agora deve-se explicar o conceito de juros compostos como um regime de capitalizagao
onde se calcula a taxa de juros sobre cada novo montante em cada periodo de tempo,

havendo um crescimento exponencial. Da férmula de juros compostos, temos que:
M =C(1+1)

Logo, o capital (C') representa o valor inicial de uma progressao geométrica e a razéo é

dada por
q=1+1,
onde i é a taxa de juros. Resolveremos dois problemas para exemplificar.
Exercicio 7.5: Escreva uma sequéncia de seis niUmeros obtida a partir dos resultados
do montante em cada periodo quando um capital de R$ 1500, 00 é aplicado a uma taxa
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de 2% ao més, no regime de juros compostos. O primeiro valor da sequéncia deve ser
o capital. Encontre o termo geral da sequéncia e a represente no GeoGebra.

Solucao: Temos que a razao da sequéncia é dada por
g=14+1=—=—=q=1+4+0,02= ¢=1,02
Logo, a sequéncia é
(1500; 1530; 1560, 6; 1591,81; 1623, 65; 1656, 12),
onde alguns valores foram aproximados. Sendo assim, obtemos o termo geral
an, = 1500 - (1,02)"!
Para representar essa sequéncia no GeoGebra a escala do eixo y foi deixada de 100

em 100 e depois 0 zoom foi reduzido para uma melhor visualizagdo. Assim, temos o

seguinte grafico com comportamento exponencial e dominio discreto:

Figura 34 — Grafico da PG do exercicio 7.5
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Fonte: Autor, 2024

Exercicio 7.6 (IEZZI, 2004): Um capital de R$ 80000, 00 foi investido por um ano e,
ao final, o montante obtido foi de R$ 97240, 50. O montante obtido a cada trimestre
obedece a uma PG. Determine a razdo dessa PG, seu termo geral e represente a

sequéncia no GeoGebra.

81



Solucao: Como o montante obtido a cada trimestre obedece a uma PG, sabemos
que o regime do investimento € o de juros compostos e que o investimento durou 4
trimestres (um ano). Consideremos o capital como sendo o primeiro termo da PG.

Assim, usando a formula de juros compostos, temos:

M = C(1+1)
97240, 50 = 80000(1 + i)*
(1+14)* =1,21550625

14+i=1,05

q=1,05
Logo, arazdo da PG é ¢ = 1,05 e o termo geral é dado por
a, = 80000 - (1,05)"*

Para representar a sequéncia no GeoGebra a escala do eixo y foi deixada de 10000
em 10000 e depois 0 zoom foi reduzido para uma melhor visualizagdo. O gréfico
esta representado a seguir, onde podemos observar o comportamento exponencial,

lembrando que a func¢ao possui dominio discreto:

Figura 35 — Grafico da PG do exercicio 7.6
220000 [ ]
200000 ®
180000
160000 e
140000 ®
120000 °
100000 - o
80000 o
60000
40000

20000

Fonte: Autor, 2024
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Exercicio 7.7: Para finalizar essa sequéncia vamos dar um exemplo real envolvendo
juros de cartdo de crédito. Pesquisando os juros do cartdo "Ourocard Facil", bandeira
Visa, do Banco do Brasil, vemos que o custo efetivo total (CET) é de 16, 12% ao més,
sendo que essa taxa ja representa o juro de crédito rotativo, o juro por atraso e a multa
por atraso juntos. Essa taxa é dividida pelo nimero de dias de um més, sendo cobrada

a porcentagem por dia de atraso no pagamento da fatura.

Suponhamos que uma pessoa nao pague uma fatura no valor de R$ 1200, 00, com
vencimento no dia 10/03. Suponhamos que ela nao tera nenhum gasto a mais e que as
faturas que vencem em 10/04 e 10/05 sejam ambas no valor de R$ 990, 00. Calculemos
o valor total pago, caso a pessoa atrase as trés faturas e consiga efetuar o pagamento
no dia 30/05.

Entre os meses de margo e abril temos um més de atraso da fatura no valor de

R$ 1200, 00. Cobrando a taxa de 16, 12%, temos o montante do primeiro més de atraso:
M =1200- (1,1612) = 1393, 44

Apds o primeiro més de atraso somamos ao montante encontrado o valor da fatura que

vence em abiril, ficando com:

1393, 44 + 990, 00 = 2383, 44

O juro cobrado entre os meses de abril e maio incidira sobre o valor de R$ 2383, 44.

Encontrando o montante do segundo més de atraso, temos:

M = 2383,44 - (1,1612) ~ 2767,65

A este montante somamos o valor de R$ 990, 00 referente a fatura vencida em 10/05,
ficando com R$ 3757,65. O juro cobrado entre 10/05 e 30/05 incidira sobre o valor de
R$ 3757,65. A taxa de 16, 12% dividida por 30 dias é de, aproximadamente, 0, 54% ao

dia. Assim, nos ultimos 20 dias teremos o montante final:

M = 3757,65 - (1,0054)%° = 3757,65 - (1,1137241009) ~ 4184, 99
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Desta forma, quitando sua divida no dia 30/05 a pessoa pagara o valor total de
R$ 4184, 99. Caso tivesse pago as trés faturas sem atraso, o valor a ser pago seria de
1200 + 990 + 990 = 3180. Notamos, assim, uma diferenca de R$ 1004, 99.

Usando a expressao 3757, 65 - (1,0054)™ no ambiente de sequéncia no GeoGebra, com
valor inicial 1 e valor final 20, podemos notar 0 aumento no valor da fatura nos Gltimos
20 dias. Para construir o grafico, a escala entre os eixos x e y foi deixada da forma
1:200 com reducao do zoom para melhor visualizacdo. Como a fungéo possui dominio

discreto, cada ponto representa 0 montante no dia n:

Figura 36 — Grafico da PG do exercicio 7.7
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Fonte: Autor, 2024

Os juros do cartao de crédito podem ser consultados no aplicativo de cada banco e
se apresenta como um exemplo interessante para ser trabalhado com os estudantes,

oportunizando um ensino sobre inteligéncia financeira.
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8 Consideracoes Finais

A partir deste trabalho vemos quéo amplo € o estudo sobre equacdes de recorréncia,
cuja teoria nao foi inteiramente abordada, podendo ser utilizada para a producéo de
trabalhos futuros. Além disso, todas as referéncias bibliograficas contribuiram para
a construcao tedrica do trabalho. Todos os capitulos possuem a demonstracdo dos
resultados e diversos exemplos, para que o conteudo abordado n&o deixe duvidas e

seja bem fundamentado.

A fundamentacgéao tedrica sobre sequéncias e seus limites foi importante para emba-
sar todo o estudo seguinte sobre recorréncias. O foco foi dado para as recorréncias
lineares, tanto de primeira como de segunda ordem, que se mostraram uma importante
area de estudo, principalmente por serem trabalhadas no ensino médio nas formas das
progressdes aritmética e geométrica. Além das progressodes, esse trabalho mostra que
€ possivel abordar as recorréncias no ensino médio, trazendo uma visdo mais ampla

da matematica e um estudo agradavel da disciplina para os alunos.

As aplicacdes propostas trazem teoria e pratica organizadas em sequéncias didati-
cas, mostrando a relacdo da sequéncia de Fibonacci com 0 niumero de ouro e como
essa sequéncia é encontrada na natureza, arquitetura e arte. As aplicagdes envolvendo
matematica financeira trazem exemplos e mostram como as recorréncias sao utilizadas
em problemas reais, como o juro do cartdo de crédito. Todas as sequéncias didaticas
foram planejadas para serem aplicadas na sala de aula e podem ser utilizadas pelos

professores que lerem esta dissertacao.

Destacamos o uso do software GeoGebra nas sequéncias didaticas mostradas no
capitulo de aplicagdes, que facilita o entendimento dos estudantes sobre o assunto
estudado, podendo visualizar o comportamento das recorréncias. Este aplicativo
gratuito, que pode ser acessado online, permite outras possibilidades de uso na sala de
aula em diversos conteudos e deveria ser mais utilizado pelos professores, bem como
outros aplicativos que tornam mais simples o aprendizado de matematica. E importante

dizer que esses aplicativos nao substituem o ensino teérico dos conteudos realizado
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pelo professor, mas sdo excelentes auxiliares durante as aulas, devendo também ser

explorados pelos préprios alunos para que aprofundem seus conhecimentos.
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