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Resumo

Neste trabalho é estruturada uma abordagem sobre areas e volumes em construcoes de
casas residencias sob o olhar da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) como recurso
didatico-metodolégico que pode possibilitar uma melhoria significativa no aprendizado de
geometria plana e espacial por parte dos estudantes na educacao basica.

Palavras-chave: Geometria, Areas, Volumes, Construgao de casas residenciais.

X



Abstract

In this work, an approach to areas and volumes in the construction of residential houses
is structured from the perspective of the National Common Curricular Base (BNCC) as a
didactic-methodological resource that can enable a significant improvement in the learning
of flat and spatial geometry by students in education. basic.

Key-words: Geometry, Areas, Volumes, Construction of residential houses.
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Introducao

A concepcao de “metodologia inovadora” estéd acontecendo pouco a pouco no processo
de ensino aprendizagem, principalmente no ensino da matematica. Ainda existem muitas
dificuldades a serem enfrentadas no que diz respeito a novas formas de ensinar matematica,
e partindo do principio de que ensinar matemética nao é uma tarefa facil e que um dos
problemas que mais chamam a atencao é a falta de efervescéncia dos alunos, deve-se buscar
novos referenciais para contribuir na construc¢ao de um ensino que supere o tradicional e
que, a0 mesmo tempo, suscite no aluno o interesse em aprender.

O ensino da matematica sob a perspectiva da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) visa qualificar o cidadao para inser¢ao no mundo das relagoes sociais, estimulando
o crescimento coletivo, individual e o respeito mituo, mostrando a ele as formas
diferenciadas de abordar os problemas que se apresentam cotidianamente a cada um.
Isso nos leva a pensar na formacao basica do individuo.

Tais inquietagoes e dificuldades enfrentadas por professores de matematica, no sentido
de encontrar formas de resolver ou minimizar a falta de interesse pela matematica por
parte dos estudantes, foi que, em especial, serviu de motivagao para a realizacao deste
trabalho. Estruturou-se aqui uma abordagem sobre areas e volumes em construgoes de
casas residencias como recurso didatico-metodolégico que possibilite uma melhoria signi-
ficativa no aprendizado de geometria plana e espacial na educacao béasica, contribuindo
para um aprendizado dindmico e recreativo destes topicos, melhorando significativamente
a aprendizagem sobre perimetro, area de figuras planas e volumes de sélidos geométricos,
tornando a aula de matemaética agradével e motivadora para os alunos.

Desta forma, no Capitulo 1 foi feita uma explanacao sobre BNCC e o ensino
de matematica, e sobre as metodologias ativas. O Capitulo 2 trata dos aspectos
metodologicos. Nele é feita a sistematizacao dos conteiidos mateméticos de geometria
plana e espacial recomendados pela BNCC para a educacgao basica. No Capitulo 3 faz-se
um estudo sobre desenho técnico de plantas baixas para casas residenciais e escalas. No
Capitulo 4 sao realizadas aplicacoes sobre areas e volumes na perspectiva da construgao
de casas residenciais e no Capitulo 5 faz-se as consideragoes finais sobre o estudo.



Capitulo

BNCC e o Ensino de Matemética

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento que estabelece os
conhecimentos essenciais que todos os alunos brasileiros devem desenvolver ao longo da
educacao basica. Olhando para o ensino da mateméatica, a BNCC busca promover uma
aprendizagem mais significativa e alinhada com as demandas do nosso século, propondo
interdisciplinaridade, concatenando os conceitos matematicos a situacoes do dia a dia
e estimulando o raciocinio logico-dedutivo bem como a resolucao de problemas.Sob o
olhar da BNCC o ensino inovador da matematica tem sido um dos principais objetivos
educacionais, pois visa qualificar o cidadao para que se insira no mundo das relagoes
sociais, estimulando o crescimento coletivo, individual e o respeito mituo, mostrando
formas diferenciadas de abordar os problemas que se apresentam, diariamente, a cada
um. Isso nos leva a pensar na formacao basica do individuo, dando destaque a geometria
que é um dos cinco blocos dos contetudos escolares de matematica da educagao bésica:
geometria; grandezas e medidas; estatistica e probabilidade; ntimeros e operagoes; dlgebra
e fungoes. Abaixo, destaca-se as Competéncias especificas e Habilidades vinculadas a area
de Matematica da BNCC:

Competéncia especifica 1

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situagoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e
Humanas, das questoes socioecondmicas ou tecnologicas, divulgados por diferentes meios,
de modo a contribuir para uma formacao geral.

Para esta competéncia tem-se as habilidades listadas como segue:

(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagdes econdmicas, sociais e fatos
relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de grandezas, pela anéalise
dos gréficos das fungoes representadas e das taxas de variagao, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT102) Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas
apresentadas em relatérios divulgados por diferentes meios de comunicagao, identificando,
quando for o caso, inadequagoes que possam induzir a erros de interpretagao, como escalas
e amostras nao apropriadas.

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas
midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as conversoes
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possiveis entre elas, adotadas ou nado pelo Sistema Internacional (SI), como as de
armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos avangos tecnolégicos.

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioeconémica (indice de
desenvolvimento humano, taxas de inflagdo, entre outros), investigando os processos de
calculo desses ntimeros, para analisar criticamente a realidade e produzir argumentos.

(EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformacgoes isométricas (translagao,
reflexdo, rotacdo e composigoes destas) e transformagoes homotéticas para construir
figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgdes humanas (fractais,
construgoes civis, obras de arte, entre outras).

(EM13MAT106) Identificar situagoes da vida cotidiana nas quais seja necessario
fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método
contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).

Competéncia especifica 2

Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo contemporéaneo e
tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas sociais,
como os voltados a situacoes de satde, sustentabilidade, das implicagoes da tecnologia no
mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e
linguagens proprios da Matemaética.

Para esta competéncia tem-se as seguintes habilidades:

(EM13MAT201) Propor ou participar de agoes adequadas as demandas da regido,
preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigoes e calculos de perimetro, de
area, de volume, de capacidade ou de massa.

(EM13MAT202) Planejar e executar pesquisa amostral sobre questoes relevantes,
usando dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, e comunicar os resultados por
meio de relatério contendo graficos e interpretacao das medidas de tendéncia central e das
medidas de dispersao (amplitude e desvio padrao), utilizando ou nao recursos tecnologicos.

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execugao e na
analise de agoes envolvendo a utilizacao de aplicativos e a criagdo de planilhas (para o
controle de orcamento familiar, simuladores de calculos de juros simples e compostos,
entre outros), para tomar decisoes.

Competéncia especifica 3

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos matematicos para interpre-
tar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plau-
sibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

Para esta competéncia tem-se as seguintes habilidades:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e
de outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares simultaneas, usando
técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungoes polinomiais de primeiro
ou segundo graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT303) Interpretar e comparar situagoes que envolvam juros simples com
as que envolvem juros compostos, por meio de representacoes graficas ou anélise de
planilhas, destacando o crescimento linear ou exponencial de cada caso.
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(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais nos
quais seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em
contextos como o da Matemética Financeira, entre outros.

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fungoes logaritmicas nos quais
seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em
contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre
outros.

(EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem feno-
menos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros) e
comparar suas representagoes com as fungoes seno e cosseno, no plano cartesiano, com ou
sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obten¢ao da medida da area
de uma superficie (reconfiguragées, aproximagao por cortes etc.) e deduzir expressoes
de calculo para aplicé-las em situagoes reais (como o remanejamento e a distribui¢ao de
plantagoes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno
ou as nogoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que
envolvem triangulos, em variados contextos.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de éreas
totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagoes reais (como
o calculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos
sejam composigoes dos solidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupa-
mentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,
recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem
o calculo da probabilidade.

(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de probabi-
lidade de eventos em experimentos aleatorios sucessivos.

(EM13MAT313) Utilizar, quando necessario, a notacao cientifica para expressar
uma medida, compreendendo as nogoes de algarismos significativos e algarismos duvido-
sos, e reconhecendo que toda medida é inevitavelmente acompanhada de erro.

(EM13MAT314) Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas determi-
nadas pela razao ou pelo produto de outras (velocidade, densidade demografica, energia
elétrica etc.).

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel,
um algoritmo que resolve um problema.

(EM13MAT316) Resolver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que
envolvem célculo e interpretagdo das medidas de tendéncia central (média, moda,
mediana) e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio padrao).

Competéncia especifica 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de represen-
tagdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de
solugao e comunicacao de resultados de problemas.
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Para esta competéncia tem-se as Habilidades:

(EM13MAT401) Converter representagoes algébricas de fungdes polinomiais de
primeiro grau em representagoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos
de algebra e geometria dinamica.

(EM13MAT402) Converter representagoes algébricas de fungoes polinomiais de
segundo grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou
nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica, entre outros materiais.

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representacoes de fungoes exponencial e logaritmica expressas em tabelas
e em plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem,
crescimento) de cada fungao.

(EM13MAT404) Analisar fungdes definidas por uma ou mais sentengas (tabela
do Imposto de Renda, contas de luz, agua, géas etc.), em suas representagoes algébrica
e grafica, identificando dominios de validade, imagem, crescimento e decrescimento, e
convertendo essas representagoes de uma para outra, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na
implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base
em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou nao o uso de
softwares que inter-relacionem estatistica, geometria e algebra.

(EM13MAT407) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio
de diferentes diagramas e graficos (histograma, de caixa (box-plot), de ramos e folhas,
entre outros), reconhecendo os mais eficientes para sua analise.

Competéncia especifica 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagao de padroes, experimen-
tacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstracao
cada vez mais formal na validagao das referidas conjecturas.

Para esta competéncia tem-se as habilidades:

(EM13MAT501) Investigar relagoes entre nimeros expressos em tabelas para
representé-los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para
generalizar e expressar algebricamente essa generalizacao, reconhecendo quando essa
representacao ¢ de fungao polinomial de primeiro grau.

(EM13MAT502) Investigar relagoes entre nimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para
generalizar e expressar algebricamente essa generalizacao, reconhecendo quando essa
representacao ¢ de funcao polinomial de segundo grau do tipo y = ax?®.

(EM13MAT503) Investigar pontos de méaximo ou de minimo de fungoes quadraticas
em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cinemética, entre outros,
com apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT504) Investigar processos de obtencao da medida do volume de prismas,
piramides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para a obtencao das
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formulas de calculo da medida do volume dessas figuras.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem
apoio de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composicao de poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando
padroes observados.

(EM13MAT506) Representar graficamente a variagao da area e do perimetro de um
poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam, analisando e classificando
as fungoes envolvidas.

(EM13MAT507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA) a fungoes afins
de dominios discretos, para anélise de propriedades, deducao de algumas férmulas e
resolucao de problemas.

(EM13MATS508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a fungoes
exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades, dedugao de algumas
formulas e resolucao de problemas.

(EM13MAT509) Investigar a deformagao de éangulos e areas provocada pelas
diferentes projegoes usadas em cartografia (como a cilindrica e a conica), com ou sem
suporte de tecnologia digital.

(EM13MATS510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas
variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacgao e, quando apropriado, levar
em conta a variagao e utilizar uma reta para descrever a relagao observada.

(EM13MAT511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais,
discretos ou nao, e de eventos, equiprovaveis ou nao, e investigar implica¢oes no céalculo
de probabilidades.

Destacando a competéncia especifica 1 da BNCC, vinculadas & area de matematica,
que:

“Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméticos para interpre-
tar situacoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos
das ciéncias da natureza e humanas, das questoes socioeconoémicas ou tecnolo-
gicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para a formacao
geral.”

Dai, a BNCC busca superar a memorizacao superficial, incentivando a construcao
do conhecimento de maneira mais profunda e duradoura preparando os alunos para
enfrentar os desafios do século XXI. Tomando como referéncia a Competéncia especifica
1 - Habilidade (EM13MAT103), Competéncia especifica 2 - Habilidades (EM13MAT201,
EM13MAT203), Competéncia especifica 3 - Habilidades(EM13MAT307 e EM13MAT309),
Competéncia especifica 5 - Habilidade (EM13MAT504, EM13MAT506 e EM13MAT509)
¢ que foi estruturada essa abordagem sobre areas e volumes em construgoes de casas
residenciais como recurso didatico-metodolégico que possibilite uma melhoria significativa
no aprendizado de geometria plana e espacial na educagao bésica, visando contribuir
para uma educagao matemaética mais inclusiva, contextualizada e apta a formar cidadaos
criticos e preparados para as demandas do mundo contemporaneo. Nesta perspectiva,
¢ sabido que o aprendizado nao acontece apenas nos espacos fisicos da escola e,
notoriamente, considerando o uso de recursos tecnologicos é possivel promover a integracao
de diferentes espacos. Haja vista, a necessidade de fornecer aos estudantes possibilidades
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de aprendizagem que os tornem protagonistas é que se faz necessario o uso de metodologias
ativas que sao ferramentas educacionais que transformam a sala de aula em um ambiente
animoso e interativo em que os alunos se envolvam em atividades que fagcam com que
despertem a criatividade, incentivando-os a dirigir suas decisoes de aprendizado e deixando
para tras a postura de sujeito passivo.

Existem vérias metodologias ativas, como por exemplo: a Aprendizagem Baseada
em Problemas em que os estudantes resolvem problemas reais em grupo. A Sala de
Aula Invertida em que os alunos estudam a teoria em espacos que nao sejam na escola
e fazem atividades praticas em sala de aula. A Gameficagao em que os estudantes
aprendem através de jogos e desafios propostos pelo professor.

Porém, o enfoque deste trabalho é a Metodologia por Projetos, em que envolve a
aprendizagem por meio da realizacao de projetos praticos e interdisciplinares promovendo
a integracao de conhecimentos e habilidades, estimula a criatividade e incentiva a
resolucao de problemas do mundo real. Ao desenvolver essa metodologia, os estudantes
podem aplicar teorias aprendidas em situagoes praticas, tornando o aprendizado mais
significativo favorecendo a autonomia dos alunos, pois eles tém a oportunidade de tomar
decisoes, colaborar e desenvolver habilidades essenciais, como trabalho cooperativo. Na
metodologia por projetos, conforme Oliveira(2006):

“O trabalho com projetos muda o foco da sala de aula do professor
para o aluno, da informacao para o conhecimento, da memorizagao para a
aprendizagem. KEquilibra teoria e pratica, divide responsabilidades e tarefas,
comunica resultados, discute processos avaliativos”.

Ou seja, o professor aqui é visto como orientador e aprendiz ao mesmo tempo, pois
trilha o caminho do projeto junto com seus alunos durante toda a sua execucao. Nesse
sentido é que essa proposta metodologica sobre o ensino de areas e volumes em construgoes
de casas residenciais foi desenvolvida.



Capitulo

Aspectos Metodologicos

Neste capitulo, serao destacados os contetdos relacionados a geometria, ligados as
Competéncias especificas e habilidades que preconizam a BNCC:

“A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e
procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento. Assim, nessa unidade temética, estudar
posi¢ao e deslocamentos no espago, formas e relagoes entre elementos de figuras
planas e espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico dos alunos”.

Assim, dando destaque para:

Competéncia especifica 3 - Habilidade EM13MAT307: Empregar diferentes
métodos para a obtengao da medida da area de uma superficie (reconfiguragoes,
aproximagao por cortes etc.) e deduzir expressoes de célculo para aplicé-las em situagoes
reais (como o remanejamento e a distribuigdo de plantagoes, entre outros), com ou
sem apoio de tecnologias digitais. Surge aqui a necessidade de um amplo ferramental
matematico sobre os contetidos de medidas de comprimento, area, perimetros e volumes.

2.1 Medida de comprimento

A medida de comprimento é uma forma de quantificar a extensao de um objeto em
uma dimensao linear. No Sistema Internacional de Unidades (SI), a unidade bésica de
medida de comprimento é o metro (m). Sendo uma ferramenta fundamental em diversos
contextos, a medida de comprimento é usada em diversas areas do conhecimento, que
vai desde engenharias, fisica, quimica, entre outros. Existem outras unidades de medida
de comprimento, que sao os multiplos e submiiltiplos do metro que podem ser usados
de acordo com o que serd medido. Conforme Barreto e Xavier (2013, pg. 37), alguns
dos principais miultiplos do metro incluem o quilémetro (km), que vale 1000 metros, o
hectometro (hm), que equivale a 100 metros, e o decAmetro (dam), que equivale a 10
metros. Por outro lado, os submiltiplos do metro sao unidades menores que o metro e
incluem o decimetro (dm), que equivale a 0,1 metro, o centimetro (cm), que equivale a
0,01 metro, e o milimetro (mm), que equivale a 0,001 metro.

8
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Essas variagoes da medida do metro sao usadas para expressar medidas de compri-
mento em diferentes tamanhos, sendo mais conveniente para descrever distancias e tama-
nho de objetos que variam de muito pequenos a muito grandes.

2.2 Instrumentos de Medidas de Comprimento

Os instrumentos de medidas de comprimento sao ferramentas utilizadas para medir
distancias ou comprimentos de objetos. Existem varios tipos, cada um com suas
caracteristicas e precisoes. Temos por exemplo a régua, trena, fita métrica, o metro de
carpinteiro, dentre outros. Estes sao apenas alguns exemplos de instrumentos de medida
de comprimento, cada um tem suas aplicacoes especificas que vai desde de tirar uma
medida simples até medidas muito precisas. Abaixo imagem destes instrumentos:

Figura 1: Instrumentos de medidas de Comprimento

Fita Métrica

Metro de Carpinteiro Escalimetro

Régua

Trena

Fonte: O proéprio autor

Usar estes instrumentos como recurso didatico constréi para os estudantes uma ponte
entre a teoria e a pratica, afinal eles irao precisar saber manuseé-los para poder fazer
medidas das casas residenciais as quais serao orientados a fazer.

2.3 Area de figuras Planas

Nesta secao serao explanadas as areas de figuras planas que sao frequentemente
utilizadas em diversos campos, como engenharia, arquitetura, fisica e geografia, e que
de forma teérica em matematica é estudado na educacdo bésica. Areas de regides
poligonais sao definidas mediante axiomas que permitem introduzir as equagoes usuais

para areas do quadrado, tridngulos, retangulos, paralelogramo e trapézios. Conforme
Muniz Neto(2013,pg.206):

“Intuitivamente, a area de uma regiao no plano ¢ um ntmero positivo que
associamos & mesma e que serve para quantificar o espago por ela ocupado.”

Desta forma, a area de um poligono é a medida da superficie contida dentro de suas
“fronteiras” e o nimero positivo que esta associado as unidades de medidas de area esta
definido a partir do Sistema Internacional de Medidas (SI), tendo como parametro o metro
quadrado (m?) e os seus multiplos: quilometro quadrado (km?), hectometro quadrado
(hm?), decametro quadrado (dam?) e seus submultiplos: decimetro quadrado (dm?),
centimetro quadrado (cm?), milimetro quadrado (mm?).
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2.3.1 Area do quadrado

Define-se quadrado como sendo um quadrilatero que tem os quatro lados congruentes
e os quatro angulos retos. Sua érea é calculada multiplicando-se o comprimento (¢) de
um de seus lados pelo proprio lado. Conforme figura abaixo:

Figura 2: Quadrado de lado /¢

A D

B 14 C

Fonte: O proprio autor

Assim, denotando por S a area do quadrado ABC' D, tem-se que

S=0-0=1? (2.1)
Desta forma se a area de um quadrado mede lem, sua area é 1em?. Vale salientar
conforme provou Lima (1991), que independente da unidade de comprimento adotada
para o lado ¢ do quadrado, sendo ¢ um ntmero real, a 4rea sera dada por (2.1)

2.3.2 Area do retangulo

Retangulo ¢ um poligono de quatro lados, em que os lados opostos sao paralelos e
congruentes e os quatro angulos internos sao retos (90 graus). Sua area é calculada
multiplicando a medida de sua base (b) pela medida de sua altura (h), conforme
demonstrado abaixo.

Seja ABCD o quadrado de lado b + h conforme a figura baixo. Se S é a area de
ABCD, S; é a area de AEFI, Sy é a dreade DEFG, S3 é a drea de BHEI e S, € a area
de CGF H, entao, por um lado,

S=(b+h)’ (2.2)

e, por outro,

S =S+ S5+ S5+ Si. (2.3)
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Figura 3: Quadrado de lado medindo b+ h

A E D
Sy S b
F
I Gl
Ss Sy h
B H C
b h

Fonte: O préprio autor

Os retangulos DEFG e BHFI possuem ambos um lado medindo b e outro medindo
h e, portanto, sao congruentes'. Sendo assim, denotemos Sy = S3 = R. Daqui, de (2.2) e
(2.3), temos

b? + 2bh + h* = (b + h)?
=5
=51 +8+ S5+ 85,
=S, +2R+ S,
=b? + 2R + h?,

de onde segue que R = bh.

2.3.3 Area do paralelogramo

Paralelogramo ¢ um quadrilatero que possui lados opostos paralelos e congruentes.
Isso significa que os lados opostos sao iguais em comprimento e suas retas suporte nao
se cruzam e seus angulos opostos sao congruentes. Vejamos como determinar a area do
paralelogramo.

Sejam ABC'D um paralelogramo de diagonais AC' e BD (vide Figura 4), E o pé da
perpendicular baixada de C' em relagao a reta jﬁ e S a area do retangulo AECF.

1Os retangulos sdo congruentes porque um deles pode ser deslocado no espaco, sem deforma-lo, até
coincidir com o outro, conforme Muniz Neto(2013,pg.206)
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Figura 4: Paralelogramo ABCD

Fonte: O proprio autor

Ora, ¢ imediato verificar que os triangulos ADF e BC'E sao triangulos retangulos e,
respectivamente, as hipotenusas AD e BC' e o par de catetos F'D e BE sao congruentes.
Dai, pelo caso de congruéncia Cateto, Hipotenusa (C'H), os triangulos ADF e BCE séao
congruentes, o que nos garante que S; (drea do tridngulo ADF') ¢é igual a S3 (4area do
triangulo BC'E). Assim,

S1+ S5 =ah (2.4)
e
(b+a)h=5=51+5'2+53:(51+53)+52:ah—|—32, (25)
de onde segue que
Sy = (a+b) h — ah = bh. (2.6)

Portanto, a area de um paralelogramo ¢ igual ao produto do comprimento de qualquer
uma de suas bases (b) pelo comprimento da altura (h) relativa a ela.
2.3.4 Area do triangulo

Seja S a area do triangulo ABC'. Pelos vértices A e C tracemos paralelas BA e BC que
se interceptam no ponto D, formando o paralelogramo ABCD. Consideremos a altura
h = AH desse paralelogramo e b = BC' sua base conforme a Figura 5 abaixo:

Figura 5: Paralelogramo ABCD

A D

o
B H C
b

Fonte: O proprio autor
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Ora, o triangulo ABC' é congruente ao triangulo AC'D pelo caso angulo, lado,
angulo (ALA), pois, o ZBAC = ZDCA, AC é lado comum aos dois tridngulos e
/ZBCA = ZDAC, o que justifica o fato da area do triangulo ABC' ser igual a area
do triangulo CDA. Porém, como ABCD é um paralelogramo, segue da equagao (2.6)
que

25 = bh,
donde
bh
S =—. 2.7
: (27)

Portanto, a area do triangulo é igual a metade do produto do comprimento de uma
base (b) pelo comprimento da altura (h) correspondente.

2.3.5 Area do trapézio

Trapézio é um quadrilatero que possui dois de seus lados paralelos e com tamanhos
distintos os quais sao comumente chamados de bases do trapézio. A distancia entre as
retas suporte das bases de um trapézio é a sua altura.

Seja ABC'D um trapézio (Figura 6) com base maior AB = by, base menor DC' = by e
altura DH = h, vamos determinar sua area S.

Figura 6: Trapézio ABCD

by
D C

h

-]

A H B
b

Fonte: O proéprio autor

Observemos que o trapézio ABC'D pode ser decomposto em dois tridngulos, o tridngulo
ABD de base by e o triangulo BC'D de base by, conforme Figura 7.
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Figura 7: Trapézio decomposto em dois tridngulos

Fonte: O proéprio autor

Ora, a area do tridngulo pode ser determinada pela equagao (2.7). Assim,

_ bih bk
5= 2+ 2

_ bih+boh
N 2
(b1 + b2)h

= (2.8)

Logo, a area do trapézio é igual ao produto da média aritmética das bases pela altura.

2.3.6 Area do losango

Losango é um quadrilatero com todos os lados congruentes, possui diagonais que
se cruzam perpendicularmente e bissectam-se reciprocamente. Seja ABCD um losango
(Figura 3.8) com diagonal maior AC' = b; e diagonal menor BD = by, vamos determinar
sua area S.

Figura 8: Losango ABCD

Fonte: O proprio autor
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Observemos que o losango ABCD pode ser decomposto em quatro tridngulos
retangulos, que sao os triangulo AM D, BMC, MCD, MAD. Desta maneira, a area do

losango é quatro vezes a area do triangulo de base — e altura 3 Assim,

b b
5_4.62 sz
o
§ ==

Logo, a area do losango é igual & metade do produto dos comprimentos de suas
diagonais.

2.4 Volumes

Em todo o mundo, as inimeras obras de engenharia e arquitetura mostram a grande
quantidade de formas que a humanidade desenvolveu com base nos conhecimentos de
geometria. Examinaremos a luz da BNCC, Competéncia especifica 5 - habilidade
EM13MATS504, os volumes dos principais soélidos geométricos, a saber, os poliedros,
que sao solidos cuja superficie é formada apenas por poligonos planos (tridngulos,
quadrilateros, pentagonos etc) e alguns corpos redondos, que sao os solidos geométricos
cujas superficies tém pelo menos uma parte que nao é plana (arredondada). Determinar
o volume de um sélido geométrico significa medir a regiao do espago limitada por sua
superficie. Para isso, precisa-se de uma unidade de medida padrao, o que chamamos de
cubo unitario, ou seja, um cubo com arestas medindo 1 unidade de comprimento. E
o que sera feito a partir daqui é comparar o espaco ocupado pelo cubo unitario com o
espago ocupado pelo solido. O resultado dessa comparacao serd um numero real nao
negativo e seu valor indica quantas vezes o sélido geométrico contém o cubo unitario. Na
tabela abaixo, para cada unidade de comprimento tem-se uma correspondente unidade
de volume:

Tabela 1: Unidade de Volume

Unidade de medida da aresta do cubo

Unidade de Volume

1 dm 1 dm?
1 cm 1 em?
1m 1 m?

1 mm 1 mm?

Fonte: O proéprio autor

A figura a seguir mostra um cubo unitario e uma figura com o volume medindo 27
unidades de volume.
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Figura 9: Cubo Unitério

Fonte: O proprio autor

A regiao interna a superficie do solido S é comumente chamada de interior de S e
denotada por int (S). Chamaremos de V(S) o volume do solido geométrico S de tal
maneira que os seguintes axiomas sejam satisfeitos:

Axioma 2.1 Todo cubo S de aresta 1 unidade de comprimento possui V(S) = 1.

Axioma 2.2 Se S| e Sy sio solidos mensurdveis®, tais que int(S;)Nint(Sy) = @ e S;US,
€ mensurdvel, entao V(S U Sy) = V(S1) + V(S2).

Axioma 2.3 Se Sy e Sy sao sdlidos mensurdveis, tais que Sy C So, entao V(S1) < V(Ss).

Axioma 2.4 (Principio de Cavaliers®) Se S; e Sy sio sélidos mensurdveis, nos quais

todo plano secante, paralelo a um dado plano, determina superficies de dreas iguais
(Al = Ag) entao V(Sl) = V(SQ)

2Um soélido S é mensuravel se S N a for um conjunto de &rea mensuravel, para todo plano a que
intersecte int(.S), conforme Muniz Neto (2013, pg. 394)
3Matemaético italiano Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647)
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Figura 10: Principio de Cavalieri

V(S,) V(S,)

i |

s i/ & 1/ <[~
I i

Fonte: O proéprio autor

Axioma 2.5 Se Sy € um sdlido mensurdvel e Sy puder ser obtido de Sy por meio de uma
translacao, uma rotacao ao longo de um eixo ou uma reflexao ao longo do plano, entao
Sy também é mensurdvel e V(S1) = V(Sz).

Mais informagdes sobre o Principio de Cavalieri (Axioma 2.4) podem ser
encontradas em (LIMA, 1991, p. 71). Estes axiomas serdo as ferramentas matematicas
que nos permitirao calcular os volumes dos sélidos geométricos que a BNCC recomenda
estudar na educacao bésica.

2.4.1 Volume do cubo

Definicao 2.6 Cubo é um sdlido geométrico mensurdvel cujas 6 faces sao quadrados
equivalentes.

Proposigao 2.7 Seja C' um cubo de aresta a. Entio seu volume é dado por V(C) = a®.

Demonstracgao: Fagamos a demonstragao em trés etapas:

(1) A aresta a do cubo é um nimero inteiro positivo: Seja C' um cubo de aresta
medindo a unidades de comprimento, com a € Z, a > 0. Podemos particionar C'

em a® cubos unitérios justapostos, que por sua vez, possuem volume igual a 1, pelo
Axioma 2.1, e dai, V(C) = d>.

(77) A aresta a é um numero racional positivo: Consideremos um cubo unitario,
particiona-se cada aresta em um mesmo namero inteiro n de partes iguais. Desta

forma o cubo unitério fica particionado em n® cubos justapostos de aresta — cada
n
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(iid)

1
um. Portanto, se tomarmos um cubo ) com aresta —, com n € Z, n > 0, seu
n

volume é dado por

e, consequentemente,

. m ) )

Se a aresta do cubo C' € um numero racional a = — (m,n € Z e n # 0) é possivel
n

particionar cada aresta em m partes iguais de comprimento — cada. Assim, C ficara

particionado em m? cubos justapostos com arestas medindo —. O volume de cada
n

1 :
cubo menor ¢ — (pelo caso acima) e o volume de C' &
n

Portanto, se um cubo tem como aresta um ntmero racional a, seu volume é dado

por V(C) = a®.

A aresta a¢ € um ntmero irracional positivo: Se a é um nimero irracional,
mostraremos por exaustao que o volume de C' nao pode ser expresso por outro
nimero se nao a®. Seja n um nimero real, tal que n < a®. Tomemos um nimero
racional p < a tao proximo de a quanto se queira, de tal forma que se tenha
n < p* < @ Diante disso, podemos tomar um cubo C, no interior do cubo C
cuja aresta mede p e teremos pelo Axioma 2.2 e pelo item (i) que

V(Cy) < V(C),

isto é,
P> < V(C).
Por outro lado,

n<p=n<p <V(O).

Desta forma, mostramos que todo nimero real n < a® ¢ também menor que o V(C').
Consideramos agora um m real tal que m > a3, tem-se de modo anélogo que m é também

maior que o V(C). Ora, V(C) nao pode ser menor e maior do que a

30 que conclui-se

que s6 pode ser a®. Dai, dados um ntimero real positivo @ e um cubo C de aresta a, seu
volume é dado por

V(C) =a’. (2.9)
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2.4.2 Volume do paralelepipedo reto retangulo

Definicao 2.8 Um paralelepipedo reto retdngulo é um sdlido geométrico mensurdvel com
seis faces retangulares, em que as arestas adjacentes formam dngulos retos entre si.

Proposicao 2.9 Seja P um paralelepipedo reto retdngulo de arestas a, b e c. Entao
V(P)=a-b-c

Demonstracao: Seja V(a;b;¢) = V(P) o volume de um paralelepipedo reto retangulo
de arestas a, b, ¢, conforme a figura abaixo:

Figura 11: Paralelepipedo reto retangulo

a

Fonte: O proprio autor

Para todo k£ € N, tem-se

V(ka; b; c) = V(a; kb; c)
= V(a;b; ke)
= kV(a;b;c)

Pois, cada um dos trés primeiros ntameros ¢ o volume de um paralelepipedo formado
pela justaposicao de k paralelepipedos com arestas a,b e ¢ respectivamente. Além
disso, V'(a;b;c) é uma fungao crescente de cada uma das variaveis a, b e ¢. Dai, segue
naturalmente que o volume V' (a;b;c) é diretamente proporcional as arestas a, b e ¢, ou
seja, para todo nimero real positivo k, tem-se

V(ka;b;c) = V(a; kb;c) = V(a; b; ke) = kV (a; b; ¢)
Assim,

V(a;b;c) =V (al;b;c)
=aV (1;b;¢)
=aV(1;b1;¢)
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= abV (1;1;¢)

= abV (1;1;cl)

=abcV(1;1;1) = abe (2.10)
pois, V(1;1;1) é o volume de um cubo unitario. |

2.4.3 Volume do prisma

s

Definicao 2.10 Prisma é um solido geométrico que possui duas bases congruentes e

paralelas e faces laterais que sao paralelogramos. As bases sao poligonos que podem ser

de qualquer forma, como quadrados, retdngulos, tridngulos, etc. As faces laterais sao

paralelogramos, e suas arestas laterais conectam os vértices correspondentes das bases. A

altura do prisma € a distancia entre as duas bases. Podem ser classificados como reto

(quando as outras faces sao perpendiculares as bases) ou obliquo (caso contrdrio).
Abaizo alguns exemplos de prismas.

Figura 12: Exemplos de Prismas

- \
Y b
Prisma Prisma Prisma Prisma
Triangular Pentagonal guadrangular Hexagonal
obliquo

Fonte: O proéprio autor

De acordo com a definicao de prisma, pode-se observar que, no caso anterior, um
paralelepipedo reto retangulo é um prisma quadrangular reto.
Vejamos como calcular o volume de um prisma, conforme proposigao:

Proposicao 2.11 O volume de um prisma € igual ao produto da drea da base (Sg) pela
medida da altura (h).

Demonstragao: Suponha um prisma P; de altura h e area da base igual a Sg.
Consideremos um paralelepipedo retangulo P, de altura e area da base igual ao do prisma
P,. Suponhamos ainda que os dois solidos tenham as bases num mesmo plano « e fiquem
no mesmo semiespaco de origem «, conforme mostrado na figura abaixo.
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Figura 13: Volume do Prisma

Fonte: O proprio autor

Ora, qualquer plano § paralelo a o e que secione P; também seciona P e que as areas
By e By sao iguais, pois sao congruentes as respectivas bases. Entao pelo Axioma 2.4, o
prisma P; e o paralelepipedo P, tem volumes iguais, ou seja,

V(P) =V ()

Como

V(Py) = Sg-h

entao

V(P)=Sg-h

2.4.4 Volume do cilindro

Definicao 2.12 Consideremos um circulo de centro O e raio r, em um plano o, e um
segmento de reta RS, cuja reta suporte intercepta . Tomemos segmentos de reta paralelos
e congruentes a RS, cada um deles com uma extremidade em um ponto do circulo e com
a outra extremidade num mesmo semiespaco dos determinados por a. A reunido de todos
esses segmentos € um solido geométrico mensurdvel chamado cilindro circular.
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Figura 14: Defini¢ao de Cilindro

cL
Fonte: O proprio autor
Observemos o cilindro abaixo:
Figura 15: Elementos do Cilindro
Base
Geratriz(g)
Eixo h

Fonte: O proéprio autor

Os circulos de centros O e O’ e raio r, situados em planos paralelos sao chamados de bases
.. ’ . . N .
do cilindro; os segmentos paralelos OO , com extremidades em pontos das circunferéncias

das bases sao chamados geratrizes (g) do cilindro; a reta 00’ & o eixo do cilindro; a altura
h do cilindro é a distancia entre os planos das bases.

Dependeno da inclinagao da geratriz em relagao aos planos de suas bases. Um cilindro
classifica-se em cilindro reto, quando a geratriz é perpendicular aos planos das bases.
Neste caso, tem-se ¢ = h. Um cilindro é dito obliquo quando a geratriz é obliqua aos
planos da base.
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Figura 16: Cilindro Reto e Cilindro Obliquo

g=h

Cilindro reto Cilindro Obliquo

Fonte: O proéprio autor

Proposicao 2.13 O wvolume de um cilindro V(C') é dado pelo produto da drea da base
S(B) pela medida da altura h.

Demonstragao: Consideremos um cilindro C de altura h e area da base S(B),
Consideremos também um paralelepipedo reto retangulo P de altura h e area da base
S(B), assim, ambos tem alturas iguais e bases equivalentes.

Figura 17: Volume do Cilindro

Fonte: O proéprio autor

Suponhamos que os dois so6lidos tenham as bases num mesmo plano « e fiquem no
mesmo semiespaco de origem «. Neste caso, qualquer plano § paralelo a a que secione o
cilindro também seciona o paralelepipedo. Ademais as regioes B; e B, tém &reas iguais
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a S(B), pois sao congruentes as respectivas bases. Entao pelo Axioma 2.4, o cilindro e o
paralelepipedo tém volumes iguais. Como

temos

Assim, como um circulo de raio r tem area igual a 7%, o volume do cilindro é dado por
V(C) =mr?-h. (2.11)

2.5 Volume da piramide

Definicao 2.14 Sejam P um poligono P com n lados contido em um plano a e um V
um ponto nao pertencente a «. A piramide determinada pelo par (P,V) é a reuniao de
todos os possiveis segmentos de com extremidades em V e em um ponto no poligono.

Figura 18: Definicao de Piramide

V

Fonte: O proéprio autor

A base de uma piramide é plana e suas faces laterais sao triangulos. A altura da
piramide é a distancia entre V e o plano a. As piramides podem ser classificadas de
acordo com o poligono da base como quadradas, retangulares, triangulares, pentagonais,
entre outras. De modo geral, o valor de n determina sua nomenclatura.

Consideremos o prisma triangular da figura abaixo, cuja base tem area S(B) e cuja
medida da altura é h.
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Figura 19: Prisma Triangular

F

D
E
g \V c
B
Fonte: O proéprio autor

Seccionando esse prisma pelo plano AC'E, obtém-se uma piramide quadrangular P; e
uma piramide triangular P, de base ABC e altura h.

Figura 20: Prisma seccionado

v’ &

B

Fonte: O proprio autor

Agora, seccionando P; pelo plano C'DE, obtemos duas piramides triangulares: Pz, de
vértices F' e base DEC, e Py, de vértice A e base DEC.
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Figura 21: Prisma P; secionado

D F(F’a)

\ . (P4)

A c

Fonte: O proéprio autor

Observemos que P; e P3 sao piramides de bases equivalentes (AABC e ADEF) e
mesma altura e que P3 e P, sao piramides que tém ADFEC como base comum e mesma
altura, pois as distancias de seus respectivos vértices (F' e A) ao plano da base sao iguais.

Para obtermos o volume dessas piramides precisaremos do lema abaixo.

Lema 2.15 Duas pirdmides de mesma base e mesma altura tém volumes 1guais.

Demonstracao: Considera-se as piramides P; e P, de base comum DFEC e vértices V] e
V5, ambas tendo mesma altura H. Um plano paralelo ao plano da base DEC' e distando
h dos vértices V; e V5 determina em P; e P, as se¢oes By e Bs, respectivamente, conforme
mostrado na figura abaixo.
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Figura 22: Duas pirdmides de mesma base

\ V2

Fonte: O proéprio autor

Se S(B) é a area da base DEC, S(B;) a area da secao By e S(Bs) a area da se¢ao Bs,
tem-se:

h = k (razdo de semelhanca)?.

H

Conforme demonstrado por (LIMA, 1991, p.49), as areas de duas figuras semelhantes
estao entre si como o quadrado da razao de semelhanca, e portanto

S(By) _ 2 _ 5(Bs)
S(B) S(B)’

de onde segue que
S(B1) = S(By).

Logo, pelo Axioma 2.4 (Principio de Cavalieri), pode-se concluir que
V(P) =V(P).
De modo analogo, podemos demonstrar que V (P,) = V(P3) e V(P3) = V(P,), entao
V(P) =V(P) =V(F).

Proposicao 2.16 O wvolume da piramide triangular € dado por um terco do produto da
drea da base pela medida da altura.

4Dizemos que dois sélidos sdo semelhantes quando a razao entre a medida de um segmento qualquer
do primeiro sélido e o segmento correspondente do segundo sélido é constante
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Demonstracao: Tomando V(P,) = V(P3;) = V(Py) = V e considerando que o prisma
ABCDEF é a uniao das piramides P, P, Py, 0 seu volume é S(B) - h é tal que

S(B)-h=V+V+V
1

V=2-5(B)-h

Proposicao 2.17 O volume de uma pirdmide qualquer é igual a um terco do produto da
drea da base pela medida da altura.

Demonstracao: Observa-se na Equacgao 2.12 que uma piramide pode ser dividida em
piramides triangulares que tém a mesma altura que a piramide original. Dessa mesma
figura temos que as piramides de vértices V' cujas bases sao os triangulos AFE, AED,
ADC e ACB.

Figura 23: Volume da Piramide

v

C

Fonte: O proprio autor

Seja, agora, uma piramide qualquer cuja base é um poligono de n lados e, de um mesmo
vértice deste poligono, traca-se todas as possiveis diagonais que o divide em (n — 2)
triangulos. Nesse caso, obtém-se (n — 2) piramides triangulares de mesma altura que a
piramide original e com &reas da base Bi, Bs,..., B,_3. Desta forma, o volume V da
piramide original é a soma dos volumes dessas (n — 2) piramides triangulares.

1 1 1
V(P) = 38(B1) - h+ 35(Ba) - ht -+ 25(Bpa) - b
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-S(B) - h. (2.12)

2.6 Volume do cone

Definicao 2.18 Um cone C, tendo como base uma figura plana F sobre um plano «, e
tendo como vértice um ponto V' situado fora do plano de F', € a reuniao dos segmentos
de reta que ligam o ponto V a todos os pontos de F. A altura h é o comprimento da
perpendicular baixada de V' sobre o plano o da base.

Figura 24: Definicao de Cone

Fonte: O proprio autor

O cone como visto acima é chamado de cone generalizado. Porém, quando sua base é
um circulo, denomina-se cone circular ou simplesmente cone. Ora, esta definicao de cone
inclui como caso particular, a possibilidade da base F' ser um poligono e, neste caso, o
sOlido fica limitado por faces triangulares sendo chamado entao de piramide. Dai, uma
piramide é por definicao um cone de base poligonal.

Proposicao 2.19 O wvolume de um cone € um ter¢o do produto da drea da base pela
medida da sua altura.

Demonstragao: Dado um cone C' com altura H e area da base S(B), considere uma
piramide P qualquer com mesma altura e drea da base igual a do cone, cuja base esta
sobre o mesmo plano horizontal da base do cone, conforme figura abaixo.
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Figura 25: Volume do Cone

Fonte: O proprio autor

Se um plano paralelo ao que contém as bases secionar os sélidos a uma altura h de
seus vértices, obtém-se secoes transversais paralelas as bases da piramide e do cone de
areas B; e By, respectivamente. Segue que a razao entre as areas das bases do cone maior
e do cone menor, bem como a razao entre as bases das piramides maior e menor é igual
a razao entre os quadrados das respectivas alturas. Portanto,

e, consequentemente,

S(B1) = S(Ba).

Segue do Axioma 2.4 (Principio de Cavalieri) que os volumes dos sélidos sao iguais e, da
equacao 2.12, temos

de onde extraimos

V(C) = =S(B) - h (2.13)

2.7 Volume da esfera

Definicao 2.20 Consideremos um ponto O e um numero real positivo R. Denomina-se
esfera de centro O e raio R o conjunto dos pontos do espago cuja distancia ao ponto O é
menor ou iqual a R.
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Figura 26: Definicao de Esfera

\ d=R
'\\ d<R .. ;;
. .’ ;’f
\\\ S ///
~_ P

Fonte: O proéprio autor

Na figura acima, observa-se que os pontos P, ), R, S e T, pertencem a esfera, pois
suas respectivas distancias ao centro O sao menores ou iguais a R.

Quando um plano « secciona uma esfera F, de centro O e raio R, o conjunto de todos
os pontos comuns ao plano e & esfera é um circulo, a medida do raio desse circulo depende
da distancia do plano a ao centro O. Quanto mais proximo de O o plano « interceptar a
esfera, maior sera a medida s do raio da se¢ao. Se « passar pelo centro O, o raio da se¢ao
determinada sera o proprio raio da esfera e, nesse caso, a se¢ao recebe o nome de circulo
maximo da esfera.

Figura 27: Secao da Esfera

Fonte: O proéprio autor

Proposicao 2.21 O volume de uma esfera E de raio R é dado por

4
V(E) = §7TR3

Demonstracgao: Consideremos um cilindro cujo raio da base é R e cuja altura é h = 2R.
Seja V' o ponto médio do segmento M N, contido no eixo do cilindro. Desse cilindro
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retiramos dois cones cujas bases coincidem com a base do cilindro. Esses cones tém como
vértices comum o ponto V', e a medida de suas alturas é R, conforme a figura abaixo. O
que obtivemos com esse processo ¢ um soélido geométrico que sera indicado por G.

Figura 28: Volume da Esfera

Secéo do Solido G
Secéo da esfera

h=2R

Y

Fonte: O proprio autor

Seja uma esfera de raio R e o s6lido G. Tomemos essa esfera tangente a um plano « e
que o cilindro original descrito tenha base contida em . Quando um plano (3, paralelo a
«, seciona a esfera a uma distancia d de seu centro, ele determina nela um circulo de raio
s cuja area é

78’ =1 (R? —d°). (2.14)

O plano #, também intercepta o solido G, a uma distancia d de V', determinando,
como sec¢ao, uma coroa circular. Essa coroa circular por sua vez é delimitada por duas
circunferéncias: uma de raio R e a outra de raio d, com R > d, de modo que sua area é
dada por

7 (R — d?). (2.15)
Assim, de (2.14) e (2.15) pode-se observar que as areas das se¢oes na esfera e no solido G
sao iguais e pelo Axioma 2.4 (Principio de Cavalieri) a esfera e o solido G tém volumes
iguais.

O volume V (G) do solido G é dado por

V(G) = ‘/cilindro -2 ‘/;one
1

:ﬁ.fr?.zR—zg-wR?R
4
= §7TR3.
Portanto, o volume da esfera é dado por
4
V(E) = §7TR3



Capitulo

Planta Baixa e Escala para Construcao de
Casas Residenciais

Planta baixa é uma representacao técnica de um projeto arquitetonico ou de
engenharia, mostrando a disposi¢ao e distribuicao dos espagos internos de um edificio
ou construgao.

Figura 29: Corte para planta baixa

Fonte: Ferreira (2004, p.06)

Geralmente desenhada em uma escala menor, a planta baixa fornece uma visao de
cima para baixo dos comodos, paredes, portas, janelas e outros elementos estruturais
do ambiente. Estes desenhos sao fundamentais durante o processo de planejamento
e construgao, pois permitem aos arquitetos, engenheiros e clientes visualizarem e
compreenderem a distribuicao e o uso dos espacos.

As plantas baixas podem variar em detalhamento e complexidade, dependendo do
estagio do projeto e da finalidade do desenho. Sendo essenciais nao apenas para a
concepcao inicial do imoével, mas também para a obtencao de licencas, aprovacoes
regulatorias e para orientar a execucao do projeto.

33
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Abaixo alguns passos que devem ser seguidos para a elaboragao de uma planta baixa:

1.

10.

11.

12.

Deve-se estimar o tamanho total do desenho —com base na escala escolhida
para sua representagao — e verificar como os diversos desenhos componentes do
projeto serao distribuidos nas pranchas, determinando também, o tamanho das
folhas que serao utilizadas e quais desenhos serao colocados em cada uma delas.

Delimitar as paredes: serao demarcadas através das linhas horizontais, verticais,
inclinadas e curvas (caso existam).

Representagao da projecao dos beirais, marquises e demais elementos que
se localizem acima da representacao em planta (com o tipo de linha indicado para
isso).

Representagao da posigao dos vaos e das dimensoes das suas esquadrias,
se existirem. Juntamente com as portas (representadas sempre abertas), deverao
aparecer os arcos que demarcam sua abertura e também as dimensdes principais: h
(altura) x ¢ (largura)/p (peitoril).

Representagao de loucgas sanitarias.

Representagao de dutos, rampas (com seu comprimento e inclinag¢do), vegeta-
cao.

Representacao esquematica das circulagoes verticais: elevadores (com suas
dimensoes internas) e escadas (nimero de degraus, pé direito, base e altura dos
degraus).

Representacao dos quadriculados que denominados pisos frios.
Representagao de textos e contagem (parcial e total).

Representacao dos desniveis: degraus, rampas, soleiras, balcoes, demais
detalhes em vista e principais detalhem em projecao.

Representagao da projecao dos beirais, marquises e demais elementos que se
localizem acima da representagdo em planta (com o tipo de linha indicado para
iss0).

Indicar onde passam os cortes longitudinal e transversal (trago e ponto
com linha grossa) e o sentido de observagao, colocando letras ou ntmeros que
correspondem aos cortes.

Esses passos estao fundamentados conforme a Associacao Brasileira de Normas
Técnicas (ABNT) que criou as normas para a elaboragao dos projetos que sdo:

NBR 6492/94 - Representagao de projetos de arquitetura;

NBR 8196/99 - Emprego de escalas;

NBR 8403/84 - Aplicacoes de linha - tipos e larguras;

NBR 10068/87 - Folha de desenho - layout e dimensoes;

NBR 13142/99 - Dobramento e copia.
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Percebe-se que escala é um contetiddo da matematica de extrema importancia para este
trabalho, pois sera preciso representar em um desenho o tamanho de um objeto real.

Dai, a razao que nos permite fazer tais escolhas para o tamanho da representacao da
planta baixa é

Medida no Desenho
Medida Real

Sendo as escalas mais empregadas em projetos: 1: 50 (lé-se 1 para 50); 1 : 100 (1é-se
1 para 100); 1 : 150 (lé-se 1 para 150) em que, de modo geral 1 : k significa dizer que lem
no desenho corresponde a kcm no real.

Desta forma, a planta baixa serve para ter a visao de como sera a execugao do projeto,
conforme figura abaixo:

Escala =

Figura 30: Planta Baixa

. | AREA DACASA =72.32m2-
] I —1 B [ R — I —— ] - AREA EXTERNA= 33.40 m2 -

AREATOTAL=108.T2m2

\fk. RANDA . . | . I | I ESCALA 1:50

L -
[ T T 120
I ) |
|
I i
|
1 COZINHA 2 BANHO 4 I
- |
m . i
|
I
. I
t o
&
o
. I
QUARTO QUARTO
| .

z.00

Fonte: O proprio autor



Capitulo

Aplicacoes de Areas e Volumes em
Construcao de Casas Residenciais

Neste capitulo, pretende-se apresentar problemas relacionados & construgoes de casas
residenciais. Serao relacionadas questoes que envolvem Geometria Plana e Espacial
sistemas de medidas, area, volume. Para desenvolver o trabalho o professor pode comegar
com uma discussao informal e pesquisa relacionadas ao tema, abordando questoes como:
Quais os materiais de construcao necessarios para se construir uma casa residencial? Como
o pedreiro sabe a medida e o modelo de uma casa? Como e onde construir? ApoOs essas
perguntas, propor que os alunos facam um esbo¢o de uma planta baixa de uma casa
seguindo os passos listados no Capitulo 3, esta atividade servira para o professor avaliar
o conhecimento dos alunos sobre o contetido de escala e medidas de comprimento, bem
como de geometria plana.

O planejamento da construgao da casa residencial inclui varios recursos como mao de
obra, terreno, material (cimento, tijolo, brita), a planta da casa, entre outros.

Desta forma, os problemas matematicos relacionados a construgao de casas foram
selecionados de modo a melhorar aspectos cognitivos dos alunos, pois instiga o pensamento
criativo e desperta o interesse pela matematica.

Aplicacao 4.1 (Area tutil e area construida de uma casa). A drea 4itil de uma casa
se refere ao espaco interno disponivel para uso, enquanto a drea construida inclui todos
0s espagos cobertos pela estrutura da casa, como paredes e tetos. Conforme o esbogo da
planta baiza de um comodo de uma casa cuja forma € retangular e supondo que as medidas
internas sejam 8m e bm, respectivamente, e a espessura da parede seja 0, 15m (alvenaria
de tijolos). Calcule a drea total, a drea wtil, e a drea construida desse comodo.

36
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Figura 31: Planta Baixa de um Cémodo

Em

Quarto (40.000 m2] I=

Em

Escala: 1:100
Fonte: O proéprio autor

SoLuGAo: Seja Siotal a area total, Sgu a area interna e Sparede @ &rea ocupada pelas
paredes, Scounas @ area ocupada pelas colunas. Uma vez que Sy € a area do retangulo
de dimensoes 8 X 5, temos

Satil = 8 X 5 = 40m?2.

Nota-se que
Sparede = 2[8 : (07 15) +95- (0, 15)] = 3, 9m2,

pois, sao dois retangulos um de dimensoes 8 x 0, 15m e outros dois retangulos de dimensoes
5 x 0, 15m. Verifica-se ainda que

Scolunas =4. O, 152 = 0, 09,
pois cada coluna é um quadrado de lado 0, 15m. Dali,
Sconstruida — parede + Scolunas = 37 9 + 07 09 = 37 99m2

Finalmente,

Stotal = Sﬂtil + Sconstruida =40 + 37 99 = 437 99m2

Aplicagao 4.2 (Calculando a quantidade de tijolos)
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Figura 32: Tijolo de seis furos

— 19cm

B

r 14
r cm
_f

a
X

Fonte: O proéprio autor

Considerando-se a parede abaizo com suas medidas, determinar a quantidade de tijolos

necessdarios para Sua construcao.

Figura 33: Parede 8 m x 4 m

A

Y

8m

Fonte: O proéprio autor

SorucAo: Para calcular a area da parede, calcula-se a area total e subtrai-se a area da

porta e a area da janela. (Parede, porta e janela sdao retangulos). Assim,

Sparede = Stotal — Sporta — Sjanela
=8-4—-2,1-0,8—1,40-1,40
=32—-1,96—1,68
= 28, 36m>

Calculando a area da face do tijolo, obtém-se

Stijolo = 0,14 - 0,19 = 0, 0266 m>.

Para calcular a quantidade de tijolos divide-se a area da parede pela area da face do tijolo.

Deste modo,
Sparede o 28736

Stijolo B 070266

Neste caso, serao necessarios, aproximadamente, 1067 tijolos.

Quantidade de tijolos =

= 1066, 165.

O

Aplicagao 4.3 (Calculando a quantidade de lajotas para o piso de uma casa) Para o
cdlculo da quantidade de lajotas de uma casa leva-se em consideracao a drea til de cada
comodo e a drea de cada lajota dividindo-se ambos para determinar a quantidade de lajota
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necessdrias. Dai, verifica-se a quantidade de metros quadrados em cada caiza de piso que
¢ vendido.Diante das informacgoes apresentadas determinar a quantidade de piso para a
casa do projeto representado pela Figura 34.

SorLucAo: Deve-se calcular a area de cada comodo do projeto. Por exemplo: No
QUARTO 1, tem-se um retangulo de 3,20m x 4,30m = 13,76m? e assim por diante.
Deve-se sempre descontar as partes que nao terao piso. Em seguida calcula-se a area total
(Stotal), que € a soma da area de todos os comodos:

Siotal = (COZINHA) 12,51 + (QUARTO 1) 13,76 + (BANHO) 4, 05
+ (SALA) 15,01 + (QUARTO 2) 14,40 + (AREA ENTRE BANHO E QUARTOS) 1,70
= 61,43m?

Agora, supondo que cada lajota para o piso seja um quadrado de lado 0,40m, conclui-se
que a area de uma lajota é

Stajota = 0,40 - 0,40 = 0, 16m>.

A quantidade de lajotas necessarias ¢ determinada dividindo-se Siotal POT Stajota:

Stotal o 61743
Slajota B 07 16

Quantidade de Lajotas = = 383, 9375.

Portanto, serao necessarias aproximadamente 384 lajotas. Dependendo do fabricante e
supondo que sao 12 lajotas por caixa, serao necessarias 7 = 32 caixas de lajota para o

piso da casa do projeto apresentado. O
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Figura 34: Planta baixa para calculo de piso

QUARTO 1
13,76 m*

w
wh
-

QUARTO 2
14.40 m#

Fonte: O proéprio autor

Aplicagao 4.4 (Questao Adaptada - 165 da prova azul do segundo dia do Enem 2023) A
figura representa uma escada com trés degraus, construida em concreto maci¢o, com suas
medidas especificadas. Nessa escada, pisos e espelhos tém formato retangular, e as paredes
laterais tém formato de um poligono cujos lados adjacentes sao perpendiculares. Pisos,

espelhos e paredes laterais serao revestidos em cerdamica. Determine a drea revestida em
cerdmica, em metro quadrado.

Figura 35: Escada Enem 2023

"__’i——‘_—’/-'_____—____———_

Parede
lateral

_____

Fonte: Questao-165 da prova azul do 2° dia - Enem 2023
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SoLugAo: A area de cada piso é dada por 0,25 x 1 = 0, 25m?2, pois ¢ um retangulo. Como
sao trés pisos, eles tem area igual

3 x 0,25 =0,75m>.

A area de cada espelho ¢ dada por 0,2 x 1 = 0,2m?2. Como sao trés espelhos, eles tém,
juntos, area igual a
3x0,2=0,6m".

A area de cada lateral pode ser dividida em trés retangulos de dimensoes
0,25 x0,6m*>=0,15, 0,25x0,4=0,1m> e 0,25x0,2=0,05m>

Dai, a area de cada lateral ¢ dada por 0,154 0,140,05 = 0, 3m?. Como sao duas paredes
laterais, tem-se
2x0,3=0,6m".

Dessa forma, a area total que deve ser revestida em ceramica é dada por
0,75+ 0,6+ 0,6 = 1,95m>.
O

Aplicagao 4.5 (Calculo da quantidade de caibros para o telhado de uma casa) Em uma
planta de cobertura duas dguas com tamanho de 8m x 10m, com uma inclinacao de 30%,
sendo a colocagao do caibro a cada 50 centimetros. Determine quantos caibros serao
necessarios para o telhado desta casa.

Figura 36: Telhado de uma casa

a=comprimentodo caibro

b

Fonte: O proéprio autor

SorucAo: Para calcular a altura do telhado leva-se em considerando a inclinagao de 30%.
Assim,
c=5b-0,30=4-0,3=1,20

Portanto, a altura (c) do telhado ¢ 1,20m. Para calcular o comprimento (a) do caibro
aplicamos o Teorema de Pitagoras. Logo,

a® =b*+
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=4% 4 1,2?
= 17,44

de onde segue que
a= /17,44 = 4, 1Tm.

Neste caso, arredonda-se para 4,20m o tamanho de cada caibro. Para encontrar a
quantidade de caibros, divide-se a largura do telhado pelo espacamento entre os caibros:
: . 10
Quantidade de Caibros = —— = 20.

0,50
Por ser um telhado com duas aguas, tem-se 20 x 2 = 40 caibros. Portanto, precisa-se de
40 caibros de 4, 20m de comprimento. 0

As aplicagoes 1, 2, 3, 4 e 5 estao alinhadas a Competéncia Especifica 3 - Habilidade
EM13MAT307 e & Competéncia Especifica 5 - Habilidade EM13MAT506.

Aplicagao 4.6 (Volume de concreto do baldrame da casa) O baldrame é a base da
estrutura de uma casa, geralmente feito de concreto armado, que suporta as paredes e
distribut o peso da constru¢ao para o solo. FEle é essencial para garantir a estabilidade
e sequranc¢a da casa.Supondo que a profundidade de 80 cm atinja a camada firme do
terreno para a construcao da casa conforme a planta baiza da Figura 34, calcule o volume
de concreto armado para enchimento do baldrame cuja largura é de 15cm.

SorucgAo: Calcula-se a medida linear de todas as paredes, nesse caso 48, 8m.

Figura 37: Baldrame no formato Paralelepipedo reto retangulo

rF

48,8 m

Fonte: O proéprio autor

Pode-se verificar que temos o sélido geométrico paralelepipedo reto retangulo de
dimensoes 48,8 x 0,15 x 0,80, aplicando a equagao (2.10) tem-se

V =48,8-0,15- 0,80 = 5,856m*
Assim, o volume de concreto para construir o baldrame da casa é 5, 8m?. 0

Aplicagao 4.7 (Volume de concreto para estaca tipo broca). As estacas tipo broca
sao elementos de fundagao utilizados em engenharia civil para suportar estruturas em
solos que apresentam baixa capacidade de carga ou em locais em que € necessdrio atingir
camadas mais firmes do solo. Elas sao formadas pela perfuracao rotativa ou percussiva do
solo até atingir a profundidade desejada, conforme figura abaixo e entao sao preenchidas
com concreto. FElas sao eficazes em transmitir as cargas da estrutura para camadas mais
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estaveis do solo, proporcionando uma fundacao sequra e resistente. Apds o estudo do solo
e do cdlculo estrutural definiu-se que precisam de 10 estacas para a construgao sequra de
uma casa. Conforme os cdlculos do engenheiro € preciso que cada estaca tenha didmetro
de 25cm e profundidade de 5m cada uma. A figura abaizo monstra uma estaca tipo broca.
Determine o volume de concreto para concretagem das 10 estacas.

Figura 38: Estaca tipo broca

0,25 m

Fonte: O proéprio autor

SoLucAo: Segue que cada estaca é um cilindro reto de diametro 0, 25m e altura 5m que,
neste caso, ¢ a profundidade. Da equagao (2.11), segue que

V=n-r>h

Como o raio da base é a metade do diametro tem-se

D2
V—?TI}L

Desta forma, o volume de cada estaca é

0,252

Vistaca = 3, 14 - -5 =0,2453m*
Como sao 10 estacas, o resultado desejado é 0,2453-10 = 2,453m?>. Neste caso arredonda-
se para 2, 5m? de concreto para concretagem das 10 estacas tipo broca. U

Aplicacao 4.8 (Volume e Escala) A caiza-d’dgua de um casa residencial terd a forma de
um paralelepipedo retangulo reto com volume igual a 10.000 litros. Em uma maquete que
representa a casa, a caiza-d’dgua tem dimensoes 2cm X 5em X lem. Dado que 1dm? =1
litro, determine a escala usada pelo arquiteto.
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SorLucgAo: Sabe-se que

Fcala — Medida no Desenho
seata = Media Real ’

ou seja, escala ¢ uma medida linear. Como a caixa-d’agua é uma medida de volume,
fagamos a seguinte conversao:

v
Escala = ¢/ —
scala ,

em que v é o volume calculado na maquete e V' é o volume real. Segue que

V = 10000 litros = 10000dm? = 10000000cm?

v=2-5-1=10ecm?.

" 10 1
Escala = ¢/ = = {/ ———— = —.
seata % 10000000 _ 100

Logo, a escala usada pelo arquiteto é de 1 : 100. 0

Portanto,
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Consideracoes Finais

A matematica desempenha um papel crucial na construcao de uma casa residencial
desde como calcular as dimensoes e areas dos espagos até a estimativa dos materiais
necessarios para sua construgao, como a quantidade de tijolos, madeira e azulejos. Além
disso, as equacgoes e geometria sao aplicadas na criacao de plantas baixas, fundacoes,
calculo estrutural da construcao, dentre outras aplicagoes.

Na perspectiva da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), os conceitos e equagoes
apresentadas neste trabalho, sobre areas e volumes desenvolvem habilidades matematicas,
mas também promove a compreensao mais ampla dos principios de sustentabilidade e
planejamento urbano, alinhado-se aos objetivos da BNCC, pois, com isso o aluno(a) pode
intervir na sua realidade local.

Desta forma, estabeleceu-se a relagao entre a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) e o ensino de geometria plana e espacial, realizou-se célculo de escalas para
elaboracao de plantas baixas, construiu-se modelos de plantas baixas para resolver
problemas de areas e volumes em diversos contextos e contextualizou-se a matematica a
problemas sobre construgao de casas residenciais que surgem no cotidiano e que precisam
calcular areas e volumes.

E claro que ainda existem muitas dificuldades a serem enfrentadas no que diz respeito a
novas formas de ensinar matematica e por isso este trabalho serve como novos referenciais
que contribuam para a construcao de um ensino que supere o tradicional e que ao mesmo
tempo motive o aluno a aprender matematica.
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