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RESUMO

Este estudo tem como objetivo destacar a importancia do ensino da geometria e da
trigonometria esféricas, enfatizando seu papel como um complemento valioso no cur-
riculo de Matematica. Ao apresentar esses tépicos, os alunos tém a oportunidade de
familiarizar-se com eles e entender sua existéncia, ampliando sua compreensao dos
diversos conceitos geométricos além da geometria euclidiana. Para alcancar esse ob-
jetivo, foi criada uma sequéncia didatica composta por oito atividades, que abrangem
desde os axiomas basicos até a aplicagdo das leis dos senos e cossenos esféricos. A
sequéncia didatica foi aplicada em duas turmas de escolas e cidades diferentes: uma
turma do nono ano do Ensino Fundamental; e outra da terceira série do Ensino Médio.
A metodologia adotada foi a Engenharia Didatica, permitindo uma abordagem estrutu-
rada e adaptativa, baseada nas necessidades especificas dos alunos. Para facilitar a
compreenséo e visualizagdo dos conceitos, foram utilizados o software GeoGebra e
uma esfera de isopor. Essas ferramentas ajudaram a tornar as aulas mais interativas e
didaticas, permitindo aos alunos visualizar concretamente os conceitos geometricos e
trigonométricos.

Palavras-chave: Geometria Esférica. Trigonometria Esférica. Engenharia Didatica.



ABSTRACT

This study aims to highlight the importance of teaching spherical geometry and trigo-
nometry, emphasizing its role as a valuable complement to the mathematics curriculum.
By presenting these themes, students have the opportunity to become familiar with
them and understand their existence, expanding their understanding of various geomet-
ric concepts beyond Euclidean geometry. To achieve this objective, a didactic sequence
was created consisting of eight activities, ranging from the basic axioms to the appli-
cation of the laws of spherical sines and cosines. The didactic sequence was applied
to two classes from different schools and cities: a ninth-grade class from elementary
school and a senior year high school class. The methodology adopted was Didactic
Engineering, allowing a structured and adaptive approach, based on the specific needs
of the students. To facilitate understanding and visualization of the concepts, software
GeoGebra and a Styrofoam sphere were used. These tools helped to make classes
more interactive and didactic, allowing students to concretely visualize geometric and
trigonometric concepts.

Keywords: Spherical Geometry. Spherical Trigonometry. Didactic Engineering.
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INTRODUCAO

O curriculo escolar ao longo dos ensinos fundamental e médio aborda apenas
a Geometria Euclidiana, que se baseia nos principios estabelecidos por Euclides. No
entanto, temos outras geometrias, como por exemplo as denominadas geometrias n&o-
euclidianas. Uma dessas geometrias € que motiva nosso estudo, a Geometria Esférica
que nos oferece uma perspectiva distinta, expandindo os conhecimentos geométricos
dos alunos.

Nosso objetivo é apresentar aos alunos a geometria e a trigonometria esféricas,
mostrando suas aplicagbes. A geometria esférica desempenha um papel importante
na navegacao e na representacao de eventos astrondmicos. Ela é essencial no plane-
jamento de rotas para avides e navios, pois nosso planeta assemelha-se a uma esfera.
Além disso, a geometria esférica também tem papel importante em outras areas, como
por exemplo, a astronomia.

Logo, a incorporacao da geometria esférica e da trigonometria esférica no cur-
riculo escolar proporcionaria as criangas uma compreensao mais fantastica e abran-
gente da Matemética. Assim, estariam mais preparados e prontos para desafios e
oportunidades futuras em diferentes areas profissionais e de investigagéao.

Esta dissertagéo foi desenvolvida utilizando a Engenharia Didatica, uma abor-
dagem que combina pesquisa e teoria didatica elaborando e testando materiais e
atividades de ensino de maneira detalhada. Uma das caracteristicas da Engenharia Di-
datica é o foco na avaliacao continua, permitindo o professor analisar o conhecimento
dos alunos ao longo das atividades e assim conseguir ajustar sua préatica pedagdgica.
Esta abordagem foi criada para que o conhecimento seja transmitido de maneira que
leve em conta as habilidades dos discentes, tornando, assim o aprendizado do aluno
mais eficaz.

A engenharia didatica é dividida em quatro etapas: Analises Prévias; Analise
a Priori; Experimentacao; e Analise a Posteriori. A primeira etapa € denominada Ana-
lises Prévias, em que se compreende o contexto em que se dara a intervencao em
ensino/aprendizagem. Nesta primeira fase, verifica-se o conhecimento que os alunos
ja possuem. A segunda fase € a Andlise a Priori, que visa otimizar os resultados do
ensino. Sendo uma das fases mais importantes, pois é nesta que se decide a melhor
forma de transmitir o conhecimento a ser repassado. A etapa seguinte a ser realizada é
a Experimentacdo. Esta se baseia na pratica das estratégias pensadas para a Analise
a priori e, caso necessario, podem ser feitos ajustes entre os métodos definidos com
antecedéncia antes de serem aplicados. Finalmente, temos a Analise a Posteriori e Va-
lidagéo da Proposta, em que se observa e avalia os resultados obtidos, verificando se
0s objetivos iniciais foram atingidos e identificando melhorias para futuras intervencoes.

A aplicacao desta metodologia ocorreu em duas escolas estaduais do estado
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de Santa Catarina, a E. E. B. Tereza Cristina, localizada no municipio de Laurentino, e
a E. E. F. Luis Ledra, no municipio de Rio do Sul. A pesquisa envolveu duas turmas,
sendo uma tirma do 92 ano do Ensino Fundamental e uma turma da 32 série do Ensino
Médio. As intervencdes didaticas foram realizadas durante o segundo semestre de
2023, distribuidas em 13 aulas de 45 minutos cada. Para assegurar o cumprimento
dos padrdes éticos, este projeto foi submetido e aprovado pelo Comité de Etica em
Pesquisa com Seres Humanos da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC).

Neste trabalho, os temas estardo divididos em cinco capitulos. No primeiro
capitulo, apresentamos os fundamentos teéricos que embasam o estudo da esfera
dentro do espaco euclidiano e também as bases da geometria esféricas.

No segundo capitulo, temos as anadlises prévias. Nele é realizada uma ana-
lise da geometria estudada no Ensino Fundamental e no Ensino Médio, e também a
importancia do estudo da geometria e da trigonometria esféricas.

No terceiro capitulo, abordaremos a analise a priori. Neste capitulo é apresen-
tado os objetivos para a elaboragéo da criacdo da sequéncia didatica para garantir que
0s objetivos sejam atingidos.

O quarto capitulo é dedicado a experimentacdo. Nele, temos as atividades
desenvolvidas nas turmas. A experimentacdo é acompanhada de uma andlise dos
resultados obtidos com cada turma.

Finalmente, no quinto capitulo é realizada a Andlise a Posteriori e Validagdo da
Proposta. Este capitulo traz os resultados alcangados com a aplicacao da sequéncia
didatica, identificando o nivel de sucesso da proposta e sugerindo possiveis melhorias
para futuras intervencdes pedagdgicas.
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1 A ESFERA - TEORIA

O objetivo deste capitulo é conhecer as definicbes e propriedades da esfera no
espaco euclidiano, proporcionando uma base para a exploragdo da geometria esférica
que sera realizada neste capitulo. Ao aprofundarmos nossa compreensao das carac-
teristicas da esfera, estaremos preparados para uma investigacdo mais detalhada e
significativa da geometria esférica.

1.1 CARACTERISTICAS DA ESFERA NO ESPACO EUCLIDIANO

Para dar inicio ao nosso estudo sobre a esfera no espaco euclidiano, comecare-
mos definindo Esfera e Circunferéncia.

Definicao 1 (Esfera). Sejam dados um ponto O do espaco e um numero real positivo
r. A esfera de centro O e raio r, denotada por >(O, r), é o lugar geomeétrico dos pontos
do espaco euclidiano que distam r de O.

Definicao 2 (Circunferéncia). Dados um plano o, um ponto O desse plano e um numero
real positivo r, denominaremos circunferéncia em a, de centro O e raio r, ao conjunto
de pontos de a que estdo a uma distancia r de O.

A partir dessas definicbes conseguimos compreender geometricamente a es-
fera e a circunferéncia, o que é essencial para nosso contexto da geometria esférica.
A seguir, definiremos um conceito importante da geometria esférica, circunferéncia
maxima.

Definicdo 3 (Circunferéncia maxima'). Denominaremos circunferéncias méaximas da
esfera X(O, r) as circunferéncias contidas nessa esfera que possuam comprimento
21Tr.

Figura 1 — Circunferéncias Maximas

Fonte: O autor (2024).

' Em alguns textos, o termo circunferéncia maxima é referido como circulo maximo.
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A proposicao a seguir explora a intersecao de planos com esferas. Note que
a posicao relativa do plano em relagéo ao centro da esfera afeta as propriedades da
circunferéncia.

Proposicao 1. Se um plano o intersecta uma esfera (O, r) em mais de um ponto,
entao:

a) o conjunto a N X(O, r) € uma circunferéncia;

b) se O € a, entdo o comprimento da circunferénciaa NX(O, r) é igual a 2trr;

c) e se O ¢ a, entdo o comprimento da circunferéncia a N X(O, r) € menor que
21Tr.

Figura 2 — Interseccao de um plano a e uma esfera (O, r)

- . £
- -
.,c-'-- 1 y "'-....,

‘\i—-}

Fonte: O autor (2024).

Demonstragdo. (a) Suponhamos que a contenha o centro da esfera. Seja P um ponto
qualquer de an X, entdo m(OP) = r, pois P € 3. Segue que P é um ponto da circunfe-
réncia, em a, de centro O e raio r. Por outro lado, se Q é um ponto desta circunferéncia,
ou seja m(OQ) = r, temos que Q é um ponto de 3.

Suponhamos, agora, que a ndo contenha o centro da esfera (Figura 2). Seja o
ponto O’ o pé da perpendicular baixada do centro O ao plano o e seja P um ponto
qualquer de an X, distinto de O'. Observe que os pontos O e O’ s&o distintos, po& 0]
ndo esta em a, e que toda reta em a que passa por O’ é perpendicular a reta OO’ e,
portanto, o triangulo APO' O é retangulo em O'. Logo, pelo Teorema de Pitagoras,

m(PO)? = m(00')2 + m(O'P)2. (1)
Reescrevendo a Gltima equagédo como m(O'P) = 1/ r2 — m(O0’)2, vemos que P

pertence a circunferéncia, no plano a, de centro O’ e raio 1/ r2 — m(O0’)2. Chamando
de A esta circunferéncia, temos que a N X esta contido em A.
Por outro lado, se Q é um ponto qualquer da circunferéncia A, entao

m(0'Q) = m(O'P)
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e os pontos Q, O e O formam um triangulo retdngulo em O'. Logo, segue que
m(Q0)2 = m(O0')2 + m(O'Q)2, ou ainda, m(Q0)2 = m(O0)2 + m(O'P)2. Compa-
rando a Ultima equacdo com a Equacéo (1), segue que m(QO) = m(PO) = r, logo Q
€ um ponto da esfera X. Portanto, a circunferéncia A esta contida em an X e, como ja
provou-se a continéncia inversa, segue que a NX = A, ou seja, o conjunto de pontos
a N X é uma circunferéncia.

Para provar (b) e (c), basta observar que o raio da circunferéncia a N X no caso
(b) é r e, no caso (c) é \/r2 —m(O0')2, que é menor que r, pois O e O’ sdo distintos.
Assim, segue que o comprimento de a N X é 2mrr para o caso (b) e, menor que 2mr
para o caso (c). O

A analise das intersecdes entre planos e esferas nos leva a explorar outras
subdivisdes importantes da esfera. Um conceito fundamental nesta exploracao € o de
hemisfério.

Definicao 4 (Hemisfério). Uma circunferéncia maxima divide a esfera em duas regides.
Cada uma dessas regibes sera chamada de hemisfério.

Outro conceito importante é o de pontos antipodas, que descreve uma relacéao
especial entre pares de pontos na esfera.

Definicao 5 (Pontos Antipodas). Dois pontos A e B de uma esfera serao ditos antipo-
das se estao contidos numa reta que passa pelo centro dessa esfera. Diz-se ainda que
A é antipoda de B, ou que B ¢é antipoda de A.

Figura 3 — Pontos Antipodas

Fonte: O autor (2024).

Note que se A e B sdo pontos antipodas, entdo o AB é um diametro.

A relagéo entre pontos antipodas e circunferéncias maximas na esfera é crucial
para a geometria esférica. A seguir, apresentamos duas proposi¢des que ilustram essa
relacdo:
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Proposicao 2. Duas circunferéncias maximas se encontram exatamente em dois pon-
tos, e esses dois pontos sdo antipodas.

Demonstracdo. Considere a esfera (O, r). Uma circunferéncia maxima € a intersecéo
da esfera X(O, r) com um plano que passa pelo centro O da esfera. Dado que o plano
passa pelo centro, qualquer se¢ao plana que intersecta a esfera dessa maneira resulta
em uma circunferéncia cujo raio é igual ao raio r da esfera.

Considere duas circunferéncias maximas distintas, Cy e Co que estao contidas
em planos distintos, ambos passando pelo centro O da esfera. A interseccéo entre
esses dois planos é uma reta s que também passa pelo centro da esfera.

Note que a reta s que passa por O atravessa a superficie de X(O, r) em dois
pontos, que denominaremos P e Q, e esses dois pontos s&o diametralmente opostos.
Logo, os pontos P e Q sdo pontos antipodas. O

Os pontos antipodas dividem cada circunferéncia maxima que passa por eles
em duas semicircunferéncias maximas.

Proposicao 3. Se dois pontos distintos em uma esfera ndo séo antipodas entao existe
uma unica circunferéncia maxima passando por eles.

Demonstracdo. Considere uma esfera X(O, r). Suponha que temos dois pontos distin-
tos P e Q na esfera X(O, r), que ndo sao antipodas. Como P e Q nao sao antipodas,
o segmento de reta, PQ, nao contem o centro O da esfera. Logo, P, Q e O nao séao
colineares. Assim, o plano 3 que passa por P, Q e O € unico. Como 8 contem o centro
O a circunferéncia X(O, r) N 8 € uma circunferéncia maxima e, pela unicidade do plano
B, temos que esta circunferéncia maxima em X(O,r) que passa por P e Q € unica [J

1.2 GEOMETRIA ESFERICA

A geometria esférica € um ramo da Matematica que lida com as propriedades e
medidas das figuras geométricas em uma superficie esférica. Ao contrario da geome-
tria euclidiana, a geometria esférica ndo considera um centro ou raio, pois as formas
geométricas nesse contexto sdo definidas em relagdo a uma esfera abstrata como
"universo". Isso significa que os conceitos de retas, tridngulos e circunferéncias sao
diferentes na geometria esférica, pois seguem a curvatura da superficie esférica.

1.2.1 Axiomas e primeiras definicoes

Para compreendermos a geometria esférica, nosso estudo partira da exposicao
de alguns axiomas fundamentais que estabelecem a base para esta geometria. Estes
axiomas, que serao apresentados, constituem os pilares sobre os quais a geometria
esférica se sustenta.
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Esta secdo é fundamentada na obra de (WHITTLESEY, 2020). Os teoremas e
proposi¢des desta secao nao serao demonstrados, pois este ndo € o objetivo principal
deste trabalho. Entretanto, todos os resultados podem ser verificados detalhadamente
no mesmo livro.

Axioma 1. Uma esfera e uma circunferéncia maxima sao conjuntos de pontos. Existem
pelo menos dois pontos na esfera.

Axioma 2. Existe uma correspondéncia um-a-um entre os pontos de uma circunferén-
cia maxima e os pontos do conjunto quociente R/21r

Essa correspondéncia é uma funcao bijetora f : C — R/2m, em que C é o
conjunto dos pontos de uma circunferéncia maxima e R/2m é o conjunto quociente
dos numeros reais médulo 2. Essa funcéo atribui a cada ponto da circunferéncia um
namero real Unico em [0,21).

Com isso, definimos pontos antipodas, agora na geometria esférica da seguinte
maneira.

Definicao 6 (Pontos Antipodas). Dizemos que dois pontos de uma esfera sdo anti-
podas se existir uma circunferéncia maxima passando por eles, cuja correspondéncia
um-a-um leva esses dois pontos para elementos de R/2m que diferem em 1 (mod 21t ).
Cada ponto é dito ser um antipoda do outro.

Com base na definicdo de pontos antipodas, estabelecemos o seguinte axioma
que aborda a existéncia e a particularidades desses pontos.

Axioma 3. Cada ponto da esfera possui no maximo um ponto antipoda.

Agora, veremos uma propriedade dos pontos antipodas na esfera. Sua demons-
tracdo encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) na Proposicao 9.5.

Proposicao 4. Se uma circunferéncia maxima contém um ponto, também contém o
antipoda desse ponto.

Da proposicéo 3 do capitulo anterior, podemos considerar 0 axioma a seguir.

Axioma 4. Se dois pontos distintos em uma esfera ndo sao antipodas, entao existe
uma circunferéncia maxima unica passando por eles.

Se dois pontos distintos A e B ndo sao antipodas, a circunferéncia maxima que
passa por A e B é denotada por OAB.
Finalizamos a se¢ao com mais dois axiomas.

Axioma 5. Duas circunferéncias maximas distintas se encontram em pelo menos um
ponto.
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Figura 4 — Interseccao de duas circunferéncias maximas

Fonte: O autor (2024).

Antes de definirmos distancia esférica, é importante compreender o conceito de
arco na esfera. Em geometria esférica, um arco é uma parte de uma circunferéncia
maxima, delimitada por dois pontos na superficie da esfera. Assim, ao contrario de
um arco em um plano, o arco na esfera segue a curvatura da superficie esférica.
Representaremos o arco entre dois pontos A e B da seguinte forma: /EB

Definicao 7 (Distancia esférica). A distancia esférica entre dois pontos A e B € o
modulo do representante, em (—m,mr] da diferenga entre as imagens desses pontos
sobre uma correpondéncia do axioma 2. Ou seja, se I é a circunferéncia maxima
que contem a e B, ( : I — R/2m é uma correspondéncia do axioma 2 sobre e 6
é o representante da classe de equivaléncia ((A) — ((B) que esta em (—m,], entao
d(A,B) = |6|.

Note que a “medida” definida acima é na verdade, na pratica, a medida do
angulo central desse arco na esfera no espaco euclidiano, ver Figura 5.

Figura 5 — Distancia entre os pontos A e B

Fonte: O autor (2024).

Axioma 6. Para qualquer circunferénica maxima existe um ponto tal que a circunferén-
cia maxima consiste em pontos a uma distancia esférica de um quarto de circunferéncia
do dado ponto. Tal ponto é definido como sendo um polo da reta esférica.
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As circunferéncias maximas sao as retas da geometria esférica. Por isso, usa-
remos indistintamente os termos circunferéncia maxima e reta esférica, na geometria
esférica.

Ao longo desta secéo, estabelecemos os fundamentos da geometria esférica
através dos axiomas que definem suas relagdes fundamentais. Agora, avangaremos
para o estudo dos angulos esféricos.

1.3 ANGULOS ESFERICOS

Nesta secdo, exploraremos o0s angulos esféricos, conceito fundamental para
compreender as medidas e relagdes geométricas especificas na esfera. Iniciaremos,
com a definicdo de semirretas na geometria esférica.

Definicao 8 (Semirreta esférica). Sejam A e B dois pontos em uma esfera que ndo sao
antipodas. A semirreta esférica A_B) é o conjunto de todos os pontos C na circunferéncia
maxima ()AB, em que a distancia entre A e C € menor do que m tal que: ou C esta
em AAB ou B esta em AAC Dizemos que A é a origem da semirreta esférica.

Com a definicao de semirretas esféricas, podemos definir angulo esférico.

Definicdo 9 (Angulo esférico). Sejam A, B e C pontos de uma esfera que ndo estao
em uma mesma circunferéncia maxima. Entdo, o angulo (esférico) ~ABC com vértice
B ¢é a unido das semirretas esfeéricas, /@ e B? Essas semirretas sdo chamadas de
lados do angulo.

Figura 6 — Angulo esférico ZABC com vértice em B

Fonte: O autor (2024).

A definicdo a seguir formaliza o conceito de medida de um angulo esférico,
determinando-o, por meio de arcos na esfera.

Definicao 10 (Medida de angulo). Seja ZABC um angulo esférico. Escolha os pontos
DeE em ﬁ e @ respectivamente, que estdo ambos a um quarto de circunferéncia

de B. Entdo, a medida de ZABC é definida como m (DE).
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Figura 7 — Medida do angulo ZABC

Fonte: O autor (2024).

Assim, como na Geometria Euclidiana, dizemos que ZABC é agudo, reto ou
obtuso se sua medida for, respectivamente, menor, igual ou maior do que /2.

Agora que estabelecemos as definicoes fundamentais das semirretas esféricas
e dos angulos esféricos, exploraremos suas propriedades.

Definicao 11. Dois dngulos esféricos sdo considerados congruentes se suas medidas
forem as mesmas. Se os angulos ZABC e /DEF s&o congruentes, entdo escrevemos
/ABC ~ /DEF. Os angulos sao ditos suplementares se suas medidas somam 1 e,
0s adngulos sdo ditos complementares se suas as medidas somam /2.

A proxima proposicao é uma propriedade importante envolvendo circunferéncias
maximas na geometria esférica. Sua demonstracao encontra-se no livro (WHITTLE-
SEY, 2020) na Proposicao 10.12.

Proposicao 5. Se duas circunferéncias maximas sdo perpendiculares, entdo cada
uma delas passa pelos polos da outra. Reciprocamente, se uma circunferéncia maxima
passa pelos pdlos da outra, as duas circunferéncias maximas sdo perpendiculares.

Figura 8 — Circunferéncias maximas perpendiculares
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Fonte: O autor (2024).
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1.3.1 Tridangulos esféricos

Agora, vamos explorar os fundamentos dos tridngulos esféricos, comecado com
sua definicao.

Definicao 12 (Triangulo Esférico). Sejam A, B e C pontos d/st/ntos nao cont/dos numa
mesma reta esférica. A unido dos trés segmentos de reta AB AC e BC sera dito

tridngulo esférico de vértices A, B e C, e lados AB, AC e BC, e sera representado por
ASABC. Os dngulos esféricos Z/ABC, ZACB e /BAC séo seus angulos internos.

Para simplificar a notagao, usaremos apenas ZA, /B e /C para nos referirmos
a angulos.

Figura 9 — Triangulo Esférico ABC

Fonte: O autor (2024).

Uma classe especial de triangulos esféricos € a de triangulos colunares.

Definicao 13. Dois tridngulos séo ditos colunares se eles tém dois vértices em comum
e 0s vértices ndo comuns sdo antipodas. Ou seja, os tridngulos tém a forma ASABC e
ASA2BC, em que A e A% sdo antipodas.

Figura 10 — Tridngulos Colunares

Fonte: O autor (2024).
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Tridngulos colunares, como ilustrado na Figura 10, ilustram uma configuracao
especial que exploraremos na seguinte proposi¢cdao. Sua demonstragéo encontra-se no
livro (WHITTLESEY, 2020) na Proposigéo 11.1.

Proposicao 6. Se trés pontos A, B e C em uma esfera ndo pertencem a uma unica
circunferéncia maxima, entao nenhum par dentre os pontos A, B e C sdo antipodas.

Agora, apresentamos a definicdo de tridngulos antipodas e suas propriedades.

Definicao 14. Dois tridngulos sao ditos antipodas se puderem ser expressos como
ASABC e ASA3B3C4, em que A2, B2, e C8 sdo antipodas dos pontos A, B e C, respec-
tivamente.

Exploraremos uma propriedade fundamental dos triangulos antipodas em rela-
cao a congruéncia de seus lados e angulos. Sua demonstracdo encontra-se no livro
(WHITTLESEY, 2020) na Proposicao 11.6.

Proposicao 7. Dado ASABC, os trés antipodas A2, B2, e C2 formam um tridngulo
esférico cujos lados e dngulos sdo congruentes aos lados e dngulos correspondente
em ASABC.

Em seguida, damos o conceito de tridngulos retangulos na geometria esférica

Definicao 15. Um tridngulo esférico é considerado um tridngulo retdngulo se pelo me-
nos um de seus angulos é reto. O lado oposto ao dngulo reto é chamado de hipotenusa
do triangulo retangulo, ja o lado que ndo é uma hipotenusa é dito ser um cateto do
triangulo.

Na proxima proposigéo, exploramos a condicdo fundamental para identificar
angulos retos em tridngulos esféricos. Sua demonstragdo encontra-se no livro (WHIT-
TLESEY, 2020) na Proposi¢ao 11.11. Assim como nos angulos, dizemos que um lado
do tridngulo esférico € agudo, reto ou obtuso, se sua medida for, respectivamente,
menor, igual ou maior do que /2.

Proposicao 8. Um par de angulos em um tridngulo sao angulos retos se, e semente
se, 0s lados opostos sdo lados retos.

A demonstracdo da proposicao a seguir, encontra-se no livro (WHITTLESEY,
2020) na Proposigao 11.12.

Proposicao 9. Suponha que o triangulo ABC tenha um angulo reto em B. Entdo, um
dos outros angulos de ABC é agudo, reto ou obtuso, se e somente se, o lado oposto
for agudo, reto ou obtuso, respectivamente.

Apos discutir as propriedades dos tridngulos com angulos retos, vamos explorar
o conceito de tridngulo polar.
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Definicao 16. Seja ASABC um tridngulo esférico. Definimos o tridngulo polar de
ASABC, denotado por A°A'B'C’, como segue:
« A’ é 0 polo da reta O)BC que esta do mesmo lado de A em relagao a reta O)BC;

« B' é o polo da reta OAC que esta do mesmo lado de B em relagdo a reta O)AC;

« C' é 0 polo da reta OAB que estd do mesmo lado de C em relagdo a reta O)AB.

Figura 11 — Tridngulo Polar

Fonte: O autor (2024).

Apresentamos, na sequéncia, um teorema que relaciona os angulos do triangulo
esférico com os angulos do tridngulo polar. A demonstracdo desse teorema encontra-
se no livro (WHITTLESEY, 2020) no Teorema 11.19.

Teorema 10. Se ASABC é um tridngulo esférico e A°A'B'C’ é o polar do tridngulo
ASABC, entao

~ ~~ ~

m(£/A") = m—m(BC), m(£/B') =m—m(AC) e m(£C') = m— m(AB)

M(AB) = 11— m(LC), mAC')=m—m(/B) e m(B'C') = m—m(£A)

Ja explorarmos os conceitos dos triangulos esféricos, em que o0s principios
familiares da geometria euclidiana sao reinterpretados em uma esfera, agora vamos
investigar como acontece a congruéncia de triangulos esféricos.

1.3.2 Congruéncia de Triangulos Esféricos

A seguir, examinaremos as condi¢cdes necessarias para que os lados e angulos
de dois triangulos garantam que esses dois triangulos sejam congruentes. Comeca-
mos por apresentar a definicdo de congruénica, que é a mesma que na geometria
euclidiana.

Defini¢do 17. Dois tridngulos esféricos ASABC e AS DEF s&o congruentes se AB EE,
AC = DF, BC = EF, /A= /D, /B = ZE e Z/C = ZF. Dizemos que os lados e
angulos congruentes sdo correspondentes.
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Todas as nossas propriedades de congruéncia para triangulos esféricos serao
estabelecidas como teoremas.

Teorema 11 (Congruéncia LLL). Suponha que nos tridngulos esféricos ASA{B;Cy e
ASA;B>Co, temos
A1 B-| = AzBQ, B1 C1 = 8202 e A-| C1 = A202 .

Entéo, ASA1 B-| C1 = ASAQ 82 Cz.

Teorema 12 (Congruéncia LAL). Suponha que nos tridngulos esféricos ASA{BCy e
ASA;B>Co, temos

A{By = AyBy, B{Cy ¥ B,Cy € /By~ /By.

Entéo, ASA1 B-| C-| = ASAQ 82 Cz.

Teorema 13 (Congruéncia ALA). Suponha que nos tridngulos esféricos ASA{B;Cy e
ASA;B>Co, temos

B1 C1 = BQCQ, 481 = ZBQ e AC‘] = ZCQ

Entéo, ASA1 B-| C-| = ASAQ 82 Cz.

Teorema 14 (Congruéncia AAA). Suponha que nos tridngulos esféricos ASA{B{Cy e
ASA;B>Co, temos
ZA-I = ZA2, ZB-l = ZBQ e ZC-I = ZCz.

Entao, ASA1 B1 C1 = ASA282 Cz.

As préximas duas definicdes e dois colorarios apresentam dois casos de con-
gruéncia para triangulos retangulos

Definicao 18. Dois Tridngulos esféricos ASABC e AS DEF s&o considerados tendo uma
correspondéncia de hipotenusa-cateto se eles tém: angulos retos (correspondentes)
em B e E; as hipotenusas relativas a esses angulos congruentes; e um par de catetos
(n&o reto) congruentes.

Corolario 1 (Teorema hipotenusa-cateto). Dois tridngulos que tém uma correspondén-
cia entre hipotenusa-cateto sdo congruentes.

A demonstracao deste corolario encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) no
Corolario 12.8.

Definicao 19. Dois tridngulos esféricos ASABC e A DEF sao considerados como tendo
uma correspondéncia hipotenusa-angulo se eles tém: angulos retos (correspondentes)
em B e E; as hipotenusas relativas a esses angulos congruentes; e um par de angulos
n&o retos congruentes.
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Corolario 2 (Teorema hipotenusa-angulo). Dois tridngulos esféricos que tém uma
correspondéncia de hipotenusa-angulo devem ser congruentes.

A demonstracao deste corolario encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) no
Corolario 12.10.

1.3.3 Desigualdades

Apés analisarmos diversas situacdes em que objetos na geometria esférica sao
idénticos ou congruentes, passaremos agora a considerar situacdes em que desigual-
dades se fazem presentes.

Uma dessas desigualdades é sobre a soma dos angulos internos de um tri-
angulo. Na geometria esférica, ao contrario da geometria euclidiana, as somas dos
angulos de um tridngulo ndo sao fixadas em um valor constante, como no caso do
tridangulo plano. Em vez disso, a soma dos angulos de um triangulo esférico depende
de sua forma e tamanho.

Portanto, temos o0 seguinte teorema:

Teorema 15. A soma das medidas dos angulos de um tridngulo esférico é maior que
1 radianos (180 9).

A demonstragao deste teorema encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) no
Teorema 13.2.

Outra desigualdade importante em tridngulos esféricos é relacionada a soma
das medidas dos lados. Ao contrario da soma dos angulos, que € maior que 1, a soma
das medidas dos lados de qualquer triangulo esférico é sempre menor que 21, como
enunciado no préximo teorema.

Teorema 16. Em qualquer tridngulo esférico, a soma das medidas dos lados é menor
que 2.

A demonstracao deste teorema encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) no
Teorema 13.3.

Além dessa limitacdo sobre a soma dos lados, existe uma outra propriedade
fundamental relacionada as comparacoes entre os lados de um tridngulo esférico. O
proximo teorema explora como a soma de dois lados se relaciona com o terceiro.

Teorema 17. A soma das medidas de quaisquer dois lados de um tridngulo esférico é
maior do que a medida do terceiro lado.

A demonstracao deste teorema encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) no
Teorema 13.4.

A sequir, ilustramos o teorema com a representagao grafica de um triangulo
esférico, onde é possivel visualizar a relacao entre os lados do triangulo.
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Figura 12 — Relacao dos lados de um tridngulo esférico

Fonte: O autor (2024).

O préximo teorema generaliza a ideia da soma das distancias entre trés pontos
na esfera.

Teorema 18. Se A, B e C sdo trés pontos (distintos) em uma esfera, entdo d(A, C) <
d(A,B) + d(B, C), onde a igualdade ocorre se, e somente se, B estiver entre Ae C ou A
=Ca

A demonstracao deste teorema encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) no
Teorema 13.5.

O préximo teorema, o Teorema do Angulo Exterior Esférico, trata das desigualda-
des envolvendo os angulos de um triangulo esférico. Ele estabelece uma relagéo entre
0s angulos externos e internos de um triangulo esférico, oferecendo uma compreensao
sobre as propriedades angulares em geometria esférica.

Teorema 19 (Teorema do Angulo Exterior Esférico). A medida de qualquer 4ngulo ex-
terno de um tridngulo esférico é menor que a soma das medidas dos angulos internos
opostos e maior que o valor absoluto de diferenga entre essas medidas.

A demonstracéo deste teorema encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) no
Teorema 13.9.

Figura 13 — |B—C| <m—-A<B+C

Fonte: O autor (2024).
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Um conceito essencial da geometria esférica € que os angulos e os lados de um
triangulo estao diretamente relacionados. O proximo teorema descreve como a relagao
entre os lados e os angulos de um tridngulo esférico pode ser deduzida a partir das
desigualdades mencionadas.

Teorema 20. Dado dois lados de um tridngulo cujas medidas sdo desiguais e 0s
angulos opostos a eles, entdo os angulos também sdo desiguais em medida, e 0 maior
angulo é oposto ao lado mais longo. De forma similar, dados dois dngulos de um
tridngulo cujas medidas sao desiguais, os lados opostos tém medidas desiguais, e o
lado mais longo é oposto ao maior angulo.

A demonstracao deste teorema encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) no
Teorema 13.10.

1.4 TRIGONOMETRIA ESFERICA

A trigonometria esférica proporciona relacées uteis entre os angulos e lados de
um tridngulo esférico, permitindo o célculo de trés desses elementos quando os outros
trés sdo conhecidos.

A trigonometria esférica desempenha um papel fundamental na analise precisa
das relacdes entre distancias e angulos em uma esfera. No cerne desse estudo esta a
conexao entre as distancias e os angulos de um triangulo. Mas, o que diferencia essas
relagdes das correspondentes no plano?

A diferenca geométrica crucial entre o plano e a esfera é, evidentemente, a
curvatura da esfera. Em um plano, quando tomamos duas semirretas com a mesma
origem, elas se afastam do ponto de origem. No entanto, em uma esfera, as semirretas
inicialmente se afastam do ponto de origem por "algum tempo", mas convergem no
antipoda da origem.

A préxima proposicao relaciona distancias esféricas e angulos entre semirretas.
Sua demonstragao encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) na Proposicao 15.1.

Proposicao 21. Suponha que duas semirretas formem um angulo com medida 6.
Seja x a distancia esférica entre dois pontos (um em cada semirreta) a uma distancia
esférica ® do vertice. Entao,

sen <g> = sen(®) sen (g) :
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Figura 14 — Proposicao 21.

A

Fonte: (WHITTLESEY, 2020)

A proposi¢do a seguir mostra como o0 seno de um angulo em um triangulo
retdngulo esférico se relaciona com os senos do lado oposto a esse angulo. Sua
demonstracao encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) na Proposi¢ao 15.2.

Proposicao 22. Se ASABC tem um angulo reto em C, entao

_sen(a)
~ sen(c)’

sen(A)

Figura 15 — ASABC com angulo reto em C.

A

Fonte: (WHITTLESEY, 2020)

Além da proposicao anterior, existem outras relagdes importantes que descre-
vem a geometria de triangulos esféricos retangulos. O teorema a seguir apresenta
duas dessas relacdes envolvendo cossenos de angulos e lados do tridngulo esférico.
Sua demonstragao encontra-se no livro (WHITTLESEY, 2020) no Teorema 15.3.

Para facilitar a compreensao das férmulas a seguir de trigopnometria esférica,
temos que, as letras maiusculas A, B e C representam os angulos de um triangulo
esférico, enquanto as letras mindsculas a, b e ¢ representam os lados opostos a esses

angulos, respectivamente.
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Teorema 23. Se ASABC esférico tem um angulo reto em C, entdo temos:

cos(c) = cos(a) - cos(b) (2)

cos(B) = sen(A) - cos(b). (3)

A primeira equacao do teorema acima é chamada de Teorema de Pitagoras
Esférico. A segunda equacao é chamada de Teorema de Geber.

Em uma esfera “grande”, um pequeno triangulo esférico € quase planar, entdo
o Teorema de Pitagoras da Geometria Euclidiana plana quase se sustentaria.

1.4.1 Lei esférica dos senos e dos cossenos

Na geometria esférica, existem leis que relacionam os lados e angulos dos
triangulos. Exemplo disso, sdo as leis esféricas dos senos e dos cossenos que sdo
fundamentais para resolver problemas envolvendo triangulos esféricos, como os en-
contrados na navegacao e astronomia.

A lei esférica dos senos estabelece uma propor¢ao constante entre os senos
dos lados de um tridngulo esférico e os respectivos senos dos angulos opostos a cada
um desses lados. Esta lei é analoga a lei dos senos na geometria plana. Ela é utilizada
quando se conhecem dois angulos e um lado, ou dois lados € um angulo e quer en-
contrar um lado ou um angulo. Sua demonstragéo encontra-se no livro (WHITTLESEY,
2020) no Teorema 15.3.

Teorema 24 (A lei esférica dos senos). Em qualquer ASABC esférico,

sen(a) sen(b) sen(c)

sen(A)  sen(B) sen(C)

A lei esférica dos cossenos é uma versao para esfera da lei dos cossenos da
geometria euclidiana plana. Ela relaciona os cossenos e senos de dois lados de um
tridngulo esférico com o cosseno do terceiro lado e o cosseno do angulo oposto a
este lado. Ela é utilizada quando se conhecem os trés lados de um triangulo e deseja-
se encontrar um dos angulos, ou quando se conhecem dois lados e 0 angulo entre
eles e deseja-se encontrar o terceiro lado. Sua demonstragdo encontra-se no livro
(WHITTLESEY, 2020) no Teorema 16.1.

Teorema 25 (A lei esférica dos cossenos). Em qualquer ASABC esférico,
cos(c) = cos(a) - cos(b) + sen(a) - sen(b) - cos(C).
A partir do Teorema anterior, obtemos também as seguintes formulas

cos(b) = cos(a) - cos(c) + sen(a) - sen(c) - cos(B)
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cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos(A).

A trigonometria esférica, com suas leis e teoremas, é uma ferramenta impor-
tante para compreender e resolver problemas em superficies esféricas. Ela encontra
aplicacdes em diversas areas, como Navegacao, Astronomia, Geodésia? e Fisica. Com
essas relagées mencionadas, podemos calcular distancias e angulos de forma precisa,
facilitando a compreenséo e a exploracdao do nosso mundo e do universo.

2 Geodésia é a ciéncia que estuda a forma e as dimensdes da Terra, a posi¢do de pontos sobre sua
superficie e a modelagem do campo de gravidade.
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2 PRIMEIRA FASE DA ENGENHARIA DIDATICA: ANALISES PREVIAS

Na escola, do sexto ano do ensino fundamental a terceira série do ensino médio,
a geometria € ensinada de forma progressiva e abrangente, abordando diferentes
conceitos e aplicagdes ao longo dos anos.

No sexto ano, os alunos comegcam com no¢oes basicas de geometria como iden-
tificacdo de formas geométricas simples (quadrados, retangulos, triangulos e circulos),
calculo de perimetro e area, além de introducéo aos sélidos geométricos.

Nos anos seguintes, os alunos avangam para conceitos mais complexos, como
estudo de razdes e proporcoes, Teorema de Pitagoras, semelhanca de figuras geomé-
tricas, geometria analitica (no ensino médio), calculo de volumes e areas de figuras
mais complexas, além de introdugéo a trigonometria.

2.1 ENSINO FUNDAMENTAL ANOS FINAIS (6% AO 92 ANO)

Segundo a Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2018), a geo-
metria é dividida da seguinte forma nos anos finais do ensino fundamental.

2.1.1 Objetos de conhecimento da geometria do 62 Ano

Plano cartesiano: Associacao dos vértices de um poligono a pares ordenados.

Prismas e piramides: Planificacdes e relacdes entre seus elementos (vértices,
faces e arestas).

Poligonos: Classificacbes quanto ao numero de vértices, as medidas de lados
e angulos e ao paralelismo e perpendicularismo dos lados.

Construcao de figuras semelhantes: Ampliacao e reducao de figuras planas em
malhas quadriculadas.

Angulos: Nocdo, usos e medida.

Grandezas e medidas: Problemas sobre medidas envolvendo grandezas como
comprimento, massa, tempo, temperatura, area, capacidade e volume

2.1.2 Objetos de conhecimento da geometria do 72 Ano

Plano cartesiano: Associacao dos vértices de um poligono a pares ordenados.

Simetria e Transformacdes: Introducédo aos conceitos de simetria, translacoes,
rotacdes e reflexdes.

Angulos: Relagdes entre os angulos formados por retas paralelas intersectadas
por uma reta transversal.

Tridngulos: Construcao, condicao de existéncia e soma das medidas dos angu-
los internos.

Poligonos regulares: Quadrado e triangulo equilatero.
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Equivaléncia de area de figuras planas: Calculo de areas de figuras que podem
ser decompostas por outras, cujas areas podem ser facilmente determinadas como
triangulos e quadrilateros.

Grandezas e medidas: Problemas envolvendo medicdes e calculo de volume de
blocos retangulares, utilizando unidades de medida convencionais mais usuais.

2.1.3 Objetos de conhecimento da geometria do 82 Ano

Construgdes geométricas: Angulos de 90°, 60°, 45°e 30°, e poligonos regulares.

Mediatriz e bissetriz como lugares geométricos: Construcao e problemas.

Congruéncia e Propriedades de Figuras Planas: Congruéncia de triangulos e
demonstracdes de propriedades de quadrilateros.

Transformacgdes geométricas: Simetrias de translagao, reflexao e rotacao.

Solidos Geométricos: Exploragcédo dos sélidos geométricos (cubos, prismas, ci-
lindros) e calculo de volume e area de superficie.

2.1.4 Objetos de conhecimento da geometria do 92 Ano

Trigonometria: Introducao as razdes trigonométricas (seno, cosseno, tangente)
e suas aplicagbes em triangulos retangulos.

Relagbes Métricas: Estudo das relagdes métricas no triangulo retangulo.

Teorema de Pitagoras: Verificagdes experimentais e demonstragéao.

Geometria Analitica: No¢des iniciais de geometria analitica, incluindo o sistema
de coordenadas cartesianas e a distancia entre pontos.

Geometria Espacial: Estudo de sélidos geométricos mais complexos (piramides,
cones, esferas).

2.2 ENSINO MEDIO (12 A 32 SERIE)

No Ensino Médio, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) aborda compe-
téncias especificas e habilidades. As competéncias especificas referem-se ao que os
estudantes devem desenvolver na area de Matematica e suas Tecnologias. Enquanto,
as habilidades s&o as capacidades que os estudantes devem demonstrar para alcangar
essas competéncias.

Segundo a BNCC, embora cada habilidade esteja associada a uma compe-
téncia especifica, as habilidades ndo seguem uma ordem seriada. Desta forma, as
habilidades de geometria ao longo do ensino médio séo:

+ EM13MAT103 - Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados
pelas midias, que empregam unidades de medida de diferentes grandezas
e as conversdes possiveis entre elas, adotadas ou nao pelo Sistema Inter-
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nacional (Sl), como as de armazenamento e velocidade de transferéncia de
dados, ligadas aos avancgos tecnolégicos.

+ EM13MAT201 - Propor ou participar de a¢gées adequadas as demandas
da regido, preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medigdes e
calculos de perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

« EM13MAT307 - Empregar diferentes métodos para a obtengdo da medida
da area de uma superficie (reconfiguracdes, aproximagao por cortes etc.) e
deduzir expressoes de calculo para aplica-las em situacdes reais (como o
remanejamento e a distribuicdo de plantagdes, entre outros), com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

« EM13MAT105 - Utilizar as nogdes de transformacdes isométricas (translagéao,
reflexao, rotacdo e composicoes destas) e transformacdes homotéticas para
construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes producdes
humanas (fractais, construgdes civis, obras de arte, entre outras).

« EM13MAT308 - Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e
do cosseno ou as nogdes de congruéncia e semelhanca, para resolver e
elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos.

+ EM13MAT309 - Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de
areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em si-
tuagdes reais (como o célculo do gasto de material para revestimento ou
pinturas de objetos cujos formatos sejam composicoes dos solidos estuda-
dos), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

+ EM13MAT313 - Utilizar, quando necessario, a notagao cientifica para expres-
sar uma medida, compreendendo as no¢des de algarismos significativos e
algarismos duvidosos, e reconhecendo que toda medida € inevitavelmente
acompanhada de erro.

+ EM13MAT314 - Resolver e elaborar problemas que envolvem grandezas
determinadas pela razdo ou pelo produto de outras (velocidade, densidade
demografica, energia elétrica etc.).

+ EM13MAT504 - Investigar processos de obtencao da medida do volume de
prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para
a obtencao das férmulas de célculo da medida do volume dessas figuras.

+ EM13MATS505 - Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou
sem apoio de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito
dos tipos ou composicao de poligonos que podem ser utilizados em ladrilha-
mento, generalizando padrdes observados.
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« EM13MAT506 - Representar graficamente a variacao da area e do perimetro
de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam,
analisando e classificando as fun¢des envolvidas.

+ EM13MAT509 - Investigar a deformacao de angulos e areas provocada pelas
diferentes proje¢des usadas em cartografia (como a cilindrica e a conica),
com ou sem suporte de tecnologia digital.

2.3 POR QUE ENSINAR GEOMETRIA E TRIGONOMETRIA ESFERICAS?

E fundamental transmitir a nossos alunos que o estudo da geometria e da trigo-
nometria vai além das formas planas convencionais. Ao contrario, ha uma diversidade
de geometrias, dentre elas a geometria esférica. A trigopnometria esférica desempe-
nha um papel significativo nesse contexto, revelando uma ampla gama de aplicacoes
praticas. Por meio dela, somos capazes de calcular sistemas de coordenadas terres-
tres, que estao interligados com conceitos de Geografia, como meridianos, longitude
e latitudes. Isso ilustra de maneira concreta como a Matematica esta intrinsecamente
ligada as disciplinas do curriculo, realgando sua relevancia em diferentes areas do
conhecimento.

Aprender trigonometria esférica no ensino fundamental e médio € uma oportu-
nidade para os alunos ampliarem seu conhecimento geométrico e sua perspectiva de
mundo.

Assim, a sequéncia didatica criada sera implementada em duas turmas de es-
colas e cidades diferentes, sendo uma no nono ano do ensino fundamental e outra no
terceiro ano do ensino médio. No nono ano, os estudantes estao em fase de transicao
para o ensino meédio, possuindo conhecimentos basicos de geometria plana e trigono-
metria. No terceiro ano do ensino médio, os alunos se preparam para exames finais e
vestibulares, contando com uma base sélida em matematica e maior capacidade de
abstracao.

O estudo da geometria esférica € um conteudo novo para ambas as turmas, pois
ao longo dos anos escolares, eles nao tiveram a oportunidade de explorar esse topico.
No entanto, acreditamos que a turma do terceiro ano, devido a sua maturidade mate-
matica, tera mais facilidade em compreender os conceitos apresentados na sequéncia
didatica.

A abstracao e a visualizacao espacial sao habilidades essenciais para a com-
preensdo dos conceitos esféricos. Para desenvolvé-las, utilizaremos modelos fisicos,
como esferas de isopor, que oferecem uma compreenséo tatil e visual. Além disso,
faremos uso de simulacgdes digitais com o sofftware GeoGebra, criando representacdes
dindmicas que facilitam a compreensao das transformacdes e relagdes esféricas.
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3 SEGUNDA FASE DA ENGENHARIA DIDATICA: ANALISE A PRIORI

Nesta etapa da pesquisa foi construida uma Sequéncia Didatica dividida em 8
momentos, com total de 12 aulas de 45 minutos cada.

O objetivo deste projeto é desenvolver uma compreensao sélida e profunda
dos principios e aplicacdes da trigonometria esférica, capacitando os alunos a utilizar
conceitos geométricos e trigonométricos em superficies curvas, como esferas.

Esperamos que, por meio dessas atividades, os alunos possam explorar a di-
versidade da geometria e expandir seus conhecimentos nessa area.

Habilidades envolvidas no processo sao:

EFO0O9MA11 Resolver problemas por meio do estabelecimento de relagbes entre arcos,
angulos centrais e angulos inscritos na circunfer encia, fazendo uso, inclusive, de
softwares de geometria dinamica.

EM13MAT308 - Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno
ou as nogoes de congruéncia e semelhancga, para resolver e elaborar problemas
que envolvem triangulos, em variados contextos.

A sequéncia didatica apresentada aos alunos tem 17 paginas, nove secoes e
esta no Anexo A.

3.1 OBJETIVOS UTILIZADOS PARA ELABORAGCAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Os objetivos da sequéncia didatica foram planejados para garantir uma compre-
ensao progressiva da geometria esférica. Cada atividade foi estruturada para desen-
volver gradualmente o conhecimento dos alunos, comeg¢ando pelos conceitos funda-
mentais da geometria euclidiana e avangando até os principios mais complexos da
geometria e trigonometria esféricas.

Atividade 1: Revisao de geometria plana e espacial

A Atividade 1 teve duracao de 2 aulas e seguiu o objetivo de revisar a geome-
tria euclidiana, plana e espacial, antes de iniciar o estudo da geometria esférica e
assegurar que os alunos tenham uma base nos conceitos fundamentais, facilitando a
compreensao e aplicacao dos principios mais complexos da geometria esférica.

Foi apresentado aos alunos a Secao 1 do anexo A.

Atividade 2: Axiomas basicos da geometria esférica

A Atividade 2 teve duracdo de 2 aulas e seguiu os objetivos: compreender o
que € a geometria esférica e como ela difere da geometria euclidiana plana; identificar
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os axiomas fundamentais da geometria esférica; e aplicar os axiomas basicos da
geometria esférica.
Foi apresentado aos alunos a Secao 2 do anexo A.

Atividade 3: Angulos Esféricos

A Atividade 3 teve duracdo de 1 aula e seguiu os objetivos: compreender o
conceito de angulos esféricos e como eles diferem dos angulos da geometria euclidiana
plana; identificar os elementos envolvidos em angulos esféricos, como os vértices e
arcos; e saber calcular medidas de angulos esféricos em graus e radianos.

Foi apresentado aos alunos a Sec¢ao 3 do anexo A.

Atividade 4: Triangulos Esféricos

A Atividade 4 teve duragéo de 1 aula e seguiu o objetivo de resolver e elaborar
problemas em variados contextos, envolvendo tridngulos nos quais se aplicam as
relacdes métricas ou as nogdes de congruéncia e semelhanca.

Foi apresentado aos alunos a Secao 4 do anexo A.

Atividade 5: Congruéncia de Triangulos Esféricos

A Atividade 5 teve duracao de 1 aula e seguiu o objetivo de identificar os critérios
que indicam que dois triangulos esféricos sdo congruentes e compreender o significado
de dois tridngulos esféricos serem congruentes.

Foi apresentado aos alunos a Secao 5 do anexo A.

Atividade 6: Desigualdades

A Atividade 6 teve duragéo de 1 aula e seguiu os objetivos: compreender o con-
ceito de desigualdade de triangulos esféricos e suas diferencas com triangulos planos;
identificar as propriedades dos angulos e lados de triangulos esféricos que influenciam
as relagdes de desigualdade; e aplicar inequagdes especificas para demonstrar as
relacdes de desigualdade.

Foi apresentado aos alunos a Secao 6 do anexo A.

Atividade 7: Trigonometria Esférica: Lei esférica dos senos e lei esférica dos
cossenos

A Atividade 7 teve duracao de 2 aulas e seguiu 0 objetivo de compreender o que
é a trigonometria esférica e suas definicées basicas e como ela difere da trigonometria
plana.

Foram apresentadas aos alunos as Sec¢des 7 e 8 do anexo A.
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Atividade 8: Triangulo Retangulo Esférico

A Atividade 8 teve duracdo de 2 aulas e seguiu 0s objetivos: compreender o que
€ um triangulo retangulo e como suas propriedades sao influenciadas pela curvatura
da superficie; saber identificar os elementos presentes em um tridngulo retangulo
esférico, como os angulos retos, os lados adjacentes ao angulo reto e a hipotenusa; e
resolver problemas que envolvam a aplicacéao das relagdes trigonométricas esféricas
em triangulos retangulos.

Foi apresentado aos alunos a Secao 9 do anexo A.
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4 TERCEIRA FASE DA ENGENHARIA DIDATICA: EXPERIMENTAGAO

Nessa fase, aplicamos a sequéncia didatica em duas turmas. Uma turma de 32
série do Ensino Médio da Escola de Educacéao Basica Tereza Cristina, localizada na
cidade de Laurentino, Santa Catarina, e outra turma de 9° ano da Escola de Ensino
Fundamental Luis Ledra, situada em Rio do Sul, Santa Catarina. A turma da 32 série
tinha 20 alunos e a turma do 92 ano tinha 11 alunos.

Este projeto foi submetido e aprovado junto ao Comité de Etica em Pesquisa
com Seres Humanos da UFSC, sob o numero CAAE 73646523.4.0000.0121.

Durante esta fase da pesquisa, aplicou-se uma Sequéncia Didatica, organizada
em 8 momentos, totalizando 13 aulas, cada uma com duragao de 45 minutos.

Com o objetivo de tornar mais acessivel para os alunos, foi desenvolvida uma
apostila contendo um resumo dos axiomas, teoremas e definicées para a compreensao
dos temas que serdo abordados pelo professor, além de apresentar as atividades
programadas para a sequéncia didatica.

A seguir serdo descritas e analisadas as atividades desenvolvidas em cada
turma.

4.1 MOMENTO 1 - REVISAO DE GEOMETRIA PLANA E ESPACIAL

O objetivo dessa aula foi realizar uma revisdo sobre a Geometria Plana e a
Geometria Espacial.

Inicialmente, os estudantes foram apresentados a alguns termos fundamen-
tais e seus significados, sendo eles: Axioma, Teorema, Definicdo, Lema e Postulado.
Em seguida, os Postulados de Euclides para a Geometria Plana foram apresentados,
sendo eles, o Postulados das Retas, da Continuidade das Retas, da Circunferéncia,
dos Angulos e das Paralelas.

Cada postulado foi explicado aos alunos em detalhe. Além disso, esse momento
foi aproveitado para relembrar conceitos como raio, circunferéncia, angulo reto e retas
paralelas

Apéds a discussao, foi apresentada aos alunos a representagao da circunferén-
cia por meio do software GeoGebra, como mostrado na Figura 16a. Com a imagem
projetada, foi apresentada aos alunos a definicdo de circunferéncia e seus principais
elementos, raio, corda, diametro, comprimento da circunferéncia e area da circunferén-
cia.

Ainda utilizando o GeoGebra, foi apresentada aos alunos a representagao de
uma esfera, ver Figura 16b. Por meio da imagem, foi apresentada a definicdo de esfera,
e seus principais elementos, eixo, equador, paralelos, meridianos e polos.
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Figura 16 — Representacoes
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Fonte: O autor (2024).

Depois disso, foram apresentados os seguintes exemplos que foram resolvidos
junto com os alunos:

Exemplo 1. O comprimento da circunferéncia de uma moeda de R$ 1,00 mede apro-
ximadamente 8,6 centimetros. Utilize m = 3,14 e calcule a medida da area da face da
moeda.

Exemplo 2. Suponha que vocé tenha uma esfera de vidro com um raio de 6 cen-
timetros. Essa esfera é derretida e transformada em pequenas esferas de raio 1,5
centimetros cada. Quantas pequenas esferas podem ser formadas a partir da esfera
de vidro. (Usem = 3,14)

Apé6s os exemplos, durante os 30 minutos restantes, os alunos resolveram a
seguinte lista de exercicios.

EXERCICIOS

1 — Sobre a circunferéncia, responda:

a) Em suas palavras, o que é uma circunferéncia?

b) Qual caracteristica € compartilhada por todos os pontos de uma circunferéncia?

¢) Como sao as medidas de comprimento de todos os raios de uma circunferéncia?
d) Qual é a relacédo entre a medida de comprimento de um didmetro e a medida de
comprimento de um raio de uma mesma circunferéncia?

e) O centro é um ponto da circunferéncia?

f) Qual € a corda de maior medida de comprimento em uma circunferéncia?

2 — Utilizando régua e compasso, desenhe uma circunferéncia que possua 12 cm de
diametro.

3 — Sobre a esfera, responda:
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a) Em suas palavras, o que é uma esfera?

b) O que € um pdélo em uma esfera? Como vocé descreve a localizagdo de um polo em
relacdo ao centro?

c) Se vocé dobrar o raio de uma esfera, como isso afeta o tamanho da esfera? E se
vocé cortar o raio pela metade?

d) Suponha que o raio de uma esfera seja de 5 cm. Qual é o comprimento do equador
e de um meridiano dessa esfera?

e) Se vocé cortar uma esfera com um plano perpendicular ao eixo que nao passa pelo
centro, qual forma sera criada?

f) Se vocé se mover ao longo de um meridiano, como a distancia do centro da esfera a
vocé muda?

4 — Uma esfera de ferro com raio de 4 cm é derretida e transformada em pequenas
esferas de raio 2 mm. Quantas pequenas esferas podem ser formadas?

4.1.1 Turmado 92ano

Ap0Os corrigir a atividade aplicada na turma do 92 ano, analisamos o seguinte.

Na questao 1, no item a) a maioria dos alunos descreveu a circunferéncia como
um conjunto de pontos que estdo a mesma distancia do centro. No item b), eles desta-
caram que todos os pontos estao a mesma distancia do centro, embora n&o utilizassem
frequentemente o termo "equidistancia”. No item c), os alunos reconheceram que to-
dos os raios tém o mesmo comprimento. No item d), identificaram corretamente a
relacao “didmetro = 2 - raio”. No item e), compreenderam que o centro nao faz parte
da circunferéncia e, no item f), identificaram o diametro como a maior corda.

Na questéo 2, a maioria dos alunos conseguiu desenhar uma circunferéncia de
12 cm de diametro utilizando régua e compasso, embora alguns tenham encontrado
dificuldades em manusear o compasso corretamente.

Sobre a esfera, na questao 3 no item a) os alunos descreveram a esfera como
uma bola. No item b), tiveram dificuldades em descrever p6los, mas mencionaram que
estdo nas extremidades de um eixo imaginario. No item c), perceberam que dobrar o
raio aumenta significativamente o tamanho da esfera, mas precisaram de orientagao
para entender a relacdo do volume com o raio. No item d), muitos necessitaram de
ajuda para calcular o comprimento do equador e meridiano. No item e), descreveram
a forma criada como um circulo e, no item f), perceberam que a distancia ao centro
permanece constante.

Na questdo 4, este exercicio de volume foi desafiador, mas com orientac¢éo, os
alunos conseguiram resolver utilizando a relagdo de volumes das esferas, embora a
conversao de unidades tenha causado algumas dificuldades.
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4.1.2 Turma da 32 série do Esino Médio

Ap0és corrigir a atividade aplicada na turma da 32 série do Ensino Médio, anali-
samos o seguinte:

Na questao 1, No item a) a maioria dos alunos descreveram a circunferéncia de
maneira técnica, como “conjunto de pontos equidistantes de um ponto central”. No item
b), usaram corretamente o termo "equidistancia". No item c), entenderam claramente
que todos os raios sdo congruentes e, no item d), aplicaram diretamente a férmula
“diametro = 2 - raio”. No item e), tiveram compreensao precisa de que o centro nao
faz parte da circunferéncia e, no item f), identificaram corretamente o didmetro como a
maior corda.

Na questao 2, a habilidade pratica com régua e compasso foi mais refinada,
permitindo que desenhassem a circunferéncia de forma precisa.

Sobre a esfera, na questao 3 item a), a maioria dos alunos deu uma descri¢ao
técnica e detalhada da esfera. Um dos alunos descreveu: “Uma esfera é uma superficie
tridimensional perfeitamente simétrica em relacao ao seu centro. Todos os pontos de
sua superficie estdo a mesma distancia de um ponto central.” No item b), entenderam
claramente os polos e sua relagcdo com o centro. No item c¢), compreenderam a relacéo
do volume com o raio, usando férmulas de volume. No item d), realizaram célculos
precisos do comprimento do equador e meridiano usando a férmula C = 2mrr. No item
e), identificaram corretamente a forma criada ao cortar a esfera como um circulo €, no
item f), compreenderam que a distancia ao centro permanece constante ao longo do
meridiano.

Na questéo 4, os alunos tiveram facilidade em resolver problemas de volume,
aplicando corretamente a formula de volume da esfera, alguns alunos tiveram dificulda-
des na conversao de unidades, mas na maioria a conversao de unidades foi realizada
sem problemas.

4.2 SEGUNDA ATIVIDADE - GEOMETRIA ESFERICA

O objetivo dessa aula foi apresentar a geometria esférica por meio de definicdes
e axiomas, para isso, foi pensado em duas aulas de 45 minutos cada. Mas, quando
apresentado os exemplos, foi identificado que os alunos nao possuiam o conhecimento
geografico necessario, entao, a fim de garantir que os alunos compreendessem 0s
exemplos, foi necessario realizar uma revisdo sobre latitude, longitude e os pontos
cardeais. Para isso, 0 planejamento inicial que eram 2 aulas de 45 minutos cada, teve
que ser alterado para 3 aulas de 45 minutos cada.

Primeiramente, enfatizou-se aos alunos que na Geometria Esférica nao supo-
mos que uma esfera seja formada por pontos equidistantes de um centro no espago. Na
verdade, nem consideramos a existéncia de um centro. Na abordagem da Geometria
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Esférica, a esfera é concebida como 0 nosso prdprio universo.

Em seguida, com auxilio do software GeoGebra, uma esfera foi construida,
conforme mostrado na Figura 17. A imagem foi exibida no projetor e a partir dela foi
explicado o que é circunferéncia maxima e pontos antipodas.

Também foi utilizado uma esfera de isopor para mostrar aos alunos o que séo
circulos maximos e pontos antipodas, utilizando um marcador.

Figura 17 — Circunferéncias Maximas

Fonte: O autor (2024).

Em seguida, foi apresentado aos alunos os principios fundamentais da geome-
tria esférica, destacando os axiomas que servem como base para essa geometria.

Apoés a realizagédo dessa construgdo axiomatica, foram apresentados aos alunos
dois exemplos, que foram resolvidos em conjunto com a turma.

Exemplo 1. Encontre o antipoda do ponto que possui as seguintes coordenadas:
latitude 45 °N e longitude 120 °E.

Exemplo 2. Um navio parte da posicdo 36°30° S, 150°45’ E. Ele viaja 500 milhas
para o Norte e 300 milhas para o Oeste. Qual é a sua posi¢do final?

Apés os exemplos, foi dado uma lista de exercicios para os alunos resolverem
nos 20 minutos restantes de aula.

EXERCICIOS

1 - Responda:
a) Como a geometria esférica difere da geometria plana em relagéo a pontos,
grandes circulos e esferas?

b) Em suas palavras, o que € uma circunferéncia maxima em uma esfera?

c) Qual é o comprimento de uma circunferéncia maxima em termos de m e do
raio (r) da esfera?

d) O que significa dois pontos serem antipodas?
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e) Qual é a relacao entre um polo e seu antipoda?
2 - Dois circulos maximos da Terra insterceptam-se no ponto latitude: 58°15’ S e lon-
gitude 169°42’ E. Quais sédo as coordenadas geograficas do outro ponto de encontro
desses circulos maximos?
3 - Um navio deixa a posicao 29° 15 N, 28° 10’ W. Viaja 360 milhas em direcao ao
norte, 360 outras para leste, 360 para o sul e, finalmente, 360 para o oeste. Ache a
posicao final desse navio.

4.21 Turmado 92ano

Apos corrigir a atividade aplicada na turma do 92 ano, analisamos o seguinte:

Na Questao 1, no item a) os alunos tiveram dificuldade em articular as diferen-
cas de forma técnica. Eles conseguiram entender que, na geometria esférica, as linhas
retas sdo representadas por grandes circulos. No item b), muitos alunos descreveram
a circunferéncia maxima como “a maior circunferéncia que pode ser desenhada em
uma esfera”, e alguns alunos associaram corretamente ao equador. No item c), alguns
alunos reconheceram que o comprimento € 2mr, mas precisaram de ajuda para en-
tender a relacéo entre 1 e o raio. No item d), a maioria dos alunos compreendeu que
sao pontos diretamente opostos em uma esfera, embora alguns tivessem dificuldade
em expressar isso de forma clara. No item e), os alunos entenderam que os polos
sdo antipodas, mas explicaram de maneira simples que “estdo em lados opostos da
esfera”.

Na Questao 2, os alunos encontraram dificuldade em calcular o segundo ponto
de intersecao, necessitando de orientagdo para entender que ele esta diametralmente
oposto ao primeiro ponto. Mas com orientacao, conseguiram fazer o exercicio.

Na Questéo 3, os alunos tiveram dificuldade em visualizar o trajeto do navio
e em calcular a posicao final. Com assisténcia, entenderam que o navio retorna a
posicao inicial.

4.2.2 Turma da 32 série do Esino Médio

Ap0és corrigir a atividade aplicada na turma da 32 série do Ensino Médio, anali-
samos o seguinte:

Na Questéo 1, no item a) os alunos descreveram de forma técnica, explicando
que na geometria esférica, os grandes circulos representam as “linhas retas” e que
nao existem linhas paralelas. No item b), descreveram a circunferéncia maxima como
a maior circunferéncia em uma esfera, localizada no plano que passa pelo centro da
esfera. No item c), os alunos identificaram corretamente que o comprimento é 27,
demonstrando compreensao clara da relagao entre 1 e o raio. No item d), explicaram
de maneira precisa que sao pontos diametralmente opostos na superficie da esfera.
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No item e), descreveram tecnicamente que os polos sdo pontos antipodas e exemplifi-
caram usando coordenadas geograficas.

Na Questao 2, os alunos calcularam corretamente as coordenadas geograficas
do segundo ponto de intersecdo, demonstrando precisdao ao entender que o segundo
ponto é diametralmente oposto ao primeiro.

Na Questéo 3, os alunos entenderam a trajetoria do navio e calcularam que
a posicao final € a mesma da posicao inicial, demonstrando boa compreensao dos
movimentos sobre a superficie da Terra. Inclusive, muitos ja entenderam de imediato
que o navio voltaria a posic¢ao inicial.

4.3 TERCEIRA ATIVIDADE - ANGULOS ESFERICOS

O objetivo desta aula foi apresentar os conceitos e definicdes dos angulos
esféricos. Para isso, foi utilizada uma aula de 45 minutos.

Inicialmente, foi apresentado aos estudantes a figura de um angulo esférico,
criada no software GeoGebra, ver Figura 18. Esta ferramenta permitiu uma visualizagao
clara do que é um angulo esférico e de como ele é formado por semirretas que se
encontram em um ponto na superficie de uma esfera.

Para complementar a explicacdo, também foi utilizado uma esfera de isopor
como recurso didatico. Aproveitamos para relembrar que um angulo chama-se agudo,
reto ou obtuso se sua medida for, respectivamente, menor, igual ou maior do que 7/2
(90°).

Figura 18 — Angulo esférico

Fonte: O autor (2024).

Apbs as explicacoes, foi apresentado aos estudantes o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Qual é o comprimento em milhas maritimas do arco na latitude de 60 N,
determinado pelos meridianos de 70 E e 100 E?

Nos 25 minutos finais da aula, foi passado os seguintes exercicios para 0s
alunos:
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EXERCICIOS

1 — Dada uma esfera, defina o que é um angulo esférico e explique como ele é
formado.

2 — Qual é o comprimento em milhas maritimas do arco de paralelo na latitude
50° N, determinado pelos meridianos de 100°E e 138°E?

3 - Determine a medida do angulo esférico entre os meridianos de 30°E e 45°E
na latitude de 60°N. Em seguida, determine se esse angulo € congruente, suplementar
ou complementar a um angulo esférico entre os meridianos de 120°W e 135°W na
latitude de 30°S.

4.3.1 Turmado 92ano

Apos corrigir a atividade aplicada na turma do 92 ano, analisamos o seguinte:

Na Questéo 1, os alunos conseguiram explicar a formacao dos angulos esféricos
de maneira adequada.

Na Questao 2, alguns alunos tiveram dificuldades de calcular corretamente o
comprimento do arco de paralelo. Outra dificuldade, foi a tranformagédo para milhas
maritimas. Mas a maioria da turma consguiu chegar ao resultado.

Na Questao 3, a maioria dos alunos conseguiu chegar a resposta sem maiores
dificuldades. No entanto, houve algumas ressalvas: embora tenham identificado corre-
tamente que os angulos eram iguais, alguns se confundiram nos conceitos de angulos
congruentes, suplementares e complementares.

4.3.2 Turma da 32 série do Esino Médio

Apos corrigir a atividade aplicada na turma da 32 série, analisamos o seguinte:

Na Questao 1, os alunos conseguiram explicar a formacao dos angulos esféricos
de maneira adequada.

Na Questao 2, a maioria dos alunos conseguiu encontrar o resultado correto.
No entanto, alguns estudantes cometeram erros ao calcular o comprimento do arco de
paralelo.

Na Questao 3, todos os alunos conseguiram encontrar a medida do angulos e
determinar corretamente a relacao entre eles.

4.4 QUARTA ATIVIDADE - TRIANGULOS ESFERICOS

O objetivo desta aula foi apresentar os conceitos e definigdes dos triangulos
esféricos. Para isso, foi utilizado uma aula de 45 minutos.

Os alunos ja possuiam conhecimento prévio sobre o conceito de circulos maxi-
mos, que foi estudado na aula anterior. Com base nisso, foi explicado que os tridngulos
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esféricos sdo formados pelos pontos de intersecao de trés circulos maximos. Desta
forma, um triangulo esférico € composto por seis angulos: trés angulos internos e trés
angulos que sao os lados.

ApéGs essa breve introdugao, os estudantes foram apresentados a definicao
formal dos triangulos esféricos, acompanhada por um desenho feito no GeoGebra,
ver Figura 19. Esta ferramenta permitiu uma visualiza¢ao clara e precisa, facilitando o
entendimento dos conceitos.

Figura 19 — Tridngulo Esférico

Fonte: O autor (2024).

Ainda com o auxilio do GeoGebra, foi mostrado os diferentes tipos de triangulos
esféricos, entre eles, os triangulos colunares, triangulos antipodas e triangulos polares.
Para solidificar o conhecimento, foi apresentado o seguinte exemplo.

Exemplo 1. Dado ASABC com /A =70 /B =80°e /C = 100° Determine os dngulos
do tridngulo polar AA'B'C'.

Nos 20 minutos finais da aula, os alunos foram desafiados a resolver os seguin-
tes exercicios.

EXERCICIOS

1 — Existe o triangulo esférico ABC de angulos Z E e 6 e lados a, b ec, se:

a)a=150°%b=160°ec=170°

b) A=87°, B =108% C = 145°

2 - Os lados de um triangulo esférico medem 75°, 100° e 150°. Calcule os
angulos do seu triangulo polar.

3 - Os angulos internos de um tridngulo esférico medem 100°, 110° e 120°.
Calcule a medida dos lados do seu triangulos polar.

4 - Dois angulos de um tridngulo esférico medem 50° e 100°, respectivamente,
entre que valores deve estar o valor do terceiro angulo? Justifique.
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4.4.1 Turmado 92ano

ApObs corrigir a atividade aplicada na turma do 9° ano, analisamos o seguinte.

Na Questao 1, nos itens a) e b) a maioria do alunos conseguiram identificar se
com as medidas dadas existe ou ndo um triangulo esférico.

Na Questéao 2, os alunos conseguiram chegar ao valor correto dos angulos do
triangulo polar.

Na Questado 3, a maioria os alunos conseguiram encontrar a medida dos lados
do triangulo polar corretamente.

Na Questao 4, a maioria dos alunos nao conseguiu justificar corretamente a
medida do terceiro angulo.

4.4.2 Turma da 32 série do Esino Médio

ApGs corrigir a atividade aplicada na turma da 32 série do Ensino Médio, anali-
samos o seguinte.

Na Questao 1, nos itens a) e b) a maioria do alunos respondeu corretamente o
que era pedido.

Na Questéo 2, os alunos conseguiram chegar ao valor correto dos angulos do
triangulo polar.

Na Questao 3, a maioria dos alunos conseguiram encontrar a medida dos lados
do triangulo polar corretamente.

Na Questao 4, a maioria respondeu corretamente e conseguiu justificar a res-
posta com base na soma dos angulos esféricos.

4.5 QUINTA ATIVIDADE - CONGRUENCIA DE TRIANGULOS ESFERICOS

O objetivo dessa aula foi mostrar os tipos de congruéncia dos triangulos esféri-
cos. Para isso, foi utilizada uma aula de 45 minutos.

Inicialmente, foi relembrado com os alunos o conceito de triangulos congruentes.
Os alunos foram incentivados a compartilhar o que lembravam sobre o assunto, pro-
movendo uma discussao e permitindo que expressassem seus conhecimentos prévios.
Apo6s essa troca de ideias, a definicao formal de triangulos congruentes foi apresentada,
esclarecendo quaisquer duvidas que ainda restavam.

Em seguida, foi relembrado com os alunos os critérios de congruéncia de trian-
gulos na geometria euclidiana. Os critérios abordados incluiram os conhecidos Lado-
Lado-Lado (LLL), Lado-Angulo-Lado (LAL) e Angulo-Lado-Angulo (ALA).

ApGs essa revisao, a aula prosseguiu com a apresentacao dos critérios de
congruéncia dos triangulos esféricos. Os critérios para triangulos esféricos sdo: LLL
(lado-lado-lado), LAL (lado-angulo-lado), ALA (angulo-lado-angulo), e AAA (angulo-
angulo-angulo).



Capitulo 4. TERCEIRA FASE DA ENGENHARIA DIDATICA: EXPERIMENTACAO 48

Logo apos, foi apresentado o seguinte exemplo para os alunos.

Exemplo 1. Considere os tridngulos esféricos ASABC em que a =50 b =80°e C =
90°e ASDEF emque d=50%e =80°e F=90°

Apb6s o exemplo, durante os quinze minutos que restavam os alunos resolveram
0S seguintes exercicios.

EXERCICIOS

1 - Seja ABC um tridngulo esférico com lados AB 50° BC 60° e AC 70°
Determine se 0 ASABC é congruente ao ASXYZ, com lados XZ 50°, YZ 60°e XY
=70°.

2- Emum ASLMN temos LM = 40°, MN = 85°e NL = 55°. Seja 0 ASOPQ com
OP 40°, PO 85°e QO 55°. Os triangulos XYZ e ABC sao congruentes’?

3 Dados 0s trlangulos esféricos ASDEF e ASGHI, onde DE = 30°, EF = 65°, FD
=85°, GH =30 ° HI = 65 ° e IG = 85° Verifigue se 0os ASDEF e ASGHI sdo congruentes.

4.5.1 Turmado 92ano

Apés corrigir a atividade aplicada na turma do 92 ano, analisamos que os alunos
conseguiram identificar os casos de congruéncia entre os tridngulos esféricos sem
grandes dificuldades, demonstrando habilidade em comparar lados e angulos dos
tridngulos esféricos para determinar a congruéncia.

4.5.2 Turma da 32 série do Esino Médio

ApGs corrigir a atividade aplicada na turma do 32 série, analisamos que assim
como a turma do nono ano, os alunos nao tiveram dificuldade em encontrar os casos
de congruéncia e resolver os exercicios propostos.

4.6 SEXTA ATIVIDADE - DESIGUALDADE

O objetivo dessa aula foi mostrar os casos de desigualdade em tridngulos esfé-
ricos, para isso, foi utilizado uma aula de 45 minutos.

Foi discutido inicialmente a diferenca entre a geometria euclidiana e a geometria
esférica, enfatizando como as propriedades e teoremas se adaptam ao formato curvo
de uma esfera.

Sendo assim foi apresentado para os alunos as seguintes desigualdades, por
meio de teoremas: Teorema da soma dos angulos;, teorema da soma dos lados; teo-
rema da desigualdade dos lados; teorema da distancia; Teorema do angulo externo; e
Teorema dos lados e angulos opostos.
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Em seguida, foi apresentado aos alunos os seguintes exemplos.

Exemplo 1. No tridngulo esférico ASABC temos que A =605, B = 80°e C = 85° Calcule
a medida do angulo externo relacionado ao angulo C.

Exemplo 2. Verifique se o teorema da soma dos lados do triangulo esférico € valida
para o seguinte tridngulo esférico ASABC em que a=95% B=120°e C=70°

Apés os exemplos, durante os quinze minutos que restavam os alunos resolve-
ram os seguintes exercicios.

EXERCICIOS

1 - No triangulo esférico ASABC, temos A = 80°, B = 75°e C = 40°. Calcule a
medida do angulo externo em relacdo ao C.

2 - Se A, B e C séo pontos distintos em uma esfera e o ponto B encontra-se
entre os pontos A e C, temos que d(A,B) = 40° e d(B,C) = 50°, calcule a distancia
d(A,C).

3 - Verifique se o Teorema da soma dos lados de um tridngulo esférico é valido
para o0 ASABC, com lados a = 50° b =60°e ¢ = 70°.

4.6.1 Turma do 92ano

Ap0bs corrigir a atividade aplicada na turma do 9° ano, analisamos o seguinte.

Na Questédo 1, a maioria dos alunos conseguiu calcular corretamente a medida
do angulo externo em relagao ao angulo C, utilizando a soma dos angulos internos.
Alguns alunos confundiram a aplicacao do teorema do angulo exterior e incluiram o
angulo C na soma.

Na Questao 2, os alunos conseguiram calcular corretamente a distancia, utili-
zando o teorema da distancia

Na Questéo 3, os alunos conseguiram verificar corretamente que o teorema da
soma dos lados de um triangulo esférico é valido para o triangulo esférico ASABC, com
lados a=50° b =60°ec=70°.

4.6.2 Turma da 32 série do Esino Médio

Apos corrigir a atividade aplicada na turma da 32 série, analisamos o seguinte.

Na Questao 1, a maioria do alunos conseguiu calcular corretamente a medida
do angulo externo em relacdo ao angulo C. Alguns se confundiram e colocaram a
medida do angulo C no lugar dos angulos A ou B.

Na Questao 2, os alunos calcularam corretamente a distancia, utilizando o teo-
rema da distancia entre pontos.
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Na Questao 3, os alunos conseguiram verificar corretamente que o teorema da
soma dos lados de um triangulo esférico € valido para o triangulo esférico ASABC, com
lados a =50° b =60°e c=70°.

4.7 SETIMA ATIVIDADE - TRIGONOMETRIA ESFERICA: LEI ESFERICA DOS SE-
NOS E DOS COSSENOS

Apoés termos estudado os tipos de congruéncia e os casos de desigualdade dos
tridangulos esféricos, decidimos aprofundar nosso conhecimento aplicando a Lei dos
Senos e a Lei dos Cossenos em triangulos esféricos. Para isso, utilizamos duas aulas
de 45 minutos cada, permitindo uma abordagem detalhada e pratica dos conceitos.

Em seguida, discutimos a Lei dos Cossenos e a Lei dos Senos para triangulos
esféricos. Essas leis foram explicadas detalhadamente, com énfase nas diferencas e
semelhangas com as leis correspondentes na trigonometria plana.

Apés a apresentacao das férmulas, os alunos foram apresentados aos exem-
plos a seguir, que mostram como aplicar a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos em
tridangulos esféricos.

Exemplo 1. Em um ASABC, temos que A =40 B=60° C=110°e ¢ = 50° Encontre
a medida de b.

Exemplo 2. Em um ASABC, temos que a=40%b =65 C = 130°e ¢ = 50° Encontre
a medida de c.

Exemplo 3. Encontre o comprimento do arco do grande circulo de Los Angeles (lati-
tude 34.05° N, 118.25° W) e Jacarta (latitude 6.2° S, 106,8° E).

Apoés a apresentagado dos exemplos, os 30 minutos finais da aula foram dedica-
dos para os alunos resolverem os seguintes exercicios.

EXERCICIOS

1 — Em um ASABC, temos que A =60°, B =100°, C = 120°e b = 80°. Encontre
a medida dos lados a e c.

2 — Em um ASABC, temos que as medidas dos lados sdo a = 100°, b =80°ec
= 75°. Ainda temos que o angulo B = 95°, encontre a medida dos angulos A e C.

3 - Suponha que no ASABC, b = 35° ¢ =80°e A = 100°. Determine o valor de a.

4 - Encontre o comprimento do arco do grande circulo de Moscou (latitude
55.75° N, 37.62° W) e Téquio (latitude 35.69° S, 139.7° E).

471 Turmado 92ano

Ap06s corrigir a atividade aplicada na turma do 92 ano, analisamos o seguinte.
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Nas Questdes 1, 2 e 3 os alunos precisavam apenas aplicar a formula correta
e desenvolver os calculos. Teve alguns alunos que se equivocaram com a férmula e
nao conseguiram chegar ao resultado. Mas, a maioria conseguiu colocar os valores
corretamente na férmula e realizar os calculos corretamente.

Na Questdo 4, os alunos tiveram um pouco mais de dificuldade, muitos se
equivocaram nas coordenadas geograficas das cidades, errando a distancia em grau
até o pélo da esfera.

4.7.2 Turma da 32 série do Esino Médio

Ap0Os corrigir a atividade aplicada na turma da 32 série, analisamos o seguinte.

Nas Questdes 1, 2 e 3 os alunos precisavam apenas aplicar a férmula correta e
desenvolver os célculos. Os alunos do terceiro ano nao tiveram dificuldade em aplicar
a férmula correta. No entanto, alguns ainda cometeram erros aritméticos.

Na Questéo 4, os alunos do terceiro ano, também tiveram maior dificuldade
nessa questao em relacao as outras questdes. Assim como no nono ano, a problema-
tica maior foi a parte das coordenadas geograficas. Mas, de modo geral, na turma do
terceiro ano teve uma porcentagem maior de acerto.

4.8 OITAVA ATIVIDADE - TRIANGULO RETANGULO ESFERICO

O objetivo desta aula foi apresentar o conceito de triangulo retangulo esférico e
aplicar as formulas fundamentais da trigonometria esférica. Para isso, foram utilizadas
duas aulas de 45 minutos cada.

Na primeira aula, comecamos relembrando com os estudantes o que é um
tridngulo retangulo na geometria euclidiana e o que caracteriza um angulo reto. Apds
essa revisao, foi apresentado o conceito de triangulo retédngulo esférico. Foi explicado
que, em uma esfera, um triangulo retangulo é formado por trés arcos de circulos
maximos, onde um dos angulos internos é reto.

Em seguida, foi apresentado as relagdes trigonométricas especificas dos tri-
angulos retangulos esféricos. Essas formulas foram aplicadas com os alunos nos
exemplos a seguir.

Exemplo 1. Dado ASABC, com dngulo reto em C, sabemos que a = 20°e ¢ = 40°
Encontre os valores de b, A e B.

Exemplo 2. Dado ASABC, com angulo reto em C, sabemos que a = 30°e b = 40°
Encontre os valores de c, A e B.

Ap6s os exemplos, foram passados 0s seguintes exercicios para os alunos
resolverem durante os 30 minutos restantes da aula.
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EXERCICIOS

1 - Em um ASABC com angulo reto em C, temos que a = 20°e ¢ = 40°. Encontre
a medida de b, A e B.

2 - Em um ASABC com angulo reto em C, temos que a = 30°e b = 40°. Encontre
a medida de c, A e B.

3 - EmumASABC com angulo reto em C, temos que A = 60°e B = 80°. Encontre
amedidadea,bec.

4.8.1 Turmado 92ano

A maioria dos alunos conseguiu resolver as questbes corretamente, embora
alguns tenham cometido pequenos erros de calculo. Eles aplicaram as férmulas da
trigonometria esférica com sucesso para encontrar o que as questdes pediam.

4.8.2 Turma da 32 série do Esino Médio

A maioria dos alunos resolveu as questdes corretamente e demonstrou uma
compreensao clara das relacoes trigopnométricas esféricas. Eles conseguiram aplicar
as formulas apropriadas para determinar os valores corretos, mostrando uma compre-
ensao dos conceitos envolvidos.



53

5 QUARTA FASE DA ENGENHARIA DIDATICA: ANALISE A POSTERIORI E VALI-
DACAO DA PROPOSTA

Apéds a implementacado da sequéncia didatica proposta, foi realizada uma analise
a posteriori para avaliar a eficacia e a validade da proposta. Esta analise incluiu a
coleta de dados através de observacdes de aula, exercicios e atividades aplicados aos
alunos.

A abordagem de aplicar em duas turmas distintas, sendo uma do ensino fun-
damental e uma do ensino médio, tinha como objetivo avaliar a compreensédo e a
capacidade dos alunos de diferentes niveis de escolaridade em assimilar conceitos
novos, especificamente em um campo da matematica que nao é explorado no ensino
bésico.

Durante a aplicacao da sequéncia didatica foi observado que ambas as turmas
compreenderam os conceitos apresentados e demonstraram habilidade em realizar os
calculos. O desempenho semelhante entre as duas turmas foi notavel, pois os alunos
do nono ano do ensino fundamental, geralmente considerados menos experientes em
topicos avangcados da matematica, mostraram o mesmo nivel de entendimento que os
alunos da terceira série do ensino médio.

Tal constatacéo desafia a nocao tradicional de que tépicos mais complexos de-
vem ser reservados para os niveis mais avancados de ensino. Desta forma, percebe-se
que quando um novo conteudo € apresentado e este ndo requer uma base prévia, ou
pré-requisitos especificos para a sua compreensdo, este conteudo pode ser apresen-
tado no ensino fundamental, pelo menos nos anos finais.

Durante a aplicagao, percebeu-se que tanto os alunos do ensino fundamental
quanto do ensino médio ndo possuiam uma compreensao sélida dos conceitos geo-
graficos, como latitude, longitude e pontos cardeais, bem como na conversao da parte
decimal de grau para suas subunidades minuto e segundo, e vice-versa.

Os conceitos geograficos e as conversdes (decimal - minuto e segundo) néo
foram inicialmente incluidos na sequéncia didatica, pois assumimos que, de acordo
com o curriculo do ano em que a sequéncia seria aplicada, os alunos ja deveriam ter
conhecimento desses topicos.

Portanto, para futuras implementacdes dessa sequéncia didatica de geometria
esférica, sugerimos que se fagca uma revisdo dos conceitos geograficos de latitude,
longitude, pontos cardeais e na conversao de decimais de graus em suas subuniddes,
e vice-versa. Isso ndo apenas garantird que todos os alunos estejam no mesmo nivel de
entendimento, mas também tornara a transicao para os topicos de geometria esférica
mais suave e eficaz.
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ANEXO A - MATERIAL APLICADO

Geometria Esférica

Nata Pereira Germano

Novembro de 2023

1 Revisao da Geometria Plana e Espacial

1.1 Termos importantes

Na matematica frequentemente usamos termos para descrever diferentes tipos de proposigdes ou
afirmagoes. Alguns desses termos iremos utilizar ao longo de nosso estudo, sendo eles: Axioma, Teorema,
Defini¢ao, Lema e Postulado. Para ficar claro nosso estudo, é necessirio compreender o que significa cada

termos.

Defini¢gao Uma declaragao que atribui um significado preciso a um conceito matematico. As definigoes sao

usadas para estabelecer a terminologia e a compreensao de termos matemaéticos.

Axioma Sao afirmagoes fundamentais ou principios basicos que sdo aceitos como verdadeiros sem necessi-

dade de prova. Eles servem como a base para a construgao de teorias matemaéticas.

Postulado Um termo que pode ser substituido por axioma. Também se refere a uma afirmacao fundamental
que é aceita sem prova em um sistema matematico.
Proposicao E uma afirmagao matematica que pode ser avaliada como verdadeira ou falsa, mas ndo ambas

ao mesmo tempo.

Teorema Uma proposi¢ao que pode ser demonstrada como verdadeira com base em axiomas, defini¢oes

e outros teorema previamente provados. A prova de um teorema é um argumento légico que segue
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rigorosamente as regras da légica e da matematica. Teorema sao resultados importantes que estendem

nosso conhecimento matemaético.

Lema Um resultado intermediario ou auxiliar usado na prova de um teorema maior. Lemas sao teoremas
menores que podem nao ser particularmente significativos por si s6, mas desempenham um papel
importante na construcao da prova de um teorema mais amplo. Eles sao usados para “quebrar” um

problema complexo em partes mais gerenciaveis.

Corolario E uma proposigdo ou resultado que é uma consequéncia direta de um teorema ou de uma pro-
posigdo anteriormente estabelecida. Em outras palavras, um coroldrio é uma afirmacdo que segue

naturalmente do que foi provado anteriormente.

1.2 POSTULADOS DE EUCLIDES

Os Postulados de Euclides sao um conjunto de axiomas geométricos formulados pelo matematico
grego Euclides no livro Elementos, que é uma das obras mais influentes na histéria da matemaética. Esses
postulados estabelecem os principios fundamentais da geometria euclidiana, que é a geometria tradicional

baseada nos trabalhos de Euclides. Os cinco postulados de Euclides sao:

Postulado 1 (Postulado das retas). Dados dois pontos distintos, existe uma inica reta que os contém. Em

outras palavras, dois pontos determinam uma e apenas uma reta.

Postulado 2 (Postulado da Continuidade das Retas). Uma reta pode ser estendida indefinidamente em

ambas as diregoes.

Postulado 3 (Postulado da Circunferéncia). Dado um ponto qualquer e um raio, é posstvel tra¢ar uma

unica circunferéncia com centro no ponto e raio dado.
Postulado 4 (Postulado dos dngulos). Todos os dngulos retos sdo iguais entre si.

Postulado 5 (Postulado das Paralelas). Dada uma reta e um ponto fora dela, € possivel tragar uma dnica

reta paralela a reta dada e que passa pelo ponto.

Page 2



1.3 CIRCUNFERENCIA

Definigao 1 (Circunferéncia). Dados um plano o, um ponto O desse plano e um nimero real positivo r,

denominaremos circunferéncia em o, de centro O e raio r, ao conjunto de pontos de o que estao a distancia

rde O.

Figura 1: Representacao da circunferéncia

™

Principais elementos de uma circunferéncia:

e Corda: E todo segmento de reta que suas extremidades sado dois pontos da circunferéncia.

e Diametro: E o segmento de reta que passa pelo centro da circunferéncia e tem extremidades em pontos
opostos da circunferéncia. O didmetro é sempre igual a duas vezes o raio.

e Circunferéncia: E o proprio limite da figura, formado por todos os pontos que estdo a uma distancia
igual do centro. O comprimento da circunferéncia é dado por 27 vezes o raio (C = 27r), onde 7 (pi) é uma
constante matemdatica aproximadamente igual a 3,14159.

e Area da Circunferéncia: A 4rea contida dentro da circunferéncia é igual a 7 vezes o quadrado do raio

(A =nr?).

1.4 ESFERA

Definigao 2 (Esfera). Sejam dados um ponto O do espago e um nimero real positivo r. A esfera de centro

O e raio r, denotada por X(O,r), é o lugar geométrico dos pontos do espago euclidiano que distam r de O.
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Figura 2: Representagao de uma esfera

Equador

Na esfera acima podemos destacar os seguintes elementos:

e A reta que contém o centro da esfera é o eixo;

e A circunferéncia determinada ao seccionar a esfera por um plano perpendicular ao eixo e que contém o
centro O chama-se equador;

e As circunferéncias determinadas ao seccionar a esfera por planos paralelos ao equador chamam-se parale-
los;

e As circunferéncias determinadas ao seccionar a esfera por plano que contém o eixo chamam-se meridianos;

e Os pontos P1 e P2 determinados na intersecgdo entre o eixo e a superficie da esfera chamam-se polos.

EXERCICIOS

1 — Sobre a circunferéncia, responda:

a) Em suas palavras, o que é uma circunferéncia?

b) Qual caracteristica é compartilhada por todos os pontos de uma circunferéncia?

¢) Como séo as medidas de comprimento de todos os raios de uma circunferéncia?

d) Qual é a relagdo entre a medida de comprimento de um didmetro e a medida de comprimento de um
raio de uma mesma circunferéncia?

e) O centro é um ponto da circunferéncia?

f) Qual é corda de maior medida de comprimento em uma circunferéncia?
2 — Utilizando régua e compasso, desenhe uma circunferéncia que possua 12cm de didmetro.

3 — Sobre a esfera, responda:
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a) Em suas palavras, o que é uma esfera?

b) O que é um polo em uma esfera? Como vocé descreve a localizagdo de um polo em relagdo ao centro?

¢) Se vocé dobrar o raio de uma esfera, como isso afeta o tamanho da esfera? E se vocé cortar o raio pela
metade?

d) Suponha que o raio de uma esfera seja de 5em. Qual é o comprimento do equador e de um meridiano
dessa esfera?

e) Se vocé cortar uma esfera com um plano perpendicular ao eixo que ndo passa pelo centro, qual forma
sera criada?

f) Se vocé se mover ao longo de um meridiano, como a distancia do centro da esfera a vocé muda?
4 — Uma esfera de ferro com raio de 4 cm é derretida e transformada em pequenas esferas de raio 2 mm.

Quantas pequenas esferas podem ser formadas?

2 Geometria Esférica

Apo6s o legado de Euclides, que transformou a geometria plana, o matematico David Hilbert desem-
penhou um papel crucial ao reformular a geometria plana. Ele introduziu o conceito de termos indefinidos,
Hilbert revolucionou a abordagem geométrica ao permitir que axiomas e defini¢oes fossem adaptados ao con-
texto especifico. Os termos indefinidos refletem a flexibilidade da geometria, onde propriedades e relagdes
dependem do sistema geométrico em uso.

Na geometria esférica axiomética certos termos, como ponto, reta e esfera, sdo considerados indefi-
nidos, e nossa compreensao desses conceitos depende unicamente dos axiomas estabelecidos.

Na Geometria Esférica, ndo supomos que uma esfera seja formada por pontos equidistantes de um
centro no espago. Na verdade, nem consideramos a existéncia de um centro. Na abordagem da Geometria
Esférica, a esfera é concebida como o nosso préprio universo.

Para construir a geometria esférica temos:

Definicao 3 (Circunferéncia maxima). Denominaremos circunferéncias mdzrimas da esfera ¥ as circun-

feréncias contidas nessa esfera que possuam comprimento 27wr.
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Figura 3: Circulos Maximos

Teorema 1. Duas circunferéncias mdximas distintas de uma esfera X possuem exatamente dois pontos

distintos em comum, 0s quais pertencem a uma reta que passa pelo centro da esfera.

Axioma 1. Uma esfera e um grande circulo sao conjuntos de pontos. Ha pelo menos dois pontos da esfera.
Axioma 2. Existe uma correspondéncia um-um entre os pontos de um grande circulo e os pontos de R/2w
Definigao 4 (Antipodas). Dois pontos A e B de uma esfera serdo ditos antipodas se estao contidos numa

reta que passa pelo centro dessa esfera. Diz-se ainda que A € antipoda de B, ou que B € antipoda de A.

Figura 4: Pontos Antipodas

Axioma 3. Cada ponto da esfera possui apenas um antipoda.

Axioma 4. Se dois pontos distintos em uma esfera nao sio antipoda/is entio existe um grande circulo inico

passando por eles

Definicao 5. Se dois pontos distintos A e B nao sao antipodais, o unico grande circulo que passa por A e

B ¢é denotado por OAB.

Proposigao 1. Duas circunferéncias mdximas distintas se encontram em exatamente dois pontos que $ao

antipodas.
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Axioma 5. Para qualquer circunferéncia mdxima existe um ponto tal que a circunferéncia mdzima consiste
em pontos a uma distancia esférica de um quarto de circulo do dado ponto. Tal ponto € definido como sendo

um polo do grande circulo.
Proposigao 2. O antipoda de um pdlo no Axioma 5 € o unico outro ponto que satisfaz a mesma propriedade.

Teorema 2. O menor caminho entre dois pontos na esfera é um arco de circunferéncia mdzrima.

EXERCICIOS

1 — Responda:
a) Como a geometria esférica difere da geometria plana em relagio a pontos, grandes circulos e esferas?
b) Em suas palavras, o que é uma circunferéncia méxima em uma esfera?
¢) Qual é o comprimento de uma circunferéncia méxima em termos de 7 e do raio (r) da esfera?
d) O que significa dois pontos serem antipodas?
e) Qual é a relagdo entre um polo e seu antipoda?
2 - Dois circulos méximos da Terra insterceptam-se no ponto latitude: 58° 15’ S e longitude 169° 42’ E. Quais
sao as coordenadas geograficas do outro ponto de encontro desses circulos méximos?
3 — Um navio deixa a posi¢ao 29° 15’ N, 28° 10’ W. Viaja 360 milhas em direcdo ao norte, 360 outras para

leste, 360 para o sul e, finalmente, 360 para o oeste. Ache a posigao final desse navio.

3 Angulos Esféricos

Definigao 6. Denomina-se angulo esférico sendo a unido de duas semirretas de mesma origem nao contidas

numa mesma reta esférica.

Definicao 7. Sejam A, B e C pontos de uma esfera que nao um unico grande circulo. Entdo o dngulo
(esférico) LABC' com vértice B € a unido dos raios esféricos, BA e, BC. Esses raios sGo conhecidos como

os lados do angulo.
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Figura 5: Angulo esférico ZABC' com vértice em B

Dizemos que ZABC é agudo, reto ou obtuso se sua medida for, respectivamente, menor, igual ou maior do

que 7/2 (900).

Definicao 8. Dois dangulos esféricos sao considerados congruentes se suas medidas forem as mesmas. Se o0s
angulos sao ZABC e Z/DEF entdo escrevemos ZABC = /DEF. Os dangulos sio ditos suplementares se
suas medidas somam 7 radianos (180°). Os dngulos sao ditos complementares se suas as medidas somam

7/2 radianos (90°).

Proposigao 3. Se duas circunferéncias mdximas sao perpendiculares, entdo cada um deles passa pelos
polos do outro. Inversamente, se um grande circulo passa pelos polos de outro, os dois grandes circulos sao

perpendiculares.

EXERCICIOS

1 — Dada uma esfera, defina o que é um angulo esférico e explique como ele é formado.

2 — Qual é o comprimento em milhas maritimas do arco de paralelo na latitude 50° N, determinado pelos
meridianos de 100° E e 138° E?

3 - Determine a medida do angulo esférico entre os meridianos de 30° E e 45° E na latitude de 60° N. Em
seguida, determine se esse angulo é congruente, suplementar ou complementar a um angulo esférico entre os

meridianos de 120° W e 135° W na latitude de 30° S.
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4 'Triangulos Estéricos

Definigao 9 (Tridngulo Esférico). Sejam A, B e C pontos distintos nao contidos numa mesma reta esférica.
A uniao dos trés segmentos de reta AB, AC' e BC serd dito triangulo esférico de vértices A, B e C e lados
AB, AC e BC, e serd representado por A°ABC. Os dangulos esféricos ZABC, ZACB e /ZBCA sdo seus

angulos internos.

Figura 6: Triangulo e Esférico ABC

Teorema 3. A soma das medidas dos dngulos de um triangulo esférico é maior que ™ e menor que 3.

Definigao 10. Dois triangulos sao ditos colunares se eles tém dois vértices em comum e um par de vértices

que sao antipodas. Ou seja, os tridngulos tém a forma ASABC e A*A*BC onde A e A* sao antipodas.

Figura 7: Triangulos Colunares

Proposigao 4. Se trés pontos A, B, C em uma esfera nao pertencem a um unico circulo mdximo, entao

nenhum dos pontos A, B, C sdo antipodas.

Definicao 11. Dois triangulos sao ditos antipodas se puderem ser expressos como A*ABC e ASA*B*C?,

onde A%, B*, e C* sao antipodas dos pontos A, B e C, respectivamente.

Proposigao 5. Dado A*ABC, os trés antipodas A*, B*, e C* formam um triangulo esférico cujos lados e

angulos sao congruentes aos lados e angulos em ASABC.
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Definigcao 12. Um triangulo esférico é considerado um triangulo retangulo se pelo menos um de seus angulos
€ reto. O lado oposto ao angulo reto é chamado de hipotenusa do triangulo retangulo, jd o lado que ndo €

uma hipotenusa é dito ser um cateto do triangulo.

Proposicao 6. Um par de angulos em um triangulo sdo angulos retos se, e semente se, 0s lados opostos

sao lados retos.

Proposigao 7. Suponha que o triangulo ABC tenha um dngulo reto em B. Entdo, um dos outros dangulos

de ABC' € agudo, reto ou obtuso, se e somente se o lado oposto for agudo, reto ou obtuso, respectivamente.

Definigao 13. Seja ASABC um tridngulo esférico. Definimos o triangulo A°A’B'C’, chamado de triangulo
polar de A*ABC, como seque:

e A’ € 0 polo da reta OBC que estd do mesmo lado de A em relagdo a reta O)BC.

e B’ ¢ o polo da reta OAC que estd do mesmo lado de B em relagdo a reta QOAC.

e C’ ¢ o polo da reta OAB que estd do mesmo lado de C em relagdo a reta ()AB.
Teorema 4. Se A>ABC ¢é um tridngulo esférico e A°A’B’'C" é o polar do tridngulo A>ABC, entdo:

m LA =7 - m(BC)
m /B =m - m(AC)
m ZC" =1 - m(AB)
m(AB') =7 -m LC
m(A’AC”) =m-m4B

m(BTC”) =m-mJZA
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Propriedades dos triangulos esféricos

1 - Qualquer lado de um triangulo esférico é menor que a soma dos outros dois lados.

2 - O menor angulo aumentado de 180° torna-se maior que a soma dos outros dois angulos.

3 - A soma das medidas dos dngulos de um tridngulo esférico é maior que 7 (180°) e menor que 37 (540°).
4 - Em um tridngulo esférico, a medida de cada dngulo interno é menor do que 7 (180°), assim como seus
lados.

5 - O triangulo esférico é retangulo se pelo menos um de seus angulos for de 90°.

6 - A soma dos lados de um tridngulo esférico é maior que 0° e menor do que 360°.

7 - Nos triangulos esféricos, se dois angulos sdo retos, os lados opostos, também o séo.

EXERCICIOS

1 — Existe o tridngulo esférico ABC de angulos Z, E e 8 e lados a, b e c, se:

a) a = 150°, b = 160° e ¢ = 170°

b) A =87, B =108 e C = 145°

2 - Os lados de um triangulo esférico medem 75°, 100° e 150°. Calcule os angulos do seu triangulo polar.

3 - Os angulos internos de um triangulo esférico medem 1002, 110° e 120°. Calcule a medida dos lados do
seu triangulos polar.

4 - Dois angulos de um tridngulo esférico medem 50° e 100°, respectivamente, entre que valores deve estar o

valor do terceiro angulo? Justifique.

5 Congruéncia de Triangulos Esféricos

sta se¢ao, examinamos as condigoes necessarias para que os s e angulos is tridngulos sejam tais
Nesta se¢ao, examinamos as condigoes necessarias para que os lados e angulos de dois tridngulos sejam tais
que esses dois tridngulos sejam congruentes. Comegamos por apresentar a defini¢do, que é a mesma que na

geometria plana.

Definicao 14. Dois tridngulos esféricos ASABC e ASDEF sdo congruentes se AB ~ DE, AC =~ DF,
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BAC = EAF, /A~ /D, /B~ /FE e /C = /F. Dizemos que 0s lados e dangulos correspondentes sao todos

congruentes.

Todas as nossas propriedades de congruéncia para tridngulos esféricos serdo estabelecidas como teoremas.

Teorema 5 (Congruéncia LLL). Suponha que nos triangulos esféricos A*A1B1Cy e A® Ay BoCly, temos:
ALBy ~ AyBy, BiCy &~ ByCs, ArCy ~ AyCh

Entao, A*A1B1Cy ~ A°A3BsCs.

Teorema 6 (Congruéncia LAL). Suponha que nos triangulos esféricos A*A1B1Cy e A® A3 BoCo, temos:
A1By ~ AyBy, BiCy ~ ByCs, /By ~ /By.

Entao, A*A1B1Cy ~ A®A3BsCs.

Teorema 7 (Congruéncia ALA). Suponha que nos tridngulos esféricos A A1 B1Cy e A® A3 ByCy, temos:

BiCy ~ ByCs, /By ~ /By, /Cy ~ /Cs.
Entao, A*A1B1Cy =~ A°A3BsCs.
Teorema 8 (Congruéncia AAA). Suponha que nos triangulos esféricos A® A1 B1Cy e A% AyByCy, temos:
LAl = LAy, /By =~ /Bg, LC =~ £(y

Entdo, ASAlBlcl ~ ASAQBQCQ.

EXERCICIOS

1 - Seja ABC um triangulo esférico com lados AB = 50°, B’\C =60°e A’\C = 70°. Determine se o A*ABC é
congruente ao A*XY Z, com lados )?Z = 50°, fZ =60"e )E\Y = 70°.

9- Em um A*LMN, temos LM = 40°, MN = 85° ¢ NL = 55°. Seja o A*OPQ com OP — 40°, PQ — 85° e
QAO = 55°. Os tridngulos XYZ e ABC sdo congruentes?

3 - Dados os triangulos esféricos A*DEF e A*GHI, onde 5E = 30°, EAF = 65°, FAD = 85°, GAH = 30°, h?l

=65, e IE? = 85°. Verifique se os A*DEF e A*GHI sao congruentes.
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6 Desigualdade

Apés analisarmos diversas situacoes em que objetos na geometria esférica sdo idénticos ou congruentes,

passaremos agora a considerar situagoes em que desigualdades se fazem presentes.
Teorema 9. A soma das medidas dos dngulos de um triangulo esférico é maior que ™ radianos (180°).
Teorema 10. Em qualquer triangulo esférico, a soma das medidas dos lados é menor que 2m.

Teorema 11. A soma das medidas de quaisquer dois lados de um triangulo esférico é maior do que a medida

do terceiro lado.

Teorema 12. Se A, B e C sdo trés pontos (distintos) em uma esfera, entao d(A, C) < d(A,B) + d(B, C),

onde a igualdade ocorre se e somente se B estiver entre A e C ou A = C*

Teorema 13 (Teorema do Angulo Exterior Esférico). A medida de qualquer dngulo externo de um tridngulo
esférico é menor que a soma das medidas dos angulos internos opostos e maior que o (valor absoluto de

diferenca entre essas medidas.

Teorema 14. Dados dois lados de um triangulo cujas medidas sao desiguais e os angulos opostos a eles,
entao os angulos sdo desiguais em medida e o maior angulo é oposto ao maior lado. Da mesma forma, dados
dois dngulos de um triangulo cujas medidas sdo desiguais, os lados opostos tém medidas desiguais e o lado

maior € oposto ao angulo maior.

EXERCICIOS

1 - No triangulo esférico A*ABC, temos ZA = 60°, /B = 80° e ZC = 40°. Calcule a medida do angulo
externo em relagao ao ZC.

2 -Se A, B e C sao pontos distintos em uma esfera e o ponto B encontra-se entre os pontos A e C, temo que
d(A,B) = 40° e d(B,C) = 50°, calcule a distancia d(A,C).

3 - Verifique se o Teorema 11 é valido para o A*ABC, com lados AB = 50°, BAC =60°e AAC = 70°.
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7 'Trigonometria Estérica

A trigonometria esférica proporciona relagdes tteis entre os seis elementos de um tridngulo esférico (que
incluem 3 lados e 3 angulos), permitindo o célculo de trés desses elementos quando os outros trés sido
conhecidos.

A trigonometria esférica desempenha um papel fundamental na analise precisa das rela¢oes entre distancias
e angulos em uma esfera. No cerne desse estudo estd a conexado entre as distancias e os angulos de um
triangulo. Mas o que diferencia essas relagdes das correspondentes no plano?

A diferenca geométrica crucial entre o plano e a esfera é, evidentemente, a curvatura da esfera. Em um plano,
quando tomamos dois raios com o mesmo ponto de partida, eles se afastam do ponto de origem. No entanto,
em uma esfera, esses raios inicialmente se afastam do ponto de origem por algum tempo, mas eventualmente

convergem no antipoda desse ponto de partida.

8 Lei esférica dos senos e dos cossenos

Teorema 15 (A lei esférica dos senos). Em qualquer A*ABC' esférico,

sen(a) _ sen(b) __ sen(c)

sen(A) — sen(B) ~ sen(C)

Teorema 16 (A lei esférica dos cossenos). Em qualquer A*ABC' esférico,

cos(c) = cos(a) - cos(b) + sen(a) - sen(b) - cos (C)

Podemos girar as letras para obter formulas semelhantes:

cos(b) = cos(a) - cos(c) + sen(a) - sen(c) - cos (B)

cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos (A)

Exemplo: Encontre o comprimento do arco do grande circulo de Los Angeles (latitude 34.05° N, 118.25°
W) e Jacarta (latitude 6.2° S, 106,8° E).

Solugao:
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Indicando a cidade de Los Angeles pelo ponto L e a cidade de Jacarta pelo ponto J e o polo pelo ponto P,

no globo terrestre temos a seguinte situagao:

Figura 8: Distancia entre Los Angeles e Jacarta

Usando a convencao de sinais, as coordenadas de latitude e longitude de Los Angeles sdo (+ 34,05°, 118,25°),
e Jacarta tem coordenadas (- 6,2° 4+ 106,8°). Entao, para Los Angeles, a distancia em graus até o pélo norte
¢ 90° 34,05° = 55,95°. Para Jacarta, a distdncia em grau para o pélo norte serd 90° + 6,2° = 96,2°.

A diferenga de longitude é 106,8° (118,25°) = 225,05°.

Considerando o ASLP.J, vamos utilizar a lei esférica dos cossenos, sendo p a distancia esférica entre as duas

cidades, temos:

cos(p) = cos(l) - cos(j) + sen(l) - sen(j) - cos (P)

cos(p) = c0s(96,2°) - cos(55,95°) + sen(96,2°) - sen(55,95°) - cos (225,05°)

Entao, se ¢ é a distancia esférica entre duas cidades,

cos(c) = cos(55,95°) c0s(96,2°) + sen(55,95°) sen(96,2°) cos(225,05°).

Obtemos,

cos(c) ~ 0,6424.

Como c representa o lado de um triangulo esférico, temos que c varia de 0° a 180°.
Logo,

c ~ 129,97°.

Para encontrar a distancia em milhas, primeiro convertemos ¢ em radianos: ¢ ~ 2,2684.
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Entao, para encontrar a distancia entre as cidades em milhas, usamos a férmula do comprimento de um arco
circular (o comprimento é o raio vezes a medida do arco) para obter a distancia (3963) - (2,2684) ~ 8,990

milhas.

EXERCICIOS

1 - Em um A*ABC, temos que A = 60°, B = 100°, C = 120° e b = 80°. Encontre a medida dos lados a e c.
2 — Em um A®ABC, temos que as medidas dos lados s@o a = 100°, b = 80° e ¢ = 75°. Ainda temos que o
angulo B = 95°, encontre a medida dos angulos A e C.

3 - Suponha que no A*ABC, b = 35°, ¢ = 80° e A = 100°. Determine o valor de a.

4 - Encontre o comprimento do arco do grande circulo de Moscou (latitude 55.75° N, 37.62° W) e Téquio

(latitude 35.69° S, 139.7° E).

9 Triangulo retangulo esférico

Proposigao 8. Se A*ABC tem um angulo reto em C, entao

sen(A) _ sen(a)

sen(c)

Figura 9: A*ABC com angulo reto em C

A

Teorema 17. Se A*ABC' esférico tem um angulo reto em C, entdo temos:

cos(c) = cos(a) - cos (b)

cos(B) = sen(A) - cos (b)

A primeira equagao do teorema acima é chamada de Teorema de Pitagoras Esférico. A segunda equacio

é chamada de Teorema de Geber.
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Em uma esfera grande, um pequeno triangulo esférico é quase planar, entdo o plano teorema de Pitagoras
quase se sustentaria.

Na trigonometria plana, estudamos varias férmulas relacionadas as medidas de angulos e lados em triangulos
retangulos. Existem conjuntos correspondentes de formulas para triangulos esféricos. No teorema abaixo

veremos essas férmulas:

Teorema 18. Seja A*ABC um triangulo esférico com um dangulo reto em C. Entdo, as cinco equacoes a

sequir sdo vdlidas.

cos(c) = cos(a) - cos(b)
sen(a) = sen(A) - sen(c)
cos(B) = sen(A) - cos(b)
sen(b) = sen(B) - sen(c)

cos(A) = sen(B) - cos(a)

EXERCICIOS

1- Em um A°*ABC com angulo reto em C, temos que a = 20° e ¢ = 40°. Encontre a medida de b, A e B.
2 - Em um A’ABC com angulo reto em C, temos que a = 30° e b = 40°. Encontre a medida de ¢, A e B.

3 - Em um A*ABC com angulo reto em C, temos que A = 60° e B = 80°. Encontre a medida de a, b e c.
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