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Resumo

Este trabalho teve como objetivo demonstrar algumas férmulas matematicas
usadas na geometria para servir de fonte de consulta para professores e alunos do
Ensino Basico. Iniciamos com uma discussao da historia da geometria, sobre os seus
primoérdios e alguns dos grandes pensadores da Grécia Antiga, a fim de entendermos
seu surgimento, bem como seu desenvolvimento. Posteriormente, mostramos que a
medida de um segmento é um nimero real, que o comprimento de uma circunferén-
cia é proporcional ao seu raio e que a area do circulo é proporcional ao quadrado do
seu raio. Demonstramos que poligonos de areas iguais podem ser equidecomponi-
veis e concluimos obtendo as férmulas de como calcular o volume de alguns sélidos
geométricos usando o método de exaustao e o principio de Cavalieri.

Palavras chaves: Areas; Volumes; Método de Exaustdo; Principio de Cavalieri.



Abstract

This study aimed to demonstrate some mathematical formulas used in geometry
to serve as a reference source for teachers and students of Basic Education. We have
begun with some of the great thinkers of Ancient Greece and with a discussion of
the History of Geometry since its first days in order to understand its emergency
and development. We, then, have showed that the measure of a segment is a real
number, that the length of a circle is proportional to its radius and that the area of
a circle is proportional to the square of its own radius. We also demonstrated that
same-area polygons can be equally decomposed. In the end of this study we did
obtain the formulas on how to calculate the volume of some geometric solids using
the exhaustion method and Cavalieri principle.

Keywords: Areas; Volumes; Method of Exhaustion; Cavalieri principle.
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Introducao

A necessidade de saber sobre volumes de alguns sélidos geométricos vem desde
a antiguidade, com as necessidades praticas e pelas curiosidades do homem em
encontrar métodos que facilitassem o seu calculo.

Grande parte dos livros do ensino médio nao traz as demonstragoes das formulas
de como calcular volumes dos s6lidos geométricos, como: prisma, cilindro, piramide,
cone e esfera; em alguns, as demonstracdes nao estao tao claras e percebemos a
dificuldade que grande parte dos alunos apresenta no entendimento das féormulas.

A importancia dessas demonstracoes para a vida académica dos alunos, pode ser
observada nos Parametros Curriculares Nacionais PCN+, (2002):

"Usar as formas geométricas para representar ou visualizar partes
do mundo real é uma capacidade importante para a compreensao
e construgao de modelos para resolucdo de questoes da matemé-
tica e de outras disciplinas. Como parte integrante deste tema, o
aluno podera desenvolver habilidades de visualizacao, de desenho,
de argumentacio logica e de aplicacdo na busca de solucdo para
problemas."(p. 123). "Compreender o significado de postulado e
ou axiomas e teoremas e reconhecer o valor de demonstracoes para
perceber a Matemadtica como ciéncia com forma especifica para
validar resultados"(p. 125).

Também notamos uma importancia de se compreender esses conceitos relacio-
nados as necessidades do cotidiano, pois percebemos essas figuras geométricas em
"pecas mecanicas, embalagens e construcoes; projecoes, planificacoes, cortes e dese-
nhos"(PCN+, 2002, p.125).

Pelo fato de percebermos que muitos professores da Educacao Basica nao dao
énfase a esses contetidos que envolvem as figuras geométricas e pela falta de rigor
em algumas demonstragoes de algumas féormulas encontradas nos livros didaticos,
focamos nossa pesquisa nas demostracoes das formulas, sem fazer uso do célculo
integral.

Dessa forma nosso objetivo é mostrar como encontrar as féormulas para o calculo
de areas e volumes de alguns solidos geométricos usando o Método de Exaustao,
criado por Euddxio e muito usado por Arquimedes de Siracusa, e o Principio de
Cavalieri.

Para este estudo dividimos nosso trabalho em quatro partes:

No capitulo 1, apresentamos um pouco dos primoérdios da geometria, do de-
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senvolvimento e os primeiros indicios da geometria rudimentar. Abordamos sobre
pensadores como Tales de Mileto, o qual iniciou com a geometria demonstrativa,
e Pitagoras de Samos, que formou a escola pitagorica, criou a Teoria dos Numeros
e o famoso Teorema de Pitagoras, que demonstra que a raiz de 2 nao é racional.
Abordamos também sobre Euclides de Alexandria, autor da obra Elementos, o qual
foi professor da Universidade de Alexandria.

Arquimedes de Siracusa, que é considerado por alguns como o maior mateméatico
da antiguidade, mostrou a férmula para o célculo da &rea de um circulo, usando o
Método da Exaustao e a curva atualmente chamada de Espiral de Arquimedes.
Outro pensador que aparece no nosso trabalho é Bonaventura Cavalieri, autor do
principio de Cavalieri, atuou como professor da Universidade de Bolonha e deixou
obras na matematica, 6ptica e astronomia.

No capitulo 2, apresentamos o conceito de medida de um segmento e mostramos
que a medida de um segmento pode ser igual a um nimero inteiro positivo, racional
ou irracional. Definimos também, de forma construtiva, que a area de um retangulo
é igual ao produto do comprimento do retangulo pela sua largura. Apresentamos
também o Teorema de Bolyai - Gerwien, segundo o qual dois poligonos de areas
iguais sao equidecomponiveis. Apresentamos o conceito de volume e demonstramos
que o volume de um paralelepipedo retangulo é igual ao produto do comprimento,
pela largura e pela altura, e que isso vale para qualquer prisma.

No capitulo 3, utilizamos um pouco sobre séries numéricas e suas aplicacoes nas
demonstragoes em que obtemos as formulas para o calculo dos volumes de uma pi-
ramide, de um cone e de uma esfera. O método utilizado é chamado de Método de
Exaustao, usado por Arquimedes. Esse método serve como uma opcao de demons-
tracao do calculo de volume e é uma aplicacao de um tipo de série estudada pelos
alunos do Profmat.

No capitulo 4, apresentamos o Principios de Cavalieri como axioma, ja que sua
demonstracao é feita com a utilizacao de céalculo avancado, o qual foge a ideia deste
trabalho que é mostrar uma matematica para ser utilizada no Ensino Médio. Nele,
demonstramos como obter as férmulas do volume de um Prisma, de um Cilindro,
de um Cone e de uma Esfera. Mostramos também, através de um exemplo, que o

Principio de Cavalieri ajuda a encontrar areas de figuras planas.

xii



Capitulo 1
Um Pouco de Histoéria

Nosso principal objetivo nesse capitulo ¢ mostrar um pouco do desenvolvimento
da geometria, o quanto ela evoluiu em termos cientificos, bem como falar um pouco
sobre alguns dos principais autores que tiveram parte nesse desenvolvimento, que se

deu, principalmente, na Grécia Antiga.

1.1 Primoérdios da Geometria

Os primeiros indicios da geometria rudimentar foram observadas no Egito antigo
e na Babilonia. A geometria era usada de forma pratica para calcular comprimentos,
areas e volumes. Com o avanco da sociedade, surgiram projetos de engenharia como
drenagem de pantanos, controle das inundacoes e irrigacoes. Esses projetos fizeram
com que a geometria se desenvolvesse de forma consideravel. Era uma ciéncia pratica
que surgiu para auxiliar as atividades ligadas a agricultura e & engenharia. Essas
atividades necessitavam de calculos para um calendério utilizavel, sistema de pesos
e medidas para colheita, no armazenamento e na distribuicao de alimentos, criacao
de agrimensura para construir canais e reservatorios para dividir a terra.

Esses calculos eram investigados por sacerdotes que, no Egito antigo, adquiriam
conhecimentos cientificos ligados ao calendério e ao ano agricola, através dos estudos
da Astronomia.

Com o declinio das civilizacoes egipcia e babilonica, devido as mudancas politicas
e econdmicas, civilizacoes como a grega passaram a se destacar. O comércio foi muito
incentivado, e por volta do século VIII a.C. os gregos dominavam a agricultura,
fundiam ferro, esculpiam o bronze e navegavam pelo Mediterraneo.

Na matematica, queria-se algo além dos processos empiricos, para demonstrar
algumas proposi¢oes. Foi nesse interim que o racionalismo se destacou, dando énfase
ao método demonstrativo, que, até entao, nao era usado pelos mateméticos, surgindo

assim a matematica que conhecemos atualmente.



Alguns Grandes Pensadores CAPITULO 1

A utilizacao dos métodos demonstrativos pode ser encontrada nas obras de gran-
des matematicos como Tales de Mileto, Pitdgoras, Fuclides entre outros. Destaca-

remos alguns dos mais importantes pensadores no campo da Geometria.

1.2 Alguns Grandes Pensadores

Tales de Mileto, considerado um dos sete sabios da Antiguidade, durante a pri-
meira metade do século VI a.C., deu inicio & geometria demonstrativa. Ele, através
de seu comércio, tornou-se rico e dedicou-se aos estudos e a algumas viagens. Foi
durante uma de suas viagens pelo Egito que Tales conseguiu calcular a altura de
uma piramide usando um pedaco de madeira. De volta a Mileto, ganhou fama, gra-
cas a sua inteligéncia versatil. Era filosofo, astronomo e matemético. Foi o primeiro

homem que demonstrou que os angulos opostos pelo vértice sao iguais.

Figura 1.1: Tales de Mileto.
fonte: http://www.portalsaofrancisco.com.br/alfa/tales-de-mileto/tales-de-mileto-1.php

Destacamos também o matemaético, filosofo e mistico Pitagoras que nasceu na
ilha de Samos, por volta de 572 a.C. Provavel discipulo de Tales, deixou Samos por
causa do tirano Policrates e foi para Crotona, uma colonia grega situada no sul
da Italia. Pitagoras formou a escola pitagorica, a qual era um centro de filosofia,
matemaética e ciéncias naturais. Era também uma sociedade secreta.

E atribuido a Pitagoras e seus seguidores o mérito de ter dado os primeiros passos
no desenvolvimento da Teoria dos Numeros, segundo a qual podemos identificar
0s numeros amigaveis, os numeros figurados, os nameros perfeitos e os numeros
abundantes. Em termos geométricos, os ntimeros figurados expressam o nimero de
pontos em certas configuragoes geométricas, o que demonstram uma associacao da
geometria com a algebra.

Os ntimeros figurados sao descobertas que também foram atribuidas a Pitagoras

e sao representados pelos nimeros quadrados, nimeros pentagonais e assim por
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diante. Com esses numeros, foram estabelecidos muitos teoremas interessantes de
maneira puramente geométrica.

Também encontramos outras contribuicoes de Pitdgoras no desenvolvimento da
geometria utilizando o triangulo como objeto de estudo. Apesar dos Sumérios ja
saberem a relagao métrica entre os catetos e a hipotenusa de um triangulo retangulo,
ha uma tradicao e unanimidade em atribuir a Pitdgoras a descoberta dessa relagao
que leva o seu nome: Teorema de Pitagoras - que o quadrado sobre a hipotenusa de
um triangulo retangulo é igual a soma dos quadrados sobre os catetos. Foi inclusive
na aplicagao deste teorema que os pitagoricos descobriram os nimeros irracionais, em
que verificaram que a diagonal de um quadrado de lado racional possui uma diagonal
nao racional, por exemplo, para um quadrado de lado 1, temos uma diagonal com
medida igual a v/2.

Ainda no Egito, Demétrio, que viveu em Atenas, mudando para Alexandria
idealizou e criou um centro de saber e cultura Para isso, procurou juntar grandes
pensadores do mundo grego, dentre eles Euclides, matematico que passou a ensinar
a geometria em Alexandria.

Euclides, autor da grande obra Elementos, formada por 13 livros, nasceu em
Alexandria e escreveu seu livro por volta de 300 a.C. quando foi chamado para fazer
parte do museu de Alexandria, que mais tarde passou a ser chamada de Universidade
de Alexandria. Sua obra expoe resultados de vérios tipos, organizados sistematica-
mente, muitos atribuidos a outros gedmetras. Apesar disso, os Elementos nao po-
dem ser vistos apenas como uma compilacao, pois essa obra propoe um tratamento
sisteméatico e uniforme da Matematica grega béasica.

Os Elementos de Euclides ofuscaram obras dos matematicos gregos anteriores
a ele, devido a sua énfase, ja que continha uma grande organizacao de toda a geo-
metria que havia até entao. Desta forma, podemos dizer que quase nao se conhece
fontes primarias da matemaética grega, diferente da matemaética primitiva egipcia e
babilonica, que encontram-se em varios papiros.

Diferente de Arquimedes, Euclides adotou o método axiomatico-dedutivo, em que
eram usados definicoes, axiomas e postulados, que eram fatos aceitos como evidentes
e intuitivos, e também proposigoes (teoremas) que devem ser demonstradas com
bases em postulados, axiomas e resultados ja demonstrados.

O relato das contribuicoes de Arquimedes para a matematica podem ser encon-
trados em Eves (2004). Natural da cidade grega de Siracusa, situada na ilha da
Sicilia, é considerado um dos maiores matematicos de todos os tempos. Nasceu por
volta de 287 a.C. e foi morto em 212 a.C. por um centurido romano no momento
que se dedicava a um calculo que fazia na areia.

Arquimedes deixou um legado que foi usado e aperfeicoado ao longo do tempo,

pois construgoes com régua e compasso nao permitiam resolver todos os problemas
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Figura 1.2: Estatua de Arquimedes de Siracusa.
fonte: http://forum.toribash.com/showthread.php?t=202153

tratados pelos mateméticos gregos antes e depois de Euclides. Desta forma, surgem
algumas curvas que contribuiram para resolver os problemas classicos: a trissecao
dos angulos, a quadratura do circulo e a duplicacao do cubo, que foram resolvidos
sem o uso de régua e compasso. Conferir ( [7], 2004; [3], 2012; [4], 2008).

Arquimedes usava métodos que se diferenciavam dos métodos euclidianos e, por
este motivo, ele nao pode ser considerado o sucessor de Euclides. Para ele havia
uma diferenca entre métodos de descoberta, que poderiam ser mecanicos, e métodos
de demonstracoes, que deveriam ser puramente geométricos.

Dentre esses problemas classicos enfatizamos a quadratura do circulo, em que
Arquimedes demonstrou que a area é igual a 7 vezes a medida do raio ao quadrado,
usando a Curva chamada de Espiral de Arquimedes e também usando o método
classico que é conhecido como método da exaustao de Eudoxo.

Uma definicao para o método de exaustao a qual admite que uma grandeza possa
ser subdividida indefinidamente ou que é formada de um niimero muito grande de
partes atomicas indivisiveis, a base do método de exaustao é a proposicao: "Se
de uma grandeza qualquer se subtrai uma parte nao menor que sua metade, do
restante subtrai-se também uma parte nao menor que sua metade, e assim por
diante, teremos, por fim, uma grandeza menor que qualquer outra predeterminada
da mesma espécie."

Outro matematico que trabalhou com o conceito de indivisibilidade foi Bonaven-
tura Cavalieri, que nasceu em Mildao, em 1598, e foi aluno de Galileu aos 15 anos.
Atuou como professor da Universidade de Bolonha até a sua morte, em 1647. Dei-
xou algumas obras na matematica, 6ptica e astronomia. Porém, o que realmente
o projetou foi o tratado Geometria Indivisibilibus publicado em sua versao inicial
no ano de 1635. Nesse trabalho ha uma apresentacao do seu método dos indivi-
siveis, cuja ideia remonta a Democrito e Arquimedes e a motivacao, talvez, venha
das tentativas de Kepler de encontrar as areas envolvidas em sua segunda lei dos

movimentos planetarios, em que ele teve de recorrer a uma forma rudimentar de
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calculo integral (Vide, [7]).

Em seu tratado, Cavalieri conceituava o termo indivisivel como: "um indivisivel
de uma porcao plana dada é uma corda dessa porcao e um indivisivel de um soélido
dado é uma seccao desse solido"([7], p. 425). Dessa forma, considera que uma por¢ao
plana pode ser formada por uma infinidade de cordas paralelas e um s6lido pode ser
formado por uma infinidade de sec¢oes planas paralelas. Essas ideias deram origem
aos chamados principios de Cavalieri.

Segundo Eves ([7], p. 426) "os principios de Cavalieri representam ferramentas
poderosas para o calculo de areas e volumes e, ademais, sua base intuitiva pode
facilmente tornar-se rigorosa com o calculo integral moderno". Depois da aceitacao
desses principios, a mateméatica pdde resolver muitos problemas de mensuracao que,
até entao, eram recorridos a técnicas avancadas de calculo para a sua resolucao.

A evolucao das técnicas de resolucao de problemas favoreceram o estudo da
geometria, no sentido de contribuir para a evolugao do homem na sociedade, tanto
no aspecto econémico como cultural.

Na historia da geometria encontramos alguns elementos que nos chamaram a
atencao para um estudo mais detalhado, como, por exemplo, as areas de algumas fi-
guras planas e o volume de alguns sélidos geométricos. O seu estudo é algo fascinante

e, por este motivo, que escolhemos nos aprofundar melhor acerca deste assunto.



Capitulo 2
Comprimento, Area e Volume

Podemos observar no capitulo anterior que a geometria ajudou no desenvolvi-
mento de algumas civilizagoes como a egipcia e babilonica, e com o passar do tempo,
ela passou a ser mais estudada de forma axiomatica por alguns grandes pensadores
da historia.

Alguns elementos da geometria, como o comprimento e a area, foram muito
utilizados na formacao das primeiras civilizacoes, por isso daremos énfase a esses
conceitos, priorizando seu aspecto pratico na construcao de novos conceitos. Outra
justificativa para estudarmos estes conceitos é que servirao de base para o estudo de
volumes, que é um dos focos de nosso trabalho.

Esses conceitos serao definidos de forma a construir uma sequéncia didatica fle-
xivel com aplicacoes que poderao servir de base para pesquisadores ou professores

de 4reas de interesses.

2.1 Comprimento de um Segmento

Nosso primeiro conceito a ser estudado ¢ o comprimento de um segmento, que
de forma hierdrquica, introduz os demais conceitos.

Antes de iniciarmos as defini¢oes é interessante relembrarmos um conceito criado
no século V a.C. pelos pitagoricos acerca da existéncia dos nimeros irracionais, ou
seja, niimeros que nao podiam ser escritos na forma p/q, com p e ¢ inteiros, e g # 0.

Os pitagoricos verificaram que a diagonal de um quadrado de lado [, com [
racional, ndo poderia ser escrita na forma p/q. Isso foi observado tomando um
quadrado de lado racional p/q, entao, pode-se, por reduc¢ao ao absurdo, mostrar que
sua diagonal ndo podia ser escrita na forma p/q. Vejamos a demonstragao.

Suponha que a diagonal do quadrado de lado p/q seja um ntimero racional escrito
na forma m/n, sendo m e n ntumeros inteiros positivos. Dai, usando o teorema de
Pitagoras, teremos (m/n)” = (p/q)” + (p/q)’, ou seja, (m/n)* =2 - (p/q)* em que

obtemos (¢gm)? = 2 - (np)?. Todavia, observe que no primeiro membro s6 podemos

6
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ter uma quantidade par de poténcias de 2 e no segundo membro uma quantidade
impar de poténcias de 2 o que ¢ um abhsurdo. Portanto, a diagonal do quadrado nao
pode ser escrita como p/q.

A descoberta dos numeros irracionais s6 foi possivel gracas aos pitagoricos que
tinham conhecimento do conceito de comprimento de um segmento e que, de forma
rigorosa, requer um cuidado mais especifico para ser representado.

Vamos representar um segmento formado por dois pontos, A e B, por AB e sua
medida, ou comprimento, por AB. A medida do segmento AB é um ntimero que
deve expressar quantas vezes o segmento AB contém um segmento u, o qual possui

medida igual a 1 e, por este motivo, chamaremos de segmento unitario.

Exemplo: Se forem dados trés pontos colineares A, B e C, onde AB, BC sao
congruentes a u, entao AC' = AB + BC = 2.

A B C
Figura 2.1: Segmento formado pelos pontos A, B e C.

Em geral, se for possivel obter n + 1 pontos colineares Aj, As, ..., Ay, Apyq, de
segmentos congruentes ao segmento unitario u, entao a medida de Ay A, serd igual

a n. Neste caso escrevemos.
AlAQ + A2A3 + -+ AnAn—i-l = n.

Tomando Ay = Ae A, = B, teremos assim AB = n, como ilustrado na Figura

a seguir.

u
| —
. . I I I I

A=A Ay Ay A, A, =D
Figura 2.2: Segmento AB formado por n segmentos congruentes a .

A medida do segmento AB representa quantas vezes T cabe no segmento AB.
Isto vale quando um segmento AB é miltiplo de w. Porém, se o segmento AB for
menor que o segmento unitario? Primeiro, suponha que exista um segmento w, tal
que esteja n vezes contida no segmento T e esteja m vezes contida no segmento AB,
sendo m e n nimeros inteiros. Dizemos que @ é submiltiplo comum de AB e T, e
por este motivo, AB e U sdo chamados de comensuraveis, e AB = m/n, ji que W é

1/n parte de u, e AB é m vezes a parte de W, ou seja, m vezes 1/n.
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Agora, se o segmento é incomensuravel com o segmento unitario u, ou seja,
nao é possivel escrever sua medida na forma m/n, entdo sua medida é um nimero
irracional. Mas, o que é um ntimero irracional? Segundo Lima ([I0], 2009, p. 4) "A
resposta nao é muito simples. Enquanto um ndmero racional tem uma expressao
"exata" como o quociente p/q de dois ntimeros inteiros, um numero irracional fica
determinado quando se conhecem seus valores aproximados.”

Tomemos um segmento AB que seja incomensuravel com a unidade de compri-
mento %, logo a medida de AB é um ntmero irracional.

Seja dado n um nimero inteiro positivo. Dividindo o segmento unitario w em n
partes iguais, que chamaremos de w uma dessas partes. Existe um ntmero inteiro
positivo m, em que AB possui uma quantidade m de segmentos congruentes e ainda
falta algo para completar, porém, m + 1 quantidades de segmentos iguais a 1/n

forma um segmento maior que o segmento AB. Desta forma, obtemos:

m m+1
— < AB < ——.
n n
Logo, o ntimero m/n é uma aproximagao por falta para a medida do segmento
AB, com erro inferior a 1/n. Da mesma forma, (m + 1)/n é uma aproximacio por

excesso do namero irracional AB, com erro inferior a 1/n.

2.2 Area de um Retangulo

A partir dos conceitos de comprimento de um segmento, podemos definir os
elementos que compoe as dimensoes de um retangulo. O conceito de area vem da
comparagao entre figuras planas, em que a area de qualquer figura é dada em funcao
de um quadrado de lado 1. Por exemplo, a area de um retangulo de lados 3m e 4m

cabem 12 quadrados de area igual a 1m?, como podemos ver na Figura .

[ 4m |

Figura 2.3: Retangulo de lados 3m e 4m.

Os conceitos vistos nesse exemplo servirao de base para a demonstracao da se-

guinte proposicao.
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Proposicao 2.2.1 A drea de um retdngulo € igual ao produto da base pela altura

do retdngulo.

Prova: Considere um quadrado unitario, ou seja, de lado 1, que dividiremos em N

partes iguais, em que N é um numero natural. Seja ¢ a medida do lado do quadrado

1

menor formado pela divisao do quadrado unitario por N, ou seja, ¢ = %, sendo

1

assim, ¢* = 3.

i -5 1

Figura 2.4: Quadrado de lado 1 dividido em N partes.

Dados x e y as medidas dos lados de um retangulo como podemos observar na
Figura 2.5l Entao podemos indicar por m o nimero inteiro da divisao de = por ¢
e n o nimero inteiro da divisao de y por ¢, e o nimero de quadrados contidos no
retangulo serd, no minimo, m - n, enquanto que o nimero de quadrados que contém
o retangulo ndo serd maior que (m + 1)(n 4+ 1). Dai resulta que a area do retangulo

estd compreendida entre m-n-¢*>e (m+1)-(n+1) - ¢? ou seja,

I m-q I
I i E T iy R A N B
[ [ [ [ [ [ [
L _lL_1____L
[ [ [ [ [ [ [
(d [ [ [ [ [ [ Il n
y JE e e e E q
[ [ [ [ [ [ [
it ety ol Bl e Bl Bl o
[ [ [ [ [ [ [
| T |

Figura 2.5: Retangulo de lados irracionais.

m-n-¢<A<(mn+m+n+1)-q¢

Demonstraremos agora que o produto de x-y estd compreendido entre os mesmos
nameros. Efetivamente, tem-se m-g <z <(m+1)-gen-g<y<(n+1)-q.

Por este motivo, temos:

m-n-q° <wzy<(m+1)-(n+1)-¢°,

9
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ou seja,

m-n-¢><zy<(mn+mt+n+1)-¢.

Logo,

m-n-@<zy<(m-n-¢+m-¢+n-¢+q).

Sabendo que ambos os nimeros, A e x -y, que estao compreendidos entre os
ntmeros m-n-q* e (m+1)-(n+1)-¢?, diferem no maximo (m+1)-(n+1)-¢*~m-n-q¢?,
ou seja, diferem no méaximo m - ¢*> +n - ¢*> + ¢*>. Fazendo N — oo, o ntimero

2 i@ L e P rea do retangul
m-q°+n-q°+q° = m—i—m—l—m tende a zero. Portanto, a area do retangulo
de lados x e y é:

2.3 Poligonos Equidecomponiveis

Nesta segao, discutiremos sobre poligonos equidecomponiveis, que servirao para
mostrar que se temos dois poligonos P e P’ que possuem a mesma &area, entao
podemos recortar um poligono P em poligonos menores e depois reagrupar estes
poligonos pequenos, uns adjacentes aos outros, de modo a obter um poligono P’.

Iniciaremos nossa discussao com algumas definicoes que podemos encontrar em

Lima ([12], p. 8-9) e em Boltianski ([2], p. 9) acerca do conceito de poligonos.

Definicao 2.3.1 Chamamos poligono a uma linha poligonal fechada sem auto-intersecoes,
isto €, cada lado € um segmento de reta que tem apenas um ponto comum com o

lado anterior e com o sequinte, mas nao com oS demais.

Quando falamos em calcular a area de um poligono, é claro que estamos nos

referindo em calcular a regiao poligonal, ou seja, regiao interna do poligono.

Definicao 2.3.2 Um poligono chama-se convero quando o prolongamento de qual-
quer dos seus lados é uma reta de apoio, onde uma reta r é chamada de reta de
apoto do poligono P quando P tem pelo menos um ponto em comum com r e estd

contida inteiramente numa das margens de r.

Definicao 2.3.3 Dois poligonos sao ditos semelhantes se for possivel estabelecer

uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que dngulos correspon-
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dentes sejam iguais e lados correspondentes sejam proporcionais. Quando a cons-
tante de proporcionalidade entre os dois poligonos for iqual a 1, dizemos que estes

dois poligonos sao congruentes.

Exemplo: Na Figura temos dois poligonos Py ¢ P,, em que P; é um poligono
nao convexo, ja que o prolongamento de um de seus lados possui parte interna ao
poligono, e P, é um poligono convexo, pois o prolongamento de qualquer um dos

seus lados é uma reta de apoio e esta contido inteiramente numa das margens de 7.

Figura 2.6: Poligonos P e P,.

Agora, vamos mostrar que se dois poligonos tém mesma &area, entdo um deles
poder ser dividido em partes das quais é possivel compor o outro poligono. Esta
afirmacao vem sendo usada desde o tempo de Euclides, em os Elementos, porém,
esta afirmacao é um teorema criado pelo matemético Farkas Wolfgang Bolyai (1832)
e pelo matematico alemao Phillip Gerwien (1833), sendo demonstrado por ambos

quase que simultaneamente.

Definicao 2.3.4 Dois poligonos P e P' dizem-se equidecomponiveis quando existem
decomposicoes

P =P UPyU---UP,

de tal modo que cada poligono P; € congruente ao poligono P!, i =1,2,3,...,n. Além
disso, exige-se que o0s poligonos P; tenham seus interiores dois a dois disjuntos, o

mesmo ocorrendo com os P).

E facil ver que as figuras representadas na Figura sao equidecomponiveis.

11
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Figura 2.7: Poligonos equidecomponiveis.

Os lemas seguintes vao nos mostrar que dois poligonos sao equidecomponiveis
se, e somente se, sao equivalentes. Para Muniz ([14], p. 239) "dois poligonos sao

chamados equivalentes se possuem mesma area". Vejamos os lemas.

Lema 2.3.1 Se um poligono P é equidecomponivel a um poligono P’, e o poligono
P’ ¢ equidecomponivel a um poligono P", entdo os poligonos P e P” também sao

equidecomponiveis.

Prova: Considere dois poligonos P e P’ equidecomponiveis, isto significa que par-
tindo de P podemos dividi-lo em algumas partes e formar P’. Entao, considere
P =P UPU---UP, uma decomposicao de P os quais reagrupados formam
P = P{UPjU---UP!, em que cada P; ¢ congruente a cada P/, comi=1,2,3,...,n.
Ao recortar P’ para obter P, os poligonos P/ sao decompostos em n poligonos ainda
menores. Estes podem ser reagrupados de um modo para formar o poligono P e de

outra formar P’. Logo, P e P” sdo equidecomponiveis. [ ]
Lema 2.3.2 Todo triangulo € equidecomponivel com algum retdngulo.

Prova: Considere o triangulo ABC, de base AC, em que a medida do angulo
m(A/B\C') é maior ou igual as medidas dos angulos m(@) e m(t?A\C), sendo
assim, o triangulo ABC tera sua projecao ortogonal entre os vértices A e C'. Seja D
o ponto de intersecao da reta jﬁ com a altura do triangulo com relacdo a base AC.
Tracando uma reta r paralela ao segmento AC que passa pelo ponto O, médio de
BD, chamaremos de E e F os pontos de intersecio da reta r como os segmentos AB
e BC. Sendo assim, obtemos os triangulos retangulos EOB e FOB, e o trapézio
ACFF, reposicionando os tridngulos FOB e FOB, formamos o retangulo AGHC

como mostra a Figura [2.§]

12



Poligonos Equidecomponiveis CAPITULO 2

Figura 2.8: Triangulo equidecomponivel com um retangulo.

Lema 2.3.3 Dois paralelogramos que possuem mesma base e dreas iguais sao equi-

decomponivess.

Prova: Sejam ABCD e ABEF dois paralelogramos que tem base comum AB
e igual area. Entao, as alturas dos paralelogramos sao idénticas, sendo assim, os
segmentos CD e EF se encontram em uma mesma reta. Se os segmentos CD e
EF sdo coincidentes, ndo ha o que demonstrar. Se os segmentos CD e EF ndo sao
coincidentes, entao tracemos na reta j@ , consecutivamente, uma série de segmentos
iguais ao segmento AB e por cada ponto de divisdo se tracam retas paralelas aos
segmentos AD e AF. Entdo, os feixes de retas paralelas formados por AD e AF
formam uma série de poligonos, como podemos ver na Figura Cada um destes
poligonos de um paralelogramo pode ser deslocado para o outro paralelogramo. A
figura abaixo mostra que os poligonos do paralelogramo ABEF podem ser deslo-
cados para o paralelogramo ABCD, ja que o poligono ABCD é composto pelos
poligonos representados por 1,2,3,4 e 5, assim como o poligono ABEF. Portanto,

estes paralelogramos sao equidecomponiveis.

Figura 2.9: Poligonos ABCD e ABEF.

13
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Lema 2.3.4 Dois retingulos de igual drea sao equidecomponiveis.

Prova: Sejam ABCD e FFGH dois retangulos de mesma area, representados
nas Figuras e respectivamente. Dentre os segmentos AB, BC, EF, FG

considere o de maior medida o segmento AB, sem perda de generalidade.

D ‘ C

A B

Figura 2.10: Paralelogramo ABCD.

Agora, considere o ponto P pertencente a reta Cﬁ, em que P estd a esquerda
de H, como podemos ver na Figura Considere uma circunferéncia de raio
AB de centro em E. Como AB > EH, entdo teremos dois pontos de intersecao
da circunferéncia com a reta Cﬁ[ Seja @ o ponto a esquerda de H e seja PQ um
segmento de mesma medida que o segmento HG. Dai temos que o paralelogramo
EFPQ tem mesma area e um lado comum ao retangulo EFGH. Como do Lema
2.3.3 assegura que paralelogramos de mesma area e mesma base sao equidecompo-
niveis, entao EFGH e EF P(Q) sao equidecomponiveis. Como no retangulo ABC D
e o paralelogramo FF P() tem mesma base e mesma area, entao eles também sao
equidecomponiveis. Do Lema 2.3.1, temos que ABCD e FFGH também sao

equidecomponiveis.

Figura 2.11: Paralelogramo E'F P(Q) e o paralelogramo FFGH.

Lema 2.3.5 Todo poligono € equidecomponivel com certo retingulo.

Prova: Todo poligono pode ser dividido em um ntimero finito de triangulos, inde-

pendente do poligono ser convexo ou nao. Se o poligono é convexo, entao fixamos
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um certo vértice e, a partir dele tragamos segmentos que unem o vértice em ques-
tao a todos os outros vértices nao adjacentes a ele. Contudo, se o poligono nao
é convexo, usaremos a mesma ideia, bastando para isto dividir o poligono em po-
ligonos convexos. Logo, do Lema 2.3.2 todo triangulo pode ser decomposto em
algum retangulo e, como dois retangulos de mesma area sao equidecomponiveis, en-
tao podemos formar todos os triangulos em retangulos de mesma base. Portanto, o
poligono original pode ser escrito como um retangulo, bastando sobrepor todos os

retangulos menores.

[ .

= |

Figura 2.12: Poligono qualquer.

Teorema 2.1 (Teorema de Bolyai - Gerwien) Dois poligonos de dreas iguais

sao equidecomponiveis.

Prova: Dados dois poligonos de areas iguais, P e P’, podemos decompor o poligono
P em triangulos adjacentes uns aos outros. Esses triangulos sao equidecomponiveis
a retangulos, de acordo com o Lema 2.3.2, e cada um desses retangulos, sob a pers-
pectiva do Lema 2.3.4, é equidecomponivel a um retangulo de base b. Empilhando
esses retangulos de base b uns sobre os outros, obtemos um retangulo R de base b,

o qual é equidecomponivel ao poligono P.

——

Figura 2.13: Poligono P e retangulo R.

De modo analogo, P’ é equidecomponivel com um retangulo R’ de base b. Como
R e R’ tém areas iguais, entao, aplicando o Lema 2.3.4, R e R’ sdo equidecomponi-
veis, e aplicando o Lema 2.3.1, P é equidecomponivel a R, e R é equidecomponivel

ao retangulo R', e R’ é equidecomponivel ao poligono P.
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Figura 2.14: Poligono P’ e retangulo R'.

Portanto, P é equidecomponivel a P’. [ ]
Mais detalhes podem ser encontrados em Lima ([I2], p. 25-33) e em Boltianski

(2)-

2.4 Comprimento de uma Circunferéncia

Vimos anteriormente o conceito de comprimento de um segmento e drea de um
poligono, por meio de figuras equidecomponiveis. Agora, vamos estudar o conceito
de comprimento de uma circunferéncia e o conceito de area de um circulo.

Antes vejamos algumas definicoes e proposicoes que nos ajudarao nas demonstra-
¢oes desta secao, as proposicoes sobre semelhanga de triangulos nao serao citadas, ja

suas demonstracoes podem ser encontradas de forma clara em Barbosa (|I]), Dolce

(6]) e Muniz (|14]).

Definicao 2.4.1 Dois tridngulos sao semelhantes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que dngulos correspondentes

sejam iguais e lados correspondentes sejam proporcionais.
Exemplo: Considere os triangulos ABC e DEF como na Figura[2.15] Escrevemos

c

F

)

A B D E

Figura 2.15: Triangulos semelhantes.

ABC ~ DEF para denotar que o tridngulo ABC' é semelhante ao tridngulo DEF,

como a correspondéncia que leva A em D, Bem E, e C'em F. Sendo assim, se ABC'

~ DEF, entio m(BAC) = m(EDF), m(ABC') = m(DEF) e m(ACB) = m(DFE)
AB BC AC

“DE EF DF
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Proposicao 2.4.1 Dados dois triangulos ABC e DEF, se m(B//E]) = m(E/D\F)7
m(A/B\C) = m(ﬁﬁ—?\F) e m(A/C\B) = m(ﬁ), entdo ABC ~ DEF.

Proposigao 2.4.2 Dados dois tridngulos ABC e DEF, se m(B/fE') = m(ﬁ)

e A:B = B—O, entao ABC ~ DEF.
DE EF

Proposicao 2.4.3 Se dois tridngulos ABC e DEF sao tais que seus lados satisfa-

AB = B = AC, entao ABC ~ DEF.
DE EF DF

zem a relacao

Definicao 2.4.2 Poligono reqular € todo poligono convexo cujos lados e dngulos sao

1GUGLS.

Definicao 2.4.3 Diz-se que um poligono estd inscrito numa circunferéncia quando
seus veértices estao sobre ela e seus lados sao cordas, e, um poligono € dito circuns-

crito a circunferéncia quando seus lados sao tangentes a ela.

Definicao 2.4.4 Os vértices de um poligono reqular inscrito numa circunferéncia
dividem a circunferéncia em partes iguais. A perpendicular baizada do centro da cir-
cunferéncia sobre o ponto médio do lado do poligono chama-se apdtema e a distincia

do vértice do poligono ao centro da circunferéncia chama-se raio do poligono.

A Figura [2.16] ilustra um poligono regular de vértices A;A,...A,_1A, e o apOtema
a inscrito no circulo, um poligono regular de vértices A} AS...A!, | A’ circunscrito ao

mesmo circulo e o apotema do poligono de vértices A1 As...A,_1A,,

Figura 2.16: Poligonos inscrito e circunscrito na circunferéncia

Proposicao 2.4.4 O conjunto de todos os perimetros dos poligonos inscritos na

circunferéncia A € limitado superiormente.
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Prova: Seja P um poligono regular, como ilustra a Figura[2.17]a seguir, de vértices
Ay As.. A, inscrito numa circunferéncia A\ de raio R, ou seja, o poligono possui todos
os vértices na circunferéncia. Tomando um ponto B; da circunferéncia A que divide
— o
o arco A A, em dois arcos de mesma medida A, B; e B A,,. deste modo, o perimetro
do poligono P, que sera representado por p, € menor do que o perimetro do poligono
P, de vértices A1 A5...A,B1, ja que A1A, < A1B; + B1A,. Continuando com este
raciocinio construiremos cada vez mais poligonos de perimetros maiores tais que
p<p < p3 < ..<p, < .. porém, a sequéncia p; é limitada por todos os

perimetros dos poligonos circunscritos a circunferéncia .

Figura 2.17: Poligono inscrito e poligono circunscrito na circunferéncia .

Motivado pela prova anterior, temos a seguinte definicao:

Definicao 2.4.5 Definiremos comprimento da circunferéncia | como o menor dos
numeros maiores que o perimetro de qualquer poligono inscrito na circunferéncia,
ou seja, | = supPy, em que P\ € o conjunto forma por todos os perimetros dos

poligonos inscritos na circunferéncia \.

Observacao 1 Qualquer que seja o nimero positivo €, pode-se inScrever numa cir-
cunferéncia um poligono convexo cuja diferenca entre seu perimetro e o comprimento
da circunferéncia seja menor que €. Logo, suponha que esta afirmacao seja falsa.
Entao, o perimetro de qualquer poligono inscrito na circunferéncia nao é maior do
que o | —e. Assim, o numero | nao é o menor dos numeros maiores que o peri-
metro de qualquer poligono inscrito. O nimero | — e/2 € menor que l e, portanto,
mator que o perimetro de qualquer poligono inscrito. Deste modo, chegamos a uma

contradicao.

Lema 2.4.1 A razao entre os raios de dois poligonos semelhantes € igual a razao

entre seus perimetros.
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Prova: Dados dois poligonos semelhantes A1 A2 As... A, e A]ALAL.. Al deraiosrer’
e perimetros p e p/, respectivamente. Por defini¢do, os lados sdo proporcionais e seus
angulos internos sao congruentes. Como os lados sao proporcionais, entao A;_1A; =
kA, Al em que k é a constante de proporcionalidade. Consideremos, sem perda
de generalidade, que os dois poligonos sao poligonos inscritos em circunferéncias

concéntricas de centro em O, como ilustra a Figura [2.18

Figura 2.18: Poligono semelhantes.

Logo, temos que o tridngulo OA,_ 1 A; é semelhante ao triangulo OA;_, A}, sendo

assim

OA;_4 o Ai 1A
OAl ~— A_ A

em que OA; =r e OA, =1'. Logo

r . A1A2

;T I AL
T Al AL

Portanto,

P . Z?:l AiAi—l . nA1A2 - AlAQ r

VoYL AL nA A, AA, o

Proposicao 2.4.5 A razio dos comprimentos de duas circunferéncias € igual a

razao de seus raios ou seus didmelros.

Prova: Considere duas circunferéncias A; e Ay de raios R; e Ry de comprimen-
l

tos respectivamente iguais a l; e [,. Suponha que a afirmacao E: = i nao seja
verdadeira, ou seja, que Ry/Ry < l1/ly ou Ry/Ry > l1/l. Tomemos como base a
primeira desigualdade R;/Ry < [;/l ja que para provar a segunda desigualdade,
R1/Rs > l1/ls, usa-se a mesma ideia. Consideremos R;/Ry = k , entdo k < l1/l5 e
logo 1 > kls.

De acordo com a Observacao 1, sabemos que podemos inscrever em A; um

poligono P; de perimetro p;, de maneira que a diferenca entre seu perimetro p; e o
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comprimento da circunferéncia [; seja menor que l; — kls, ou seja, l; —py < Iy — kis.
Entao, p; > kis.

Inscrevendo na segunda circunferéncia Ao um poligono P, semelhante a P, em
que o perimetro do P, é ps. Segundo o Lema 2.4.1, a razao dos perimetros dos
poligonos P, e P, é igual a razdo dos raios das circunferéncias, isto é, p; = kpo.
Usando p; > kly e py = kps, resulta ps > l5. Porém, isso contradiz a Definigao
2.4.5 de numero [y que deve ser maior que o perimetro de qualquer poligono inscrito
na segunda circunferéncia. Portanto, a razao dos comprimentos das circunferéncias

é igual a razao dos seus raios ou de seus diametros:

Ry I 4
Ry Iy dy
em que, dy e dy sao os diametros de A\ e A\, respectivamente. [ ]

Proposicao 2.4.6 O comprimento de uma circunferéncia de raio R € igual a 27 R,

em que T € a razao entre o comprimento da circunferéncia e seu didmetro.

Prova: Dadas duas circunferéncias de comprimentos /1 e [y e raios medindo respec-

tivamente R; e Ry. Sabemos da proposicao anterior que

Ry &L 4
Ry Iy dy
Logo,
L o
—_— = — =TT
diy  dy
Sendo assim,
11 = d17T.
Como d; = 2Ry, segue que
ll = 2R17T.

Portanto, para uma circunferéncia de raio R e comprimento [/, temos:

|l = 2Rm.

2.5 Area de um Circulo
Proposicao 2.5.1 A drea de um circulo de raio R € igual a A = TR?.

Prova: Dado um poligono regular P de n lados, inscrito numa circunferéncia de

raio R, como mostra a Figura|2.19
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Figura 2.19: Poligono inscrito na circunferéncia.

Seja b, = A;_1A; a medida do lado de cada triangulo isosceles A; CA; e a, a
medida do ap6tema, que é o segmento com uma extremidade no centro do poligono e

a outra no ponto médio de um lado de cada triangulo deste poligono. Logo, a area de
anbn

2

: a,b .
cada triangulo ¢ dada por %, entao a area do poligono é dada por Ap =n-

Como nb,, é o perimetro do poligono, entao
nb, <1,

em que [ é o comprimento da circunferéncia de raio R e centro C. Portanto,

0<b, < i
n
Como
.1 .1
Im —=1[llm—-—=17-0=0
n—o« n n—oc 1
Segue-se pelo Teorema do confronto que,
lim b, =0

n—x

Por outro lado, considere o tridangulo A; {CM;, onde M; é o ponto médio do
segmento A; 1 A;. Vemos que
R<a,+b,/2

pela desigualdade triangular, como ilustrada na Figura [2.20}
Portanto, segue que

by

Como lim b, = 0, entao, pelo Teorema do Confronto, temos que lim a, = R.
n—o n—x
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Figura 2.20: Triangulo is6sceles.

Portanto, a area do circulo é dada por:

n—x

o1 1 1
hmEn-bn~an—§l-R—§-27rR-R.

Portanto, A = TR2. n

2.6 Volume de Corpos

2.6.1 Conceito de Volume

Nesta se¢ao, tomamos como base tedrica as bibliografias de Barbosa ([1]), Dolce
([5]) e (J6]) e em especial Pogorélov ([16]) que é uma obra russa de prestigio no meio
académico.

O problema de determinar o volume de um corpo remonta a antiguidade. Sur-
giu em relagao a necessidade pratica do homem, como calcular o volume de graos
armazenados.

A ideia que temos de volume é do espaco ocupado por um objeto.
Exemplo: Como fazemos para calcular o volume de uma pessoa que pesa 120 kg?

A resposta é colocar esta pessoa dentro de um recipiente que tenha uma escala
com a marcacao dos volumes. Quando colocado dentro deste recipiente totalmente
submerso, a pessoa deslocar um volume que serd marcado pela escala. O volume que
foi deslocado serd o mesmo volume da pessoa. Porém, se formos calcular o volume de
um objeto muito grande ou muito pequeno, esse método nao pode ser considerado.
Para calcular o volume de um objeto temos que usar uma unidade comum, como
por exemplo o m3, em?, litro, mililitro etc. Vejamos agora como calcular o volume
de alguns sélidos mais simples, como um cubo e um paralelepipedo retangulo.

Imaginemos dois recipientes, um na forma de um cubo e outro em uma forma
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arbitraria, como podemos ver na Figura [2.21

Figura 2.21: Um cubo e um recipiente qualquer.

Suponhamos que ambas estejam cheias do mesmo tipo de liquido, contendo no
primeiro m litros deste liquido e n litros no segundo. Para saber quanto o segundo
¢ maior que o primeiro, basta tomar a parte 1/m do primeiro, multiplicar por n, ou
seja, o segundo recipiente é n/m vezes maior que o primeiro. Chamamos de volume
do segundo recipiente o nimero que indica quantas vezes o segundo ¢ maior que
o primeiro. Neste caso, o primeiro recipiente ¢ a unidade de medida, que vamos
chamar de cubo unitério, pois o seu volume é igual a 1. Desta definicao de volume
se obtém as seguintes propriedades.

e Primeiro: uma vez que para encher todo o recipiente se necessita de uma
quantidade determinada de liquido, resulta que todo recipiente tenha um volume
(positivo) determinado;

e Segundo: para encher recipientes iguais necessita-se da mesma quantidade de
liquido e, por isso, os recipientes iguais tém volumes iguais;

e Terceiro: se dividirmos o recipiente em duas partes, a quantidade de liquido
necessaria para encher todo o recipiente constara das quantidades de liquido neces-
sarias para encher suas partes. Por isso, o volume de todo o recipiente é igual a
soma dos volumes de suas partes.

De acordo com esta definicao, para saber o volume de um recipiente é preciso
enché-lo de liquido. Porém, na pratica, o que devemos saber é quanto de liquido
cabe num recipiente sem enché-lo. Logo, temos que conhecer o recipiente e conhecer
as formulas que nos permita calcular seu volume.

A seguir vamos mostrar como calcular o volume de um prisma, mas para isso,
vamos mostrar como calcular o volume de um paralelepipedo retangular e de um

paralelepipedo obliquo.
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2.6.2 Volume de um Paralelepipedo retangulo

Determinemos primeiro o volume do bloco retangular ou paralelepipedo retan-
gulo. Um paralelepipedo retangulo é um soélido limitado por 6 retangulos. Esses
retangulos sao as faces do paralelepipedo, e os lados do retangulos sao chamados de
arestas do paralelepipedo. A Figura representa um cubo com aresta igual a 1
e um paralelepipedo retangular cujo volume deve ser medido.

Se tomarmos um paralelepipedo retangulo cujas medidas das arestas sao 3, 2 e
2, entao o volume do paralelepipedo retangulo é igual a 3-2-2 = 12 cubos unitéarios,

como mostra a Figura [2.22

Figura 2.22: Cubo unitario e retangulo de lados inteiros.

Agora, se as arestas tiverem medidas nao inteiras, ou seja, suas medidas forem

numeros fracionarios ou irracionais? Neste caso, vejamos a proposi¢ao seguinte.

Proposicao 2.6.1 O volume de um paralelepipedo retangulo de lados a, b e ¢ €

wual a V=a-b-c.

Prova: Dados um cubo unitario e um paralelepipedo retangulo de lados a, b e c.
Dividamos as arestas do cubo em N partes iguais e tracemos pelos pontos de divisao
planos perpendiculares a estas arestas. O cubo sera dividido em N3 cubos pequenos.
O volume do cubo grande ¢ igual & soma dos volumes dos cubos pequenos, sendo
assim, como volume do cubo grande é igual a 1 e temos um total de N3 cubos
pequenos, entdo o volume do cubo pequeno é igual a 1/N3.

Na Figura [2.23] as arestas do cubo foram divididas em quatro partes cada uma.
Logo, o niimero de cubos pequenos & de 16 - 4 = 43 e, por conseguinte, o volume do

cubo pequeno é 1/64.

S

- /

Figura 2.23: Um cubo e um paralelepipedo retangulo.
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Seja ¢ a aresta do cubo pequeno, entdo, ¢ = 1/N e, por isso, o volume do cubo
pequeno é ¢> = 1/N3.

Indiquemos por [ o nimero inteiro da divisao de a por g, por m o niimero inteiro
da divisao de b por g e por n o numero inteiro que resulta da divisao de ¢ por
q. Entao, o nimero de cubos que contém o paralelepipedo é Imn, enquanto que o
namero de cubos contidos no retangulo ndo sera maior que (I+1)(m+1)(n+1). Dai,
resulta que o volume V do paralelepipedo retangulo esta entre os ntimeros lmng® e
(I+1)(m+1)(n+1)¢3 ou seja,

Imng® <V < (I+1)(m+1)(n+1)¢*

Demonstraremos agora que o produto a - b - ¢ estd compreendido entre estes
ntumeros. Como temos
l-g<a<(l+1)q,

m-q<b<(m+1)q

e
n-qg<c<(m+1)gn+1)q.
Dai temos
Imng® <a-b-c< (I+1)(m+1)(n+1)¢,
ou seja,

Imng® < abe < Imng® + Imq® + Ing® + mng® + mq’® + ng’.

Sabendo que ambos os nimeros, V e a - b - ¢ que estao compreendidos entre os
ntmeros (I + 1)(m + 1)(n + 1)¢® e Imng?, diferem no maximo (I + 1)(m + 1)(n +
1)¢® —Imng?, ou seja, diferem no maximo Imq>+Ing® +mng® +mq® +ng®. Tomando
o namero N suficientemente grande e usando que lg < a, mqg < be ng < ¢ e que
g =1/N, temos

ghpae e o b e Ly
N N N N2 N2 N2 N3
Isso resulta que a diferenca entre V e abc é tao pequena quanto se queira. Assim,

isso ocorre se, e somente se, eles forem iguais. Portanto, V = abc. [
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2.6.3 Volume de um Paralelepipedo Obliquo

Proposicao 2.6.2 O wvolume de um Paralelepipedo obliquo € igual ao produto da

drea da base pela altura.

Prova: Dado um paralelepipedo obliquo ABCDA,B,C1D; de base ABC'D como
ilustrado na Figura [2.24]

Figura 2.24: Paralelogramo obliquo.

Considere, sem perda de generalidade, a aresta AA; e suas paralelas como sendo
menores ol iguais as outras arestas.

Agora, tracemos um plano que passa pela aresta BC e que é perpendicular
a base ABCD. Um dos so6lido formado é um paralelepipedo de base triangular
BB, B,CC,C,, em que By e Cy sdo pontos internos das arestas A; B; e C,D; respec-
tivamente. Considere os pontos As e Dy que pertencem respectivamente a zTBl) ea
WDI e ao plano perpendicular a ABC D, que passa pela aresta AD, como podemos
ver na Figura Sendo assim, podemos recortar o paralelepipedo BBy ByC'CCs.

D 9 D 1 (12 CTI

Figura 2.25: Paralelepipedo obliquo ABCDA,B,C1D;.

Separemos agora o prisma BB;ByCC1C5 obteremos um novo paralelepipedo
ABCDAsB>;CsDs, 0 qual possui volume igual ao volume do paralelepipedo ini-
cial. Ao realizar com o paralelepipedo as transformacoes assinaladas, a area da
base e a altura se conservam. Também se conservam os planos de duas faces la-
terais, enquanto outros dois sao perpendiculares & base. Aplicando mais uma vez

essa transformacao, obteremos um paralelepipedo de faces laterais perpendiculares a
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base, bastando, para isso, tracar pelos segmentos AB e C'D planos perpendiculares
a0 plano ABCD e, usando o mesmo raciocinio anterior, obteremos um paralelepi-
pedo ABCDA3B3C3D3, como podemos ver na Figura [2.26

Figura 2.26: Paralelepipedo obliquo ABC D Ay BoCsDs.

Por fim, tracemos pelos segmentos AA3 e C'C3 planos perpendiculares ao plano
ABA3Bs, obteremos o paralelepipedo retangulo ABC'D Ay BoCyDs.

PE'—DB' C,‘i C3
Ay E - //:']
:ilfL‘D f': C
A , Bl

Figura 2.27: Paralelepipedo obliquo ABB4A,A3B3C3Ds.

O volume do paralelepipedo retangulo é igual ao produto de suas dimensoes
lineares. O produto de duas dimensoes lineares é a area da sua base e a terceira
dimensao ¢ sua altura. Logo, o volume do paralelepipedo retangulo é igual ao
produto da area de sua base pela altura. Portanto, o volume de todo paralelepipedo

é igual ao produto da area base pela sua altura. [

2.6.4 Volume de um Prisma

Proposicao 2.6.3 O volume de um prisma qualquer € igual ao produto da drea da

base por sua altura.

Prova: Consideremos o volume de um prisma de base triangular ABC. Comple-
mentemos o prisma como indica a Figura O ponto O é o centro de simetria do
paralelepipedo. Por isso, o prisma agregado ¢ simétrico ao ponto O e, por isso, seu
volume ¢é igual ao volume do prisma inicial. O volume do paralelepipedo construido
é o dobro do volume do prisma inicial, que é igual ao produto da area da sua base

pela altura.
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Figura 2.28: Paralelepipedo de base triangular.

A area da base é igual a area duplicada do triangulo ABC e a altura é igual a
altura do prisma inicial. Daqui deduzimos que o volume do prisma inicial é igual ao
produto da area da base pela altura.

Consideremos agora um prisma qualquer cuja base é um poligono de base n e
altura h. Neste caso, o poligono pode ser dividido em n — 2 tridngulos, formando

assim n — 2 prismas de base triangular, como mostra a Figura [2.29

Figura 2.29: Prisma qualquer.

Logo, o volume do prisma ¢é igual a somas dos volumes dos prismas, ou seja
V=AW +As a0, "+ +Axa,a, h
Como h é um fator comum a todos os termos. Sendo assim, como
V = A8, + Axyasn, + 0+ Auia, 4, = Abase-

Portanto, segue que
V= Abase - h.
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Algumas Aplicacoes do Método de

Exaustao

Uma das maneiras de se demonstrar as formulas usadas para o céalculo de alguns
solidos geométricos usados no Ensino Médio é o célculo integral. Porém, o estudo
do célculo integral no Ensino Médio é dificil de ser aplicado, ja que para utilizar
desta ferramenta precisamos de véarias ideias como limite, continuidade, derivada.
O que faremos neste capitulo é utilizar uma soma de infinitos termos de partes
infinitamente pequenas, que ¢ uma ideia que precede a ideia de célculo integral.

Para tanto, faremos uma aplicacao de séries numéricas do tipo
Sp=1"+2P + 3V ... +nP,

onde p é um numero inteiro positivo. Precisaremos apenas das somas para p = 1
e p = 2, as quais serdo usadas para demonstrar como encontrar as formulas usadas
para calcular os volumes do cone, da piramide e da esfera. Esse método é chamado
de Método de Exaustao e foi usado por Arquimedes para demonstrar as formulas
que ele encontrava de forma pratica. A assimilacao deste conceito nao requer muita
preparacao e, por sua vez, ¢ tutil, porque cria a possibilidade de resolver uma série
de problemas importantes de geometria e, pode ser absorver mais profundamente a

ideia de limite e serve de 6tima introducao para o estudo célculo integral.

Proposicao 3.0.4 A soma dos n primeiros numeros inteiros positivos € igual a
n(n+1)

5 v ou seja, a série S, = 1P +2P 43P 4 --- 4+ nP, para p =1, € igual a S;.

Prova: Sabemos que esta série S; = 1 +2+ 3+ --- 4+ n é a soma dos termos
de progressao aritmética de razao igual a 1. Todavia, vamos mostrar de maneira
diferente que iré nos auxilar no entendimento das outras demonstragao para p = 2

ep=3.
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Tomemos a conhecida formula
(n+1?=n*+2n+1.
Substituindo sucessivamente n por n—1, depois por n—2, até chagarmos na unidade,
obtemos como ilustrado abaixo.
( (n+1)2=n2+2n+1

n?=mn-1724+2n-1)+1
n—12=mn-2%+2(n—2)+1

22 =12+21+1.

\
Somando todas essas igualdades, vemos que alguns termos do primeiro membro

serao iguais a alguns termos do segundo membro da equagao, cancelando, obtemos:
n+1)?=12+2n+2n—-1)+2(n—2)+2-24+2- 1]+ (1 +1+1+---+1).
Observe que de 2n até 2 - 1, temos um total de n termos, sendo assim,
2In+(n—1)+ (n—2)+2+ 1] =25;.

Logo,
(n+1)>=1+28S, +n.

Assim, segue que
251 =(n—12—(n+1).

Portanto,
n(n+1)
S =——-"
2
[
Ja era de nosso conhecimento esta formula e agora vamos ver as expressoes para

a soma parcial com p = 2.

Proposicao 3.0.5 A soma dos n primeiros nimeros quadrados, Sy = 12 +22 432+
9 ;. n-(n+1)(2n+1)
<o+ n” €igual a S = 5 .

Prova: Apliquemos agora o mesmo procedimento usado anteriormente para calcular

a soma dos quadrados os primeiros n inteiros positivos, ou seja, queremos determinar

So=1"+224+3"+--- +n’
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Para isso, usaremos

(n+1°=n"+3n"+3n+ 1

Substituindo sucessivamente n por n — 1, depois por n — 2 até chegarmos em 1.

Como resultado teremos uma série de igualdades, como podemos observar abaixo.

(

(n+1P2=n*+3n*+3n+1
n=Mm-134+3n-1>%+3n-1)+1
n—1P=m-22+3n—-22+3n-2)+1

2 =134+3124+3-1+1.

\

Somando todas estas igualdades como no caso anterior, também podemos rea-
lizar simplificacoes, eliminando todos os termos do primeiro membro da equagao,
sobrando apenas um ntimero ctibico (n+1)% e 1% como sendo o tnico termo elevado
ao cubo no segundo membro da equagao, além, ¢ claro, de sobrar os outros termos,

que podemos notar abaixo.

(n+1)* = =1*+3[n°+(n—1)*+ - - +22+ 1?]+3[n+(n—1)+ - -+2+1]+(1+1+- - -+1).

Substituindo
Sy=n+(n—1>+-- +27 412
e
Si=n+n—1) 4 +2+1+ (1 +1+---+1),
temos,
(n+1):1+352+351+n.
Como ( 0
n-(n-+

.

entao
n-(n+1)

3% =(n+1)>-3- —(n+1).

2
Colocando (n + 1) em evidéncia
2n +1

352=(n+1)[(n+1)2—3-g—1]:n-(n+1)- —

Portanto, a formula da soma dos n primeiros quadrados é:

_n(n+1)2n+1)
Sy = G :

31



Volume de uma Piramide CAPITULO 3

De maneira, analoga podemos encontrar Ss, Sy, Ss, .. ..

Agora, vejamos como obter as férmulas referidas no inicio do capitulo.

3.1 Volume de uma Piramide

Proposicao 3.1.1 O volume de uma piramide € igual a % do volume de um prisma
de mesma base e altura, ou seja, V = %Ab - H, onde Ay, e H denotam a drea da

base e altura da pirdmide, respectivamente.

Prova: Dada uma piramide ABC' DV de area da base igual a A, e altura H.

v

Figura 3.1: Piramide

Dividindo a altura da piramide em n faces paralelas a base, teremos n— 1 troncos
de piramides. Os volumes desses troncos nao sao iguais aos volumes dos prismas de

mesma base e mesma altura, como ilustra a Figura

P

y

Figura 3.2: Tronco da piramide e prisma de mesma base e mesma altura

Contudo, para n suficientemente grande, os volumes sao bem proximos. Va-
mos considerar esses troncos como sendo prismas de mesma base para simplificar o
calculo. Seja k£ um nimero inteiro positivo, em que k representa a quantidade de
troncos acima do tronco de base A, da piramide de altura hi, como podemos ver
na Figura E Dai, temos que o volume de V, = A, - =. Considerando a piramide

de base Ay, temos que A} estd para Ay, assim como (hk) esta para H2.
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Como

A 2 (k2N
A, H2 \ H ’

2
A=A, <E) ,
n

assim, o volume do k-ésimo prisma, que representaremos por Py, é

entao

H
VPk - A‘k )
n
ou seja,
K H
Vp, =A;- 2
logo
]{72
Vp, =Ay-H- 5

Quando somarmos todos os volumes dos prismas de mesmas areas bases Ay e de

mesmas alturas, teremos
n
V = E Vp,,
k=1

que por sua vez é

V:ZAb.PLE.
k=1

Dai temos
A, H <&
V=2 E k2.

n3
k=1

Da Proposicao 3.0.5, temos que

;”;k2: <n-(n+1)6-(2n+1)>‘

Sendo assim,

v_ (Ab~H)'(n-(n—|—1).(2n+1))‘

n3 6
Logo,
n? (1+l)~(2+1)
V A,-H _ n n
n3 6
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Simplificando, obtemos:

(1+l)-(2+l)
V=(A,-H)- ”6 "

Portanto, para n suficientemente grande, temos

A,-H
===

v

Concluimos, assim, que o volume da piramide é igual a % do volume de um

prisma de mesma base e mesma altura. [

3.2 Volume de um Cone

Proposicao 3.2.1 O wvolume de um cone € igual a 1/3 da drea da base por sua

altura.

Prova: Para demonstrar esta proposicao, usaremos a mesma ideia usada para cal-
cular o volume de uma piramide.

Dado um cone de raio da base igual a R e altura igual a H. Cortando o cone
em n capas paralelas a base, teremos dividido a altura H em n partes iguais, sendo

assim, teremos n — 1 trocos de um cone, como ilustra a Figura

Figura 3.3: Cone de altura H.

E fato que o volume de um tronco de um cone é diferente do volume de um
cilindro de mesma base e mesma altura. Porém, para n suficientemente grande, o
volume do tronco de um cone é muito préoximo do volume de um cilindro de mesma,

area da base e mesma altura, como ilustra a Figura [3.4]
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Figura 3.4: Cilindro e tronco de um cone de mesma altura.

H

Considere o cilindro de raio Ry e altura -, onde k representa a quantidade de

troncos acima do cone de base A. Sendo assim, o volume deste cilindro é dado por

H
VCk = WR% . E

H
Figura 3.5: Cilindro de altura —.
n

Como a razao entre os raios R e Ry, ¢ igual a razao entre as alturas H e hy, = k

temos,
H R
% -k Ry
ou seja,
k
Ry=R-—.
n
Dai temos que o volume do cilindro é
Rk H
Ve, =m n2 n’
ou seja,
k2
VCk = WRQH . —3
n

Somando todos os volumes dos cilindros, temos:

Ve=) Vg,
k=1
Logo
n ) k2
Ve =) nR°H- —
k=1

que podemos escrever na forma

n

Ve = miH : Zk2.

n3
k=1
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Sendo assim, obtemos

Ve — kz: (W%> . (n(n+ 1)6(2n+ 1)) |

Logo, para n suficientemente grande, obtemos

TR?- H

Vo = 5

Portanto, o volume de um cone de raio R e altura H é igual a 1/3 do volume de

um cilindro de mesmo raio e altura. ]

3.3 Volume de uma Esfera
AT R3

Proposicao 3.3.1 O volume de uma esfera de raio R € igual

Prova: Para demonstrar esta proposicao vamos considerar uma semiesfera e depois
vamos multiplicar o volume por dois para, assim, obter o volume desejado.

Dada uma semiesfera F de raio R, o qual vamos dividir em n partes iguais,
obtendo assim n capas de mesma altura. Essas capas tém volume muito proximos
do volume de um cilindro de raio r; e altura %, para n suficientemente grande. Dai,

o volume do cilindro ¢ Vj, = 77 - (£).
n

Figura 3.6: Semiesfera de raio R.

Como ilustra a Figura [3.6] sabemos que as alturas dos cilindros sao dadas por

2
ri = R* — (%k) ,

ou seja,

Logo, o volume de cada cilindro é dado por

2
VkZWR2(1—k—2>-
n
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ou seja,

Vk:ﬂR?’(l—k—z).

n nd

Somando todos os volumes dos cilindros obtemos o volume da semiesfera

n
VE = Z Vk7
k=1
Sendo assim, calculando o somatorio de todos os volumes dos prismas, obtemos
n
R k?
Vg = TR — - — ),
b ; <n n3>

ou seja,

o qual podemos escrever na forma

n n

1 1

Logo,

V, — 1R’ <§_ n(n+1)(2n+1))‘

n 6m3

Tomando n suficientemente grande, obtemos

3(1+ HYy24+ 1
VE:wRS(1—"( )l +”)>:7TR3(1—1).
6n3 3

Logo,

2
Vi = gwR?’.

Portanto, o volume de uma esfera é dada por

4
V = §7TR3.
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Capitulo 4

Algumas Aplicacoes do Principio de

Cavalieri

Neste capitulo, vamos trabalhar com o principio de Cavalieri. O principio de
Cavalieri ¢ uma ferramenta muito poderosa usada para nos auxiliar em céalculos
para encontrar as formulas que nos permite calcular areas e volumes de algumas
figuras, sem fazer uso do calculo infinitesimal. O Método dos Indivisiveis é apenas
uma versao da ideia anteriormente explorada por Democrito, Eudoxo, Arquimedes e
outros, que foi aperfeicoada por Cavalieri. A ideia é imaginar as areas e os volumes
como formados por intmeras fatias, tao pequenas que poderiam ser consideradas
indivisiveis, segundo Garbi ([8]). Sua motivagdo vem das tentativas de Kepler de
encontrar certas areas e volumes.

Uma ideia pratica do principio de Cavalieri é considerar uma resma de papel
arrumada na forma de paralelepipedo retangulo e, logo depois, deformar este para-
lelepipedo formando outra figura, com todas as cartas uma sobre as outras. Contudo,

o volume do conjunto de cartas continua o mesmo, como mostra a Figura [4.1

Figura 4.1: Resma de papel
Fonte: Lima ([11], p. 255)

E com essa ideia que vamos expor o principio de Cavalieri que diz:
1. Sejam F, e F, duas figuras planas, se qualquer reta secante secciona F; e Fs,
segundo segmentos de reta com medidas iguais, entao a area de F; é igual area de

F,, ou seja, Ap, = Ap,.
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Podemos observar na Figura que todos os segmentos seccionados por todas
as retas secantes & F; e F, possuem medidas iguais como DD' = AA', EE' = BB,
FF' = CC', entdo pelo primeiro principio de Cavalieri Ap, = Ap,.

l
Y

o B O
Figura 4.2: Figuras de areas iguais.

2. Sejam S; e S, dois solidos. Se qualquer plano horizontal secciona S; e So
segundo figuras planas com &areas iguais, entao o volume de S; e o volume de Ss sao
iguais, ou seja, Vg, = Vg,.

Nestes solidos a seguir, visualmente, percebemos que as se¢oes paralelas de S; e
So possuem a mesma area, sendo assim, o segundo principio afirma que possuem o

mesmo volume.

Si So

Figura 4.3: Solidos de mesmo volume

Agora faremos algumas aplicagoes deste principio.
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4.1 Volume de um Prisma

Vejamos uma forma simples de encontrar, usando o principio de Cavalieri, a

formula do volume de um prisma qualquer.

Proposicao 4.1.1 O volume de um prisma qualquer ¢ dado pelo produto da drea

da base por sua altura.

Prova: Dado um prisma de area da base A e altura h, considere um paralelepipedo
retangulo de mesma area da base e mesma altura que o prisma dado, os quais estao

apoiados em um mesmo plano «;.

A, A /
= ==

- QU
-u-.'ﬂ.. /
_=-="" A r A /
‘ - h

Figura 4.4: Paralelepipedo retangulo e um prisma de mesma &area da base.

Seja ay um plano paralelo a o que secciona o prisma e o paralelepipedo, for-
mando duas secoes de areas A1 e Ay em cada prisma. Como as areas das bases sao
iguais e suas sec¢oes sao congruentes as bases, entao as areas das se¢oes também sao
iguais, ou seja, Ay = A = A,. Logo, pelo principio de Cavalieri, o volume do prisma
é igual ao volume do paralelepipedo retangulo e, portanto, o volume do prisma é
dado por

V=A:h

4.2 Volume de uma Piramide

Proposicao 4.2.1 A razao entre as dreas da seccao transversal paralela a base e
da base de uma piramide de base triangular ¢ igual ao quadrado da razao de suas

distdncias ao vértice.

Prova: Dada uma piramide de base triangular ABC e vértice V, cuja altura seja
H, com A, B e C pertencentes ao plano a;. Agora, seja ap um plano paralelo a ayq,

que corta a piramide a uma distancia h de V', onde os pontos correspondentes a A,
Be Csao A, B' e C', como ilustra a Figura [4.5]
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Figura 4.5: Piramide.

Percebemos que ABV e A'B'V sio semelhantes.

Observe que AB || A'B’, pois AB e A’ B’ s30 segmentos que pertencem ao mesmo
plano e também a planos paralelos, sendo assim, os angulos correspondentes VAB
e VA'D sio congruentes (iguais), assim como VBAeVB'A. Como V éum vértice
comum aos dois tridngulos, entdo os triangulos ABV e A’B’'V sao semelhantes e

portanto,

VA VB AB

= = =k
VA VB  A'B ’

em que k é a constante de proporcionalidade.

Usando a mesma ideia para os tridngulos ACV e A’C'V, temos que

VA VC  AC

VA ve - ac -k

Concluimos assim, que:

AB BC  BC
3 Bo _Bo o F

Seja X um ponto de oy tal que XV = H, os tridngulos VXA e VX'A' sdo
triangulos retangulos, em que X’ € as N W, como na Figura . Seja L a altura
do triangulo ABC relativa a base BC, e seja [ a altura do triangulo A’B'C", relativa
a base B'C". Como os triangulos AXV e A’X'V sao semelhantes, pela Proposicio
2.4.3, obtemos que

I~ AB

L_AB %:kiL:lk,H:hk.
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Figura 4.6: Piramide de altura H.

A area de um triangulo ABC é dada por

BC - L
Aupc = 5
Como BC = B'C"-ke L =1-k, entao
B'C - k-l-k
Aspo=——FF—"—
2
Assim,
B'C -1 k?
Appo=——F—=k Aypo.

2

H
Como = k, entao

H 2
Aupe = <E> “Aypor

Aspe _ <g)2
Ao h

Corolario 4.2.1 A razao entre as dreas da sec¢ao transversal paralela a base, e da

Portanto,

base de uma pirdmide qualquer, € iqual ao quadrado da razao de suas distincias ao

vértice.
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Prova: Considere uma piramide tendo como base um poligono de n lados, p, =
A1 As. A, de area A vértice V e altura H. Tracando um plano paralelo & base
que corta a piramide P a uma distancia h do vértice V', formando assim uma nova

piramide de base p, = A1 Aj.. A, de area A’, como ilustra a Figura [1.7]

Figura 4.7: Piramides de qualquer.

Dai formamos n — 2 piramides de bases triangulares, da Proposigao 4.2.1,

obtemos

2
<£> _ Ay A Axa
H Aniaas Aayaga, Asa, 4,

Pelas propriedades das proporcoes temos

2
(ﬁ) Ay Auaga + o T A
H Agyaga, + Aayapa, + -+ Aaa,_a,

Portanto,

Proposicao 4.2.2 Piramides de mesma base triangular e mesma altura tém mesmo

volume.

Prova: Considere duas piramides de mesma base triangular ABC' e mesma altura

H, cujos vértices sao V' e V.
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A

JAZEEAND S

-j]
]

Figura 4.8: Piramides de mesma base triangular e mesma altura.

Tragando um plano paralelo & base, a uma distancia h de V' e V" obtemos duas

secoes A'B'C' e A”B"C"” de mesma area. Na Proposicao 4.2.1, vimos que

h 2
AAAIB/C/ = <E> 'AABC = AAA//B//C//_

Pelo principio de Cavalieri, concluimos que essas piramides tém o mesmo volume. m

Proposicao 4.2.3 O volume de uma pirdmide de base triangular € igual a um terco

do produto da drea da base pela altura.

Prova: O que faremos agora é mostrar que um prisma de base triangular pode ser
dividido em trés piramides de mesma area da base e mesma altura, ou seja, trés

piramides de mesmo volume.

A B

(_ T
Figura 4.9: Prisma de base triangular.

Dado um prisma de base triangular ABC e de vértices A, B, C, A, B' e (',
como ilustra a Figura [4.9, Deste prisma podemos formar 3 piramides. Cortando
o prisma nos vértices A’, B, C, formando duas piramides, sendo uma piramide de

base triangular ABC A’ e outra piramide de base quadrangular CBB'C'A’, o qual
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podemos tracar um plano passando pelos vértices C'BA’, dai obtemos outras duas
piramides CBC'A" e B'BC'A’, formando um total de trés piramides.

AJ AJ AJ

C.I' C.I'
Figura 4.10: Piramides de volumes iguais.

E facil ver que as trés piramides possuem o mesmo volume, pois CBC'A’ e
BB'C’'A" possuem a mesma &area da base, ja que C'BB'C’ é um paralelogramo e
sua diagonal BC” o divide em dois triangulos de mesma area, e também possuem a
mesma altura, ja que possuem um vértice comum. O mesmo vale para as piramides
ACA'B e A/CC'B, que possuem mesma, area da base e mesma altura, ja que possuem

vértice comum. Sabendo que
Vapcapc = Vepera + Vepeoa+ Vesper,

e que

Veperar = Vepeora = Veppoer,

logo,
1
Veporar = Vepiora = Veppo = 3 Vapcarpor-
Da Proposigcao 4.1.1 temos que o volume do prisma é igual ao produto da area
base pela altura. Portanto, o volume de uma piramide de base triangular é igual a

um terco do produto da area da base pela altura. [

Proposicao 4.2.4 O volume de qualquer piramide € igual a um terco do produto

da drea da base pela altura.

Prova: Considere P uma piramide, tendo como base um poligono de n lados,
pn = A1As.. A, vértice V e altura h.
Podemos formar, assim, n—2 piramides de base triangular, sendo assim o volume

da piramide P é dado por:

Va,a,45v + Vaasa,v + ...+ Vaa, ja,v=Vp.

45



Volume de um Cilindro CAPITULO 4

Figura 4.11: Poligono de base poligonal de n lados.

Como o volume de uma piramide de base triangular ¢ dado por

1
V= §AA1A1-,1A¢ - h,
com 7 > 2, entao,
1 1 1
3 Asaan, - R+ gAAA1A3A4 “h+ ...+ §AAA1An_1An -h=Vp
Ou seja,
1
3’ [Aaaiasas + Aaniaga, + o+ Aaaa, 4] h=Vp.
Sendo
Ap, = Anaasas T Aaasaga, + o+ Aanja, 4,
Portanto,
1
Vp = gApn -h

4.3 Volume de um Cilindro

Proposicao 4.3.1 O volume de um cilindro € igual ao produto da drea da base pela

altura.

Prova: Dados um cilindro e um prisma de mesma &rea da base A e mesma altura
H, ambos apoiados em um mesmo plano horizontal o. Suponha que outro plano

paralelo a « secciona os dois sélidos a uma altura h da base, dai teremos duas sec¢oes
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de areas A e A,, que pertencem respectivamente ao cilindro e ao prisma, entao
A, = A = A,. Logo, pelo principio de Cavalieri, temos que V ciingro = Vprisma-

Assim, da Proposicao 4.1.1, temos que o volume do prisma é dado por V.= A - h,

portanto V inaro = A - h. [ |
—
— A
] ——— —
T AT A — I~ Ao >
|
|l |7 N
I
Sl wi b Sl Wt

Figura 4.12: Prisma e cilindro de mesma area da base e mesma altura.

4.4 Volume de um Cone

Lema 4.4.1 A razio entre as dreas da seccao transversal paralela a base e da base

de um cone € igual ao quadrado da razao de suas distdncias ao vértice.

Prova: Dado um cone C de area da base A, raio R e altura H, e seja o um plano
paralelo a base do cone, formando um novo cone C’ de area da base Aq, raio r e

altura h, como ilustra a Figura 4.13|

u

)

Figura 4.13: Cone.

O triangulo formado pelo vértice, centro O do cone C' um ponto A qualquer
da circunferéncia da base do cone C, o triangulo formado pelo vértice do cone C’,
centro O do cone C’ e um ponto B, colinear ao vértice e o ponto A, formam dois

triangulos semelhantes, pela Proposicao 2.4.3, sendo assim, temos que:
h r
H R

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos

h2 7,2

e
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ou seja,

Portanto,

Proposicao 4.4.1 O volume de um cone € igual a um terco do produto da drea da

base pela altura.

Prova: Para mostrar a Proposi¢ao 4.4.1 vamos usar a mesma ideia da demons-
tracao anterior. Considere um cone e uma piramide de mesma &area da base A e
altura H, apoiados em um plano horizontal o. Suponha que um plano paralelo a «
secciona os dois sélidos a uma mesma distancia h de seus vértices, formando duas

secgoes de areas A; e Ay, como podemos visualizar na Figura [4.15

Figura 4.15: Piramide e cone de mesma area da base e mesma altura.

Do Corolario 4.2.1 e do Lema 4.4.1 temos que:
A, (W A,
A \H) A

O principio de Cavalieri nos garante que os dois s6lidos possuem o mesmo volume.

ou seja, A; = As.

Da Proposicao 4.2.4 temos que o volume da piramide é igual a um terco da area
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da base pela altura, ou seja,
1

V=-A-H
3
Portanto, o volume do cone ¢é igual a um terco do produto da area da base pela
altura, ou seja,

V=-A-H

4.5 Volume de uma Esfera

~ , , 4
Proposicao 4.5.1 O volume de uma esfera de raio r € igual a §7rr3.

Prova: Para encontrar o volume de uma esfera, primeiro vamos circunscrevé-la em
um cilindro equilatero (cilindro de altura igual ao diametro), como ilustra a Figura
4,16l

Figura 4.16: Cilindro equilatero circunscrita em uma esfera.

Seja K uma esfera de raio r e C o cilindro equilatero de altura 2r, circunscrito na
esfera K, e seja L o espaco entre C' e K, ou seja L = C'— K. Vimos como encontrar
Ve, que é

Ve =ar?-(2r)

em que 72 e 27 sao as areas da base e a altura do cilindro, respectivamente. Entao,
Vo = 2mrs.

Portanto, se podemos encontrar L, podemos calcular Vg, pois Vg = Vo — V.
No célculo V, vamos usar o principio de Cavalieri, da mesma forma como nas
duas ultimas secoes, ou seja, veremos um soélido, cujo volume sabemos, que tem as
mesmas areas horizontais que L.
As areas das secOes horizontais iguais as de L sao faceis de calcular, basta para

isso tracar um plano paralelo as bases a uma distancia k do centro da esfera K,
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Figura 4.17: Solido L & esquerda e solido L' & direita.

como ilustra a Figura [4.17] Sendo o raio do circulo maior r, que é o raio da esfera,
e s o raio do circulo menor, temos, usando o Teorema de Pitagoras, s = /12 — k2.
Portanto, a area de seccao horizontal de L, que vamos representar por Sy, que

estd a uma altura k é:

2 2
S =mre —ms®,

logo,
Skzw(r2—52),
dai temos
Se =1 (12— (1 — k).
Portanto,

Sk = 7Tl€2.

Agora, considere o solido L' como sendo dois cones tendo como bases as bases
do cilindro equilatero de raio r e altura 2r, como ilustra a Figura [4.171 A seccao
horizontal de L, a altura k, é um disco de raio k. Por conseguinte, a area do disco,
que representamos por Ay, é dada por A, = mk?, entdo A, = S; ou seja, Vi = V.

Logo, pela Proposicao 4.4.1, temos que
1
VL’ =2- 577'7’3.

sendo assim,
VK = VC’ - VL7

dai temos,

1
Vi =2 —2. §7T7“3.
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Portanto A
VK = §7T7”3.
]
Podemos também calcular dreas de algumas figuras planas como, por exemplo,

a area de uma elipse usando o principio de Cavalieri.

4.6 Area de uma Elipse

Uma aplicacao do principio de Cavalieri na geometria é encontrada em Garbi
(I8]) e em Natanson ([15]) para calcular a area de uma Elipse. A ideia de elipse é

de uma circunferéncia comprimida, porém, vejamos a definigao segundo Tezzi ([9]).

Definicao 4.6.1 Fizados dois pontos Iy e Fy de um plano «, tal que a distdincia
entre Iy e Fy € uma constante igual a 2¢, com ¢ > 0, chama-se elipse o conjunto
dos pontos P de a cuja soma das distincias PFy, e PF, € igual a constante 2a, com

2a > 2c.

A Figura representa uma elipse.

By
Figura 4.18: Elipse
Proposicao 4.6.1 A drea de uma elipse de eizos iguais a 2a e 2b, com a > b, €
wgual a wab.

Prova: Chamaremos de area da elipse a area da regiao delimitada pala elipse. Con-

A1 Ay
sidere uma elipse com semi-eixo maior igual a a = e semi-eixo menor igual a
B1B2 ~ . . N . . . ~ , 2 2 2
b= , concéntrica com uma circunferéncia de raio, cuja equacao é z°+y° = a
72 2
e a equagao da elipse ¢ — + = 1, como podemos ver na Figura |4.19|
a
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Y1

Figura 4.19: Elipse e circunferéncia concéntricas

Para todo valor de x, com 0 < x < a, temos ainda que o y da circunferéncia que

representaremos por y. é expresso por:

Ye = Va* — 2.

Agora, para y da elipse, que representaremos por y., com 0 < x < a, sabendo

que

dai, temos

Logo, obtemos

a2b2 - b2x2
b=\ T
ou seja,
b
Yo = — -V a? — x2.
a
Ainda na Figura [£.19] é facil ver que
a Yo
by
Ou seja,
b
Ye = —Ye-
a

Como a area da elipse é igual a soma de todos dos segmentos y. e a area do circulo

é igual & soma de todos os 1., entdao, como a area do circulo é igual a A, = 7a?, pelo
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principio de Cavalieri, temos que A, = amﬁ, ou seja,

A(e) = mab.
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