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Resumo

A presente pesquisa tem como objetivo demonstrar, de forma elementar, que os po-
ligonos regulares maximizam e minimizam, respectivamente, as areas dos poligonos
inscritos e circunscritos em uma circunferéncia. Os poligonos regulares, presentes em
diversos contextos do cotidiano e estudados desde as séries iniciais, desempenham um
papel crucial na geometria, seja por seu extenso histérico ou pela exclusividade de
aspectos que fundamentam féormulas e conceitos de grande relevancia. O estudo apre-
senta dois teoremas centrais. Reformulado a partir de uma proposicao existente, o
primeiro teorema afirma que, entre todos os poligonos inscritos em uma circunferéncia
com a mesma quantidade de lados, os regulares sao os de maior area. J& o segundo
teorema, inicialmente formulado como conjectura, declara que, entre todos os poligo-
nos circunscritos a uma circunferéncia com a mesma quantidade de lados, os regulares
sdo os de menor area. E relevante destacar que o primeiro teorema esta presente de
maneira parcial na 1? edigao do livro Fundamentos de Calculo do matematico Antonio
Caminha, o que ja indica o elevado nivel da demonstracao, e também de forma parcial
em um artigo desenvolvido por quatro alunos japoneses do ensino médio, publicado
em 2023 na revista Parabola. Embora a demonstracao seja correta, precisa e aceita na
comunidade matematica, ela utiliza diversos artificios para alcancar o resultado final,
0 que a torna menos elementar em alguns pontos e eleva o nivel de complexidade. Por
outro lado, o segundo teorema, relacionado aos poligonos circunscritos, nao foi encon-
trado na literatura existente. Isso reforca a originalidade desta pesquisa, que desenvolve
demonstragoes utilizando um novo artificio metodolégico. Esse método torna as de-
monstragoes mais acessiveis, mantendo-se dentro do nivel de compreensao proposto,
permitindo que estudantes do ensino basico compreendam e apliquem esses conceitos
em problemas matematicos e no cotidiano. A pesquisa demonstra de maneira clara
e didatica que os poligonos regulares possuem propriedades tinicas que maximizam e
minimizam areas em contextos especificos de circunferéncias. Ao reformular e simplifi-
car a abordagem de demonstragoes complexas, este trabalho possibilita que estudantes
dos anos finais da Educacao Basica acessem conceitos fundamentais da geometria e
desenvolvam habilidades para aplicé-los tanto na resolucao de problemas académicos
quanto na vida cotidiana. A contribuigao desta pesquisa esta em tornar o conhecimento
matemaéatico mais acessivel, sem perder o rigor tedrico, facilitando o aprendizado e a
valorizagao dos conceitos geométricos na formagao educacional.

Palavras-chave: Inscritos em uma circunferéncia, maior area, circunscritos a uma

circunferéncia, menor area, teorema.



Abstract

The present research aims to demonstrate, in an elementary manner, that regular
polygons respectively maximize and minimize the areas of polygons inscribed in and
circumscribed around a circle. Regular polygons, present in various everyday con-
texts and studied since the early grades, play a crucial role in geometry, either due to
their extensive historical background or the uniqueness of the properties that underpin
formulas and concepts of great relevance. The study presents two central theorems.
Reformulated from an existing proposition, the first theorem states that, among all
polygons inscribed in a circle with the same number of sides, the regular ones have the
largest area. The second theorem, initially formulated as a conjecture, declares that,
among all polygons circumscribed around a circle with the same number of sides, the
regular ones have the smallest area. It is important to highlight that the first theorem
appears partially in the first edition of the book Fundamentos de Célculo by mathema-
tician Antonio Caminha, which indicates the high level of the demonstration, and also
partially in an article developed by four Japanese high school students, published in
2023 in the journal Parabola. Although the demonstration is correct, precise, and ac-
cepted by the mathematical community, it uses various techniques to achieve the final
result, making it less elementary in some aspects and increasing its level of complexity.
On the other hand, the second theorem, related to circumscribed polygons, was not
found in the existing literature. This underscores the originality of this research, which
develops demonstrations using a new methodological approach. This method makes
the demonstrations more accessible, staying within the proposed level of understanding,
allowing basic education students to grasp and apply these concepts in mathematical
problems and everyday situations. The research clearly and didactically demonstrates
that regular polygons possess unique properties that maximize and minimize areas in
specific circle contexts. By reformulating and simplifying the approach to complex de-
monstrations, this work enables students in the final years of basic education to access
fundamental geometric concepts and develop skills to apply them in both academic
problem-solving and daily life. The contribution of this research lies in making mathe-
matical knowledge more accessible, without losing theoretical rigor, thus facilitating
the learning and appreciation of geometric concepts in educational development.

Keywords: Inscribed in a circle, larger area, circumscribed around a circle, smaller

area, theorem.
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1 INTRODUCAO

Desde as séries iniciais, ensina-se aos alunos conceitos e defini¢oes sobre poli-
gonos. Conhecer profundamente as propriedades dessas figuras é uma preocupacao
desde a antiguidade, pois quanto mais entendemos, melhor podemos manipulé-las, o
que favorece suas aplicagoes no cotidiano. Eves (2011, p. 80) afirma que "Em 1936
desenterrou-se em Susa, a cerca de 200 milhas da Babilénia, um grupo de tabulas
dos Antigos Babilonios. Uma delas compara as areas e os quadrados dos lados dos
poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 e 7 lados".

Entre os poligonos, os regulares se destacam por algumas propriedades especi-
ficas, como serem equilateros, equidngulos, inscritiveis e circunscritiveis a uma circun-
feréncia. Arquimedes, no século III antes da era crista, fez uso de poligonos regulares
inscritos e circunscritos para determinar o valor aproximado de 7, usando o que hoje
conhecemos como método da exaustao.

Para fazer isso, Arquimedes, inicialmente, inscreveu e circunscreveu
hexagonos regulares em uma circunferéncia de circulo de raio 1. Em
seguida, ele duplicou sucessivamente seus nimeros de lados. Assim,
ele inscreveu os poligonos regulares com 3 x 2"~ ! lados, cujos semi-
perimetros sdo b, e circunscreveu poligonos regulares com 3 x 2771,
cujos semiperimetros sdo a,. As sequéncias b, e a, sdo respectiva-

mente decrescentes e crescentes e temos que b, < 27 < a,. (Roque;
Pitombeira, 2012, p. 117 )

Analisando tal demonstracao & luz da razao, surgiu duas pergunta que daria
inicio a esta pesquisa: dos poligonos inscritos em uma circunferéncia, seriam os regula-
res os de maior adrea? E, entre os circunscritos, os regulares seriam os de menor area?
Realizamos estudos bibliograficos com o intuito de obter a maior quantidade possivel
de informagoes sobre o nosso objeto de estudo. No livro Fundamentos de Célculo, no
capitulo 3, intitulado Limite e Derivada, Caminha (2015 p. 188) nos faz refletir sobre
o seguinte exemplo: “Seja ' um semicirculo de raio R e diametro AgA;. Para cada

inteiro n > 2, mostre que existe um n-agono AgA; A, ... A, satisfazendo as seguintes
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condigoes: (a) Ay... A1 €. (b) A area de AgA1A45...A,_1 & a maior possivel”. A
solucao apresentada no livro tem sua beleza, entretanto, envolve um nivel de conhe-
cimento elevado. J& no site Mathematics, com o titulo “area maxima de um poligono
ciclico quando é um poligono regular” (traducao livre) [4], encontramos um enunciado
ainda mais semelhante ao nosso objeto de estudo. A demonstragao, assim como no
exemplo acima, envolve a desigualdade de Jensen, cuja prova, além de outros assuntos,
exige a nocao de derivada segunda, contetido abordado a partir da graduagao em cursos
que envolvem o estudo de Calculo.

Durante os nossos estudos, nos deparamos com artigo da revista Parabola in-
titulado “Uma prova elementar de que o poligono regular é o maior entre poligonos
inscritos em um circulo” 5], desenvolvido por quatro alunos japoneses do ensino mé-
dio. Esse artigo se relaciona com o nosso objeto de estudo. Entretanto, apesar de
ser uma demonstracao correta, precisa e aceita na comunidade matematica, ela utiliza
muitos artificios para chegar ao resultado final, o que a torna menos elementar em
alguns pontos e eleva o nivel da demonstracao.

Diante do exposto, em relacao aos poligonos inscritos, observou-se a necessi-
dade de elaborar uma demonstracao que envolvesse elementos mais simples, os quais
pudessem ser compreendidos por alunos do ensino médio sem muito esforgo. Quanto
aos poligonos circunscritos, como nada a respeito foi encontrado, buscamos provar a
nossa conjectura de que os regulares sao os de menor area, procurando sempre utili-
zar conteido do nivel médio na esperanga de contribuir com a capacitacao de alunos
dos anos finais da educacao basica. Com o objetivo principal de consolidar ou mesmo
ampliar o leque de conhecimentos que o aluno ja deve possuir antes de se aventurar
pelas paginas que compoe a se¢ao 4 desta obra, estruturamos a dissertagao da seguinte
maneira: apos esta introducao, que consideramos como o primeira se¢ao, seguimos com
o referencial teorico, dividido em dois eixos principais.

O primeiro eixo, intitulado ‘“Poligonos e Circunferéncia”, é abordado no capitulo

dois. Nessa secao, exploramos essas duas figuras geométricas planas, iniciamos com os
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poligonos, abordando defini¢ao, elementos e classificacao. Em seguida, discutimos os
tridngulos, tratando de sua classificacao, semelhanca, congruéncia, teorema de Pitago-
ras, formula da area e defini¢coes de algumas cevianas. Ainda na sec¢ao dois, abordamos
a circunferéncia, com foco no angulo central, na corda e em alguns teoremas, finalizando
com a demonstracao da inscri¢ao e circunscricao de um poligono regular qualquer.

Na secao trés, que aborda o segundo eixo do referencial tedrico, tratamos da
trigonometria. Inicialmente, relembramos o ciclo trigonométrico e definimos seno, cos-
seno e tangente de um angulo no ciclo. Em seguida, discutimos a tangente como a
razao entre o seno e o cosseno e determinamos a relacao fundamental da trigonome-
tria. Mostramos também a relagao entre o triangulo retangulo e o seno, o cosseno e
a tangente de seus angulos agudos. Depois, explicamos como realizar a reducao ao
primeiro quadrante e determinamos a expressao que fornece a area de um triangulo
em funcao do seno. Prosseguimos explorando as leis dos senos e dos cossenos. Pos-
teriormente, determinamos o seno, o cosseno e a tangente da soma e da diferenca de
dois arcos. Continuamos com as féormulas de prostaférese e, por fim, desenvolvemos as
formulas para o arco metade.

Na secao quatro, iniciamos mostrando que, para poligonos inscritos em uma
circunferéncia cujo ntimero de lados é uma poténcia de dois, os regulares sao os de
maior area. Em seguida, generalizamos a proposi¢ao para poligonos de n lados. Logo
ap6s, demonstramos que, quanto maior o nimero de lados de um poligono regular,
maior sera sua area. Na subsec@o seguinte, provamos o primeiro teorema. Esse afirma
que, entre todos os poligonos inscritos em uma circunferéncia, com o mesmo nimero de
lados, os regulares sao os de maior adrea. Prosseguimos, entao, tratando dos poligonos
circunscritos. Mostramos que, entre esses, se o nimero de lados for uma poténcia de
dois, os regulares sao os de menor area, generalizando o caso logo em seguida. Na
sequéncia, provamos que, quanto maior o nuimero de lados de um poligono regular
circunscrito a uma circunferéncia, menor sera sua area. Com base nas duas ultimas

proposicoes, provamos o segundo teorema. Esse afirma que, entre todos os poligonos
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circunscritos a uma circunferéncia, com a mesma quantidade de lados, os regulares
sao os de menor area. Por fim, é feito uma breve ralagao entre a caracterizagao dos
poligonos e a BNCC.

Por conseguinte, este trabalho busca apresentar uma demonstracao, utilizando
uma abordagem acessivel aos alunos dos anos finais da Educacao Basica, de que os
poligonos regulares maximizam e minimizam, respectivamente, as areas dos poligonos
inscritos e circunscritos em uma circunferéncia. Ao reformular e simplificar a aborda-
gem de demonstragoes complexas, a pesquisa possibilita que estudantes dos anos finais
da Educacao Basica acessem conceitos fundamentais da geometria e desenvolvam ha-
bilidades para aplica-los tanto na resolucao de problemas académicos quanto na vida
cotidiana. A contribuicao desta pesquisa estd em tornar o conhecimento matemético
mais acessivel, sem perder o rigor tedrico, facilitando o aprendizado e a valorizagao dos

conceitos geométricos na formagao educacional.
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2 REFERENCIAL TEORICO: POLIGONOS E CIRCUNFE-
RENCIA

Neste capitulo, explora-se os elementos, definicoes e proposicoes referentes aos
poligonos e as circunferéncias, figuras geométricas que se destacam nos capitulos subse-
quentes e sao essencial no desenvolvimento de diversas féormulas e conceitos utilizados

em demonstragoes posteriores. Para uma leitura aprofundada, recomenda-se [6] e [7].

2.1 Definicao de poligonos

Definicao 2.1. Poligono é uma figura geométrica plana formada por uma sequéncia
fechada de segmentos de reta, chamados de lados, que se conectam em pontos denomi-

nados vértices.

Na Figura temos exemplos de alguns poligonos.

Figura 2.1: Exemplos de poligonos

A

&

'\ ( ’ o ;\//\ Z \

Fonte: Proprio autor

2.2 Elementos de um poligono

Os elementos de um poligono sdo as partes fundamentais que o compoem. A

seguir, apresentamos os principais componentes de um poligono:

e Lado: segmento de reta que une dois vértices adjacentes e delimita o poligono;

Vértice: encontro entre dois segmentos de reta consecutivos de um poligono;

Diagonal: segmento de reta que une dois vértices quaisquer nao adjacentes;

Angulo interno: abertua no interior da figura entre dois lados adjacentes;

Angulo externo: abertura formada por um lado e o prolongamento do lado

adjacente a este no lado externo da figura.
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A Figura mostra os principais elementos de um poligono, em que:

Figura 2.2: Elementos de um poligono

G

Fonte: Proprio autor

e os segmentos AB, BC, CD, DE e EA sao os lados;

e os pontos A, B, C, D e F sao os vértices;

e os segmentos AC, AD, BD, BE e C'E sao as diagonais;

e as aberturas /ZFAB, Z/ABC, /BCD, /CDE e Z/DFEA, sao os dngulos internos;

e os segmentos BE, CG, DH, EI e AJ sao, respectivamente, prolongamentos dos

lados AB, BC, CD, DFE e FA,

e as aberturas Z/JAB, /FBC, /GCD, /ZHDE e /IEA, sao os angulos externos.

2.3 Classificacao dos poligonos

Podemos classificar um poligono em regular ou irregular, de acordo com as

medidas dos lados e angulos, ou em concavo e convexo, de acordo com as diagonais.

e Poligono regular ¢ aquele cujos lados tém a mesma medida e os angulos internos

sao congruentes entre si.

e Poligono irregular ¢ todo poligono que tem pelo menos um lado e/ou um angulo

com medida diferente dos demais.
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e Poligono convexo ¢ aquele em que toda diagonal esta no interior desse. Pode-
mos definir também como sendo poligonos que possuem todos os angulos internos

menores que 180°.

e Poligono concavo é todo poligono em que pelo menos uma das diagonais passa
pela regiao externa da figura. Podemos definir também como sendo poligonos

que possuem pelo menos um dos angulos internos maior que 180°.

Classificando os poligonos da Figura temos que: I é regular e convexo;ll é
irregular e concavo; III é irregular e convexo; IV é regular e convexo. Vale destacar

que todo poligono regular é convexo.

Figura 2.3: Poligonos numerados

b,

Fonte: Proprio autor

Alguns poligonos possuem nomes especificos conforme o niamero de lados (Qua-
dro2.1)). E importante destacar que, em qualquer poligono, o ntimero de lados é igual
ao nimero de vértices, angulos internos e angulos externos.

Quadro 2.1: Nome dos poligonos

Ntmero de lados | Nome do poligono

3 Triangulo

4 Quadrilatero
) Pentagono

6 Hexagono

7 Heptéagono

8 Octbégono

9 Eneagono
10 Decégono
11 Undecagono
12 Dodecégono
15 Pentadecagono
20 [cosagono

Fonte: Elaborado pelo préprio autor
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2.4 Tridngulos

O triangulo é uma figura geométrica fundamental, destacando-se por ser o poli-
gono com o menor nimero possivel de lados e por sua forma convexa. Sua simplicidade
estrutural o torna tinico, sendo que qualquer poligono pode ser decomposto em triangu-
los, o que sublinha sua importancia central na geometria plana. Essas caracteristicas,
entre muitas outras, conferem ao tridngulo um papel essencial no estudo das formas
e propriedades geométricas. Nesta secao, exploraremos suas principais propriedades e

teoremas, evidenciando sua relevancia na geometria.

2.4.1 CLASSIFICACAO DOS TRIANGULOS

Os triangulos podem ser classificados de acordo com as medidas dos lados (Qua-

dro e dos angulos (Quadro [2.3).

Quadro 2.2: Classificagao dos tridngulos quanto aos lados

Triangulo equilatero Triangulo isosceles Triangulo escaleno

A D

G

C B F E I H

Todos os lados sao iguais | Possui dois lados iguais | Todos os lados sao diferentes

Fonte: Elaborado pelo proprio autor

Ao observar o Quadro é possivel perceber a relacao entre os lados e os an-
gulos de um tridngulo. O tridngulo equilatero possui trés lados de medidas iguais
e, consequentemente, trés angulos internos congruentes. O tridngulo isosceles apre-
senta dois lados de mesma medida, e, por essa razao, os angulos opostos a esses lados
sao igualmente congruentes. J& o tridngulo escaleno tem os trés lados de medidas

distintas, o que resulta em trés angulos internos de diferentes medidas.
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No Quadro [2.3| destaca-se outra forma de classificacao dos triangulos.

Quadro 2.3: Classificagdo dos tridngulos quanto aos dngulos

Triangulo retangulo Triangulo obtusangulo Triangulo acutangulo
A G
D
90°
C B F E I H
Possui um angulo reto | Possui um angulo obtuso | Os trés angulos sao agudos

Fonte: Elaborado pelo proprio autor

Observagao: Angulo reto ¢ aquele cuja medida ¢ igual a 90°. Angulo obtuso possui

medida entre 90° e 180° e angulo agudo tem medida entre 0° e 90°.

2.4.2 SEMELHANCA ENTRE TRIANGULOS

Dois triangulos sao semelhantes quando tém os angulos correspondentes con-
gruentes e os lados homologos proporcionais. Assim, dois tridngulos sao semelhantes
se satisfazem qualquer um dos trés casos a seguir:

19 caso (AA — Angulo, Angulo): dois angulos de um triangulo sao congruentes a dois
angulos do outro triangulo.

Os triangulos ABC e A’B'C" (Figura sao semelhantes, o que expressamos
em notagao como AABC ~ NA'B'C’.

Figura 2.4: Triangulos semelhantes (caso AA)
A
B

b

AN :

cC B C B'

Fonte: Proprio autor
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29 caso (LLL - Lado, Lado, Lado): se os comprimentos dos trés lados de um triangulo
forem proporcionais aos comprimentos dos trés lados correspondentes do outro trian-
gulo.

Na Figura temos que ADEF ~ AD'E'F’ e a razao de semelhanca é k, em
que keR e k>0.

Figura 2.5: Tridngulos semelhantes (caso LLL)

Dl

F ¥ E F vk E'

Fonte: Proprio autor

3? caso (LAL — Lado, Angulo, Lado): se dois lados de um tridngulo forem proporcio-
nais aos dois lados correspondentes de outro triangulo, e os &ngulos formados por esses
lados forem congruentes.

Assim, os triangulos GHI e G'H'I’ da Figura [2.6 sao semelhantes.

Figura 2.6: Tridngulos semelhantes (caso LAL)

G )
[
G e vk
x l'I o b Ilu'l
I|l|l |III
‘ ’ .- -
I H I H

Fonte: Proprio autor

2.4.3 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Dois triangulos sao congruentes se, e somente se, todos os seus lados e angulos

correspondentes forem congruentes.
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Existem certos casos que permitem identificar a congruéncia entre dois tridngu-
los sem a necessidade de conhecer todas as suas medidas, simplificando o processo de
verificagao.

Assim, dois triangulos sao congruentes se satisfazem um dos cinco casos:

12 caso (LLL — Lado, Lado, Lado): os trés lados de um triangulo sdo respectivamente
iguais aos trés lados do outro triangulo.

Os triangulos da Figura sao congruentes, em simbolo AABC = NA'B'C’,

pois AB = A'B', BC = B'C" e AC = A'C".
Figura 2.7: Tridngulos congruentes (caso LLL)

A

O o
[
oo

Fonte: Proprio autor

29 caso (LAL — Lado, Angulo, Lado) dois lados de um triangulo e o angulo por eles
delimitado sao congruentes a dois lados de um outro triangulo, bem como o dngulo por

estes delimitado.

Na Figura [2.8] temos ADEF = AD'E'F', j& que DE = D'E’, DF = D'F’ ¢
/FDE = /F'D'E".
Figura 2.8: Tridngulos congruentes (caso LAL)

=

Fonte: Proprio autor
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32 caso (ALA — Angulo, Lado, Angulo): dois angulos de um triangulo for igual a dois
angulos do outro triangulo e, além disso, o lado compreendido entre esses angulos
tiverem as mesmas medidas nos dois triangulos.

Os triangulos da Figura [2.9|sdo congruentes, pois ZHIG = ZH'I'G', ZIGH =

/I'G'H e GI = G'T.

Figura 2.9: Tridngulos congruentes (caso ALA)

G
B~
Z\H/H BN o
¥
I

Fonte: Proprio autor

4° caso (LAAo — Lado, Angulo, Angulo oposto): se dois angulos e o lado oposto a um
desses angulos forem congruentes, respectivamente, a dois angulos e ao lado oposto ao
angulo de mesma medida do outro triangulo, entao os triangulos sao congruentes.

Analisando a Figura [2.10, vemos que /KLJ = /K'L'J’, /ZLJK = /L' J'K' e
KL = K'L'. Além disso, os lados KL e K'L’ sdo opostos a angulos de mesma medida,
portanto, AJKL = AJ'K'L'.

Figura 2.10: Tridngulos congruentes (caso LAAo)

L |
x | A
K E \ \1 K
x

\
\
\
\\\ @ ; "é/
L

Fonte: Proprio autor
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59 caso (CH — Cateto, hipotenusa): Se a hipotenusa e um dos catetos de um triangulo
retangulo sao, respectivamente, iguais a hipotenusa e um dos catetos de outro triangulo

retangulo.

Nos triangulos retangulos (Figura 2.11), como MN = M'N’" e NO = N'(',
entao AMNO = AM'N'O’.
Figura 2.11: TriAngulos congruentes (caso CH)

M {:I)' IJJ N1

0 b M

Fonte: Proprio autor

2.4.4 O TEOREMA DE PITAGORAS

Proposicao 2.1. Em qualquer tridngulo retdngulo o quadrado da medida da hipotenusa

€ igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Demonstragdao. Considere o triangulo retangulo ABC com lados AC = a, BC =b e
AB = ¢, em que ZBCA = 90°. Seja H o pé da perpendicular tracada de C' ao lado ¢,
e sejam m e n as projecoes ortogonais de a e b em relagao ao lado ¢, conforme a Figura
Note que, ao tracarmos o segmento C'H, obtemos os triangulos AHC e CHB,
com ACHB ~ AABC e ANAHC ~ ANABC'. Assim,

Figura 2.12: Tridngulo retangulo

Fonte: Proprio autor
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I) Da semelhanga ACHB ~ AABC que:

ol
b

n
=—=a4 =cCc'n

Sl
I
3
¥

II) Da semelhanca AAHC ~ AABC que:

:%:>b2:c~m

wl Q
SIS
I
24
¥
(SRR~

Agora, somamos os resultados obtidos em I e II: a® +b%> = c-n+c-m = a®+b* =

c(n +m). Sabemos que m + n = ¢, portanto, a® + b* = ¢*. O

2.4.5 SOMA DOS ANGULOS INTERNOS

Proposigao 2.2. A soma dos dangulos internos de um tridngulo é 180°.

Demonstragcao. Considere um triangulo ABC' cujos angulos internos sao «, 3 e . Pelo
ponto A, tracamos uma reta r paralela ao lado BC e denotamos por 6 e ¢ os angulos

adjacentes a a, conforme a Figura[2.13] Assim, no vértice A, temos: ¢+ 60+ o = 180°.

Figura 2.13: Relagao entre o tridngulo e o angulo de 180°

A r

Fonte: Proprio autor

Por outro lado, ao tragarmos os segmentos BB’ e C'C" perpendiculares a reta 7,

e AA’ perpendicular & BC conforme a Figura [2.14] obtemos que AACC’ = NAA'C

pelo critério de congruéncia CH, uma vez que AC’" = A'C' e AC ¢é a hipotenusa de

ambos os tridngulos. Além disso, AABA" = AAB'B também pelo critério CH, pois

AB' = A'B e AB é a hipotenusa de ambos os tridangulos. Dai, segue que § = e o = 7.
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Figura 2.14: Soma dos angulos internos de um tridngulo

C A B .
. (p e -
o
c Al B

Fonte: Proprio autor

Portanto, 0 + ¢ + a = v+ 8 + a = 180°, o que prova que a soma dos angulos

internos de qualquer triangulo é 180°. O

246 ALGUMAS CEVIANAS

Definicao 2.2. A mediana € o segmento que une um vértice de um tridngulo ao ponto
médio do lado oposto. As trés medianas tém um ponto em comum, conhecido como

baricentro do triangulo, geralmente representado pela letra G.

Definicao 2.3. A altura de um tridngulo € o segmento perpendicular a reta que contém
um dos lados do tridngulo e que passa por um dos vértices. As trés alturas tém um
ponto em comum, conhecido como ortocentro do tridngulo, geralmente representado

pela letra O.

Definicao 2.4. Bissetriz interna € o segmento que divide um dngulo interno de um
tridngulo ao meio. As trés bissetrizes tém um ponto em comum, denominado incentro,
que geralmente € representado pela letra 1. Veremos mais adiante que I € o centro da

circunferéncia inscrita no tridngulo.

Definicao 2.5. O segmento perpendicular ao lado de um tridngulo, que passa pelo
ponto médio desse lado, é denominado mediatriz. As trés mediatrizes de um tridngulo

tém um ponto em comum, chamado circuncentro, que também pode ser representado
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pela letra O. Veremos mais adiante que o circuncentro € o centro da circunferéncia

circunscrita ao tridngulo.

Proposicao 2.3. A altura de um tridngulo € o menor segmento que liga um vértice a

reta que contém o lado oposto desse tridngulo.

Demonstragdo. Considere o triangulo ABC de base BC e r a reta suporte de BC.
Tracamos a altura AH e tomamos um ponto N qualquer em r, diferente de H. Em

seguida, tracamos o segmento AN obtendo o triangulo retangulo AHN (Figura [2.15)).

Figura 2.15: Distancia entre vértice e lado oposto de um tridngulo

Fonte: Proprio autor

Pelo Teorema de Pitagoras, temos que AN’ = AH + HNQ, ou seja, AN’ —
AH = HN’. Como H % N, temos N’ > 0, entao AN’ — A > 0, ou seja,
MQ > ﬁ2, de onde segue que AN > AH. Portanto, AH é o menor segmento que

liga o vértice A a reta r. O

247 AREA DE UM TRIANGULO

Sabe-se que a area de um retangulo ¢ determinada pelo produto de sua base
por sua altura, e que, a partir de qualquer triangulo, é possivel obter um retangulo
utilizando-se a base e a altura. Assim, considere o tridngulo ABC e o retangulo
B'BCC’ obtido a partir desse triangulo (Figura[2.14)). Vimos que AACC' = AAA'C
e NABA' = AAB'B, ou seja, a area do triangulo ABC é metade da area do retan-
gulo B’BC(C"pois triangulos congruentes possuem &areas iguais. Portanto, a area de

um tridngulo é o semiproduto da base pela altura. Assim, a area (A) do triangulo
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apresentado na Figura é dada por:

b-h

A=
2

Figura 2.16: Triangulo de base b e altura h

A

[-]

c b B

Fonte: Proprio autor

2.4.8 CEVIANAS NO TRIANGULO ISOSCELES

Proposicao 2.4. Sejam ANABC um tridngulo isdsceles de base BC' e M o ponto médio

de BC', entao AM € bissetriz, mediatriz e altura.

Demonstracao. No triangulo isosceles ABC|, tragamos o segmento AM, em que M é o

ponto médio de BC' (Figura2.17). Como AB = AC, BM = MC e ZABM = /MCA,
segue pelo caso LAL que AABM = ANAMC. Dai, AM é a bissetriz de A.

Figura 2.17: Altura, bissetriz e mediatriz de um tridngulo is6sceles

A

Fonte: Proprio autor

Agora, fazendo ZABM = /MCA =« e ZBAM = ZMAC = j3, temos, pela

Proposicao que 2a + 23 = 180°, implicando em « + § = 90°, de onde concluimos
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que ZBMA = ZAMC = 90°. Dai, AM é bissetriz, altura e mediatriz do tridngulo
ABC. O

2.5 Circunferéncia

Definicao 2.6. Fizado um ponto arbitrario O, que chamaremos de centro. Chircunfe-
réncia € o conjunto de todos os pontos em um plano que estio a uma distancia fixa do

centro. Tal distincia fiza € chamada de raio

2.5.1 ELEMENTOS DA CIRCUNFERENCIA

Além do centro e do raio, a circunferéncia possui outros componentes funda-
mentais. A seguir, apresentamos alguns desses elementos; outros serao discutidos em
se¢oes especificas.

e Corda: segmento de reta que liga dois pontos de uma circunferéncia;
e diametro: corda que passa pelo centro da circunferéncia;

e Angulo central: Angulo cujo vértice é o centro da circunferéncia e é formado

por dois raios distintos pertencentes a esta circunferéncia;

e Arco: fragao do comprimento de determinada circunferéncia, delimitado nos

extremos por dois pontos quaisquer desta circunferéncia;

Na Figura [2.18, O é centro, OA e OB sao raios, AB ¢ CD sao cordas ¢ AB ¢

diametro.
Figura 2.18: Elementos da circunferéncia

c

Fonte: Proprio autor
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Na Figura|2.19, o € um angulo central. Além disso, os pontos A e B dividem a

circunferéncia em dois arcos: o arco maior e o arco menor, os quais indicamos por AB

e diferenciamos conforme o contexto.

Figura 2.19: Angulo central e arco

A

Fonte: Proprio autor

2.5.2 TEOREMA DA CORDA

Proposicao 2.5. Se uma corda em uma circunferéncia nao € um didmetro, entdo
uma reta que passa pelo centro dessa circunferéncia e pelo ponto médio da corda €

perpendicular a essa corda.

Demonstracdo. Sejam I' uma circunferéncia de centro O, AB uma corda dessa cir-
cunferéncia e M o ponto médio de AB. Tracamos os segmentos AO e BO, e a reta
s que passa por O e por M (Figura . Assim, obtemos dois tridngulos tais que
ANAMO = ABOM pelo caso LLL. Como ZAMO + ZOM B = 180°, concluimos que

ZAMO = ZOMB = 90°, demonstrando que s é perpendicular a AB. O

Figura 2.20: Perpendicularidade entre raio e corda

Fonte: Proprio autor
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2.5.3 RETA TANGENTE A CIRCUNFERENCIA

Definicao 2.7. Dizemos que uma reta € tangente a uma circunferéncia se tiverem um

unico ponto em comum, o qual chamamos de ponto de tangéncia.

Proposicao 2.6. Quando uma reta é perpendicular a um raio em seu ponto de inter-

secao com a circunferéncia, ela € uma tangente a circunferéncia.

Demonstracao. Sejam I' uma circunferéncia de centro O, P um ponto de I'; e ¢ uma
reta perpendicular ao segmento OP. Tomemos um ponto Q) # P em t e tracamos o
segmento OQ), obtendo o triangulo retangulo O PQ (Figura. Analogamente ao que
fizemos na proposicao , aplicamos o Teorema de Pitagoras obtendo que OQ > OP,
isto é, @ ¢ T'. Concluimos que o tnico ponto comum entre a circunferéncia e a reta ¢

é o ponto P, garantindo que sao tangentes. L]

Figura 2.21: Reta tangente a circunferéncia

N\

Fonte: Proprio autor

2.5.4 COMPRIMENTOS DAS TANGENTES

Proposigao 2.7. Se duas retas nao coincidentes sao tangentes a uma circunferéncia
e concorrem em um ponto, entao:
(a) Os segmentos de retas que partem dos pontos de tangéncia até o ponto de interse¢ao

dessas retas sao congruentes;
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(b) A reta que passa pelo centro da circunferéncia e pelo ponto de interse¢ao das retas

tangentes € bissetriz dos dngulos que estas retas formam.

Demonstracao. Sejam A e B os pontos de tangéncia das retas r e s com a circunferéncia

I' e P o ponto de interse¢ao entre r e s. Tracando os segmentos AO, BO e OP, obtemos

os triangulos AAPO e ABOP (Figura . Como AO = BO e OP é lado comum
aos triangulos, segue que AAPO = ABOP, pelo caso LAL, de onde concluimos que
AP = BP. Além disso, como /BOP = /POA e ZAPO = ZOPB, segue que OP ¢é
bissetriz dos angulos ZAPB e ZBOA. O

Figura 2.22: Retas tangentes a circunferéncia

Fonte: Proprio autor

2.6 Poligonos inscritos e circunscritos

O poligono regular é definido como equilatero e equidngulo. Além disso, é possi-
vel concluir, com base nos estudos anteriores, que tais poligonos sao convexos. A seguir,
sera apresentada outra propriedade valida para poligonos regulares, que desempenha
um papel crucial no desenvolvimento do capituldd]

Primeiro, veremos duas defini¢des que estao presentes na proposicao que segue.

Definicao 2.8. Se todos os vértices de um poligono pertencem a circunferéncia, entdo

esse poligono estd inscrito na circunferéncia.

Definicao 2.9. Se todos os lados de um poligono tangenciam wma circunferéncia,

entdo esse poligono € dito circunscrito a circunferéncia.
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Proposicao 2.8. Todo poligono reqular € inscritivel e circunscritivel a uma circunfe-

réncia.
Demonstragao. Seja P, um poligono regular de vértices Ay, As, ..., A, e lados A;As,
AxAs, ..., A,_1A,. Sem perda de generalidade, tracamos as bissetrizes internas dos

angulos consecutivos cujos vértices sao A; e Ay, obtendo o ponto O de intersecgao
dessas retas. Assim, o triangulo OA; A, é isésceles, pois ZOA; Ay = L A1A50, de onde
obtemos A;0 = A,0, garantindo que O é equidistante de A; e As,.

Seguimos tracando o segmento OAs obtendo o triangulo OAyAs, onde A; Ay =
Ay As, ZOAA5 = LOAyA;3, e OA, é lado comum aos dois triangulos (Figura. As-
sim, pelo caso LAL, temos AOA; Ay = AOA, Az, implicando que AO A5 A3 é isosceles,
ou seja, A;0 = A30. Como em um poligono regular todos os angulos sdo iguais, entao
A30 & a bissetriz do angulo cujo vértice é As. Repetimos analogamente o processo de

ligar o ponto O ao vértice seguinte do poligono e provamos que o triangulo obtido é

congruente aos anteriores, até concluirmos que A0 = A0 = --- = A, 10 = A,0,
ou seja, todos os vértices de P, sao equidistantes do ponto O, garantindo que podemos

tracar uma circunferéncia de centro O passando por todos os vértices do poligono.

Figura 2.23: Parte de um poligono inscrito

A
1 A2

3
@,
Fonte: Proprio autor
Agora, sejam Hy, Hs,..., H, os pés das alturas baixadas de O as bases dos

triangulos isosceles, lados de P, (Figura [2.24]). Como AOA1A; = AOA A3 = --- =
ANOA, A, entao OH, = OHy = --- = OH,,, ou seja, os pontos Hy, Hs, ..., H, de P,

sao equidistantes de O, logo podemos tragar uma circunferéncia I' de centro O que
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passa pelos pontos Hi, H, ..., H,. Como as alturas sao perpendiculares aos lados do
poligono, segue pela proposicao [2.6] que estas sdo tangentes a I', garantindo que P, é

circunscrito a circunferéncia. O

Figura 2.24: Parte de um poligono circunscrito

Ay H, A,

0O

Fonte: Proprio autor
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3 REFERENCIAL TEORICO: TRIGONOMETRIA

No presente capitulo, serao abordados conceitos e relagdes pertinentes a trigo-
nometria, com o objetivo de familiarizar o leitor com os temas que fundamentarao o
desenvolvimento do capitulo subsequente. Serao introduzidas nocgoes elementares de
trigonometria, seguidas pela demonstragao de relacoes e leis que servirao de suporte
para provas posteriores. A abordagem sera restrita aos conceitos considerados essenci-
ais para uma melhor compreensao do assunto a ser tratado no proximo capitulo. Para

um aprofundamento maior na temaética, recomenda-se os livros [8] e [9].

3.1 Nocoes elementares: ciclo trigonométrico

O ciclo trigonométrico é uma circunferéncia de raio 1, com centro na origem do
plano cartesiano. Além da circunferéncia, ele é composto por trés eixos: o das abcissas,
definido como eixo dos cossenos; o das ordenadas, determinado como eixo dos senos; e
uma reta paralela a este tltimo, enumerada de maneira equivalente, denominada eixo
das tangentes, conforme a Figura [3.1] Tomando A como o ponto de origem dos arcos
A = (1,0), adota-se o sentido anti-horario como positivo e o sentido horério como
negativo.

Figura 3.1: Ciclo trigonométrico

tan(x)
sen(x) A

r
~

» cos(x)

Py

e |

Fonte: Proprio autor
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E comum abreviarmos os nomes seno, cosseno e tangente utilizando as trés
primeiras letras dessas palavras. Assim, usamos sen x, cosx e tanx para represen-
tar, respectivamente, os eixos seno, cosseno e tangente, onde x representa um angulo
qualquer.

A circunferéncia que determina o ciclo trigonométrico é dividida em 360 partes, e
cada parte é um arco cujo angulo central tem medida indicada por um grau (1°). Dessa
forma, ao tomarmos quatro arcos no sentido anti-horario, com a segunda extremidade
nos pontos (0,1), (—=1,0), (0,—1) e (1,0), obtemos, respectivamente, os arcos de d&ngulos
centrais 90°, 180°, 270° e 360°. Como o arco de 180° tem comprimento de 7 raios (7
radianos), ¢ comum expressar angulos também em radianos. Assim, 90° = 7, 180° = T,
270° = 37“ e 360° = 27.

No ciclo trigonométrico, consideremos um arco AAB de angulo central #, conforme
a Figura . Sabemos que BO ¢é o raio da circunferéncia que determina o ciclo. A
projecao ortogonal desse raio no eixo dos senos determina o segmento DO, cuja medida
¢ o seno do angulo 6. Por sua vez, a projecdo ortogonal do segmento BO no eixo
dos cossenos determina o segmento CO, cuja medida é o cosseno do angulo 6. Ao
estendermos o raio até tocar o eixo das tangentes, obtemos o ponto F, de modo que a
medida do segmento AF é a tangente do angulo 6.

Figura 3.2: Seno, cosseno e tangente

tan(x)

sen(x) S

A
D B A

- = = - =

sen(8) 1 tan(8)
e = -

0| cos(B) e e

Fonte: Proprio autor
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Assim como o plano cartesiano, o ciclo trigonométrico é dividido em 4 qua-
drantes, delimitados pelos intervalos (0°,90°), (90°,180°), (180°,270°) e (270°,360°) e
enumerados, respectivamente, por I, II, III e IV. Desse modo, dependendo do angulo
formado pelo arco, o seno, o cosseno e a tangente podem ser, cada um, positivo ou

negativo.

3.2 Obtendo a tangente e a relagao fundamental da trigonome-
tria
Vamos determinar duas relagoes que serao de fundamental importancia nos as-

suntos abordados posteriormente. Considere os triangulos retangulos BCO e EAO da

Figura[3.2] Como eles sdo semelhantes pelo caso AA, deduzimos a seguinte proporcio-

nalidade:
AE BC
A0  CO’
ou seja,
tanf  sen 0
1 cosf
Dai, obtemos a seguinte relagao:
sen 0
tanf = 3.1
an cos (3-1)

Veremos posteriormente que qualquer angulo (que nao pertenca aos eixos dos senos
e cossenos) pode ser reduzido a um angulo do primeiro quadrante, o que estende a
relacao obtida para qualquer angulo no ciclo trigonométrico.

Outra relagao é facilmente obtida a partir do triangulo retangulo BC'O da Figura
, cujos lados sao BC' = sen 0, CO = cosf, e OB = 1. Vejamos, aplicando o teorema
de Pitagoras ao triangulo BCO, nos é revelada a igualdade abaixo, conhecida como a

relacao fundamental da trigonometria.
sen 20 + cos® 6 = 1. (3.2)

38



3.3 Trigonometria no triangulo retangulo

Considere a Figura , na qual o triangulo retangulo F'GO foi obtido a partir

do prolongamento dos lados do triangulo retangulo BC'O da Figura em que BC =

sen , CO = cosh, OB = 1.

Figura 3.3: Triangulos retangulos semelhantes

Fonte: Proprio autor

Os dois triangulos sao semelhantes pelo caso AA, e dessa semelhanga obtemos

as seguintes proporgoes:

BC FG CO GO . BC FG
OB OF OB OF cO GO

Como, OF ¢é hipotenusa, F'G é cateto oposto ao angulo 6 e GO ¢ cateto adjacente a
esse mesmo angulo, segue que:

cateto oposto

FG  send _ cateto oposto
hipotenusa ’

= — = =
OF 1 hipotenusa

= sen v =

Q|| =
SIS

cateto adjacente

cO GO cosf _ cateto adjacente
hipotenusa

— = = :
OB OF 1 hipotenusa

= COost =

BC FG  send cateto oposto cateto oposto
_ === = : = tanf = - .
cCO GO cosfl  cateto adjacente cateto adjacente

Agora, considere o triangulo retangulo da Figura [3.4]

Determinando o seno e o cosseno de « e (3, obtemos:

b

a
sen o =-, cosa=-—, senf3=-, e cosf=-.
c c c c
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Figura 3.4: Triangulo retangulo de lados a, b e ¢

Fonte: Proprio autor

Dai, sen o« = cos 8 e sen 8 = cosa. Como a e  sao complementares, isto é, a+ [ =

5 podemos concluir que

T ™
SenOé:COS(a—Oé) € COsa = sen (5—06),

ou seja, o seno de um angulo agudo ¢ igual ao cosseno do seu complementar e vice-versa.

3.4 Reducgao ao primeiro quadrante

Considere o ciclo trigonométrico da Figura 3.5, em que AB, AC, AD e AFE séao
arcos positivos e pertencem, respectivamente, ao 1°,2°, 3° e 4° quadrantes.

Figura 3.5: Ciclo trigonométrico e o sinal do seno, cosseno e tangente

sen(x) ta:{x)
T p Positivo
i Negativo
C B. 4

1 i i I
i I
1 I
1 I

I
| 6
t ; = cos(x)
: |
| I
| I
i I
1 I

D E™,
L
A
A

Fonte: Proprio autor
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Como I, II, III, IV representam os quadrantes e considerando x um angulo
qualquer, obtemos a partir de uma breve analise da Figura [3.5] o Quadro [3.1], referente
aos sinais de seno, cosseno e tangente de acordo com o quadrante.

Quadro 3.1: Quadro de sinais

I |II|II | IV

sen () |+ |+ | — | —

cos(z) |+ | —| — | +

tan(z) |+ | — | + | —

Fonte: Elaborado pelo proprio autor

No ciclo trigonométrico também podemos perceber a simetria entre os pontos do
primeiro quadrante com os pontos dos demais quadrantes. Existe simetria em relagao
ao eixo dos senos (quadrantes II e I), ao centro do ciclo (quadrantes III e I) e ao eixo
dos cossenos (quadrantes IV e I). Dessas simetrias tiramos as relagoes que reduzem
os angulos dos quadrantes II, IIT e IV ao quadrante I. Vejamos, ainda na Figura [3.5]
considere os angulos centrais 6, AOC, AOD e AOE dos respectivos arcos AAB, AAC,
AAD e AAE. Dai, 7 — AOC = 0, AOD — 7 = 0 e 2r — AOE = 0. Dessas relagoes,

juntamente com o Quadro [3.1} obtemos que
e sen (m — AOC) = sen 6, cos(m — AOC) = — cos 6, tan(m — AOC) = — tan 6;
e sen (AOD — 1) = —sen 0, cos(AOD — r1) = — cos 0, tan(AOD — 7) = tan¥,

e sen (2 — AOE) = —sen 0, cos(2r — AOE) = cos#, tan(2r — AOE) = —tan .

3.5 Area do triangulo em funcao do seno

Considere a figura [3.6| e denote por A a area do triangulo ABC.

Sabe-se que a area de qualquer triangulo é o produto da base pela altura dividido

por dois. Assim, a area (A) do triangulo ABC da Figura é dada por:
a=n
2
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Figura 3.6: Triangulo retangulo de lados a, b, c e altura h

m
T .
__}|

! c

Fonte: Proprio autor

Como

. B .
sen B=—=h=a-sen B.
a

Entao,

c-h a-c .
A—TjA—TSQHB.

De maneira analoga, obtém-se que

A:%senfl e A:aT.bsené.

Portanto, a area de qualquer triangulo é o semiproduto da medida de dois lados

do triangulo e o seno do angulo interno formado por eles.

3.6 As leis dos senos

Considere um triangulo ABC de lados AB = ¢, BC = a e CA = b. Tomemos por
D o pé da altura relativa ao lado AB, desse modo DC' divide ABC em dois triangulos
retangulos, como pode ser observado na Figura (3.7 Dai, determinamos os senos nos

triangulos CDB e ADC de modo a obtermos

senéz%:a-senézm e senfl:CTD:H%senA:CD.

Como a-senB:C’_Deb-senfl:msegue que, a-sen B =b-sen fl, de onde

42



obtemos:

a b

sen A sen B

Figura 3.7: Triangulo acutangulo ABC com altura relativa ao lado AB

C

B D A
Fonte: Proprio autor

Por outro lado, ainda considerando o triangulo ABC, se tomarmos por E o pé da
altura relativa ao lado BC, obtemos os triangulos retangulos BEA e AEC (Figura.
Aos angulos B e C aplicamos o seno para triangulos retangulos e nos sao reveladas as
igualdades:

AE AE

Sené:T:b-sené:E (§ SGHB:—$C'SGHB:E
C

Figura 3.8: Triangulo acutangulo ABC com altura relativa ao lado BC

C

Fonte: Proprio autor

Encontramos que b - sen C=AE ec-sen B = AE, logo b - sen C =c-sen B,

ou seja,
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b
= (3.4)
sen B sen C

De (3.3)) e (3.4), chegamos as proporgoes conhecidas como lei dos senos,

a b c

sen A sen B sen C

3.7 As leis dos cossenos

Faremos o estudo da lei dos cossenos nos triangulos acutangulo, obtusangulo e
retangulo.

Para o primeiro caso, considere o triangulo acutangulo da Figura [3.7] no qual
AB = c. Definindo AD = m, DB = n, e CD = h, aplicamos o teorema de Pitagoras
nos triangulos retangulos ACDB e AADC, obtendo a? = h?> + n? e h? = b*> — m>.
Agora, substituindo h? = b*> — m? em a® = h% + n?, chegamos a seguinte expressao
a®> = b* —m? +n? Como ¢ = m + n, colocando n em evidéncia e substituindo na
igualdade acima, segue que a?> = b?> — m? + (¢ — m)?. Desenvolvendo o quadrado da
diferenga, encontramos a? = b?*—m?+(c?*—2cm+m?), donde obtemos a? = b*+c*—2cm.
Agora, no tridngulo C'D B, aplicamos a lei dos cossenos para triangulos retangulos no
angulo B do triangulo ABC da Figura , de modo que m = bcos A. Dai, substituindo

a ultima igualdade na expressao a? = b? + ¢ — 2cm, resulta que
a? = b+ — 2chcos A. (3.5)

De maneira andloga, obtemos as outras duas relagoes envolvendo os dngulos B e C' do

triangulo ABC, de modo que

v = a4+ ¢ —2ac-cos B (3.6)

 =a?+b*—2ab-cosC. (3.7)
As trés ultimas igualdades sao conhecidas como Lei dos Cossenos.
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No caso do triangulo retangulo, obtemos as trés expressoes de maneira total-
mente analoga a do triangulo acutangulo. Entretanto, algumas andlises devem ser

feitas. Para isso, considere o triangulo retangulo da Figura [3.9]

Figura 3.9: Triangulo retangulo ABC

A

C ¢ B

Fonte: Proprio autor

Do triangulo AABC, temos que b = ccos A\, a = ccosB e cosC = cos 90°.
Substituindo estas trés tltimas igualdades, respectivamente em , e ,
obtemos a? + b? = 2, b? +a® = ? e 2 = a® + b2, que sdo equivalentes & expressao
obtida aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo ABC'.

Para o triangulo obtusangulo, duas das igualdades , e podem
ser obtidas de maneira analoga ao caso do triangulo acutangulo. Entretanto, para
obtermos a outra igualdade em que a altura nao pertence a regiao triangular, devemos

utilizar o suplementar do angulo obtuso. Vejamos.

Considere um triangulo obtusangulo ABC' em que AB =c¢, BC=a,CA=be
Céo angulo obtuso. Tomemos por D o pé da altura relativa ao lado AB, obtendo os
triangulos retangulos BDA e CDA e o angulo 6 tal que § = 180° — C (Figura .
Fazendo BD = m, CD = n e DA = h, obtemos no triangulo BDA que ¢* = h% + m>.
Como m = a + n, entdo ¢ = h? + (a + n)?, ou seja, ¢* = h? + a? + 2an + n?. Dali,
substituindo na ultima igualdade a expressao b*> = h? + n? obtida quando aplicamos o
teorema de Pitagoras no triangulo CDA, vem ¢ = a? + b2 + 2an. Agora, substituimos
n por bcos 6, pois, novamente do triangulo C'D A, facilmente encontramos n = bcos 6.

Assim, @ = a® + 0% + 2ab - cos§. Como 6 = 180° — C e cos(180° — ') = — cos C, segue
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que 2 =a?+ b2 — 2ab - cosC.

Figura 3.10: Tridngulo retangulo ABD obtido a partir do obtuso ABC

Fonte: Proprio autor

3.8 Soma e diferenca de dois arcos

Considere um triangulo ABC em que A é obtuso, AB = ¢ e CA = b. Tracando
a altura relativa ao lado BC' e tomando por D o pé dessa altura, obtemos os triangulos
ADC e BDA conforme a Figura [3.11] Além disso, fazendo /DAB = «a e ZCAD = (3,

chegamos, a principio, as seguintes igualdades

sena:?émzc-sena,
senﬁz?:D_C:b-senﬁ,
cosazgém:c-cosa,
cosﬁz%ém:bw:osﬁ.

A area de qualquer triangulo pode ser dada pelo semiproduto de dois lados pelo
seno do angulo interno formado por eles. Desse modo, as areas (S) dos triangulos

ABC, ADC' e BDA podem ser expressas da seguinte maneira
1
S(ABC) = Ebc -sen (a+ f),
1
S(BDA) = §bc -sen « - cos 3,
1
S(ADC) = §bc -sen 3 - cos a.
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Figura 3.11: Tridngulos retangulos obtidos a partir do tridngulo obtuso

Fonte: Proprio autor

Como S(ABC) = S(ADC) + S(BDA), segue que:
1 1 1
§bc-sen (a+B) = Ebc-sen oz-cosﬁ+§bc-sen [ - cos a
Simplificando a equagao acima, obtemos

sen (a+ ) = sen « - cos 8 + sen f3 - cos a. (3.8)

Agora, sem perda de generalidade, suponha que S(BDA) > S(ADC), logo

BD > DC. Em BD marcamos o ponto C’ simétrico de C' em relacdo ao ponto D,

desse modo temos que AC" = b, S(ADC) = S(C'DA) e /C'AB = a—f3 (Figura.

Figura 3.12: Triangulo obtuso e a diferenca de dois arcos

C

Fonte: Proprio autor

Dai, a area do triangulo ABC’ ¢ dada por S(ABC') = 3bc - sen (o — ). Como

S(ABC") = S(BDA) — S(C'DA), entao
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1 1 1
§bc‘sen (—pB) = Ebc'sen - cosf— §bc-sen B - cos a.
De onde obtemos que
sen (v — B) =sen « - cos § — sen [ - cos a. (3.9)

Para obter a proxima relacao, considere a Figura [3.11, Aplicamos a Lei dos

Cossenos no trianguloABC', obtendo a seguinte igualdade:
a® = b* + ¢ — 2bc - cos(a + B). (3.10)

Por outro lado, como a = (¢ -sen «) + (b - sen ), e aplicando o teorema de

Pitégoras nos triangulos ADC' e BDA, temos que
a® = (c-sen a)? 4 2bc - sen o - sen B+ (b-sen ()2,
b> = (b-sen B)* + (c- cosa)?,
c* = (c-sen a)? + (b - cos B)2.

Agora, substituindo as trés tltimas igualdades em ([3.10)) e eliminando os termos

comuns pertencentes a membros diferentes da expressao, nos é revelada a igualdade
2bc - sen - sen 3 = (c-cosa)? + (b - cos 3)* — 2bc - cos(a + f3).
Ou ainda,
2bc - cos(a + B) = (c-cosa)? + (b - cos 3)? — 2bc - sen « - sen 3. (3.11)
Como c¢-cosa = b - cos 3, entao
ccosa —bcosB=0= (ccosa —bcos §)* = 0.

Dali,

(ccosa)? — 2bc - cosa - cos B+ (beos ) = 0.
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Logo,

(c-cosa)® + (b - cosB)* = 2bc - cos a - cos 3.
Substituindo a ultima igualdade na expressao (3.11)), encontramos a expressao
2bc - cos(av + ) = 2bc - cos «v - cos 5 — 2bc - sen « - sen f.
Dividindo tudo por 2bc, chegamos a igualdade desejada, isto é,
cos(a+ ) = cosa - cos f — sen « - sen f3. (3.12)

Agora, no triangulo ABC" em que BC'" = c¢-sen a — b - sen 3, aplicamos a Lei
dos Cossenos, obtendo (c¢-sen a — b-sen )% = b + ¢ — 2bc - cos(a + B3).
Substituindo b* e ¢ por (b-sen §)? + (¢ - cosa)? e (c-sen a)? + (b - cos §)?,

respectivamente, e simplificando a expressao, nos é revelada a seguinte igualdade
—2bc-sen a-sen B = (c-cosa)® + (b cos B3)* — 2be - cos(a + f3).
J& mostramos que (¢ cosa)? + (b cos 3)* = 2bc - cos « - cos 3, entao
2bc - cos(av + B) = 2bc - cos a - cos B + 2bc - sen « - sen f3.
Dali, concluimos que
cos(av — f3) = cos av - cos f + sen « - sen f3. (3.13)

As demonstracoes acima podem ser estendidas para angulos quaisquer, pois caso
tenhamos 0 < a + 8 < 7, a demonstragao ¢ feita de maneira totalmente analoga, ou

fazemos v = § e y = § Se m < a+ [ < 2w, basta tomarmos r = 2a e y = 20.

Obtidas as igualdades (3.8) e (3.9), (3.12) e (3.13)), facilmente determinamos a

adicao e a subtracao de arcos para a tangente. Vejamos, sabemos que

sen (a + ()

tan(a + ) = cos(av+ B)

Entao
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sen « - cos J +sen (3 - cosa

tan(a + p) = .
( f) cosa - cos 3 —sen « - sen [3

Agora, no segundo membro da igualdade acima, dividimos tanto o numerador quanto

o denominador por cos « - cos 3, assim

sen o - cos 3 +sen f3 - cosa
cosa - cosf

tan(a + ) = cosa -cosfS—sen «-sen 3
cosa - cos 3
Dali,
tan o + tan
tan(a + ) = b

1 —tanatanf’

De maneira analoga, para completando as 6 relagoes envolvendo seno, cosseno

e tangente da soma e da diferenga de dois arcos, determinamos que

tana — tan 3
t —8) = .
an(a — §) 1+ tanatan 8

3.9 As Foérmulas de prostaférese

Ainda nos referindo as relacoes determinadas acima, somando termo a termo

(3-8) e (3.9), (3.12) e (3.13) obtemos
sen (a+ ) +sen (o — ) =2-sen « - cos f, (3.14)

cos(a + ) + cos(aw — B) = 2 - cos o - cos . (3.15)

Subtraindo termo a termo (3.9) de (3.8) e (3.13) de (3.12), encontramos as

seguintes igualdades

sen (a+ ) —sen (o — ) =2 -sen « - cos f3, (3.16)
cos(a + ) — cos(a — ) = —2 - cos «x - cos 5. (3.17)

Fazendoa + =2z ea— =1y, segue que « =x — e f =a —y. Dai,

20



a—l—ﬁzx—ﬁ—l—a—y:ﬁzx—

a—f=x-F—(a—y)=>a=

Assim, podemos escrever (3.14)), (3.15)), (3.16) e (3.17) da seguinte maneira

sen r +sen y = 2 - sen (xTer) - COS (x;y)’

cosx—i—cosy:Q-cos(x_y)-cos(x;—y ,
rT—y rT+y
sen r —sen y = 2 - sen —5 ) rcos 5 ,

(7)o ()
COST — COSY = —2-sen 9 - Sen B .

Além das féormulas de Prostaférese, podemos determinar mais duas relagoes que

seguem das igualdades desenvolvidas logo acima. Uma delas é a soma das tangentes

de dois arcos, e para encontra-la usamos o fato de

sen a
tana =

cosa

Dai,

senx seny Sen x-cosy -+ sen y - cosx
tanx + tany = + = .
cosT  COosYy COST - COSY

Ja vimos que sen « - cos § + sen - cosa = sen (a + ), logo

sen (x +y)

tanz + tany = .
COS T - COS Y

De maneira analoga, determinaremos uma relacao para a diferenga das tangentes de

dois arcos, vejamos

sen T sen y Sen T - Cosy — sen Yy - Cosx

tanxr — tany = =
COS T cos Y COST - COSY
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Assim,

sen (r —
tanx — tany = M
COST - COSY

3.10 Relacoes do arco metade

Sabe-se que cos? = 1 — sen 20 e cos 20 = cos? § — sen 20, dai

cos 20 = cos?  — sen 20 = (1 — sen %) — sen 6 = 1 — 2sen 0.

Ou seja, cos20 = 1 — 2sen 20. Agora, substituindo 20 por # na tltima igualdade,

obtém-se
N
cosf=1—2sen“|(=].
2
Assim,
5 (0 1 —cosf
sen “ | = | = ——.
2 2
Logo,

0 1 —cos@
) =4
sen <2> 5

Sabemos, da relacao fundamental, que sen 26 = 1 — cos?f. Por outro lado,

cos 20 = cos? f — sen 20, assim
cos 20 = cos® ) — sen 20 = cos®f — (1 — cos® ) = 2cos? O — 1,
isto &, cos 20 = 2cos? 6 — 1, o que implica

cosf = 2 cos? (g) — 1.

Agora, na ultima igualdade acima, isola-se o cosseno do arco metade, obtendo

cos? 0\ _ 1+cosd
2) 2
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Logo

0 1+ cosf
s =F —
coS <2> 5

Para encontrar a expressao da tangente do arco metade é bem simples, ja que

wn(2)- en (5)

2 cos (%)
Como
<o (Q) . /1 —cosf o cos (Q) . /1—0—0089‘
2 2 2 2
Entao,

tan (Q) V1 —cosb
2)  1+cosO

Racionalizando o denominador, segue que

. («9) V1—cosf +1+cosf /(1 —cosf)(1+cosf) +/1—cos2d
n _ _ _

2 _\/1+COSQ.\/1+C089_ \/(1+COSQ)(1+COSQ)_ 1+ cosf

Sabe-se que 1 — cos? = sen 26, entao

0 sen 20
tan| = | = ——.
2 1+ cosb
Dai, obten-se a relacao
; 0 sen 6
an| - | = —.
2 1+ cos@

No decorrer do capitulo quatro, serd usado a tangente da média aritmética de
dois arcos expressa em funcao do seno e do cosseno, por isso convém obté-la. Para
tanto, basta substituir 6 por x + y, obtendo a igualdade

T4y sen (z +y)
tan = .
2 1+ cos(z + y)
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4 UMA CARACTERIZACAO DOS POLIGONOS REGULA-
RES

Nas demonstragoes apresentadas nesta se¢ao, buscamos utilizar, no maximo,
contetdos abordados nas séries finais da educagao bésica, o que foi possivel gragas a
um método obtido a partir de estudos do artigo [10] da RPM.

No desenvolvimento desta secao, adotamos a seguinte ordem de apresentacgao:
inicialmente, demonstramos que, entre todos os poligonos com 2™ lados, inscritos em
uma circunferéncia, os regulares sao os que possuem a maior area. Fm seguida, prova-
mos o caso para poligonos de n lados. Na sequéncia, mostramos que o poligono regular
de n + 1 lados possui area maior do que qualquer poligono com quantidade inferior de
lados, inscrito na mesma circunferéncia ou em outra de igual raio.

Nas subsecoes seguintes, com excec¢ao da tltima, repetimos o processo na mesma
ordem, mas tratando de poligonos circunscritos. Demonstramos que, entre todos os
poligonos com 2™ lados, circunscritos a uma circunferéncia, os regulares sao os que
apresentam a menor area. Em seguida, provamos o caso para poligonos de n lados. E
mostramos que o poligono regular de n + 1 lados possui area menor do que qualquer
poligono com quantidade inferior de lados, circunscrito & mesma circunferéncia ou a
outra de igual raio. Por fim, é feito uma breve ralagao entre a caracterizacao dos

poligonos e a BNCC.

4.1 Poligonos inscritos com 2" lados

Proposigao 4.1. Entre todos os poligonos, com 2™ lados, inscritos em ma circunfe-

réncia, os requlares sao 0s de maior drea.

emonstracao. nsidere um igon m inscri m uma circunferénci

D t Considere oligono com 2™ lados inscrito e a circunferéncia
de raio R, em que m € N e m > 1, dado que 2™ representa o nimero de lados do
poligono. Tragamos segmentos de reta do centro da circunferéncia a cada vértice do
poligono, obtendo assim 2™ triangulos isosceles formados por um lado do poligono e

dois raios da circunferéncia, conforme Figura [4.1] Sejam Sj, S, S3,...,Som as areas
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dos triangulos em que o poligono foi dividido e aq, o, s, ..., asm os angulos formados

pelos lados iguais de cada triangulo, tais que oy 4+ ag + - -+ + agm = 2.

Figura 4.1: Poligono de 2™ lados inscrito em uma circunferéncia

Fonte: Proprio autor

Como queremos determinar a area, doravante representada por S, do Poligono
Inscrito, indicada na féormula por PI, basta somarmos as areas dos triangulos obtidos
a partir do poligono. Assim, S(PI) = S; + Sy + -+ + Som.

Ja vimos na se¢ao 3.5, que a area de um triangulo pode ser dada por

a-c
S = ——sen «,
2
em que «; é o angulo formado pelos lados a e ¢ do tridngulo. Como a = ¢ = R nos

triangulos obtidos pelo poligono, segue que

R2

S:— i
QSenoz

Dali,
2 RQ R2
S(PI) = 5 sen an + 5 sen + -+ 5 sen g

Colocando o termo comum em evidéncia, obtemos a expressao

R2
S(PI) = 7(sen a1 +sen ag + -+ -+ sen agm). (4.1)
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Queremos encontrar os poligonos de maior area. Para isso, devemos determinar
o valor maximo da expressdo sen aj + sen ag + -+ + sen agm, com o € (0,7) e
ke {1,2,...,2™}, pois o poligono é inscrito.

Sabemos que nao existem poligonos com dois lados, entretanto, a soma de duas
parcelas sera bastante usada na busca da expressao que determine o valor maximo para

a soma dos 2™ senos da igualdade (4.1)). Entéao, para z,y € (0, ), devemos provar que

sen z + sen y < 2sen (m ; y) , (4.2)

J& vimos na seg¢do [3], subse¢ao 3.9, que

sen x + sen y = 2sen (x—;y) coS (:B—y)'

Entao,

Donde segue que

cos <w—y) < 1.
2

Provando (4.2)), e mais, o valor méximo de sen x + sen y é obtido quando
sen r + sen y = 2sen <:UT—|—y) (4.3)

0 que ocorre se, e somente se, r = y.
Agora, vamos determinar a condi¢ao suficiente e necessaria para que a soma
sen ag + - -+ + sen agm seja maxima. Para tanto, fazemos F' = sen «aq + - - - + sen agm

e agrupamos os senos de dois em dois, dai

F = (sen oy +sen ay) + (sen ag + sen ay) + - - - + (sen agm-1 + sen agm ).

Aplicando (4.2) em cada par de senos, obtemos
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F < 2sen (—al _; a2> + 2sen (—a3 _5 a4) 4 ...+ 2sen (—a2m12+ an) )

Colocando o 2 em evidéncia, segue que

F§2[sen (@) + sen (—a3;a4>+...+sen (M)}

Seguimos repetindo esses processos de agrupar os senos de dois em dois, aplicar
a cada par de senos e colocar o dois em evidéncia até obtermos 2™ senos de
um unico angulo do lado direito da desigualdade, pois o niimero de parcelas é uma
poténcia de dois e a cada ciclo do processo sempre teremos, como niimero de parcelas,
uma poténcia de dois com uma unidade a menos no expoente, dai, vamos reduzindo o

nimero de parcelas até obtermos por transitividade que

F < 97sen (0414—-'~—i-042m>7

2m

ou seja,

(4.4)

(8] +'+am
sena1+-~~+sena2m§2msen< ! 2 )

2m
Concluimos, portanto, que a soma sen a;+- - -+sen agm atinge seu valor maximo
quando ocorre a igualdade. Demonstraremos, a seguir, que tal condicao se verifica se,
e somente se, os angulos forem iguais. Vejamos.
Se a; = ag = - -+ = aom, nada precisa ser provado, pois a igualdade é claramente

verdadeira. Por outro lado, se

(4.5)

o+ -+ agm
2m ’

sen ag + sen g + - - 4 sen agm = 2™sen (

devemos mostrar que oy = ap = - -+ = agm. Para isso, repetiremos o procedimento des-
crito anteriormente, utilizando, desta vez, a igualdade em todas as etapas do processo

por se tratar do valor maximo da soma dos senos.
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Considerando F' = sen aq+sen as+- - -+sen asm, em que F é o primeiro membro
da igualdade (4.5)), agrupando suas parcelas duas a duas, aplicando a igualdade (4.3))

a cada par de senos, pois a soma é maxima, e colocando o 2 em evidéncia, chegamos a

expressao
o]+ o o3+« Qiom_1 + Qigm
F=2|sen [ —2 + sen = +---+sen 2l DR
2 2 2
Como a1 = an, a3 = Qy, ..., Qam_1 = aom, podemos, sem perda de generalidade,

manter os angulos de maior indice, obtendo F' = 2 [sen s + sen ay + - - - + sen agm|.
Continuamos repetindo esse procedimento de agrupar os senos em pares, aplicar a
igualdade a cada par, colocar o fator dois em evidéncia e, como na média arit-
mética os angulos serao sempre iguais, manter o angulo de maior indice. Desse modo,
vamos reduzindo gradualmente o niimero de parcelas de F' até obtermos a expressao

F =2™.sen agm, 0 que reduz a igualdade (4.5)) a

a1+ -+ qom
2™ . sen agm = 2™sen < ! 2 )

2m

Dai,

a1+ + Qgm
Quom = om .

0 que SO 0OCOoITe Se (i = (g = * =+ = (lgm.

Assim, o valor maximo da desigualdade (4.4]) ocorre se, e somente se, os angulos
forem iguais. Isto garante que entre os poligonos inscritos em uma circunferéncia, com
2™ lados, os regulares sao os de maior area. Além disso, como aj + - -+ + agm = 27, a

formula para determinar a érea desse poligono é dada por

2 2 )
S(PI) = %sen (—W> ,Vn=2"> 3, onde i € N.
n
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4.2 Poligonos inscritos com n lados

Proposicao 4.2. Entre todos os poligonos, com n lados, inscritos em uma circunfe-

réncia os requlares sao os de maior drea.

Demonstragao. Inicialmente, observe que um poligono de n lados inscrito em uma
circunferéncia pode ser dividido em n triangulos, com n > 3, em que dois lados de
cada triangulo sdo raios (R) da circunferéncia e o terceiro ¢ um lado do poligono,
conforme Figura

Sejam S7,.5,,...,.95, as areas dos tridangulos em que o poligono foi dividido e
ay,Qa, ..., o 0s angulos opostos a base de cada tridngulo isosceles, tais que > . | a; =
27. Para calcular a area (.5) do Poligono Inscrito (PI) na circunferéncia, basta somar as
areas dos triangulos nos quais o poligono foi dividido, assim S(PI) = S;+Sy+---+.5,.

Ja vimos anteriormente que a area de cada tridngulo S; pode ser dada por

Figura 4.2: Poligono de n lados inscrito em uma circunferéncia

Fonte: Proprio autor

R2
S; = 78611 Q.
Logo,
2 RZ RZ
S(PI) = 5 sen & + —sen az + -+ 5 sen an.
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Dali, colocando o termo comum em evidéncia, segue que

RQ
S(PI) = 7(sen a1 +sen ag + -+ - +sen ). (4.6)

Como queremos obter a maior area para o poligono, devemos encontrar uma
expressao que represente o valor maximo para sen o + sen as + - -+ + sen «,, com
ZZ:1 ap = 27. J& que o poligono é inscrito em uma circunferéncia, devemos ter que
ar € (0,7),comk € {1,...,n} en > 3. Ja vimos que a desigualdade vale para 2™, com
m € N. Agora, tomando n € N tal que 2 < n < 2™, vamos provar que a desigualdade
é verdadeira para todo n nas condi¢oes dadas. Sejam sen o + - -- + sen «a,, a soma de

n parcelas e # um angulo tal que

Gt Ean (4.7)

Adicionamos (2™ — n)sen # & soma e obtemos sen a; + - -+ + sen a, + (2™ — n)sen 6

com um total de 2™ senos, entao

ey, 4 (2™ —n)f
sen ap + -+ +sen o, + (2™ —n)sen 6 < 2"sen (a1+ o n) ) (4.8)

Agora, devemos olhar para o angulo

ag+ -+ a, + (2™ —n)o
2m '

Aplicando a equivaléncia (4.7)) no angulo acima, obtemos

m a_|_...+an

2m 2m
Dai,

ap 4+ ta,+ 27 =n)0  n(ag 4o+ a,) + 2" —n)(a 4+ ay)
2m n-2m '
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Donde segue que

ag+-Fa,+2"=n)0 2"+ Fa,) o+t

om n-2m n ’

ou seja,
ag+ -+ a,+ (2™ —n)d
2m

=0, (4.9)

Assim, aplicando a equivaléncia (4.9) em (4.8) obtemos
sen a1 + - -+ +sen oy, + (2™ — n)sen 6 < 2™sen 6.

Dai, subtraindo (2™ — n)sen 6 dos dois membros da ultima desigualdade, obtemos
sen a1 + -+ + sen a,, < nsen 6. Agora, substituindo 6 pela média aritmética dos n

angulos segue que
_|_ e _|_ n
sen o + -+ - +sen «, < nsen <u> : (4.10)
n

Assim, provamos que a desigualdade é vélida para todo n natural.

Agora, vamos provar que, na desigualdade , a igualdade ocorre se, e so-
mente se, a; = gy = - -+ = q,,. Vejamos.

Se a1 = ag = - -+ = q, a igualdade é claramente verificada. Por outro lado, se

(4.11)

ap+ -t oy
sen o +sen o + ---+sen o, =n-sen | —— |,

n

devemos mostrar que a; = ay = -+ = .
Seja € um angulo, conforme apresentado em (4.7). Adicionamos (2" — n)sen 6

a ambos os membros de (4.11]), obtendo

sen aj + -+ +sen a, + (2™ —n)sen = n - sen (
n
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Substituindo a média aritmética dos n angulos por 6 e simplificando o segundo membro

™ — n)sen § = 2™sen 6.

da ultima igualdade, segue que sen oy + -+ + sen a;, + (2
Para essa quantidade de senos, ja vimos que a igualdade ocorre se, e somente se,
ap=---=q,=0=---=0. Agora, subtraimos (2" — n)sen 6 de ambos os membros,
obtendo sen aq+---+sen «, = n-sen 6. Por fim, substituindo # pela média aritmética
dos n angulos encontramos a igualdade (4.11]), provando que, se essa ocorre, entao
ap = -+ = «,. Portanto, a igualdade em ocorre se, e somente se, todos os
angulos forem iguais.

Desse modo, provamos que a expressao atinge o valor maximo se, e so-
mente se, a; = @y = --- = q,, garantindo que, entre os polignos inscritos em uma
circunferéncia, os regulares sao os de maior adrea. Além disso, uma férmula para deter-
minar a area dos poligonos regulares inscritos em uma circunferéncia de raio R é dada
por

R2 .
S(PI) = 5 nsen (u) ,Vne Nen > 3.
n

4.2.1 QUANTO MAIS LADOS MAIOR A AREA

Proposicao 4.3. Entre os poligonos requlares inscritos em uma circunferéncia, o que

tem o maior numero de lados € o que possui a maior drea.

Demonstracao. Seja B1B, ... B, um poligono regular inscrito em uma circunferéncia
I'. A esse, adicionamos mais um vértice tal que B, € I', obtendo o poligono irre-
gular B1B;... B, 1, conforme a Figura Note que o triangulo B, B,,1B; nao ¢é

degeneradoﬂ logo

R? 2 R? 2
" sen (—W) + S(B.Bn+1B1) > B sen (—W) ,
n 2 n

em que S(B,B,11B1) é a area do triangulo B,B,,1B;. Como a area do poligono

!Situacdo especial onde uma figura ou uma condicdo se simplifica, como um triangulo degenerado
que se torna uma linha reta.
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Figura 4.3: Poligono regular inscrito transformado em inregular

Fonte: Proprio autor

regular BBy --- B, mais a area do triangulo B, B,.1B; é igual a area do poligono

irregular B1Bs - - - B,,11, entao

nR? 2m R? N
TSGH (—) + S(Ban_HBl) = 7 ZSGH Q.

n

Por outro lado,

2 ntl)= 2 &
Assim,

(n+1)R? 27 el nR? 2

g sen | 1 > > 2 sen aj = ——sen | — + S(B.Bns1B1).
Como

R? R R? 2 R? 2
— sen ay, = nTsen (—W) + S(B,B,11B1) > nTsen (—W> .

2 n n
k=1

Por transitividade, segue que

(n+ 1)R? ( 27 ) nR? (2%)
~————sen > sen | — |.

2 n+1
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Provamos assim que, entre os poligonos regulares inscritos em uma circunfe-
)
réncia, aquele que possui o maior nimero de lados é o que também possui a maior

area. O

4.3 Teorema dos poligonos regulares inscritos

Teorema 1. FEntre todos os poligonos com numero de lados igual ou inferior a n,
inscritos em uma circunferéncia, os requlares com n lados sao os que apresentam a

maior drea.

Demonstracao. Das proposigoes [4.1] e [£.2] temos que entre todos os poligonos inscritos
em uma circunferéncia, os regulares sao os que possuem a maior area. Da proposicao

[4.3] tiramos a seguinte conclusao: quanto mais lados, maior a area do poligono. Assim,

as proposicoes e[£.3] ja demonstradas, provam o Teorema [I} O

4.4 Poligonos circunscritos com 2" lados

Proposicao 4.4. Entre todos os poligonos, com 2™ lados, circunscritos a uma circun-

feréncia, os requlares sao os de menor drea.

Demonstracao. Considere um poligono de 2™ lados circunscrito a uma circunferéncia
de raio R e centro O, em que m € N e m > 1. Nele tragamos segmentos de reta
que partem do centro da circunferéncia até os pontos em que o poligono tangencia a
circunferéncia, obtendo assim 2™ quadrilateros.

Sejam Py, P, ..., Pom 0s vértices do poligono, (Q1,Qs,...,Qm o0s pontos de
intersecao entre o poligono, a circunferéncia e o raio. Fazendo ZQ:00Q: = 24,
202003 = 2as, ..., ZQemOQ1 = 2a9m em que 2aq +2a+ - - -+ 2a9m = 27. Podemos,
sem perda de generalidade, tomar o quadrilatero OQ; P, Q)5 e nele tracar o segmento
OP; (Figura , que o divide em dois tridngulos retangulos congruentes, conforme o
caso CH.
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Figura 4.4: Poligono circunscrito com quadrilatero em destaque (1)

Fonte: Proprio autor

Logo, a area (S7) do quadrilatero OQ4 P1 Q5 € igual a duas vezes a area (A;) do

triangulo OQ4 P;. Dai, fazendo Q1 P, = x1, temos

Sl = 2A1 :2 <R2x1) .

Entao,

Por outro lado, como o triangulo OQ),P; possui um angulo reto, os outros an-

gulos sao complementares. Assim, pela lei dos senos, obtemos

T . R I . R
sen o sen (90° — ;) sen a3 cosaq
Dai,
sen
T = R ! .
cos oy
Logo,
1 = R-tanaj. (4.13)

Aplicando a equagao (4.13]) em (4.12) temos S; = R-x; = R- R-tan ;. Assim,

65



S; = R? - tanay.

Procedendo de maneira analoga com os demais quadrilateros, obtemos a seguinte

expressao para a area do poligono circunscrito, que representaremos por S (PC )
S(PC) =851+ Sy+ -+ Som.

Como S; = R? -tanay, Sy = R? - tanaw, ..., Som = R? - tan agm, entdo

S(PC) = R? - tana; + R% -tanag + - - - + R? - tan agm.

Colocando R? em evidéncia, segue que
S(PC) = R* (tanay + tanay + - - - + tan agm) .

Queremos obter a menor area para o poligono, entao devemos encontrar uma
expressao que represente o menor valor de tan a; + tanas + - - - + tan agm, com oy +

Qs + -+ -+ agm = m. Como o poligono é circunscrito a uma circunferéncia, temos que

aq,Q9,...,0m € (0, g), com m € N e, nesse caso, m > 1. A restricaio m > 1 é devida
ao fato de que o poligono mais simples possui trés lados; no entanto, essa restrigao nao
se aplica quando o foco é uma desigualdade como a que veremos a seguir.

Para determinarmos o valor minimo de tan o + tan g + - - - 4+ tan o, devemos,

inicialmente, provar que
tan(z) + tan(y) > 2 tan (%) , (4.14)

com x,y € (0, g), ocorrendo a igualdade se, e somente se, x = y. De fato, ja vimos que

tan(z) + tan(y) =

sen (z +y) e tan (x +y) sen (z +y)

cos(x) - cos(y) 2 1+ cos(z +y)
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Assim, podemos escrever a desigualdade (4.14]) da seguinte forma

sen (x +y) . _2sen (x+y)
cos(z) - cos(y) — 1+cos(z +y)

De onde segue que
1 S 2
cos(z) - cos(y) — 1+ cos(z +y)

Dai, como cos(z)-cos(y) > 0 e 14+cos(z+y) > 0, temos 1+cos(x+y) > 2 cos(z)-cos(y).

Sabemos que 2 cos(x) - cos(y) = cos(x + y) + cos(x — y), entao
1+ cos(z +y) > cos(x + y) + cos(z — y).

Assim, 1 > cos(z—1y), o que comprova a desigualdade(4.14)). Além disso, 1 = cos(z—v)

se, e somente se, x = y, garantindo que o valor minimo de tan(x) + tan(y), isto é,
tan(z) + tan(y) = 2 tan (”‘“‘Qﬂ) , (4.15)

ocorre se, e somente se, T = .

Agora, para determinarmos o valor minimo da expressao tan a; +tanag + -+ - +
tan agm, fazemos F' = tan ay + tan as + - - - + tan aom € agrupamos as parcelas de duas
em duas, isto é, F' = (tan oy +tan as) + (tan az +tan ay) + - - - + (tan aym-1) + tan agm).

Em seguida, aplicamos a desigualdade (4.14)) a cada par de tangentes, de modo que

F > 2tan (al —;—Oég) + 2tan (QS;%) + .-+ 2tan (—anl; an) .

Colocando o termo comum em evidéncia, segue que

FZQ[tan (al_;%) + tan (ag—;—%) + ...+ tan (M)]

O processo de agrupar as parcelas de duas em duas, aplicar (4.14)) e colocar o 2
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em evidéncia é repetido até obtermos por transitividade que

« + ct + om
F > 2™tan ( ! 2 ) 7
2m
ou seja,
Q1+ -+ agm
tano‘1+tana2+"'+tanoz2m22mtan( 1 - 2 )
Agora, provaremos que a igualdade ocorre se, e somente se, a3 = @y = + -+ = Qigm.

Se os angulos forem iguais, nao hé nada a provar, pois a igualdade é claramente

verdadeira. Por outro lado, se

(4.16)

tana1+tana2+---+tana2m:2mtan( L 2 ),

2m
devemos provar que a; = g = - -+ = Qgm.

Fazendo F' = tan oy + tanas + - - - 4+ tan asm, como a soma é minima, podemos
agrupar as parcelas duas em duas, aplicar a igualdade (4.15)) a cada par de parcela e

colocar o fator 2 em evidéncia, obtendo a expresao

ng[tan (w) Wm(w) *"'“a“(wﬂ'

Como a1 = g, 3 = Quy, - . ., Qigm _1 = Qigm, podemos, sem perda de generalidade,
manter o angulo de maior indice, de modo que F' = 2[tan ag + tan oy + - - - + tan agm|.
Repetimos o processo de agrupar as parcelas de duas em duas, aplicar a igualdade
(4.15), colocar o 2 em evidéncia e manter o angulo de maior indice até obtermos

F = 2™ tan aigm,. Assim, a igualdade (4.16]) pode ser escrita da seguinte maneira

2™ tan agm = 2™ tan (al + 2m+ an) )

Dai,

(041+"'+042m)
Olgm = om 5
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o que s6 é verdade se o = g = - -+ = Qom.

Dessa forma, provamos que a igualdade ocorre se, e somente se, a; =
Q9 = - -+ = agm. Assim, os poligonos de menor area, circunscritos a uma circunferéncia
de raio R, com 2™ lados, sao os regulares. Além disso, sabemos que a1 +---+agm =7
e S(PC) = R? (tanay + tan g + - - - + tan agm ). Portanto, uma expressio que deter-

mina a area desses poligonos é

2 )
S(PC) = nR*tan (—W> ,Vn=2"> 3, onde 7 € N.
n

4.5 Poligonos circunscritos com n lados

Proposicao 4.5. Entre todos os poligonos, com n lados, circunscritos a uma circun-

feréncia, os regulares sao os de menor drea.

Demonstracao. Sejam PP, --- P, um poligono circunscrito em uma circunferéncia de
centro O e raio R, e Q1Q)> - - - ), 0s pontos de tangéncia do poligono com a circunferén-
cia. Tracamos segmentos de retas ligando o centro da circunferéncia a cada ponto de
tangéncia, obtendo n quadrildteros. Além disso, ao tracarmos segmentos de retas par-
tindo de O até cada vértice do poligono, dividimos cada quadrilatero em dois triangulos
congruentes conforme Figura o que pode ser comprovado pelo caso CH.

Dai, concluimos facilmente, utilizando as igualdasdes e (4.13), que a area
de cada quadrilatero pode ser dada por S; = R? - tan oy, com i € N. Como a Area do

Poligono Circunscrito S(PC') é a soma das areas dos quadrilateros, entao
S(PC) = R*-tana; + R* -tanay + --- + R? - tana,

ou

S(PC) = R*(tanay + tanas + - - - + tan ay,).
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Figura 4.5: Poligono circunscrito com quadrilatero em destaque (2)

Fonte: Proprio autor

Como o poligono é circunscrito, entao ag + e+ 4+ o, =T e ay,ag, -, €
(0, g) Queremos determinar o poligono de menor érea, logo, devemos obter a condi¢ao
suficiente e necessaria que minimize a expressao tana; + tanas + - - - + tana,,, o que

pode ser facilmente obtido, bastando para isso provarmos que
o+ 4o
tanaq + - - - + tan «,, > ntan (Q) , (4.17)
n

ocorrendo a igualdade se, e somente se, a; = -+ - = .
Ja vimos que a desigualdade é valida para 2™; portanto é suficiente prova-la
para 2 < n < 2" com m,n € N. Lembrando que na desigualdade podemos ter n = 2,
o que é ratificado quando nos referimos a area ou aos lados de um poligono.
Continuando com nossa demonstragao, seja tanay + --- + tana,, a soma de n

parcelas e, sem perda de generalidade, consideremos a igualdade (4.6]), onde

Adicionamos (2™ — n)tanf a soma tanaj + - - - + tan o, obtendo
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tanag + - -+ tana, + (2™ —n) tand

com um total de 2™ tangentes. Assim,

ity + (2m—n)o
tana1+---+tanan+(2m—n)tan022mtan(a1+ o+ n) )

2m

De (4.9), temos
ag+ -+ o, + (2™ —n)o

- = 9.

Logo, podemos escrever a ultima desigualdade da seguinte maneira
tanag + - - + tanay, + (2™ —n) tand > 2™ tan 6.
Dai, subtraindo (2™ —n) tan § dos dois membros, nos é revelado a seguinte desigualdade
tanag + -+ -+ tana,, > ntan6.

Aplicando a equacao (4.6)) na desigualdade acima, obtemos a expresao (4.17]).
Agora, para completar a demonstracao, devemos provar que, na desigualdade
(4.17), a igualdade ocorre se, e somente se, a1 = ag = - -+ = Q.

Se a1 = @y = -+ = «,, nada temos a provar. Por outro lado, se

(4.18)

o]+
tan o + tanog + - - - + tan oy, = ntan <¥>,

n

devemos mostrar que a; = ag = -+ = Q.
Novamente, seja § um angulo, conforme apresentado em (4.7)). Adicionando

(2™ — n)tan @ a ambos os membros de (4.18)), segue que

o+ oy

tanag + -+ tana, + (2™ — n) tanf = ntan(
n

)+ e =) ano.
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Substituindo a média aritmética dos n angulos por 6 e simplificando o segundo membro
da igualdade, obtemos tanag + tanag + -+ - + tana,, + (2 — n)tanf = 2™ tand. Ja
vimos que, para 2™ tangentes, se a igualdade ocorre, entao todos os angulos sao iguais,
dai g =ag =+ =a, =0 =--- = 0. Agora, subtraimos (2™ — n) tan @ de ambos
os membros de tana; + tanag + -+ + tana, + (2™ — n)tanfd = 2" tan 6, obtendo
tan oy +tan as + - - - + tan o, = ntan @, onde substituimos # pela média aritmética dos
n angulos, chegando a expressao (4.18]). Dessa forma, provamos que, se isso ocorre,
entao ap = ay = -+ = Q.

Assim, mostramos também que, entre todos os poligonos circunscritos em uma

circunferéncia, os regulares sao os de menor area. Além disso, se

S(PC) - RQ(tanOél + P +tanan) :nRQtan (w> .

Como a7 + -+ + «,, = m, a area de qualquer poligono regular circunscrito em uma
circunferéncia de raio R pode ser determinada pela formula

7

S(PC’):nRQtan( ), VneNen > 3.

n

4.5.1 QUANTO MAIS LADOS MENOR A AREA

Proposicao 4.6. Entre os poligonos regulares circunscritos a uma circunferéncia, o

que tem o mator numero de lados € o que possui menor drea.

Demonstracao. Sejam BiBs - -+ B, um poligono regular de n lados circunscrito a uma
circunferéncia I' e um ponto ) € I' entre dois pontos consecutivos de tangéncia dessa
circunferéncia com os lados do poligono, de modo que Q ¢ B1 By - -+ B,. Sem perda de
generalidade, considere () entre os pontos de tangéncia de I' com os lados do poligono

que determinam B,. Tomemos B! e B,;; como os pontos de intersec¢ao entre o
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poligono e a reta tangente a I' que passa por @, conforme ilustrado na Figura [4.6]
resultando no poligono inregular By --- B,_1 B!, B, 1 de n + 1 lados.

Perceba que o triangulo B! B, B, .1 nunca sera degenerado se tomarmos ) € I'
e Q ¢ B1Bs- - B, garantindo que o poligono irregular By - - - B,,_1 B/, B, 1 sempre tera
area menor que o poligono regular By Bs - - - B, ou seja,

Figura 4.6: Poligono regular e poligono inregular

Fonte: Proprio autor

™

nR? tan (—) > nR?tan (Z) — S(B!,B,B11),

n n

em que S(B! B, Bi1) € a area do tridngulo B! B, B, 1. Como,

n+1
nR? tan (f) — S(B!.B,Bpy1) = R? Ztan ay,
n
k=1

n+1
T
RQZtan o > (n+ 1)R*tan <n—+1> :
k=1

ou seja, a area de um poligono irregular circunscrito em uma circunferéncia é maior que
a area de um poligono regular com o mesmo nimero de lados e circunscrito & mesma

circunferéncia. Entao,

nR? tan (%) > nR?tan (3> — S(B.ByBys).

n
Como
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n+1
- T
nR%tan (_) — S(B.ByByy1) = RZZtanak > (n + 1)R?*tan <n+ 1) .

n
k=1

Segue por transitividade que

2 T 2 T
nR*tan <n> > (n+ 1)R* tan (n—l— 1) .

Portanto, entre os poligonos regulares circunscritos a uma circunferéncia, o que possui

o maior namero de lados é o de menor area. O

4.6 Teorema dos poligonos regulares circunscritos

Teorema 2. Entre todos os poligonos com numero de lados igual ou inferior a n,
circunscritos a uma circunferéncia, os requlares com n lados sao os que apresentam a

menor drea.

Demonstragao. Ja provamos que entre todos os poligonos circunscritos a uma circun-
feréncia, os regulares sao os de menor area. Além disso, mostramos que quanto maior
o nimero de lados de um poligono regular circunscrito, menor é a sua area. KEssas
afirmagoes foram obtidas das proposig¢oes e ja demonstradas. Portanto,

fica provado o Teorema dos poligonos regulares circunscritos. O]

4.7 Poligons regulares e a BNCC

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento normativo que
estabelece os conhecimentos essenciais a serem desenvolvidos pelos alunos durante sua
trajetoria escolar na educagao bésica, abordando competéncias e habilidades que visam,
entre outros objetivos, a igualdade educacional, valorizando o ingresso e a permanéncia

na escola.
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Na BNCC, competéncia é definida como a mobilizagao de conheci-
mentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas
e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas com-
plexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo
do trabalho (Brasil, 2018, p.8)

Dentro da area de Matematica, o estudo de poligonos desempenha um papel
significativo, comecando no Ensino Fundamental e avancando até o Ensino Médio. O
conhecimento geométrico relacionado aos poligonos, especialmente os poligonos regula-
res, contribui diretamente para a construcao do raciocinio matematico e a compreensao
de conceitos fundamentais de geometria plana e espacial.

Na area da geometria, a BNCC promove o desenvolvimento de habilidades que
estimulam a compreensao e aplicagao de conceitos geométricos fundamentais, além de
incentivar o raciocinio logico e a resolugao de problemas, destacando a importancia da
aplicacao pratica dos conceitos em situagoes reais. Os poligonos, regulares e irregulares,
sao contetidos essenciais na formacao geométrica dos alunos, conforme estabelecido
pela BNCC. Desde o reconhecimento de suas propriedades basicas, como simetria e
regularidade, até os calculos de area e perimetro, os poligonos desempenham um papel
importante na construgao do raciocinio légico-matemético.

A relacao dos poligonos com sélidos geométricos e suas aplicacoes praticas em
areas como arquitetura, design, engenharia civil, computagao gréfica, robética, astro-
nomia, geografia e cartografia reforcam a relevancia desse contetido na educagao bésica.
Assim, o estudo dos poligonos promove uma abordagem integrada e contextualizada
do ensino da geometria, preparando os alunos para enfrentar tanto desafios académicos
quanto questoes praticas do cotidiano.

Diante do exposto, as proposigoes e teoremas apresentados na Secao 4 vém forta-
lecer o entendimento sobre as caracteristicas dos poligonos regulares, ampliando o leque
de conhecimento sobre essas figuras. Como afirmado anteriormente, quanto mais co-
nhecemos sobre determinado conteudo, melhor conseguimos manipulé-lo, favorecendo
sua aplicacao no cotidiano.

O contetdo abordado na Se¢ao 4 envolve a aplicagao de diversos conceitos vistos
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desde o ensino fundamental até o 22 ano do ensino médio. Entre eles estao: area de
triangulo, casos de congruéncia, poligonos, poligonos regulares, angulos complemen-
tares, angulos centrais, vérias relagoes da trigonometria, equagoes, inequagcoes, entre
outros. Este é um excelente momento para relembrar e aplicar tais contetidos. Além
disso, esses temas estao diretamente ligados as habilidades mateméticas previstas nas
competéncias especificas de geometria, com énfase no estimulo ao raciocinio dedutivo
e analitico.

Concluimos que a maximizac¢ao da area de poligonos inscritos em uma circunfe-
réncia e a minimizacao da area de poligonos circunscritos a uma circunferéncia, como
demonstrado nesta pesquisa, sao topicos que podem estimular o aprendizado. E reco-
mendével que este contetdo seja apresentado aos alunos do 2° ano do ensino médio,
apos o estudo da trigonometria, ou mesmo na tltima série da educagao basica, quando
os alunos ja tém dominio dos conceitos de trigonometria, indispensaveis para a com-

preensao dos processos aplicados nas demonstragoes.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Motivados a provar, duas proposicao derivadas dos estudos de uma demons-
tracao realizada por Arquimedes, que utilizou o método da exaustao para determinar
um valor aproximado de 7 . Buscou-se nao apenas provar suposi¢oes, mas também
desenvolver as demonstragoes de forma que alunos dos anos finais da educacao béasica
fossem capazes de compreendé-las.

Apos estudos aprofundados, foi possivel transformar a proposicao e a conjectura
iniciais em teoremas. Um deles afirma que, entre todos os poligonos com a mesma
quantidade de lados inscritos em uma circunferéncia, os regulares possuem a maior area.
O outro teorema estabelece que, entre todos os poligonos com a mesma quantidade de
lados circunscritos a uma circunferéncia, os regulares possuem a menor area.

Para o primeiro teorema, buscou-se a condi¢ao necessaria e suficiente para ma-
ximizar a expressao sen «g + - - - +sen «,. No segundo teorema, o objetivo foi determi-
nar a condigao necessaria e suficiente que conduzisse ao menor valor de tanaq + - -+ +
tan c,,,. Como resultado, foram demonstradas as seguintes desigualdades: sen oy +
-+ 4 sen a, <nsen f e tanay + --- 4+ tana,, > ntanf, em que 6 representa a média
aritmética dos angulos aq, am, ..., a,. Isso leva a seguinte pergunta: qual seria o com-
portamento da soma cosaq + - -+ 4+ cosa,? De forma andloga ao que foi feito para a
soma dos senos, pode-se demonstrar que cos ay + - - - +cos a,, < ncosf. Contudo, até o
momento, nao foi encontrada uma aplicagao plausivel dessa desigualdade no contexto
dos poligonos.

Concluimos esta etapa da pesquisa conscientes de que sua continuidade é indis-
pensavel, visto que outras conjecturas surgiram a partir do que ja foi produzido. Além
disso, podemos tentar expandir esses estudos para a geometria espacial, abordando

poliedros e esferas.
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