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Resumo

O estudo da Razao Aurea e da Sequéncia de Fibonacci € uma oportunidade riquissima
para o professor do ensino basico trabalhar a conexao da Matematica com o dia-a-dia.
Neste trabalho discutiremos as diversas relagdes entre razdo aurea, numero de Ouro,
numeros de Fibonacci e suas surpreendentes aplicagdes praticas (ou ndo). O trabalho
seinicia com a matematica da Razdo Aurea e do Retangulo Dourado, paraem seguida
apresentarmos as polémicas oriundas da metade do século XX, com “a aplicagao da
Matematica em tudo”. Depois abordaremos o estudo sobre a mitologia e a verdade
envolvendo a razdo aurea! Destacando algumas de suas principais aplicagbes
definindo-as em. Fato ou Fake News, mostrando que a divina propor¢cao é menos
comum do que se imagina! Em seguida com a construgdo de varios retangulos
aureos chegaremos ao estudo das espirais, onde teremos um pequeno panorama
das aplicacdes e ocorréncias “em tudo”. Finalmente apresentamos a Sequéncia de
Fibonacci, seus numeros, com as polémicas relativas a originalidade e a primazia do
estudo e demostracao de propriedades desta fomosa sequéncia. Qual o papel dos
hindus nessa histéria? Nomear tal sequéncia como “de FIBONACCI” é ser
Eurocentrista? O fato inatacavel é que os Numeros de Fibonacci apresentam
propriedades aritméticas notaveis e impressionam pelo fato deles aparecerem na
Geometria, na Teoria dos numeros, na Genética, dentre outros, assim como surgem,
inesperadamente, no estudo de Sistemas Dinédmicos Cadticos.

Palavra-chave: Raz&do Aurea, Sequéncia de Fibonacci, Nimero de ouro.



Abstract

The content on the Golden Ratio and the Fibonacci Sequence is a rich
opportunity for the teacher to work on connecting Mathematics with everyday life.
Therefore, in this work we will talk about the famous relationship with the Golden
number and its surprising practical applications. We will start by talking a little about
the segment with the Golden Ratio and the Golden Rectangle, then we willpresent
aspects about the controversies of the mid-20th century, with the application of
Mathematics, "in everything". Then we will address the study of themythology and truth
of the golden ratio, highlighting some of its main applicationsand defining them in. Fact!
or Fake News? Showing that the divine proportion is less common than one might
imagine. Next, with the construction of several golden rectangles, we will arrive at the
study of spirals, where we will have a specific chapter for their applications and
occurrences "in everything" and the Fibonacci Sequence, where we will present a little
about the history of his life andwork, as well as the problem of rabbit reproduction whose
solution is the generator of the terms of the aforementioned sequence and the
controversies about the role of Hindus in this history? And in naming the sequence
known as "FIBONACCI" is being Eurocentrist? Fibonacci Numbers present remarkable
arithmetic properties and what impresses us most is the fact that these numbersappear
in Geometry, Number Theory, Genetics, etc... as well as appearing, unexpectedly, in
Chaotic Dynamical Systems, as we will see further up. Finally, this work considers that
the introduction of methodological research, which develops the student's capacity for
abstraction, enables a clear connection between symbolic language used in textbooks
and the concepts involved in discovering relationships that appear in many situations
involving divine proportion and the Fibonacci Sequence.

Keyword: Golden Ratio, Fibonacci Sequence, Golden Number.
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INTRODUCAO

A aplicagcdo da Matematica esta presente em praticamente todas as areas do
conhecimento, no DNA de um ser vivo, na computagdo quéntica e na inteligéncia
artificial. Se por um lado é extremamente complexo para os cientistas relacionarem a
matematica pura aos seus modelos e problemas, para o professor de matematica do
ensino basico também, nem sempre € facil relacionar a realidade do dia a dia aos
olhos dos alunos permeando as aulas ditas tradicionais com as aulas diferentes,
usando metodologias ativas e temas da atualidade. Abordaremos uma tentativa de
popularizar a matematica, feita na metade do século XX, com a industria do cinema
americano, mais especificamente da razao aurea e do retangulo aureo, e as lendas
que envolve essa razao, o que nos levara ao Pato Donald.

Se falarmos em Matematica, pensamos em numeros e, portanto, a
apresentacao a seguir visa contar a historia de um dos maiores e mais surpreendentes
numeros da Matematica, (Phi), também conhecido como Raz&o Aurea, representado
pela letra grega ¢ (phi) em homenagem ao matematico e escultor Fidias, por ter
utilizado em tantas obras suas a Razdo Aurea. Sua origem é geométrica e a figura
mais famosa e mais usada na Raz&o Aurea é o Retangulo Aureo.

O conteudo sobre Razdo Aurea também conhecida como Niumero de Ouro, é
uma proporgdo ou razdo (quociente) entre certas “coisas ou medidas”. Infelizmente,
boa parte do mito que rodeia a divina propor¢ao foi bastante exagerado, é aqui que
comeca a polémica que vamos descrever neste trabalho: seria uma forgagcao de barra
(Fake News) tentar associar essas obras a razdo aurea ou esses matematicos
arquitetos pensaram objetivamente (Fato!) nisso? Os registros sobre isso sdo sempre
posteriores a eles, ao que parece sendo interpretacdes dessa histdria, tentando por
muitos anos desmistificar a razdo aurea. Por exemplo, Devlin nota que
diversos exemplos populares — o Parthenon, as piramides egipcias, a Mona Lisa — na
verdade ndo se encaixam na propor¢ao aurea. O que ha de real na divina proporgao?
Vamos conferir.

Este trabalho também tem como objetivo estudar a Sequéncia de Fibonacci € o
Numero de Ouro (ou Razdo Aurea) investigando suas histérias, suas principais
propriedades, suas aplicacbes na Arquitetura e na Arte, suas manifestagcdes na
Natureza, bem como, as relagdes que existem entre ambos.

Os Numeros de Fibonacci apresentam propriedades aritméticas notaveis que sao até
hoje, objeto de investigagdo. Mas o que mais nos impressiona € o fato de que esses
numeros aparecem na Geometria, na Teoria dos numeros, na genética, assim como
surgem, inesperadamente, em Sistemas Dinadmicos Cadticos, entdo: Nomear a
Sequéncia conhecida como “de FIBONACCI” é ser Eurocentrista? E o papel dos
hindus nessa histéria? Sequéncia dos Indianos ou Sequéncia de Pingala? (mais
conhecida como Sequéncia de Fibonacci). Sao temas que também receberam
destaques neste trabalho. A sequéncia de Fibonacci é o codigo da natureza. Esta em
tudo, desde flores a sistemas de tempestades e ao formato das galaxias. No entanto,
grande parte do mundo n&o conseguiu reconhecer a sua propria fonte (sera?).
Veremos também neste trabalho. No que diz respeito a insistentemente chamada
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(inclusive nesta dissertagcao) “Sequéncia de Fibonacci’, Fibonacci estava apenas
traduzindo os Sutras de Pingala (c. século Il d.C.) e seu comentarista Virahanka, que
derivou a “Sequéncia de Fibonacci” varias centenas de anos antes mesmo de

Fibonacci nascer?
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Capitulo 1 0O SEGMENTO COM RAZAO AUREA E O RETANGULO DOURADO
E AS POLEMICAS DA METADE DO SECULO XX

A Matematica esta presente em praticamente todas as areas do conhecimento,
mas nem sempre € facil demonstrar aplicagcdes praticas e interessantes, a vista dos
alunos permeando as aulas usuais com aulas diferentes. Neste capitulo abordaremos
as definigdes do ponto de vista matematico e um pouco de histéria da Razao Aurea,
e ao mesmo tempo relatar como os problemas matematicos tinham a ver com
problemas praticos e filoséficos, também acreditamos que pode ser um diferencial no
despertar dos alunos para a beleza da Matematica e para sua utilizagao pratica cada
vez mais indispensavel no nosso mundo atual, além das relagbes com a arte e a
arquitetura e principalmente a que isso levou, com aplicacbes reais de fato da
matematica ou apenas especulacdes e controvérsias sem fundamento cientifico.

“A Geometria tem dois grandes tesouros. Um é
o Teorema de Pitdgoras. O outro, a divisdo de
uma linha nas razées extrema e média. O
primeiro podemos comparar a uma medida de
ouro. O sequndo podemos chamar de uma joia
preciosa”.

Johannes Kepler

1.1 O SEGMENTO COM RAZAO AUREA
1.1.1 Um pouco de histéria.

Na histéria da humanidade nenhum outro numero tem intrigado tanto os homens,
seja pelas propriedades matematicas que possui como pela beleza e harmonia que
sucinta, como o Nimero Aureo. Venerado desde os tempos de Euclides, esse numero
tem a caracteristica de aparecer em lugares inesperados.

Menos conhecido que o Pi é um outro numero, o Fi (®), que, em muitos
aspectos, é ainda mais fascinante. Suponha que eu Ihe pergunte: o que
0 encantador arranjo de pétalas numa rosa vermelha, o famoso quadro
“O Sacramento da Ultima Ceia”, de Salvador Dali, as magnificas
conchas espirais de moluscos e a procriagdo de coelhos tém em
comum? E dificil de acreditar, mas esses exemplos bem dispares tém
em comum um certo numero, ou proporcdo geométrica, conhecido
desde a Antiguidade, um numero que no século XIX recebeu o titulo
honorifico de “Numero Aureo”, “Razéo Aurea” e “Secgdo Aurea”. Um
livro publicado na Italia no comego do século XVI chegou a chamar
essa razdo de “Proporc¢do Divina” (LiVIO, 2011, p. 13, grifo do autor).

A Razao Aurea ou nimero perfeito, representada pela letra grega ® (Phi) em
homenagem ao matematico grego Fidias, o famoso arquiteto e escultor grego que
viveu entre 490 e 430 a.C. Sendo suas maiores realizagdes o “Parthenon de Atenas”
e o0 “Zeus” no templo de Olimpia, ele foi homenageado por que alguns historiadores
da arte sustentavam que Fidias fazia uso frequente e meticuloso da Razdo Aurea em
suas esculturas. (LIVIO, 2006, p. 16).
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A Razdo Aurea foi descoberta no século V a.C. por hipasos de Metaponto, um
matematico grego. (LIVIO, 2006, p. 14).

A primeira definigdo clara do que mais tarde se tornou conhecido como Razao
Aurea foi dada por volta de 300 a.C. pelo fundador da Geometria como sistema
dedutivo formalizado, Euclides de Alexandria, com os estudos dele, em 1923, devido
a grande admiragao que ele inspirava a poetisa Edna St. Vicent Millary escreveu um
poema intitulado “Somente Euclides viu a beleza Nua”. (LIVIO, 2006, p. 13).

1.2.1- Definicdo matematica do termo Razdo Aurea

Geometricamente, o Numero de Ouro surge a partir da divisdo de um segmento
em razao extrema e média, definido pela primeira vez ha 300 anos a.C. por Euclides,
da seguinte forma:

Uma linha reta AB é cortada na razdo extrema e meédia no ponto E quando,
assim como a linha toda AB esta para a maior parte AE, a maior parte AE esta para a
menor parte EB.

Usando a definicdo dada acima e observando que na Figura 01. AB > AE > EB,
temos: - = ®
EB

AE
A E B Z_op
EB

@ O o

Figura 01: Divisdo de segmento na razdo extrema e média

Os segmentos AB e AE estdo em razao aurea se

AB AE
— = — ou ainda se (AE)ZzABEB (1)
AE EB

Para o estudante do ensino basico obter um segmento onde temos a razdo aurea
basta tomar EB=1 e chamar AE= x (lembrando que x>1, que é mais perto de B). Com
isso temos que AB= x+1 e a razao aurea da seguinte forma:

A X E 1 B AE_ d

N " ° EB
Onde:
X x+1 . . L. .
1 = S obtendo assim a famosa equag&o quadratica:x? = x +1 ou x? - x - 1=0, cuja,
raizes sao:
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Tomemos a primeira raiz por ser positiva o valor de @ (phi maiusculo). A outra raiz
chamaremos de ¢ (phi minusculo). Sendo assim:

5 - 16180339887 e ¢ =""Y"=-0,6180339887..

o=
Onde a raiz positiva € o mundialmente famoso namero irracional aureo, @ igual a

cI)=1+\/§
2

=1,6180339887...

1.1.2 Propriedades de ®
. d*=1+0 = d*=2,6180339887 . ..

1 1 _ 2 1-v5_ 201-v5) _  1-v5_ _ _
o 1 vE 1oV - 1—2 =-® =0,6180339887...

. . 2 1 ,a .. . .
Disto, concluimos que ®, ®“ e 3 tém exatamente os mesmos digitos apds a virgula.

Isso significa que ® tem as propriedades unicas de produzir seu quadrado apenas
adicionando 1 e seu inverso subtraindo 1.

Além disso, pelas propriedades das raizes de uma equagao quadratica, temos
P+p=1ed -¢p=-1.

Propriedade 1.1.2 A soma de duas poténcias inteiras consecutivas de ® resulta na
poténcia de ® seguinte, ou seja:

(Dn+CDn+1=(Dn+2,VnEZ (2)

Da propriedade acima podemos concluir que a sequéncia (...., ™" ,...., o3, 07407,
1, ®, ®* 3., D", ...) € ao mesmo tempo geométrica e aditiva (é na verdade uma
sequéncia de Fibonacci, pois cada termo ¢é igual a soma dos dois anteriores), por isso
que é conhecida como progressao geométrica aurea ou, simplesmente, série
aurea.
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A proporgao divina também pode ser escrita sob a forma de somas infinitas:

Algumas somas infinitas que resultam no numero de ouro, ® = 1,618.... Veja:

a) 1+J1+ 1+V1....

Demonstragao:

Indicando o valor desta expressao por x, temos:

1+\/1+ 1+V1....=x (3)

Elevando os dois membros da equacao (3) ao quadrado, obtemos:
2

1+\/1+\/1+\/1.... =x2->x%=1+ 1+\/1+\/1+\/1.... (4)

Como a segunda expressao do lado direito da equacdo (4) é na verdade igual ao

nosso x da equacdo (3). Entdo basta substituir |1 + \/1 ++v1++v1.... por x na
equacao (4) e temos:

X°=1+x->x>-x-1=0 (5)

Para x > 0, temos que:
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b) Outra demonstragcdo é extremamente simples, basta partir da equagao de
segundo grau antes obtida, e fazer um processo iterativo (substituir do lado
esquerdo a expressao antes obtida):

¢’ =1+¢
So=+1+0¢

so=11+1+¢
@¢:\/1+\/1+ 1+ ¢

Nota: mais uma vez, a solugao negativa foi desprezada, porque o numero de ouro &
necessariamente positivo por definicao.)

c) Outra maneira de se encontrar o numero de ouro € utilizando-se um pentagono
regular. A partir dele calcula-se a razdo entre qualquer de uma de suas
diagonais e seu lado, utilizando-se semelhanga de tridngulos, classificagdes de
angulos Para isso, considere o pentagono regular ABCDE conforme esta
descrito na figua 2.

Figura 02 — Pentagrama regular

Como o pentagono é regular seus angulos internos sao congruentes e os tridngulos
CDA' e CED'’ da figura 2 s&o semelhantes pelo caso angulo — angulo.

Assim, fazendo
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ED = CD = ¢ (lado do pentagono) utilizando o fato de que AED’ "e isésceles e que os
triangulos CDA’ e CED’ sdo semelhantes temos que
CE EA
> Dar ©)
CD=EA=¢teCE=deDA=DB-BA0=d-~*.
Pode-se fazer as substituicbes na proporgéo anterior, assim temos

d 4

¢ d-—¢

Entao £2 = d? — d ¢
d
Seja x a razao entre a diagonal e o lado do pentagono, ou seja, x = 7 aindad=x+®
entao: x>-x—-1=0

Para x > 0, temos que:

Veja que podemos gerar outros infinitos segmentos aureos bastando ampliar o
segmento original obtendo segmentos semelhantes. Por exemplo, com intervalos de
segmentos internos AE= 2.0 e EB=2, ou ainda com qualquer multiplo real do numero
de ouro ® (multiplo real diferente de zero), fazendo zoom no retangulo &aureo
aumentando ou diminuindo. Todos resultardo na mesma razao dourada do segmento.

E um retangulo dourado? O que seria? E um retdngulo em que o lado maior e
o lado menor estdo em razao aurea.

Basta copiar o segmento AB construindo um segmento DC abaixo contendo um ponto
F na mesma direcdo de E, como na figura 2 abaixo, e formar um retangulo ABCD
contendo um quadrado AEFD.

A E B

D F C

Figura 3: Retangulo Aureo.
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Podemos interpretar a figura 3, em cima da propriedade (AE)?=AB . EB, onde
a area do terreno AEFD, em amarelo, é dado por (AE)?, como mostra a figura 4.

A
° Q ]
oD oF .C

Figura 4: Retangulo Aureo colorido

Terreno retangular ABDC, em amarelo, com a area de comprimento AB=DC
vezes EB=FC, como mostra a figura 5.

A

® (o]

D Cc

Figura 5: Retangulo Aureo colorido

Veremos mais a frente alguns exemplos do Retangulo aureo e suas
propriedades. Veremos a seguir algumas tentativas de aplicacdo desses entes
matematicos em problemas reais e até que ponto isso resultou.

1.2 Matematica Aplicada a vida ou aplicagdao da matematica “em tudo”?

A aplicagdo da Matematica esta presente em praticamente todas as areas do
conhecimento, no DNA de um ser vivo, na computagcdo quéntica e na inteligéncia
artificial. Se por um lado é extremamente complexo para os cientistas relacionarem a
matematica pura aos seus modelos e problemas, para o professor de matematica do
ensino basico também nem sempre é facil relacionar a realidade do dia a dia aos olhos
dos alunos permeando as aulas ditas tradicionais com as aulas diferentes, usando
metodologias ativas e temas da atualidade. A seguir abordaremos uma tentativa de
popularizar a matematica, feita na metade do século XX, com a industria do cinema
americano, mais especificamente da razdo aurea e do retangulo aureo e as lendas
que resultaram dai, o que nos levara ao Pato Donald.
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Como definimos acima, a Razao Aurea, representada pela letra grega (®) (Phi)
€ uma proporgéo ou razao (quociente) entre certas “coisas ou medidas” que resultam
em um numero irracional. A letra grega escolhida é uma

homenagem ao matematico grego Fidias, também famoso arquiteto e escultor grego,
que viveu entre 490 e 430 a.C., sendo suas maiores realizagdes: o “Parthenon de
Atenas” e o “Zeus” no templo de Olimpia. Ele foi homenageado porque alguns
historiadores de arte sustentavam que Fidias fazia uso frequente e meticuloso da
Razao Aurea em suas esculturas. (LIVIO, 2006, p. 16). E aqui que comeca a polémica
que vamos descrever neste trabalho: seria uma forgacédo de barra (fake news) tentar
associar essas obras a razdo aurea ou de fato esses matematicos arquitetos
pensaram objetivamente nisso? Os registros sobre isso sdo sempre posteriores a
eles, ao que parece sendo interpretagdes dessa historia.

1.3 A Mitologia e a Verdade da Razdo Aurea! Fato! ou Fake News?

A razao aurea pode sim, ser encontrada nas construgdes antigas e modernas,
na natureza, na arte, etc... No entanto, ha quem faga um esforgo tremendo para
visualiza-la onde ela nao existe. E talvez essas pessoas nem acreditem que a divina
propor¢gao € menos comum do que elas imaginam!

Ao que consta a razédo aurea foi descoberta no século V a. C. por Hipaso de
Metaponto, um matematico grego. (LIVIO, 2006, p. 14). Aqui se fala que a raz&o aurea
“‘Numero de Ouro” € um numero irracional misterioso e enigmatico que nos surge
numa infinidade de elementos da natureza na forma de uma razdo, sendo
considerada como uma oferta de Deus ao mundo”. Porém, formalmente, a primeira
definicdo clara do que mais tarde se tornou conhecido como Razdo Aurea foi dada
por volta de 300 a.C. pelo fundador da Geometria como sistema dedutivo, Euclides de
Alexandria.

Um primeiro ponto que podemos questionar € o fato de alguns historiadores
suspeitarem que a “Grande Piramide de Gizé”, (figura 1), fosse construida levando em
conta a Razao Aurea.

Figura 6 - “Piramides de Gizé”
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Tais suspeitas surgiram da afirmacgao do historiador grego Herédoto 485-425 a.C.,
apesar de muitos afirmarem, que é bastante improvavel que os egipcios tenham
descoberto a Raz&o Aurea e suas propriedades, assim como reforca Livio(2011,p.78).

A razdo entre a altura de uma face e metade do lado da base da grande Piramide
seria igual ao numero de ouro. Fake News! Veja:

612.01 / 377.9 = 1.61950...

Figura 7 - “Grande Pirdmide de Gizé”

Além disto, cada pedra era 1,618... (valor aproximado de (®) menor que a
pedra de baixo, a de baixo era 1,618... maior que a de cima, que era 1,618...maior
que da 32fileira e assim por diante. Isso parece nao ter fundamento algum, pelo menos
do ponto pratico da obra final que foi construida, pois as medidas das Piramides ja
foram feitas e estdo disponiveis para quem quer visita-las com equipamentos precisos
de medicao e checar na pratica que a obra ndo tem essas caracteristicas.

“A histéria mostrou que o apelo mistico das piramides e o “Numerismo Aureo”
podem ser mais fortes do que qualquer evidéncia solida”.

Outra hipotese é que os gregos também utilizaram a Razdo Aurea em suas
obras. Por volta de 447 e 433 a.C., foi construido na Grécia o Parthenon Grego (figura
2), o qual conteria a razdo aurea nos retangulos que formam a fachada na relagéo
(largura/altura). Fake News!

Figura 8: Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Parthenon
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Pois, a fachada do Parthenon, templo construido na Grécia Antiga para louvar
a deusa Atena, foi feito com base na proporgao aurea. No entanto, ele foi construido
em 447 a.C., mais de um século antes que Euclides descobrisse a razdo aurea. Como
o arquiteto Fidias usaria esse numero sem conhecé-lo? Entdo, especula-se que as
dimensbes do edificio expressem a razdo dourada. Além disso, as medidas da
fachada n&o se encaixam na proporgao aurea. Isso so6 funciona quando vocé “forca a
barra” e inclui no retangulo parte dos degraus.

Figura 9: Fonte: https./pt.wikipedia.org/wiki/Parthenon

Também existe a crenca de que Leonardo da Vinci usou a propor¢ao aurea em
suas obras. Por exemplo, dizem que o Homem Vitruviano se encaixa na razao aurea,
por ter a proporcao perfeita entre altura e largura. Fake News! As medidas nao
batem, como

explica o Fisico Donald E. Simanek:

A relagao umbigo/altura na imagem é 0,604, um pouco menor do que 1/¢ = 0,618. Da
Vinci escreveu um texto que acompanha a imagem, mas ele néo diz nada sobre essa
relagdo, nem sobre a distancia do umbigo até os pés. O texto ndo contém nenhuma
mencgéo de ¢. Ndo ha nenhuma sugestao na imagem de que Leonardo estava fazendo
algo mais profundo do que relacionar o homem a um circulo e um quadrado.
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Na verdade, parece que Leonardo forgou as proporgbes do homem para se encaixar

aureo e a linha do umbigo. Eles ndo se encaixam.

nessas

figuras
geomeétricas.
Se Leonardo

quisesse
incorporar @
na imagem,
ele poderia
facilmente ter
movido  um

pouco a
posicdo  do
umbigo. @)

fato de que
ele ndo fez
isso nos diz
que ele néo
tinha
qualquer
razdo  para
fazer isso.

O retangulo
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Figura 10: Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/ Homem Vitruviano

A Mona Lisa é uma pintura, do mestre Leonardo da Vinci, das mais intrigantes
da Histdria da Arte. Estudos mostram que ele teria usado uma malha geométrica (grid)
na estrutura do quadro em comunh&o com a proporgao aurea. Fake News!

E necessario esclarecer que, embora os estudos sejam baseados no desenho
geométrico, Mona Lisa nao é um tratado de geometria que virou uma pintura, mas
uma pintura que contém elementos geométricos, formando o que chamamos de
Composicao.

Observe como a linha dos olhos marca uma divisdo aurea no comprimento total
da face. E também a linha da boca € uma proporgao aurea da distancia entre a base
do nariz e a extremidade do queixo.

Figura 11: Fonte: https./pt.wikipedia.org/wiki/ Mona Lisa

Na imagem, a espiral aurea comega, sem motivo, do espago entre as maos da
Mona Lisa, depois colocaram um retangulo comegando na testa da mulher, s6 para ele
ficar alinhado com os olhos e o labio superior. Vale tudo!
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Existem muitas analises geométricas desta obra prima, entretanto cabe ao leitor
discernir quais se mostram mais consistentes, nao deixando de levar em conta de que
se trata de um trabalho de Leonardo da Vinci, o qual levou anos para ser concluido.

Essa afirmagdo sobre pensar na razdo aurea no projeto parece tao
incontestavel até no senso comum que milhdes de pessoas ja viram o filme ou partes
do filme do Pato Donald, o interessantissimo "Donald no Pais da Matemagica", dos
estudios Disney.

Figura12: Cenas do Filme: "Donald no Pais da Matemagica”

O filme completo € um curta metragem de 27 minutos, que tem como estrela o
Pato Donald, langado nos EUA em 26 de junho de 1959 e dirigido por Hamilton Luske.
O curta foi disponibilizado para varias escolas e se tornou um dos mais populares
filmes educativos ja feitos pela Disney. Creio que toda crianga deveria ver o filme.
A parte da razdo aurea pode ser visto no Youtube em
https://www.youtube.com/watch?v=58dmCjOwuKw e tem 6,28 minutos. Até 1,48
minutos as afirmacdes sobre a proporcdo aurea sao todas matematicas com
desenhos e animagdes de figuras geométricas conhecidas das criangas e mostra as
belissimas relagcées que saem desses entes matematicos. Porém depois disso o filme
afirma sobre a intengdo deliberada dos gregos de pensar essa razao como presente
em seus varios projetos. Também aparece no filme a fachada principal da Catedral de
Notre Dame de Paris, como exemplo da razao aurea aplicada. Trata-se de uma Fake
News da Disney de 1959. Vejamos as medidas da catedral na figura 13 abaixo,
obtidas pela equipe de bombeiros depois do incéndio de 2019.

A CATEDRAL "™

Torre

le——————— Altura do
pinaculo:

Altura das 96 metros

torres:
69 metros

Altura da
fachada sem
as torres:

45 metros

Largura da
fachada:

Comprimento i
J 43,5 metros

total: 128 m
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Figura13: Medidas da Catedral de Notre Dame de Paris (Nossa Senhora de Paris)

Podemos perceber que nenhuma das contas, como afirmadas no filme da
Disney, resultam na razdo aurea, pois ndo temos um quadrado (45 x 43,5) e o
retangulo de 69 x 43,5 n&o € aureo. Por mais que queiramos aproximar ndo chegamos
perto da razao O.

O restante do video esta repleto de afirmacdes que nao tem qualquer relacéo
com a real medida das obras de arte e arquitetura mostradas. Aos 3:50 faz-se uma
absurda relagdo com as formas do corpo humano (que nao encaixa de forma alguma
no retangulo). O restante fala sobre a “presenca do pentagono na natureza” com
aproximacoes interessantes. Uma frase se destaca:

“Todas as obras da natureza tém légica matematica, e seus padrées sao
ilimitados, ... sim, existe matematica em praticamente tudo, e, como os Gregos
descobriram, as regras sao sempre as mesmas.”

O final do filme mostra as espirais e alguns fractais. Apesar dessas frases
marcantes e polémicas, o filme é extremamente belo e contagiante, terminando com
uma frase do Pato Donald: “puxa, seu espirito, a matematica é muito mais do que
2x2.” Donald tem plena razéao.

Voltando ao fiime, vemos nele uma propriedade matematica
interessantissima do retangulo aureo: se um retangulo dourado ABCD for
desenhado e um quadrado ABEF for removido, o retdngulo ECDF restante também
sera um retangulo dourado. Isso da origem as espirais, que veremos em outros
capitulos. Voltaremos a destacar essa propriedade fractal (auto semelhancga infinita)
do retadngulo aureo. Isso também aparece no fiime do Pato Donald no pais da
matematica.

Vejamos a seguir algumas questdes a serem descobertas se fazem sentido ou séo
apenas falacias.

A Ultima Ceia é uma obra realizada por Salvador Dali de 1955. A pintura é 6leo
sobre tela e mede 167 cm de altura e 268 de largura. Atualmente, o quadro esta
disponivel na Galeria Nacional de Arte de Washington. Essa obra causou polémica
quando apresentada ao publico, pois a imagem de Dali como artista irreverente e
provocador ndo combinava com o tema religioso. Trata-se de uma Fake News a
medida da largura da obra de Salvador Dali de 1955, foi aproximada para 270 cm de
forma groseira.
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Figura 14: Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki“O sacramento da Ultima Ceia”, de Salvador Dali.

1.3 As Obras da Arquitetura Grega tem relagdao com a perfeicao aurea
matematica?

Foi mais de 2.000 anos depois de Euclides que tanto a “proporgao” foi
designada como “aurea” pelo matematico alemao Martin Ohm em 1835. A questao da
Arquitetura grega, que a proporgao aurea fornecia a proporgao esteticamente mais
agradavel, foi reforgcada durante o Renascimento, por exemplo, pelo trabalho do
polimata italiano Leonardo da Vinci e pela publicacido de “De divina proporcionale”
(1509; Proporgao Divina), escrito pelo matematico italiano Luca Pacioli e ilustrado por
Leonardo da Vinci.

Fidias, o escultor e arquiteto, foi o responsavel pela construgdo de certas obras
classicas e a designagéo adotada para o famoso numero (®) (Phi) € a inicial de seu
nome; sendo que os autores relatam que a Razdo Aurea, foi utilizada em muitas de
suas obras. O nome acrescentado de Ouro, foi dado pelo matematico americano Mark
Barr no inicio século XX.

1.3.1 O Pentagono Regular e o Pentagrama. Fato!

De todas as figuras geométricas planas a que mais chamou a atengao dos
matematicos e fildsofos da Grécia Antiga foi o pentagrama ou estrela de cinco pontas,
ou ainda, o pentagono estrelado (Figura 15).
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Associado ao pentagrama esta o pentagono regular (poligono de cinco lados e cinco
angulos congruentes), pois tragando todas as diagonais do pentagono, obtemos o
pentagrama e um outro pentagono no centro. Tragando, agora, as diagonais do novo
pentagono, formaremos mais um pentdgono e um pentagrama, sendo que esse
processo, conhecido como auto propagacdo, pode ser continuado, infinitamente,
obtendo pentagonos e pentagramas cada vez menores, conforme (Figura 16).

Figura 16: Sequéncia infinita de pentagonos regulares e de pentagramas.
A razao entre as medidas dos lados dos dois pentagonos ¢€ igual ao quadrado
da razdo aurea. A razdo entre as medidas das areas dos dois pentagonos é igual a
quarta poténcia da razao aurea.

Chamando os vértices de um pentagrama de A, B, C, D e E, o tridngulo iséscele
formado por A, C e D tem seus lados em relacdo dourada com a base, e o triangulo
isosceles A, B e C tem sua base em relagao dourada com os lados.

Quando Pitagoras descobriu que as proporgdes no pentagrama eram a proporgao
aurea, tornou esse simbolo estrelado como a representagado da Irmandade Pitagorica.
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Esse era um dos motivos que levava Pitagoras a dizer que "tudo € numero", ou seja,
que a natureza segue padroes matematicos.

1.5 Outros contextos em que aparece o humero de ouro:

A proporcdo aurea ocorre em muitos outros contextos matematicos. E
geometricamente construtivel por meio de régua e compasso, e ocorre na
investigacdo dos sélidos arquimedianos e platonicos. E o limite das razées dos termos
consecutivos da sequéncia numérica de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... em que cada
termo além do segundo € a soma dos dois anteriores.

Na matematica mais atual, a propor¢éo aurea ocorre na descricdo de alguns
fractais, figuras que apresentam autossimilaridade e desempenham um papel
importante no estudo do caos e dos sistemas dinamicos. Veremos apenas alguns
desses casos. Inicialmente vejamos a construgdo do retadngulo com régua e
compasso. Seguindo os passos a seguir € possivel construi-lo.

1.6 Construcao do retangulo aureo com régua e compasso
Etapas da construcgao:

1) Dado o segmento AB, construir um quadrado ABCD.

2) Determinar o ponto médio E do segmento AB.

A /E B

Figura 17 - Construgdo Retangulo Aureo 1

3) Usando o segmento EF como raio, marcar o ponto F sobre a semirreta AB,
tal que EB =BF.
D
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Figura 18 - Construgdo Retangulo Aureo 2

4) Marcar o ponto G, perpendicular a CD pelo ponto F.

D C G

A E B F

Figura 19 - Construgdo Retangulo Aureo 3

1.7 Explorando mais o Retangulo Aureo (para o bem ou para o mal)

O Retangulo Aureo: trata-se do retangulo no qual a raz&o entre o comprimento
e largura é aproximadamente o numero (®) (Phi), ou seja, 1,618... LIVIO (2006) diz
que o retangulo aureo € um dos retangulos mais utilizados pelo homem, pois ele
emprestou sua formaa cartbes de credito, a crachas e outros objetos que usamos
(meca os seus cartdes e chachas).

Figura 20: Infinitos Retangulos Aureos

Desenhe duas diagonais em diagonais em qualquer par de retangulos pai- filho
série, como na figura 25, e todas irdo se cruzar no mesmo ponto. (LIVIO, 2006, p.
104).
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Figura 21: Retangulo Aureo cortado por duas diagonais

Nos dias de hoje, pode ser encontrado em muitos objetos do dia a dia, o que
sugere ao docente uma boa opg¢ao de atividade, por exemplo, propor aos discentes
uma atividadeinvestigativa, onde eles megam e verifique a raz&o entre cartdes de
crédito, documentos de identidades, capas de livros, cadernos até mesmo janelas e
portas entre outros. Em seguida, podem fazer uma analise dos resultados, para
confirma se tais objetos possuem a Raz&do Aureaou se aproxima dela.

Capitulo 2 A Sequéncia de Fibonacci

Neste capitulo apresentaremos um pouco da histéria da vida e obra de Fibonacci
que foi o matematico responsavel pela descoberta da sequéncia que leva o seu nome,
bem como, o problema da reprodug¢do dos coelhos cuja solugdo é a geradora dos
termos da referida sequéncia e sua correspondente definicao formal.

Leonardo de Pisa foi para muitos, o matematico europeu mais original e capaz
do Periodo Medieval. Nascido, na década de 1170, na cidade de Pisa, na regido da
Toscana (ltalia), era também conhecido como Leonardo Fibonacci (devido ao fato de
Fibonacciser um diminutivo de “filius Bonacci” que significa “filno de Bonaccio”), Leonardo
Pisano ou Leonardo Bigollo (na Toscana, Bigollo significa “viajante”).

Ficou conhecido pelo seu papel na introdugéo dos algarismos indo-arabicos na Europae
pela famosa sequéncia numérica que leva o seu nome.

Figura 22: Leonardo Fibonacci
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No Século XIlI, Pisa se destacava por ser um dos grandes centros comerciais da Italia,
assim como Génova e Veneza. Possuia varios entrepostos comerciais espalhados pelo
Mediterraneo onde passavam mercadorias importadas do interior e do ultramar, tais como,
as especiarias do Extremo Oriente que circulavam com destino a Europa Ocidental.

Leonardo Fibonacci era filho de Guglielmo dei Bonacci, um destacado mercador pi-
sano e representante dos comerciantes de Pisa que atuava como uma espécie de fiscal
alfandegario em Bugia (atualmente Bejaia, na Argélia).

Devido as viagens do seu pai por quase todo o Mediterraneo, Fibonacci teve oportu-
nidade de visitar a Sicilia, o Egito, a Espanha mulgumana, a Grécia e, dessa forma,
de conhecer, nestes lugares, as diversas culturas, assim como, de aprender com
professores islamicos a matematica arabe que era mais desenvolvida que a matematica
praticada na Europa Ocidental.

ApoOs concluir que o sistema de numeragédo indo-arabicos, o qual incluia o
principiodo valor de lugar, era bem mais pratico que todos os outros sistemas de
numeracgao, inclusive, o sistema de algarismos romanos, Fibonacci escreveu o seu
primeiro livro, Liber Abaci (Livro do Abaco), titulo que néo condiz com o contetido da obra,
publicado em 1202, no qual descreve em seus primeiros capitulos, as nove cifras indianas
(nove algarismos), ozero e as operacdes elementares envolvendo tais algarismos
(incluindo o zero).

Segundo Livio (2011, p. 111), Fibonacci inicia o Liber Abaci da seguinte forma: “os
nove numeros indianos séo: 9876 54 3 2 1. Com esses nove numeros e com 0 0...
qualquer numero pode ser escrito...” E para Boyer (1974, p. 185), o Liber Abaci “é um
tratado muito completo sobre métodos e problemas algébricos em que o0 uso dos numerais
indo-arabicos é fortemente recomendado.”

Nos seus problemas sdo incluidas questdes uteis aos mercadores, como conversdes
monetarias, calculo de juros, médias, entre outras. Além desses problemas de ordem
pratica, existem outros tantos, tais como, o problema do resto chinés, a regra da falsa
posicao, e mais outros que sao resolvidos através do uso de equacdes quadraticas. A obra
também apresenta justificativas geométricas de formulas quadraticas e métodos para se
obter somas de séries.

Segue um exemplo de um dos problemas que se encontra no Liber Abaci:

Um homem cujo fim se aproximava chamou seus filhos e disse:
“Dividam meu dinheiro do modo como irei descrever.” Para seu
filho mais velho, ele disse: “Vocé tera 1 bezant [uma moeda de
ouro originalmente cunhada em Bizanciole um sétimo do que
sobrar.” Ao segundo filho, disse: “Pegue dois bezants e um
sétimo do que sobrar.” Ao terceiro filho, disse: “Vocé pegara 3
bezants e um sétimo do que sobrar.” Assim, ele deu a cada
filho 1 bezant a mais doque ao filho anterior e um sétimo do
que restava e, para o ultimo filho, tudoo que restava. Apods
seguirem cuidadosamente as instrugdes, os filhos viram que
tinham dividido sua heranca igualmente. Quantos filhos havia e
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qual o tamanho da heranga (LiVIO, 2011, p. 114, grifo do
autor)?

ApOs essa obra, Fibonacci gozou de muito sucesso e prestigio a ponto do
Imperador Frederico Il té-lo convidado para participar de uma competicdo matematica,
onde foi apresentado varios problemas considerados dificeis pelo matematico da Corte,
Johannes Palermo. Fibonacci resolveu todos os problemas os quais a solugdo de dois
deles apresen- tou em um livro chamado Flos (Flor), publicado em 1225.

Um dos problemas era o de encontrar x racional tal que x2 - 5 e x2 + 5 fossem
também racionais. Fibonacci foi 0 Unico matematico a apresentar a resposta, x =
41/12.Para Livio (2011, p. 115):

Hoje temos de ficar impressionados com o fato de que, sem a
ajuda de computadores ou calculadoras de qualquer tipo,
simplesmente através de sua manipulagio virtuosa da Teoria
dos Numeros, Fibonacci tenha sido capaz de ver que a
solugdo para o problema acima era 41/12. De fato, (41/12)% +
5 = (49/12)% (41/12)2-5 = (31/12)2.

Além do Liber Abaci e do Flos, Fibonacci escreveu outros dois livros: o Practica
Geometriae, publicado em 1220, onde ele apresentou os conhecimentos de Geometria
e Trigonometria da época e o Liber Quadratorum, publicado em 1225, que é
considerado a sua obra mais avangada, pois trata da Teoria dos Numeros. No
entanto, Fibonacci ficou conhecido ndo exatamente pelos seus livros, mas pelo fato de
Edouard Lucas, na sua Colegdo Récréations mathématiques, ter dado o nome
fibonacci a uma sequéncia queaparece como solu¢gao de um problema do Liber

Abaci, que descreveremos a seguir.

2.1 O PROBLEMA DA REPRODUGAO DOS COELHOS

O Liber Abaci apresenta em seu Capitulo 12, o seguinte problema:

“Um homem pds um par de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro por todos
os lados. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano
se, supostamente, todo més cada par da a luz a um novo par, que é fértil a partir do
segundomés?”

Solugao: Segue abaixo o processo de reprodugdo em cada més:

. No 1° més, temos apenas um par de coelhos (ainda filhotes).
. No 2° més, continuamos com um par de coelhos (agora adultos).

. No 3° més, nasce um par de filhotes. Logo, temos dois pares de coelhos (um par de
adultos e um par de filhotes).

. No 4° més, o par inicial gera o seu segundo par de filhotes, ficando um total de trés pares
de coelhos (o par inicial, o primeiro par de filhotes, agora adultos, e o segundopar de
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. No 5° més, o par inicial gera o seu terceiro par de filhotes; o segundo par de adultos gera
o seu primeiro par de filhotes e o par de filhotes gerado no més anterior, agora adulto.
Logo, temos cinco pares de coelhos (trés pares de adultos mais dois paresde filhotes).

- Etc.

+ Notamos que num determinado més, o numero de pares de coelhos sera igual ao numero de
pares do més anterior mais o numero de pares do més anterior ao anterior, pois serao
esses ultimos que contribuirdo com o acréscimo do numero de pares de filhotes.

1° més

2° més

3° més

4° més

5° més

6° més

OO Par de coelhos filhotes
@@® Par de coelhos adultos

OO L

o ©
ee Co @

A Figura 22 mostra a reprodugdo dos coelhos até o sexto més.

0000 O
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2.2 DEFININDO A SEQUENCIA DE FIBONACCI

por:

1,1, 2, 3, 5,8 13, 21,34, 55,89, 144, 233, ..., fuu— 2. fn— 1, frn=» ...

1 par
1 par
2 pares
3 pares
5 pares

8 pares

Considerando que no problema anterior ndo haja morte e nem migragéo de
coelhos(nem de dentro pra fora e nem de fora pra dentro), sua generalizagédo é dada
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onde,

fn=fn-1+ fn—2,com n=>2 e fl = f2 =

Essa relacdo define, por recorréncia, uma sequéncia de numeros naturais, cujos
termos s&o chamados de Numeros de Fibonacci.

Os Numeros de Fibonacci apresentam propriedades aritméticas notaveis que sao, até
hoje, objeto de investigac&o. Existe até uma revista intitulada The Fibonacci Quarterly,
fundada em 1963, dedicada a pesquisa em torno desses numeros. Mas o que mais nos
impressiona é o fato de que esses numeros aparecem na geometria, na Teoria dos
Numeros, na genética, assim como surgem, inesperadamente, em Sistemas Dinamicos
Cadticos, como veremos nos proximoscapitulos.

Tabela com os termos sucessivos da sequéncia de Fibonacci

Foi o matematico e astrobnomo Johannes Kepler que descobriu que a razdo
entre dois numeros de Fibonacci consecutivos converge para a Razéo Aurea.

Razéo entre termos sucessivos da seqiiéncia
de Fibonacci

1:1 = 1,000000000000000

2:1 = 2,000000000000000

3:2 = 1,500000000000000

5:3 = 1,666666666666670

8:5 = 1,600000000000000

13:8 = 1,625000000000000

21:13 = 1,615384615384620
34:21 = 1,619047619047620
55:34 = 1,617647058823530
89:55 = 1,618181818181820
144:89 = 1,617977528089890
233:144 = 1,618055555555560
377:233 = 1,618025751072960
610:377 = 1,618037135278510
987:610 = 1,618032786885250
15697:987 = 1,618034447821680
2584:1597 = 1,618033813400130
4181:2584 = 1,618034055727550
6765:4181 = 1,618033963166710
10946:6765 - 1,618033998521800
17711:10946 = 1,618033985017360
28657:17711 = 1,618033990175600
46368:28657 = 1,618033988205320




A razéo entre os termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci e sua relagao
com o numero de ouro podem ser expressos através de um grafico, como dado
abaixo.

Ly Razédo entre termos sucessivos
da sequéncia de Fibonacci

2 A S SN, .
1.5 i : '
R R B A oga S
0 S AN LGS T W T
1 1 2z 3 i 8 13 21 34 55 89 144

Nuameros de Fibonacci

Figura24: Grafico que representa os termos sucessivos da sequéncia de Fibonacci

CAPITULO 3 A Sequéncia de Fibonacci ¢ mesmo “de FIBONACCI”? E a Origem

Hindu da Sequéncia de Fibonacci!
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Nomear a Sequéncia conhecida como “de FIBONACCI” é ser Eurocentrista? E

o papel dos hindus nessa historia?

Sequéncia dos Indianos ou Sequéncia de Pingala? (mais conhecida como

Sequéncia de Fibonacci)

A sequéncia de Fibonacci é o cédigo da natureza. Esta em tudo, desde flores a
sistemas de tempestades e ao formato das galaxias. No entanto, grande parte do

mundo n&o conseguiu reconhecer a sua prépria fonte (sera?).

Ao contrario de muitos outros europeus, Fibonacci ndo era um plagiador. Ele

mencionou claramente sua fonte e reconheceu seu crédito aos antigos indios.

Na introducédo de seu livro Liber Abaci, Fibonacci (c. século 13 d.C.) faz as

seguintes revelagdes:

1) “Sou filho de um funcionario que trabalha em Bugia, na Argélia”.
2) Havia uma colénia de mercadores indianos naquela cidade.

3) “Foi la que fui apresentado a Matematica Indiana”.

Fibonacci diz ainda:
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“‘Eu amava tanto a matematica indiana acima de todas as outras que me dediquei
completamente a ela”

“Também fui apresentado a matematica grega, arabe e egipcia”

“Mas descobri que todos eles, mesmo Pitagoras e sua escola, apresentavam erros
em comparagdo com a matematica indiana”

Fibonacci diz ainda:

“Por isso, baseando meu livro completamente nos métodos indianos e aplicando-me
a eles com a maior atengdo, mas ndo sem acrescentar algo de meu proprio
pensamento, me forcei a escrever este livro. Eu fiz a demonstracéo de tudo”.

” Em meu livro publiquei a doutrina da Matematica completamente de acordo com o
Método dos Indianos. Adotei COMPLETAMENTE o Método (Matematico) dos Indianos
porque é o MAIS eficaz”

Assim, em seu livro, Fibonacci obviamente ndo se refere a sequéncia de
Fibonacci como “Sequéncia de Fibonacci”. Em vez disso, ele simplesmente a chama
de “Sequéncia Indiana”.

Leonardo Fibonacci, no seu famoso livro *Liber Abaci* (1202), mostra que a origem
do conceito € muito mais antiga e pode ser rastreada até os matematicos indianos,
COmo veremos a seguir.

*Traducgao livre de partes do artigo “Indian origins of the Fibonacci sequence” (origens
indianas da sequéncia de Fibonacci).

Fonte: https://trueindologytwitter.wordpress.com/2020/03/31/indian-origins-of-the-fibonacci-sequence/.

No que diz respeito a insistentemente chamada (inclusive nesta dissertagao)
“Sequéncia de Fibonacci”, Fibonacci estava apenas traduzindo os Sutras de Pingala
(c. século Il d.C.) e seu comentarista Virahanka, que derivou a “Sequéncia de
Fibonacci” varias centenas de anos antes mesmo de Fibonacci nascer.

A Origem Hindu da Sequéncia, embora Fibonacci tenha introduzido a
sequéncia ao mundo ocidental no século Xlll, o conceito de sequéncias numéricas
semelhantes a de Fibonacci ja era conhecido por matematicos hindus. A primeira
menc¢ao documentada a uma sequéncia semelhante a de Fibonacci pode ser
encontrada em textos matematicos hindus do século VI.

Embora os matematicos hindus tenham trabalhado com progressées numéricas que
se assemelham a sequéncia de Fibonacci, ndo ha evidéncias de que a sequéncia
tenha sido usada ou formalizada da mesma forma. A diferenca fundamental é que
Fibonacci usou um problema pratico (crescimento de uma populagao de coelhos) para
explicar a sequéncia, enquanto na india as progressdes numéricas eram mais
associadas a padrdes de versos poéticos e a matematica do ritmo (no caso de Pingala,
por exemplo) ou a aritmética e algebra.
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Isto levanta uma questédo. Por que chamamos de “sequéncia de Fibonacci” quando o
préprio Fibonacci nao afirma té-la descoberto e simplesmente reconhece a
matematica indiana como sua fonte? Por que nunca se oferece a Pingala a mesma
cortesia?

3.1 Origem mais precisa antecede Pingala

Em textos antigos de matematica e metrologia, como o *Chandahsutra* de
Pingala, aparece a ideia de uma sequéncia de numeros em que cada termo € a soma
dos dois anteriores, embora ndo com a mesma énfase que teria depois. Pingala, um
matematico e gramatico indiano, foi o primeiro a descrever uma forma de progressao
em que o valor de um termo era derivado dos termos anteriores, no contexto de
padrdes ritmicos de versos.

A sequéncia de Fibonacci aparece na matematica indiana, em conexdo com a
prosédia sanscrita. Na tradicdo poética sanscrita, havia interesse em enumerar todos
os padrdes de silabas longas (L) de 2 unidades de duracéo, justapostas a silabas
curtas (S) de 1 unidade de duracgao.

A partir de 0 e 1, forma-se a sequéncia abaixo
0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Os numeros de Fibonacci foram descritos pela primeira vez na matematica
indiana ja em 200 a.C., em um trabalho de Pingala sobre a enumeragao de possiveis
padrdes de poesia sanscrita formados por silabas de dois comprimentos.

O conhecimento da sequéncia de Fibonacci foi expresso ja em Pingala (c. 450
a.C.-200 a.C.). Singh cita a formula enigmatica de Pingala, misrau cha . Bharata Muni
também expressa conhecimento da sequéncia no Natya Shastra (c. 100 a.C.-350
d.C.) No entanto, a exposi¢ao mais clara da sequéncia surge no trabalho de Virahanka
(c. 700 d.C.), cujo proprio trabalho se perdeu, mas esta disponivel em uma citagao de
Gopala (c 1135).

No entanto, alguns pontos podem ser destacados em termos de conexdes entre
a sequéncia de Fibonacci e conceitos hindus:

O numero de ouro (®)**: Asequéncia de Fibonacci esta intimamente relacionada
ao numero de ouro (P = 1,618), uma constante matematica que aparece em muitos
fendbmenos naturais, incluindo crescimento de plantas, proporgcées do corpo humano,
arquitetura, e muito mais. O numero de ouro também aparece em alguns conceitos
estéticos no Hinduismo, como em padrdes geométricos usados na arte sacra, templos
e na construgdo de mandalas. Embora a relagédo direta entre o numero de ouro e o
Hinduismo n&o seja explicita, o uso de proporgdes harménicas e estéticas na arte e
arquitetura hindus pode remeter a um principio semelhante.

A sequéncia de Fibonacci foi formalizada por Leonardo de Pisa, mais conhecido
como Fibonacci, no *Liber Abaci* (1202), mas o padrao que ela descreve, como a
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proporgao aurea, ja pode ser encontrado em muitos sistemas de conhecimento
antigos, incluindo aqueles que influenciaram o Hinduismo.

Portanto, a conexdo entre a sequéncia de Fibonacci e o Hinduismo pode ser
mais bem entendida como uma correspondéncia de conceitos estéticos, espirituais e
naturais, mais do que uma relagdo matematica direta nas escrituras antigas

Fonte: Tradugéo livre de texto em inglés de https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_sequence

CAEiTULO 4 NUMEROS DE FIBONACCI E OS SISTEMAS DINAMICOS
CAOTICOS

Uma aparicdo dos numeros de Fibonacci na matematica pura que é
extremamente surpreendente é na area de sistemas dinamicos discretos que
apresentam o Caos matematico (infinidade de pontos periddicos e estabilidade,
existéncia de orbitas densas com a aleatoriedade e o famoso efeito borboleta).

Um sistema dinamico discreto € a simplesmente a evolugao de “algo ou evento”
no tempo da seguinte forma: temos uma regra que rege o evento, pode ser uma
funcdo de um intervalo | contido na reta real R aplicado no préprio intervalo, por
exemplo, uma f: I —l. Mas o que seria o tempo neste caso? Dado um lugar x do
espaco |, obtemos a proxima posigao dele em |, ou seja, calculando f(x). Obviamente
se escolhemos uma funcéo do tipo f: | —Il, a préxima posicdo do ponto caira sempre
dentro de | ou na fronteira de I. O ideal é que ninguém saia de . Isto torna o sistema
dindmico bem mais interessante. A proxima posicdo de x no espaco | é calculada
tomando f o f (x). E assim por diante, ou seja, compondo n vezes a funcao f obtemos
a n-ésima posicao do ponto x em |, definindo o que chamamos de n-ésimo iterado de
f, colocando a composi¢cao como se fosse uma poténcia de f:

f" (x)= fofofo... of(x)

Com isso “o tempo em segundos” neste sistema é contado a cada iteragdo de
f. Acima temos a posi¢do de x no tempo n. Uma outra palavra herdada do estudo dos
sistemas planetarios é o que chamamos de Orbita de x, ou seja, o caminho que x
percorre no espaco I:

Orb (x) = { x, f(x), F2(x), F3(x), ..., F "(x), ...}.

Esses numeros de Orb (x), ou o conjunto Orb(x) pode ser um conjunto unitario,
pois se f(x)=x, um ponto chamado fixo, temos que Orb (x)={ x }. Assim como Orb
(x) pode ter dois, trés ou infintos pontos. Se Orb (x) é um conjunto finito dizemos que
0 ponto x é periddico ou fixa se n=1. Se Orb (x) é um conjunto infinito, ou seja, infinitos
pontos distintos de I, dizemos que a orbita € ndo periddica. Agora que temos alguma
familiaridade com os sistemas dindmicos discretos, vamos a proxima pergunta.
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E qual o objetivo em estudar esses sistemas discretos? Varias. As principais
sdo: quantos pontos periddicos existem? quantos ndo periddicos existem, se existem?
para onde “vai” a maioria dos pontos? Quais os comportamentos tipicos do sistema
(do ponto de vista estatistico)? E outras perguntas bem mais complexas, tais como:
qual a medida de Lebesgue desses conjuntos invariantes? Existem conjuntos de
Cantor nesses sistemas dindmicos? Tudo o que dissemos aqui tem aplicagdes na
fisica e em varias outras areas da ciéncia, principalmente na economia, na previsao
de riscos e na biologia, aliada antiga da matematica.

Um sistema dindmico discreto classico que se originou de modelos
matematicos para estudo de dindamica de popula¢des de animais e organismos é o
sistema abaixo, chamada de aplicacao logistica ou aplicagdo quadratica

f(x) = ax — ax? = a.x.(1-x) ,

onde a € uma parametro que pode variar de 1 a 4, por exemplo. A partir do estudo do
bidlogo Robert May, tivemos uma explosao do estudo da dindmica dessas fungdes,
abrindo uma enorme area na matematica pura desde a década de 1970 do século XX,
chamada de sistemas dindmicos de baixa dimensdo. Robert May (1936-2020) foi
extremamente importante por seus estudos seminais sobre interacdes intra e entre
populagdes biolégicas, que reformularam o entendimento de como as espécies,
comunidades e ecossistemas respondem a perturbagdes naturais ou criadas por
interferéncia humana. Seu trabalho de impacto foi “Simple mathematical models with
very complicated dynamics”, na revista Nature de 1976. No campo da matematica
pura a teoria se expandiu demais nas décadas subsequentes. Inclusive o Unico
matematico brasileiro que ganhou a medalha Fields em 2014, considerado o prémio
Nobel da Matematica, € um pesquisador da area de Sistemas Dinamicos e seus
principais trabalhos abordam esses tipos de sistemas.

Algumas das mais famosas aplica¢des quadraticas sdo quando a=4 e quando
a=3.983.... As duas apresentam o que chamamos de comportamento cadtico, o Caos
matematico que mencionamos acima. Como nao faz parte do escopo do trabalho,
vamos mencionar apenas a caracteristica relacionada aos numeros de Fibonacci. Os
matematicos descobriram que o que determina a complexidade ou ndo do sistema é
observar o que acontece perto do ponto critico (ponto de maximo) da fungéo f (no
caso da quadratica seria o ponto 72). No caso a=3.983... eles estudaram os graficos
dos varios iterados de f, f2, f3, ..., f7, etc. Descobriram observando quais graficos
ficam proximos do ponto critico. O procedimento foi olhar no plano cartesiano em uma
caixa quadrada adequada, préximo e ao redor do ponto critico, descobrindo que f2 e
f 3 se aproximam, depois que f 3 e f 5 se aproximam, depois f* e f8 se aproximam,
depois f& e f 13 e f 18 se aproximam e assim sucessivamente. Ou seja,
surpreendentemente aparecem, nos iterados, a sequéncia de Fibonacci. A cada zoom
que fazemos a partir do quadrado inicial obtemos as fotos dos iterado de Fibonacci.
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Os dinamicistas chamam isso de Combinatéria de Fibonacci, vejam nas figuras
abaixo, em varios zooms, tiradas da chamada aplicagao quadratica de Fibonacci. Para
estudos mais aprofundados veja em [N, M].
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Abaixo o quinto iterado de f e o oitavo iterado de f nas proximidades do ponto critico.
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O décimo terceiro iterado de f e o vigésimo primeiro de f nas proximidades do ponto
critico c= (0,0) do dominio de f. !
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O mais incrivel é que bastam as 4 fbtos |n|C|a's pois esta foto parece g primeira foto

e as outras fotos subseguentes voltgm a
Aplicacdo/de Fibonacci.

|-0.0024

Observe que a quinta foto dI|OS ite

se repetir indefinidamente. Essa € a incrivel
|

rados tem a mesma aparénci

da primeira
foto, com um ramo critico no meio com concavidade para cima e dois ramos que
revertem a orientagdo. Se continuarmos iremos repetir as 4 fotos indefinidamente.
Este € comportamento tipico da chamada aplicagdo de Fibonacci. No geogebra as
figuras que foram geradas, foram feitas a partir da aplicagdo x? + a, onde a = -1.87

que resulta no mesmo comportamento da nossa f(x)=a.x.(1-x) , pois essas fun¢des
quadratica sdo homeomorfas (tem dinamica igual)

Essa caracteristica desses sistemas dindmicos provavelmente iria surpreender
muito o nosso personagem Leonardo Fibonacci. Muitos problemas matematicos em

aberto se relacionam a chamada combinatéria de Fibonacci em outras fungbes
cubicas ou de qualquer ordem
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CAPITULO 5 AS ESPIRAIS

A espiral € uma das formas geométricas encontradas ha mais tempo na histéria
da humanidade e € também um dos padrées mais comuns da natureza, existem
gravuras rupestres desses simbolos que datam do periodo neolitico. Faz-se uma
discussao a respeito das espirais, como elas inspiram matematicos, artistas e artesao
em quase todas as épocas e culturas. Mostra-se como as espirais estao presentes
em adornos de metal de janelas e portas, nas conchas (amonites e nautilos), nas
galaxias, nas tempestades, nos tornados, na vazao da agua nos ralos, nos girassois,
nas pinhas, nas rosas e em uma corda que se enrola sobre si mesma. Discute-se que
sempre que nos deparamos com algum fendmeno que reune um movimento de
rotacdo com uma dilatagao ou contracao a espiral estara presente.

No entanto, somente a partir do século XVII e apds a invengdo da geometria
analitica, podemos falar da definicao formal de coordenadas, fundamentadas no
conceito angulo-distancia. As primeiras aplicagdes empiricas de um procedimento
similar ao da geometria analitica foram feitas para o estudo da navegacao e da
abdboda celeste.

Arquimedes, em sua obra Sobre Espirais, descreve a espiral que leva seu
nome, uma equacgao na qual o raio depende do angulo. Contudo, essas aplicacdes
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nao faziam uso de um sistema formal de coordenadas como meio de localizagao de
um ponto no plano (STRUIK, 1989, p.94).

Newton, em sua obra Método dos Fluxdes, escrita 1671 e publicada 1736,
estabeleceu dez novos sistemas de coordenadas, além das cartesianas para resolver
os problemas relativos a tangentes e curvas, a sétima maneira para espirais,
conhecida atualmente como sistemas de coordenadas polares, onde no lugar do x se
usa o0 6 e no lugar do y se usa o p. Ele também forneceu as equacdes para a
transformacao de coordenadas retangulares para polares, assim: x2 +y2=t2etv =y,
onde t € o raio vetor e v um segmento representando o seno do angulo vetorial
associado ao ponto (x y) em coordenadas cartesianas.

Em 1691, Jakob Bernoulli concebe o conceito de coordenadas polares e a
publica no jornal Acta Eroditorum. O sistema usava como referéncia um ponto (polo)
sobre uma reta (eixo) polar). As coordenadas se determinavam mediante a distancia
ao polo e o angulo relativo ao eixo polar. A posigdo de um ponto qualquer no plano &
descrita primeiro pelo comprimento do vetor do polo ao ponto e, segundo, pelo angulo
que o vetor forma com o eixo polar. Entretanto, atribuem a atual denominacio de
coordenadas polares ao matematico italiano Gregério Fontana (1735 -1803) (BOYER,
2010,p.282-283;KLASSEN, 1992, p.67-68; SMITH, 1958, p.324)

O uso de coordenadas polares é apropriado em qualquer situagao onde o fendmeno
em consideracdo se encontre diretamente associado a direita e a longitude de um
ponto central como curvas em revolugdo, movimentos giratorios.

5.1 Explorando as Espirais

As espirais podem ser representadas quando um ponto se desloca num plano
em torno de outro chamado polo, afastando-se ou aproximando-se dele sem nunca o
atingir, obedecendo a uma determinada lei que regula e estabelece certa relagao entre
a velocidade dos dois movimentos: um circular em torno do polo, e outro retilineo
uniforme se afastando em relagdo ao mesmo polo. Entao, a curva descrita pelo ponto
que se desloca € uma espiral. Essas podem ter sentido dextrogira ou sinistrogira,
conforme se desenvolvam para direita ou para esquerda, respectivamente.

A espiral possui dois bragos, um para 6 > 0 e outro para 6 < 0. Os bragos se
conectam na origem, em geral, sé se mostra um deles no grafico. Em coordenadas
polares (r, 8), a espiral € descrita pela equagao: r =a. 8, onde r é o raio, a € a constante
de proporcionalidade e o angulo 8 &€ medido em radianos (LEITHOID,1994,p. 621;
SPIEGEL, 1973, p45)

& | 77



5.2 A ESPIRAL LOGARITMICA

A Espiral Aurea é um desses exemplos da Razao Aurea na natureza, foi
descrita por Jacques Bernoulli(1654-1705) pesquisador associado a Razéo
Aurea e também ficou conhecida também com espiral logaritmica, cujo nome
deriva da maneira de como raio da espiral aumenta, quando se afasta do
centro sem alterar sua forma, tal caracteristica é conhecida como auto-

similaridade (figura 14).

L
L
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Figura 32: Espiral Aurea ou Espiral Logaritmica.

Na natureza, as espirais logaritmicas sdo mais comuns do que imaginamos,
por exemplo,o casco do Nautilo ,o0s chifres dos carneiros (figura 33), galaxias (figura
34) as presas do elefante, sdo exemplos de espirais logaritmicas. Lembrando que
esta espiral ndo é a mesma da Espiral Arquimediana, pois nesta a distancia entre os

rolamentos é a mesma (LiVIO, 2011).

Figura 33: Espirais em chifres Figura 34: Espirais em galaxias

A espiral logaritmica também € conhecida como espiral equiangular. Esse nome
foi cunhado em 1638 pelo matematico e fildsofo René Descartes (1596 — 1650), em
cuja homenagem batizou os numeros usados para localizar um ponto no plano (com
respeito aos dois eixos) — coordenadas cartesianas.

Ligando os vértices de um Triangulo Aureo progressivamente, obtemos uma
espiral logaritmica.

Figura 35: Espirais Logaritmica no Triangulo Aureo



48

Uma observagao curiosa, pode ser vista nos girassois, as espirais cruzadas (figura
35) formadas pelo arranjo dos flosculos, percebe-se padrées de espirais tantono
sentido horario quanto anti-horarios. O numero de espirais varia conforme o
tamanhodo girassol, os mais comuns possuem 34 espirais em um sentido e 55 no
outro e estes valores s&o razbes

Figura 36: Espirais Cruzadas nos Girassois

A espiral logaritmica foi estudada por Jacob Bernoulli (1654-1705), que chamou a
esta curva de spira mirabilis (em latim, espiral maravilhosa). Seu nome advém de sua
expressao analitica, que pode ser escrita na forma de:

log (%) = fcota

Que resulta de sua expressao analitica nas coordenadas polares r e 6:
R(O) = Refcota

onde R é o raio associado a 8 = 0. Esta expressao apresenta a distancia a
origem, O, de um ponto da curva em fungao de 6.

| T
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Um dos exemplos mais impressionantes € sem duvida seu surgimento na botanica.
Alotaxia é a disciplina que estuda a maneira como as folhas e os diferentes elementos
constitutivos de um vegetal se implantam em torno do caule. Se observarmos uma
pinha, constataremos que sua superficie € composta de escamas que se enroscaram
em espirais. Mais precisamente, podemos contar o numero de

espirais que giram no sentido horario e o numero de espirais que giram no sentido
anti-horario
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Por incrivel que pareca, esses dois numeros sao invariavelmente dois termos
consecutivos da sequéncia de Fibonacci! Passeando pela floresta, vocé podera
encontrar, por exemplo, pinhas do tipo 5-8, 8-13 ou 13-21, porém nunca do tipo 6-9
nem 8-11. Essas espirais de Fibonacci aparecem de maneira mais ou menos evidente
em muitos outros vegetais. Se sdo bem visiveis nos abacaxis e no centro dos
girassois, ja ndo sdo detectadas com facilidade na forma inchada de uma couve-flor.
Mas o fato é que estao la!

1.3 - A Espiral na Natureza e suas Aplicagoes

A coclea ou caracol, localiza-se em uma cavidade 6ssea imediatamente
atras da orelha e faz parte do ouvido interno. Tem o formato de um canal, com
paredes Osseas, enrolado em forma de uma espiral de Arquimedes, com
aproximadamente 35mm de extensdo. Em seu interior contém a endolinfa, um
liquido que tem a funcao de transmitir as vibragcdes sonoras. Essas se propagam
pelo liquido até os pelos auditivos, que transformam as vibragdes em impulsos
nervosos que chegam ao cérebro, onde séo decodificados como sons. Na coclea,
a sensibilidade aos sons varia de acordo com a regido. Os sons agudos sao
captados especialmente na base da céclea e os mais graves sao captados
principalmente pelo seu apice (ORGAO DOS SENTIDOS, 2013).

O senso do equilibrio que prové a orientagdo em relacdo a gravidade,
deve-se a fungdo de um 6rgdo denominado aparelho vestibular. O aparelho é
uma estrutura em forma de caracol denominada cdclea, envolvida na
audicdo, formam a orelha interna nos nossos temporarios do cranio. O
aparelho possui duas partes: o auriculo e o século e dois canais
semicirculares. As estruturas sensitivas do aparelho vestibular e da céclea
estdo localizadas no labirinto membraneo, que é uma estrutura tubular cheia
de um liquido com composicdo similar ao liquido intracelular, este liquido
denomina-se endolinfa (FOX,2007,p.240).
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Figura 39: Espiral COCLEA

Nos discos de vinil, as gravagdes sao feitas com sulcos igualmente espagados,
permitindo a maximizacdo do tempo de gravacdo na area do disco. O disco
geralmente é feito de policloreto de vinil ou PVC (plastico) preto usados para gravar
dados de audio, reproduziveis em toca-discos. O disco de vinil possui sulcos
microscépicos em forma de espiral de Arquimedes que guiam a agulha dos toca-
discos desde a borda até o centro no sentido horario. Esses sulcos fazem a agulha
vibrar, transformando a vibracdo em sinal elétrico e posteriormente amplificando-a
convertendo-a em musica (FIGURA 40) (OS SEGREDOS, 2012, p.124-125)

Figura 40: Espiral em Disco de vinil



O abacaxi (Ananas comosus) € uma planta semiperene de regides tropicais e
subtropicais, inicialmente, produz um unico fruto, localizado no apice;
posteriormente, o talo ramifica-se lateralmente, onde surgem outros frutos,
prolongando por varios anos a fase produtiva. As folhas tém forma de calhas e estao
inseridas no talo, formando uma densa rede de espirais dextrégira e sinistrégira. O
fruto é composto, do tipo sorose, resultado da coalescéncia de um grande numero
de frutos simples denominado frutilhos ou gomos. com forma aproximada a de um
hexagono. Esses gomos encontram-se dispostos em um eixo central (polpa ou
miolo), distribuidos em trés diferentes espirais que se encontram ao longo da polpa
em numero de 8,13, e 21 espirais paralelas. Ja a casca é formada pela reunido das
bracteas e separadas das flores dispostas geometricamente em espirais
logaritmicas. (CONTADOR, 2011, p. 215).

Figura 41: Abacaxi, esirais dextrogira e sinistrogira

52
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Em plantas ornamentais encontramos folhas distribuidas em forma de espiral
como: aloe africana, begdénia caracol etc. A popular babosa espiral ou aloe
africana (Aloe polyphylla) € uma planta conhecida da espécie de liliopsida
(lildceas) do género Aloe, pertence a familia das Asphodelaceae, originaria das
montanhas de Lesoto, Africa Austral. Alcanca entre 45 cm e 60 cm de altura. Suas
folhas carnosas dispostas simetricamente em espiral se desenvolvem em ambos
os sentidos, horario e anti-horario. Uma planta adulta pode ter 5 fileiras de folhas
em 5 niveis, cada nivel com 15 a 30 folhas (TH JARDINS SHOPPING,2012).

Consideracgdes Finais

Neste trabalho fizemos uma revisao bibliografica referente a “Razéo Aurea” e a
“Sequéncia de Fibonacci”, com o intuito de ajudar o aluno e o professor do ensino
basico oferecendo-lhes mais uma ferramenta para se fazer alguns esclarecimentos
relacionados ao tema. Citamos importantes matematicos e seus estudos para
contribuir com o conhecimento relacionado ao principio de tudo, gerando assim nao
sO o interesse do aluno pela Matematica, mas pela sua histéria que também é
fascinante, pois sem os recursos que hoje temos, os matematicos citados e muitos
outros, foram capazes de grandes estudos e maravilhosos resultados.

Como podemos observar é muito facil encontrarmos a Razdo Aurea em nosso
cotidiano. Podemos assim ensinar nossos alunos um novo jeito de enxergar a
Matematica, analisando as diversas aplicagcdes nas quais apresentamos. E claro que
para calcular a Razao Aurea a figura tem que ter padrdes harménicos e medidas que
possibilitem a esse calculo, mas com certeza despertara nos alunos o interesse pelo
assunto e ndo mais olhardo para uma figura, uma construgdo sem tentar imaginar a
Razdo Aurea, entendendo assim que a Matematica ndo seja apenas utilizada para
resolver contas e problemas passados pelos professores em sala de aula.
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Contribuimos também para mostrar que a razdo aurea pode sim, ser
encontrada nas construgbes antigas e modernas, na natureza, na arte, etc... No
entanto, ha quem faga um esforgo tremendo para visualiza-la onde ela n&o existe. E
talvez essas pessoas nem acreditem que a divina propor¢ao € menos comum do que
elas imaginam! Dessa forma proporcionando uma nova forma de utilizar a “Proporgéo
Aurea” e a “Sequéncia de Fibonacci” com os alunos e professores em sala de aula.

Todos os exemplos citados aqui nos levam a perceber quéo grandes ¢é a
importancia deste numero e por este motivo foi chamado de “ouro”. Visamos com este
trabalho despertar no educando mais interesse pela de Matematica.

6.0 APENDICE E ANEXOS
6.1 O CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS
6.1.1 Par Ordenado

Par: Chama-se Par todo conjunto formado por dois elementos. Assim {1, 2}, {3,
-1}, {a, b} indicam pares. Lembrando do conceito de igualdade de conjuntos,
observamos que inverter a ordem dos elementos ndo produz um novo par: {1, 2} = {2,
13}, {3, -1} = {-1, 3}, {a, b} = {b, a}.

Em Matematica existem situagdes em que ha necessidade de distinguir dois
pares pela ordem dos elementos. Por exemplo, no sistema de equagdes:

F+y=5
x—y=1

x =3 ey=2¢ésolugdo, ao passo que x =2 e y =3 nao € solugdo. Se representdssemos
por um conjunto, teriamos: {3, 2} seria solugédo e {2, 3} ndo seria solugdo. Ha uma
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contradi¢cao, pois, sendo {3, 2} = {2, 3}, 0 mesmo conjunto é e nao é solugao. Por
causa disso dizemos que a solugdo € o par ordenado (3, 2), em que fica subentendido
que o primeiro elemento, 3, refere-se a incégnita x e o segundo elemento, 2, refere-
se a incognita y.

6.1.2 Definicao de Par Ordenado.

Seja R o Conjunto dos numeros reais. Consideremos o produto cartesiano R x R =
RZ
R? = {(x,y)|x € Rey € R}

Vamos tomar dois elementos, (a, b) e (c, d), de R?para dar trés importantes definigdes:

a) igualdade: dois pares ordenados sao iguais se, e somente se, apresentarem
primeiros termos iguais e segundos termos iguais.

(a,b)=(c,d)e=a=ceb=d

b) adigao: chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujos
primeiro e segundo termos sao, respectivamente, a soma dos primeiros e a
soma dos segundos termos dos pares dados.

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

c) multiplicagdo: chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par
ordenado cujo primeiro termo é a diferenga entre o produto dos primeiros termos
e o produto dos segundos termos dos pares dados e cujo segundo termo € a
soma dos produtos do primeiro termo de cada par dado pelo segundo termo do
outro.
(a, b) x (c, d) = (ac - bd, ad + bc).

6.1.3 Conjunto dos Numeros Complexos

Chama-se conjunto dos numeros complexos, e representa-se por C, o
conjunto dos pares ordenados de numeros reais para os quais estdo definidas a
igualdade, a adicao e a multiplicacdo conforme o item 1.2.

E usual representar-se cada elemento (x, y) € C com o simbolo z; portanto:

zeCez=(x,y),sendox,y €R
6.1.4 Propriedades da Adigao

Teorema:
A operacéao de adi¢cao em C verifica as seguintes propriedades:

[A - 1] propriedade associativa

[A - 2] propriedade comutativa

[A - 3] existéncia do elemento neutro
[A - 4] existéncia do elemento simétrico
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6.1.5 Propriedade da Subtragao

Decorre do teorema anterior que, dados os complexos z1 = (a, b) e z2 = (c, d),
existe um unico z € C tal que z1 + z = z2.

6.1.6 Propriedades da Multiplicagao

Teorema:
A operacao de multiplicagdo em C verifica as seguintes propriedades:

[M — 1] propriedade associativa

[M — 2] propriedade comutativa

[M — 3] existéncia do elemento neutro
[M — 4] existéncia do elemento inverso
6.1.7 Propriedade da Divisao

Decorre do teorema anterior que, dados os complexos z1 (a, b) # (0,0) ez 2 =
(c, d), existe um unico z € C tal que z1 x z = z2.

6.1.8 Propriedade Distributiva
Em C, a operagao de multiplicacéo é distributiva em relagao a adigcao:

[D]z1x(z2+2z3) =z1x 22+ 21x23,V 21,22,23 € C

6.1.9 Forma Algébrica
Imersagode Rem C
Consideremos o subconjunto R' de C formado pelos pares ordenados cujo
segundo termo é zero:
R'={(a, b) eC|b =0}

Pertencem, por exemplo, a R' os pares (0, 0), (1, 0), (a, 0), (b, 0), (a + b, 0), (a x b, 0),
etc.

Consideremos agora a aplicagéo f, de R em R', que leva cada x € R ao par (x, 0) €R..
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=
(a, 0)
* (b,0)
®(a+b,0)
e (@-b,0)

b
ol /
-be {

f:R>R'x
- (x,0)

Figura 19 — Fluxograma de fungdes Livro 06
Fundamentos da Matematica

Primeiramente notemos que f é bijetora, pois
1) todo par (x, 0) € R' € o correspondente, segundo f, de x € R (ou seja, f &€ sobrejetora);

2)dados x € R e X' € R, com X # X', 0s seus correspondentes (x, 0) e R'e (x', 0) e R’
sdo distintos, de acordo com a definicdo de igualdade de pares ordenados (ou seja, f
€ injetora)

Em segundo lugar, notemos que f conserva as operag¢des de adigdo e multiplicagéo,
pois:

1)asomaa+b,comaeRebeR, estd associado o par (a + b, 0), que € a soma dos
pares (a, 0) e (b, 0), correspondentes de a e b, respectivamente:
fa+b)=(a+b,0)=(a, 0)+ (b, 0) =f(a) + f(b)

2) ao produto a x b, com a € R e b € R, esta associado o par (a x b, 0), que é o produto
dos pares (a, 0) e (b, 0), correspondentes de a e b, respectivamente
flaxb)=(axb,0)=((@axb)-0.0,(@ax0+0xb))=(a, 0)x (b, 0) =f(a) x f(b)

Devido ao fato de existir uma aplicagao bijetora f: R — R' que conserva as operacdes
de adicdo e multiplicacdo, dizemos que R e R' sdo isomorfos

Devido ao isomorfismo, operar com (x, 0) leva a resultados analogos aos obtidos
operando com x. Isto justifica a igualdade que usaremos daqui por diante.
x=(x,0),vyXeR
Aceita esta igualdade, temos em particular que 0 = (0, 0), 1 =(1,0) e R = R".

Assim, o corpo R dos numeros reais passa a ser considerado subconjunto do corpo C
dos numeros complexos
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Rcc(C
6.2 Unidade Imaginaria

Chamamos unidade imaginaria e indicamos por i o numero complexo (0, 1).
Notemos que:

12=ixi=(0,1)x(0,1)=(0x0-1x1,0x1+1x0)=(-1,0)=-1

A notacao “i” para a unidade imaginaria foi introduzida por Leonhard Euler e que é
definido pela igualdade i? = -1. Como qualquer nimero real x, satisfaz x? > 0, podemos
concluir que, i € R.

Dado um numero complexo qualquer z = (X, y), temos:
z=(X,Y)=(x,00+(0,y)=(x,0)+(yx0-0x1,yx1+0x0)=(x,0)+(y,0)x (0, 1)
Isto é:

z=x+yi

Assim, todo numero complexo z = (X, y) pode ser escrito sob a forma z = x + vy.i,
chamada forma algébrica. O numero real x é chamado parte real de z e o numero
real y € chamado parte imaginaria de z. Em simbolos indica-se:

x =Re(z) ey =Im(2)

Chama-se real todo numero complexo cuja parte imaginaria € nula. Chama-se
imaginario puro todo numero complexo cuja parte real € nula e a imaginaria néo.

6.2.1 Forma Trigonométrica

6.2.2 Norma e Médulo

Chama-se norma de um numero complexo z = x + yi ao numero real ndo negativo
N(z) = x2 + y?2

Chama-se médulo ou valor absoluto de um niumero complexo z = x + yi ao numero
real ndo negativo

1Z] = JN(z) = /x2 + y2
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Algumas vezes, em lugar de | z | usamos os simbolos p ou r para representar o médulo
6.2.3 Argumento

Chama-se argumento de um numero complexo z = x + yi, ndo nulo, ao anguloé tal
que:

X
cos 0 = ;esene = %,sendoquep = |Z|

Notemos que:
1°) a condigédo z #0 garante p 0

2°) existe ao menos um angulo 6 satisfazendo a definicéo, pois:

2 2 2 2
cos?0 + sen?d = (f) + (X) =X =
p p x2+y

3°) fixado o complexo z #0, estao fixados cosf e send, mas o angulo 6 pode assumir
infinitos valores, congruentes dois a dois (congruéncia modulo 2r). Assim, o complexo
z #0 tem argumento.

0 =6y+ 2km,comK € Z

em que 6,, chamado argumento principal de z, é tal que cos 8, = % , senf, = %

0 <6,<2n. Frequentemente trabalhamos com 6,chamando-o simplesmente
argumento de z.

Exemplo:

cos 0 =

a) Z=3+i> =>9=§+2kn,comKEZ

senf =

6.2.4 Plano de Argand — Gauss (Plano Complexo)

O plano de Argand-Gauss, conhecido também como plano complexo, € um meio
para representar geometricamente numeros complexos. Essa representacao permitiu
o desenvolvimento de varios conceitos, como o argumento de um numero complexo,
modulo de um numero complexo, conjugado de um numero complexo, entre outros.
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Os estudos sobre o plano complexo foram desenvolvidos pelos matematicos Argand
e Gauss, o que justifica seu nome. Os numeros complexos da forma z = x + yi sao
representados como coordenadas (x, y), em que a é x parte real e y € a parte
imaginaria. Essa representacédo recebe o nome de afixo ou imagem geométrica do
nuamero z.

6.2.5 Representagcao Geométrica de numeros complexos
Os numeros complexos podem ser representados no plano de Argand-Gauss.

O plano de Argand-Gauss, que também recebe o nome de plano complexo,
€ uma adaptacdo do plano cartesiano, permitindo realizar-se a representagao
geométrica de um numero complexo e, consequentemente, desenvolver-se 0s
estudos na geometria analitica para melhor compreensao dos numeros complexos.

As nogbes de moddulo e argumento tornam-se mais concretas quando
representamos 0s numeros complexos z = x + yi = (x, y) pelos pontos do plano
cartesiano xOy com a convengao de marcarmos sobre os eixos Ox e Oy,
respectivamente, a parte real e a parte imaginaria de z.

<
o

00

S ™

Y

Nomenclatura:

xOy = plano de Argand-Gauss

Ox = eixo real

Oy = eixo imaginario

P =afixodez

Notemos que a distancia entre P e O € o mddulo de z:

OP=x2+y2=p

e o angulo formado por OP com o eixo real é 6,tal que cos 6, = E e senf, = %;
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portanto 8,€é o argumento principal de z.

Dado um numero complexo z = x + yi, ndo nulo, temos:

2i

z=x+yi=p.(§+ .

e, portanto:
z=p.(cos 8 + senfi)

chamada forma trigonomeétrica ou polar de z.

O sistema cartesiano € o mais comum de todos e o mais explorado para
representar curvas lineares, quadraticas, cubicas, etc. Algumas curvas, como
esperiais e rosaceas, apresentam equagoes complexas quando referidas a este
sistema, mas em sistemas mais apropriados, como o de coordenadas polares,
as equagbes se tornam relatuvamente mais simples para elaborar seus

graficos(EVES,2004,p.595).
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