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Resumo

Este trabalho propde uma abordagem distinta no ensino das operacfes basicas
com fragcdes, com foco no desenvolvimento da compreensdo dos numeros
naturais como primos e compostos; caso o0 numero natural seja composto
idealiza-lo como um bloco construido por produto de diversos nidmeros primos.
Para isso, este trabalho utiliza como base os contetdos: critério de divisibilidade
e o Teorema Fundamental da Aritmética. Num primeiro momento, sera
apresentado o conjunto dos ndmeros naturais, suas propriedades de soma e
multiplicagdo, elencando a uma sequéncia de pontos colineares e infinitos,
seguido pela introducdo do conjunto dos numeros inteiros, com o pensamento
de unido dos naturais. Na sequéncia uma ideia sobre o infinito € apresentada
pelo paradoxo de Zenéo (Aquiles e a tartaruga) para fomentar o preenchimento
do vacuo entre dois pontos quaisquer consecutivos do conjunto dos inteiros.
Adiante o conjunto dos numeros racionais e sua densidade nos reais, além de
uma mencao sobre os numeros nao racionais com exemplo de segmento
incomensuravel, concluindo com a reta real em seu formato de linha continua.
No capitulo seguinte sdo apresentados alguns conteudos que pela premissa
deste trabalho sdo de fundamental importancia para a aprendizagem e dominio
nas operacdes basicas com fracdes, a saber: Critérios de divisibilidade por 2, 3,
4,5,6,8,9e10, 100 e 1000, MDC, MMC e Teorema Fundamental da Aritmética
(TFA). Assim conectando as habilidades e objetos de conhecimento da BNCC
que descrevem: os alunos devem reconhecer, resolver e comparar numeros
fracionarios com diversos problemas e etc. No ultimo capitulo deixa-se ao
professor uma sequéncia didatica de 5 aulas como exemplo pratico para
aplicacdo do pensamento descrito nessa dissertacdo. As aulas propostas no
capitulo 4 estdo alicercadas nas metodologias ativas se utilizando de objetos
concretos (pecas de montar — LEGO) na representacdo dos numeros e
operacdes basicas.

Palavras-chave: Numeros naturais, Fracfes, Critério de divisibilidade,
Teorema Fundamental da Aritmética.



Abstract

This work proposes a distinct approach to teaching basic operations with
fractions, focusing on generating the perception of prime and composite natural
numbers; If the natural number is composed, it is idealized as a block
constructed by the product of several prime numbers. For this, using the contents
as base support: divisibility criterion and the Fundamental Theorem of Arithmetic.
Firstly, the set of natural numbers and the properties of addition and
multiplication will be shown, listing a sequence of collinear and infinite points, the
set of integers with the thought of the evolution of natural numbers, an idea about
infinity through Zeno's paradox (Achilles and the turtle) to encourage the filling of
the vacuum between two points in the set of integers, the set of rational numbers
and their density in real numbers, in addition to a mention of non-rational
numbers with an example of incommensurable follow-up, concluding with the real
line in its continuous design. The following chapter presents some content that,
based on the premise of this work, is of fundamental importance for learning and
mastering basic operations with fractions, namely: Criteria for divisibility by 2, 3,
4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 and 1000, GCD, MMC and Fundamental Theorem of
Arithmetic (TFA). Thus connecting to the BNCC skills and knowledge objects that
they describe: students must recognize, solve and compare fractional numbers
with different problems, etc. In the last chapter, the teacher is given a didactic
sequence of 5 classes as a practical example for applying the thinking described
in this dissertation. The classes proposed in chapter 4 are based on active
methodologies using concrete objects (assembly pieces — LEGO) to represent
numbers and basic operations.

Keywords: Natural numbers, Fractions, Divisibility criterion, Fundamental Theorem
of Arithmetic.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacdo tem como objetivo apresentar uma sequéncia didatica
gque promova a compreensdo das operacdes basicas com fracdes, utilizando o
Teorema Fundamental da Aritmética como ferramenta central. Por meio dessa
abordagem, busca-se levar o aluno a identificar nimeros primos e expressa-los
como produto de primos, reescrevendo-os quando necessario para uma
simplificacéo das fracdes. A proposta visa ndo apenas facilitar o aprendizado, mas
também promover maior autonomia e compreensdo critica dos conceitos
matematicos.

O ensino e aprendizagem da Aritmética tem apresentado resultados
preocupantes o que pode indicar possiveis lacunas na educacdo béasica no Brasil.
Relatorios do INEP sobre a proficiéncia Matematica no ano de 2021 apresentam
uma media 256 pontos para o 9° ano do ensino fundamental. Isto representa o nivel
3 na escala de proficiéncia para interpretacdo dos resultados. Neste nivel, sobre
numeros e operacdes, o aluno deve ser capaz de determinar uma fracéo irredutivel
equivalente a uma fracado dada, entretanto o nivel adequado seria o 5 relacionado a
resolucdo de problemas com operacdes de soma e subtracdo com numeros
racionais. Deste modo o trabalho se faz necessario como um auxilio ao professor,
sendo uma ferramenta de referencial teérico ou de inspiracdo ao aprimoramento
pessoal no desenvolvimento de novas aulas baseadas em métodos diversos, como
metodologias ativas.

No Capitulo 2, sera abordado o conceito de reta real, partindo do conjunto
dos numeros naturais até o conjunto dos numeros racionais, com uma breve
mencao sobre 0s numeros irracionais, elencando abordagem figural, expondo a reta
pela unido de infinitos pontos dos conjuntos de modo que o aluno perceba o valor
posicional de cada nimero na reta e a sua ordenacao.

Os numeros constituem a base de toda formulacdo matematica, sendo
fundamentais para o desenvolvimento do pensamento l6gico e quantitativo. A Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) destaca a relevancia do pensamento numérico,
afirmando que:

A unidade temética NUmeros tem como finalidade desenvolver o
pensamento numérico, que implica o conhecimento de maneiras de
quantificar atributos de objetos e de julgar e interpretar argumentos
baseados em quantidades. No processo da constru¢cdo da nog¢do de
ndamero, os alunos precisam desenvolver, entre outras, as ideias de
aproximagdo, proporcionalidade, equivaléncia e ordem, noc¢des
fundamentais da Matematica. (Brasil, 2018, p.272)

Relata ainda a BNCC, com referéncia ao Ensino Fundamental — Anos
Finais, a importancia do entendimento sobre os nimeros que:

Com referéncia ao Ensino Fundamental — Anos Finais, a expectativa é a de
gue os alunos resolvam problemas com ndmeros naturais, inteiros e
racionais, envolvendo as operac¢des fundamentais, com seus diferentes
significados, e utilizando estratégias diversas, com compreensdo dos
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processos neles envolvidos. Para que aprofundem a nog¢édo de numero, é
importante coloca-los diante de problemas, sobretudo os geométricos, nos
guais 0s numeros racionais ndo sdo suficientes para resolvé-los, de modo
gue eles reconhecam a necessidade de outros numeros: os irracionais.
(Brasil, 2018, p.272)

Sobre resolucéo de problemas Lupinacci (2004) descreve:

z

A Resolucdo de Problemas é um método eficaz para desenvolver o
raciocinio e para motivar os alunos para o estudo da Matematica. O
processo ensino e aprendizagem pode ser desenvolvido através de
desafios, problemas interessantes que possam ser explorados e néo
apenas resolvidos. (LUPINACCI, 2004, p.1)

Essa perspectiva refor¢a a importancia de propor atividades que vao além
da simples aplicacdo de algoritmos, estimulando os estudantes a refletirem sobre
estratégias e a explorarem conceitos matematicos de maneira significativa e
contextualizada.

No Capitulo 3, abordaremos a ideia de divisdo. Compreendemos que nem
sempre a divisdo de um namero inteiro por outro € possivel, isto &, com resto igual a
zero, mas quando for podemos expressa-lo por meio da divisibilidade Abramo Hefez
(2022). O cerne deste capitulo é mostrar ao professor referenciais teéricos e alguns
conjuntos de conteudos que possibilitem a boa pratica referente ao tema proposto.

Nesse sentido, sobre o Teorema Fundamental da Aritmética, Alencar Filho
(1988) escreve que todo numero natural maior do que um, ou € primo, ou pode ser
decomposto de maneira Gnica num produto de fatores primos. E com este enfoque
gue serdo moldadas as concepcdes sobre a resolucéo de problemas que envolvam
as operacbes basicas com fracdes. Ainda sobre o Teorema Fundamental da
Aritmética, segundo Coelho et. al (2008) aponta que os professores tem
conhecimento aprofundando, mas os alunos, em parte, ndo conseguem interpretar
os algoritmos e resultados envolvidos.

Para o aluno é viavel expor este teorema, desde que se construa uma
base de conteldos anteriores que dé subsidios para a formulacdo correta. E
necessario que o professor consiga repassar tais conhecimentos formais em uma
linguagem adequada a idade e turma inserida. Neste sentido o Capitulo 3 foi
apresentada uma trilha de contetudos como: divisibilidade, critérios de divisibilidade,
nameros primos e compostos, que dardo suporte a formulacdo do Teorema
Fundamental da Aritmética.

No Capitulo 4, é apresentada uma sequéncia de aulas que exemplifica e
reforca o ponto central desta dissertacdo. Como ferramenta de apoio as praticas
propostas, serdo utilizadas pecas de montar, também conhecidas como pecas de
LEGO, proporcionando uma abordagem Iludica e interativa para facilitar a
compreensao dos conceitos trabalhados. Conforme Gil (2012) relata, por mais que
os professores tem diversificado pouco em suas aulas, optando por descrever
capitulos de livros textos faz-se necessario inovar, propor aulas que se diferenciar do
dia a dia repetitivo.
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As aulas descritas no Capitulo 4 servirdo como norte aos professores
interessados. Elas se moldam nas metodologias ativas que é definida por Barbosa e
Moura (2013) como: qualquer estratégia didatica que envolva a participacéo ativa do
estudante no desenvolvimento de sua propria aprendizagem

Uma estratégia apresentada € a solucdo baseado em problemas, método
gue se destaca por estimular o desenvolvimento de habilidades esséncias aos
estudantes.

Nesse sentido, entende-se que esse método estimula o estudante a
desenvolver habilidades que o auxiliem a organizar e gerenciar o proprio
processo de aprendizagem, interagindo com o conhecimento e construindo
saberes, contribuindo para que o estudante adquira ferramentas para
desenvolver habilidades técnicas, cognitivas e atitudinais que influenciardo
na pratica profissional e também no processo de ensino-aprendizagem ao
longo da visa (BORGES et al., 2014, p.112).

Outra metodologia ativa que se conecta as aulas propostas é a sala de
aula invertida. Segundo Bergmann e Sams (2016) a ideia central dessa metodologia
de ensino € propor um ambiente de estudo fora da escola. Levar para casa o
pensamento de sempre estudar. Essa abordagem promove maior autonomia no
aprendizado, transformando o professor em um facilitador e tornando o tempo de
aula mais dinamico e produtivo.

Por fim, espera-se que este estudo contribua de forma significativa para o
aprimoramento do processo de ensino e aprendizagem em Matematica, servindo
como estimulo ao trabalho docente em sala de aula e promovendo um impacto
positivo na qualidade da educacéo béasica na disciplina.
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2 A RETA REAL

2.1 CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS - N

Antes de seguir para definicdo de Conjunto dos NUumeros Naturais €
interessante pensar na ideia que fundamenta conjuntos, tendo em vista que a nogao
de conjunto é mais fundamental além da Matematica atual ser formulada na

linguagem de conjuntos. (LIMA, A matematica do ensino médio, p.42)

A matemética € fundamentada em algumas ideias fundamentais, e uma
delas é o conceito de conjunto que requer uma descricao simples a que se trata, a
saber. De forma simples, um conjunto pode ser entendido como um agrupamento de
objetos, chamados de elementos, que compartilham pelo menos uma caracteristica
comum. Esses objetos podem ser quaisquer coisas, inclusive outros conjuntos,
formando uma estrutura que pode ser aninhada indefinidamente. Podemos visualizar
a ideia de conjunto por meio de exemplos do cotidiano, como: uma colecédo de
carros, tipos de refrigerantes, uniformes de times de futebol, entre outros. Em geral,
gualquer colecédo organizada de elementos que possua uma ou mais caracteristicas
em comum pode ser chamada de conjunto. Essa nocdo basica é essencial para o

desenvolvimento de diversas areas da matematica.

Os exemplos de conjuntos descritos anteriormente, como colecdes do
cotidiano, embora ilustrativos, ndo representam diretamente 0 uso mais comum do
conceito na matematica. Em contextos matematicos, conjuntos geralmente sao
construidos com base em numeros, organizados segundo critérios que 0s agrupem
de maneira significativa. Por exemplo, 0os numeros podem ser divididos em
conjuntos com base em caracteristicas como paridade (nUmeros pares e impares),
divisibilidade, ou outros fatores especificos. Assim, a ideia central ao lidar com
conjuntos € determinar se um elemento, seja ele um nimero ou um objeto qualquer,
pertence ou ndo ao conjunto. Essa nocdo de pertinéncia € fundamental e serve

como ponto de partida para muitas constru¢cdes matematicas.

Dessa forma, podemos analisar um conjunto fundamental na matematica:
0S numeros naturais. Esses numeros sao frequentemente considerados intrinsecos

ao nosso cotidiano, estando profundamente associados a ideia de contagem e

ordenacéo.
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Historicamente, a necessidade de contar objetos no ambiente levou a
criacdo de simbolos especificos que representassem quantidades. Essa
correspondéncia biunivoca entre simbolos abstratos e objetos concretos foi um
avanco significativo no desenvolvimento do pensamento matematico. Atualmente,
essa relacdo é vista como uma construcdo simples, mas notavelmente eficiente,

servindo de base para muitos conceitos mais complexos na matematica.

Quando lemos sobre a origem da contagem, o exemplo que encontramos

com mais frequéncia é o de pastores de ovelhas que teriam sentido a
necessidade de controlar o rebanho por meio da associa¢do de cada animal
a uma pedra. Em seguida, ao invés de pedras, teria se tornado mais pratico
associar marcas, escritas na argila, e estas marcas estariam na origem dos
nameros. (ROQUE, topicos de histéria da matematica, pag. 1)

Tais simbolos aos quais se referimos para contagem séo os 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8 e 9 chamados de hindu arabico. Associaremos 0 seguinte sistema de
comparacao: quando tiver um objeto, usaremos o simbolo 1, dois objetos usaremos
0 simbolo 2 e assim por diante, ao qual é universal o pensamento nos tempos

atuais.

Realizar contagem, € uma pratica que hoje nos parece natural gracas ao
uso de simbolos numéricos. No entanto, esse processo foi resultado de anos de
desenvolvimento por diferentes civilizacdes, que elaboraram sistemas numeéricos
como resposta as necessidades impostas por seus complexos contextos sociais e
reflexdes acumuladas ao longo do tempo. Esse avanco esteve frequentemente
associado ao progresso econdmico dessas sociedades. (LIMA, A Matematica do
Ensino Médio Volume 1, 2016, p.39).

Dito isto, e milhares de anos seguinte, o grande matematico Giuseppe
Peano nos conduz a uma construcdo formal do conjunto dos nimeros naturais. Ele
propds um sistema baseado em regras fundamentais, conhecidas como axiomas de
Peano, que incluem a ideia de “sucessor’. Sucessor pode ser descrito da seguinte
maneira. Se n e n’ sao elementos do conjunto dos numeros naturais, onde n’ é
sucessor de n, entdo, entre n e n’ ndo existe outro numero natural. Diremos ainda

gue n e n’ sdo consecutivos.

Nesse sentido podemos descrever os axiomas que constroem o conjunto dos

ndmeros naturais da forma:

.  Todo numero natural tem um Unico sucessor.
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[I.  NuUmeros naturais distintos tem sucessores distintos.

[ll.  Existe um Unico numero natural, ao qual chamaremos de 1 (um), que néo €
sucessor de nenhum nimero natural.

IV. Seja X um conjunto de nameros naturais. Se 1 pertence a X e se, todo

sucessor de um elemento de X pertence a X, entdo X = N.

Outra maneira de representar o conjunto dos numeros naturais €
descreve-los com os algarismos hindu arabico dentro das chaves: N ={1, 2, 3, 4, ...},

onde o simbolo N representa o conjunto dos nimeros naturais.

Mostrar 0os numeros naturais em uma reta traz a necessidade da
explicacdo que entre quaisquer dois elementos consecutivos do conjunto dos
numeros naturais nao existe nada, um limbo, a Unica existéncia é do proprio ponto a
gue o numero natural esta associado. Traca uma reta e ordenar nela os nameros
naturais traz um pensamento de completude, o que seria errado. Uma possivel
representacdo dos naturais € uma sequéncia de pontos alinhados estabelecendo

uma relacéo biunivoca entre nimero e ponto.

Figura 2.1 — Representacao dos Numeros Naturais

YA

1 2 3

>

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Uma estratégia interessante para quem, num primeiro momento, tenha
desenhado uma reta para associar ao conjunto dos numeros naturais € apagar o
desenho ente os pontos que representam o0s elementos explicando que entre dois
nameros naturais consecutivos ha um vazio geométrico, que podera ser preenchido,

mas nédo pelos nimeros naturais.
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2.1.1 ORDENACAO EM N

O conjunto dos numeros naturais é bem ordenado (veja Defini¢cdo 2.1.1),
deste modo descrevemos a sua ordenacao utilizando o simbolo < ou > onde |é-se:

menor do que ou maior do que, respectivamente.

Sejam m, n e p numeros de N podemos admitir as seguintes

propriedades.
1. transitividade: se m < nen < p, entdo m < p.

2. tricotomia: s6 pode ocorrer apenas uma das trés possibilidades seguintes, m = n,

m<noun<m

3. monotonicidade: se m, n e p sdo trés nameros naturais e m < n, entdo tem-se que

m+p<n+pemp<np.

Geometricamente isto significa que se m < n, 0 ponto a que se refere o
namero n esta a direita do ponto a que se refere 0 nimero m. Caso m = n o ponto a

gue se referente 0 nimero m e n € 0 mesmo.

Figura 2.2 — Ordenacao dos NUmeros naturais

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Definicao 2.1:

Boa ordenacdo: Todo subconjunto ndo vazio X c N possui um menor elemento. Isto

significa que existe um mo € X que é menor do que os demais elementos de X.
(LIMA, A Matematica do Ensino Médio Volume 1, 2016, p. 45)

2.1.2 ADICAO E MULTIPLICACAO EM N

Entre os numeros naturais estdo definidas duas operacdes fundamentais:
adicdo e multiplicacdo (LIMA, A matemética do ensino médio, 2016, p.43). Dado dois
nameros s e p pertencentes a N associaremos a soma como s + p, referente a

adicéo e o produto como s-p, referente a multiplicagao.
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2.1.2.1 ADICAOEM N

Primeiramente valer recordar a ideia de sucessor proposta por Peano. Se
n é um numero natural qualquer, seu sucessor sera n+1, assim se n representa
geometricamente um ponto qualquer, o ponto logo apés n é o n+1. Como indica a

figura abaixo.
Figura 2.3 - Sucessor de um nimero natural

@ [ ] < < o o [+ 4 o »
1 2 3 4 S n n+1 ss=

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Dado dois numeros s e p pertencentes a N a soma s + p faz corresponder

0 numero que se obtém a partir de s tomando-se p sucessores: s + p = s+1+...+1

. ; . £ VEZes
Figura 2.4 - Soma de numeros naturais

~@

° ° ° e o ] e -
2 3 wam xrx wrm 5+ P
p vezes

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Assim a imagem geomeétrica de qualquer numero natural apés a soma de
s obtém-se utilizando o processo de tomada de sucessor repetidas vezes o quanto

necessitar.

Logo se sabermos somar s + p sabemos somar também s + p + 1 que é
sucessor de s + p e utilizando o principio da inducéo finita concluimos que a adi¢cao
€ bem definida em N associando as imagens geométricas (pontos na reta) aos

elementos de N.

Figura 2.5 - Soma de um sucessor natural

e o ° ] e e e o —
? 2 3 - s > — T s+p s+p+1
p vezes

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).
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2.1.2.2 MULTIPLICACAOEM N

Dado dois niumeros s e p pertencentes a N, a multiplicagdo de s por p faz

corresponder um namero referente ao produto sp, deste modo temos que:

a) (p)(1) = p, isto € multiplicar por 1 ndo altera o numero.
b) Se sabemos fazer a multiplicagdo de todos os nimeros menores do que ou
igual a s por p, entdo pelo principio da inducgéo finita sabemos multiplicar o

sucessorde s,isto é:(s+1)p=sp+p

O Principio da inducao finita (PIF) € uma maneira de provar propriedades
no conjunto dos numeros naturais. Consiste na verificacdo de dois passos. O

primeiro € chamado de base da inducéo, o segundo de passo indutivo.

Na base da inducéo se verifica a verdade para algum valor inicial n = no.
O passo indutivo consiste em mostrar como utilizar P(n) (chamado de hipdtese de
inducdo) para provar P(n+1). Verificado ambos passos, tem-se uma “cadeia de

implicagbes”. (MOREIRA, Tépicos de teoria dos numeros, 2021, p.2)

Deste modo as operacfes de adicdo e multiplicacdo estdo bem definidas
em N e gozam das propriedades de associatividade, comutatividade e

distributividade (LIMA, Analise real volume 1. Funcdes de uma variavel, 2006, p.3)

2.2 CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS Z

E comum e intuitivo pensar no conjunto dos nimeros inteiros como de
facil entendimento. Entretanto admitir os nimeros negativos foi uma longa jornada
gue perpassa pela matematica chinesa, egipcia, babilénica, grega e hindu. Apesar
da matematica chinesa “reconhecer os numeros negativos” (EVES, Introdugao a
historia da matematica, 2011, pag. 246) e que os hindus aceitavam 0s nuameros
negativos foi apenas no século XVI que se comecou a ser aceito pelos matematicos.
(EVES, Introducao a histéria da matematica, 2011, p.314).

Utilizar a relacédo de divida para exemplificar nUmeros negativos pode ser
uma excelente estratégia para professores do ensino basico. Um exemplo prético,

como um saldo de R$ -100,00, € algo que se consegue imaginar facilmente.
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Contudo, é interessante refletir sobre por que esse tipo de abordagem néo foi

suficiente, historicamente, para justificar a existéncia dos nimeros negativos.

Uma explicacdo possivel é que a ideia de divida, por si s6, ndo oferece um
fundamento soélido para a acessibilidade universal dos numeros negativos. Na
matematica grega, por exemplo, predominava uma visdo geométrica, onde a algebra
era aplicada principalmente como técnica para propor¢cdes concretas. Nesse
contexto, 0s niUmeros negativos eram vistos como abstratos ou até "fantasiosos", ja
gue nado podiam ser representados geometricamente. Afinal, como medir algo

negativo e qual seria a interpretagéo?

No mais, Richard Courant e Herbert Robbins (1996) observam que levou
muito tempo para os matematicos perceberem que a ‘regra dos sinais’, junto como

outras definicdes que governam os inteiros negativos, ndo poderiam ser provadas.

A seguir, podemos descrever o conjunto dos numeros inteiros, ao qual
usaremos o simbolo Z, sendo Z = {...-4,-3,-2,-1,0,1,2,3...}. Note que o conjunto dos
numeros inteiros é formado pela unido do conjunto dos numeros naturais, 0 zero e
0s opostos dos nimeros naturais. E comum mostrar o conjunto dos nimeros inteiros

como no diagrama abaixo.

Figura 2.6 - Conjunto dos numeros inteiros

43210 1,2,345,...

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

2.3 OS PARADOXOS DE ZENAO E UMA PRIMEIRA IDEIA DE INFINITO

Zenado de Eleia foi um filosofo grego que viveu no século V a.C. onde
notabilizou-se por seus paradoxos relacionados ao movimento e o tempo, com 0S
guais pretendeu refutar o pitagorismo demonstrando a incoeréncia do pluralismo e
da nocdo de movimento, pelo método de reducdo ao absurdo. Foi para defender

esta tese que Zendo criou uma seérie de argumentos chamados de ‘paradoxo de



21

Zenao’, ao qual estdo relacionados diretamente a ideia de infinito, sendo o mais
conhecido deles: Aquiles e a tartaruga. (JAPIASSU, 2008, p.402).

Sobre o paradoxo de Aquiles e a tartaruga, Zendo argumentava que
sendo Aquiles o mais veloz guerreiro grego, se fosse proposta uma corrida contra
uma tartaruga, onde Aquiles desse uma distancia qualquer de vantagem a tartaruga,

jamais Aquiles passaria a tartaruga.

Diz o paradoxo: Imagine que Aquiles, o mais veloz guerreiro grego, corra
contra uma tartaruga. E justo que Aquiles dé uma vantagem de distancia. Nestas
circunstancias argumenta Zendo que Aquiles jamais alcancara a tartaruga, por mais
rapido que Aquiles corra. (WESLEY, 2001, p.130)

Partindo Aquiles de um determinado ponto A e a tartaruga de um ponto
T, a frente, para Aquiles alcancar a tartaruga, € necessario primeiro alcancar a
metade da distancia entre ele e a tartaruga, representado por t;, mas para que isto
ocorra, Aquiles teria que percorrer a metade da metade da distancia até a tartaruga,
representado por t>. Novamente, para que isto ocorra, Aquiles teria que percorrer a
metade da metade, da metade da distancia até a tartaruga, representado por ts,

assim por diante.

Figura 2.7 - Aquiles e a tartaruga

Y

A~ ta tz t1 ' ' T

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Assim, Zendo conclui que, para percorrer este intervalo, Aquiles
necessitaria percorrer todas as subdivisées de espaco: metade do caminho, metade
da metade do caminho, assim por diante. Logo, jamais Aquiles alcancaria a

tartaruga porque estas representacdes fracionarias na reta séo infinitas.

Deste paradoxo, o que se destaca de interessante € a reflexdo sobre o
infinito e a tentativa de subdividir o espago como conhecemos, pois em qualquer
segmento representado por [a, b] existem infinitas fracbes, uma ideia originaria dos

pitagéricos da antiguidade. O pensamento de Zendo, com seus paradoxos, também
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pode ser considerado precursor das teorias que buscam entender o infinito. Essas
ideias foram fundamentais para o desenvolvimento do conceito de infinito e sua

aplicagéao.

2.4 O CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS Q

Diversos problemas do cotidiano estdo frequentemente ligados a ideias
fracionarias e proporcionais, como medir e comparar. Nesse contexto, 0s numeros
inteiros ndo servem como operadores evidentes para esses processos. Em vez
disso, sdo necessarios conceitos mais complexos, como 0s humeros racionais, para
representar de forma precisa as situacfes praticas que os envolvem. Assim, a
utilizacdo dos nimeros racionais, representados por Q, traz a solucéo ideal, pois,
por mais que o termo medido seja infimo, existe sempre um racional para enumera-
lo, haja vista a densidade dos racionais no conjunto dos reais. “Um conjunto A &
denso se entre dois dos seus elementos quaisquer existir uma infinidade de

elementos de A”. (CARACA, Conceitos fundamentais da matematica, 1951, p. 56).

Da construcdo vista anteriormente, em que o0 conjunto dos ndameros
naturais e inteiros surge como infinitos pontos espacgados, um pontilhado com um
vazio entre dois consecutivos quaisquer, acrescentam-se 0S numeros racionais.
Agora a representacdo visual de uma reta composta por estes trés conjuntos
N,Ze Q.

E importante observar que esses trés conjuntos ainda ndo completam a
reta, todavia, por mais que a reta real ndo esteja em sua completude, visualmente
estes trés conjuntos a desenham, pois a densidade do conjunto dos racionais impde
uma proximidade extrema entre fracdes consecutivas.

Mesmo denso, o conjunto dos nameros racionais é enumeravel, definicao
gue nao se segue para o0 conjunto dos numeros ndo racionais, chamados de
irracionais, tornando 0s numeros ndo racionais de maior cardinalidade como um
conjunto infinito ndo enumeravel, proposicdo dada por Georg Cantor (1845-1918)
em “Sobre uma questao elementar na teoria dos conjuntos infinitos”, publicado em
1874. O fato é que Cantor nos mostra que existe “muito mais” numeros irracionais
do que racionais, apesar de parecer contra intuitivo entender que na reta real

tenham mais pontos relacionados aos irracionais do que aos racionais.
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Definig&o 2.2:

Sejam a e b dois nameros inteiros quaisquer com b diferente de zero
(a,b € Z / b#0), assim um namero racional sera escrito como uma fracdo do tipo % ,a
gual chama-se a de numerador e b denominador.

O conjunto dos numeros racionais sera representado por Q :

@={j;aezbezb=0}

lezzi e Murakami (2013, p.45) descreve:

No conjunto dos nimeros racionais adotamos as seguintes definicdes:
1. lgualdade: % = 2 & ad = bc

_ ad +bc

<
d bd
3. Multiplicagéo: %. 2 ==

2. Adiggo:  +
" bd
Das definicdes acima caso dos denominadores iguais a 1, temos:

Q' ={% | a € 7}, portanto:

Q = 1Z,logo,Z c Q

Na fracao %, caso a e b sejam primos entre si, dizemos que % € uma fracao
irredutivel.

241 QEDENSOEMR

O conjunto dos numeros racionais Q € denso no conjunto dos niumeros

reais R, isto implica que dado quaisquer dois reais sempre existe um racional entre
eles.

Definicao 2.3:

Sejam x e y dois niUmeros reais quaisquer, existe um g racional de modo
que:

Vx,yERx<y= 3geEQx<qg<y

Como x < y, tem-se y — x > 0, deste modo por mais infimo que seja esta
diferenca ela existe.
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. . 1 .
Tome b natural suficientemente grande para que " tenda a zero, isto torna

tdo pequeno a caber na diferenca y — x,com % > 0.

S|

Tome a € Z, tal que:
a>bxea <by =

bx <a <by=

<a<

Como b é diferente de 0, basta tomar % =q.

2.5 A RETA REAL

A reta real € uma representacdo geomeétrica dos numeros reais, sendo
sua imagem uma reta com infinitos pontos e cada ponto associado a um unico
namero real. O conjunto dos numeros reais, representado pelo simbolo R, € unido
do conjunto dos numeros racionais com 0s ndmeros irracionais. E um corpo
ordenado e completo, essa estrutura algébrica garante validas as propriedades para
adicdo e multiplicacédo, garante ainda uma boa ordenacao dos seus elementos e que
todas as sequéncias de Cauchy convergem no conjunto. Entretanto, ndo € o intuito

deste trabalho o aprofundamento nestes aspectos.
Definicdo 2.4:

Dizemos que a sequéncia (Xn)ne N € uma sequéncia de Cauchy se, dado

€ > 0, existe No = No(¢) tal que para quaisquer n, m > No temos |[Xn — Xm| < €.

Com os conjuntos anteriormente citados (N,Ze @Q), o desenho
representativo de uma reta pode ser formado, devido a distribuicdo dos racionais e
sua densidade nos reais, 0 que geraria pontos associados aos elementos de tais
conjuntos extremamente préximos visualmente, todavia, sem cumprir a

continuidade.



25

Figura 2.8 - Representacdo dos Numeros Racionais

5 4 _3 2 40 : 2 3 4

n

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Pois essa reta ainda teria “pequenos furos” como numa peneira. Nesse
sentido, Dedekind percebeu que na reta real tem mais pontos do que numeros

racionais.

Comparando os racionais aos pontos da reta, ele observou que existem
mais pontos na reta do que os que podem ser representados como ndmeros
racionais. Mas como definir estes nimeros? A argumentacdo de Dedekind
recorre aos gregos, afirmando que eles ja sabiam da existéncia de
grandezas incomensuraveis.

(ROQUE, Histéria da matematica, 2012, p.264)

Dedekind propb6s a construcdo dos Reais a partir dos Racionais pela
esséncia da continuidade da reta. Tal visdo deriva do pensamento de que todos os
pontos da reta estdo em uma das duas classes, de modo que, se todo ponto da
primeira classe estd a esquerda de todo ponto da segunda classe, entdo existe
apenas um ponto que produz essa divisdo. Esse pensamento é conhecido por
Cortes de Dedekind.

Para obter um conjunto numérico que traduza fielmente a continuidade da
reta, Dedekind usa um procedimento que se tornard muito frequente em
Matematica. Ou seja, quando o corte € um numero irracional, este himero
serd reunido aos racionais formando um conjunto, que gozara da
propriedade de continuidade da reta, chamado “conjunto dos numeros
reais”.
(ROQUE, Histéria da matematica, 2012, p.266)
Esses pontos a mais estdo associados as grandezas incomensuraveis,

nameros nao racionais descritos como numeros Irracionais e representados pelo
simbolo . Mesmo que contra intuitivo de se pensar, existem mais ndmeros
irracionais do que racionais. Cantor mostrou que o conjunto dos niumeros Reais e 0
Conjunto dos numeros complexos tém a mesma poténcia e que esta é superior
(IEZZI, Fundamentos de Matematica elementar, 2013, p.39), assim como O0S
racionais sdo enumeraveis, o conjunto dos reais € ndo enumeravel o torna maior em

termos de cardinalidade e essa inumerabilidade vem dos Irracionais.
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Exemplos de segmento incomensuravel é a razao entre a circunferéncia e
seu diametro, representada pela letra grega e a diagonal de um quadrado de lado

igual a 1 unidade de medida.

A unido dos numeros irracionais com 0s racionais gera a continuidade da
reta “selando-a por completo”, elencando a relacdo biunivoca entre a reta real e 0

conjunto dos nameros reais.
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3 ADIVISIBILIDADE E O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARTIMETICA

3.1 UMA IDEIA SOBRE DIVISAO

Ao propor problemas de divisdo — entendido como o ato de repartir —
busca-se, geralmente, uma solugdo em que a quantidade repartida entre as partes
seja igual e sem sobras. No entanto, isso nem sempre é possivel. Quando a divisao
ocorre de forma exata, ou seja, sem sobra, dizemos que ha uma divisibilidade entre
as partes. Mesmo nos casos em que a divisdo ndo € exata, isto &, existéncia de
resto diferente de zero, € possivel encontrar solu¢des utilizando o conceito da

divisao euclidiana.

.3.2 DIVISIBILIDADE

Dado dois numeros inteiros a e b, diz-se que b divide a, ou que b é divisor
de a ou ainda que b € um fator de a quando existir um q pertencente aos inteiros, tal

gue a = b-q e escreveremos como bla (Ié-se “b divide a”).
Diante dessa sentenca concluimos algumas propriedades, como:

. 1lla,alaeal0
. Olae a=0
. bla<e|bl]|]al

IV. Seb|aea]|centdob|c

Demonstracdes.

I.  Ocorre direto das igualdadesa=1.a,a=a.le0=a.0

[I. Em primeiro 0|0, isto vem de I. Se O|a, existe um g pertencente aos inteiros,
tal que a = 0.qg, logo a = 0.

lll.  Se b divide a, existe um q inteiro, tal que a = b-q, isto implica que |a| = |b]-[q],
logo |b| | |al. Mas se |b| | |al, entdo existe q inteiro onde:
(1). a=Dbq,oqueimplicaemb |a.

(2). -a=- (b-q), implica que (-1) -a = (-1) -b-q, 0 que implica b | a.
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IV.  Se b divide a, entdo existe um g qualquer pertencente aos inteiros, tal que: a
= bqg. Se a divide c, entdo existe um p qualquer pertencente aos inteiros, tal
gue: c = ap, logo ¢ = (bq)p — ¢ = b(gp), portanto b | c. Transitividade.

Note que das definicbes acima podemos tirar que, se b | a, entdo existe
um g pertencente aos inteiros de modo que, a = b-q. Decorre entdo que tanto b
guanto g séo divisores de a, ou que tanto b quanto q séo fatores de a, e que a é

multiplo tanto de b quanto de g.

3.3 DIVISAO EUCLIDIANA

Héa casos em que b ndo € um divisor ou fator de a, mesmo assim, nesses
casos poderemos fazer tal divisdo de a por b, com b diferente de 0, mas com um

novo termo adicionado, r, ao qual chamaremos de resto da divisdo de a por b.
Teorema 3.3.1

Sejam a e b dois numeros inteiros com b diferente de 0. Existem dois

Unicos numeros inteiros g e r tais que:
a=bqg+r,com0<r<|b|
Este método de divisdo € apresentado no ensino basico, mas, com outros

19 |3

19 = 3x6 + 1, resulta da seguinte divisdo: 1 6

caracteres, por exe mplo:

A seguir temos as demonstracdes de existéncia e unicidade da divisao

euclidiana descrita por Abramo Hefez (2022).

Demonstracao:
Considere o conjunto:

S={x=a-by;yeZ}n{Nu{0}}
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Condicao de existéncia. Pela propriedade arquimediana, existe n € Z tal
que n(-b) > - a; logo, a — nb > 0, 0 que mostra que S é ndo vazio. O conjunto S é
limitado inferiormente por 0, do fato da interseccdo dos conjuntos, logo, pelo
principio da boa ordenacao, temos que S possui um menor elemento r. Suponha que
r = a— bqg. Sabemos que r = 0. Vamos mostrar que r < |b|. Suponha por absurdo que
r > |b|, logo existe s € {NU{0}} tal que r = |b| + s; assim, 0 < s < r. Mas isso
contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, poiss=a-(qt 1)b € S, como s <

r.

Unicidade:

Suponhaquea=bg+r=bq +r,ondeq,q,rrez 0<r<|ble0<r
< |b]. Assimtemos que — |b] < -r <r —r < |b|. logo, | —r| < |b]. Por outro lado, b(q

—q’)=r —r, 0que implica
Iblla —a’l = |r"—r| <],
O que so é possivel se g = g’ e consequentemente, r=r'.

Nas condicbes do Teorema acima as letras q e r serdo chamadas,
respectivamente, quociente e resto da divisdo de a por b. (HEFEZ, Aritmética, 2022,
p. 36).

3.4 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE - EFO6MAQ5

A BNCC descreve na habilidade 5 do 6° ano do fundamental Il que o
aluno deve: classificar nUmeros naturais em primos e compostos, estabelecer
relagcdes entre numeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “é divisor de”, “é
fator de”, e estabelecer, por meio de investigacdes, critérios de divisibilidade por 2, 3,
4,5, 6, 8,9, 10, 100 e 1000. Tal habilidade traz vantagens ao aluno com relacdo a
simplificacéo de fracdes, encontrar divisores ou escrever um numero inteiro qualquer
como produto de fatores primos. Além disso, facilita na investigacdo de possiveis
solucbes de problemas sem necessariamente fazer a divisdo euclidiana, como: trés

amigos vao receber 100 reais, sera que da pra dividir igualmente?
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3.4.1 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 2

Primeiro diremos que um numero sera par quando sua casa da unidade
tiver um dos algarismos 0, 2, 4, 6 ou 8 e impar se sua casa da unidade tiver um dos

algarismos 1, 3,5, 7 ou 9.

Todo namero inteiro sera divisivel por 2 quando for par, isto €, quando sua

unidade deve ser 0, 2, 4, 6 ou 8.

Portanto o ndmero 95336 é divisivel por 2, pois sua unidade tem
algarismo 6. JA 0 numero 95337 ndo € divisivel por 2, pois sua unidade tem

algarismo 7.
Para comecar note que 2 divide o0 10, isto é 10 = 2x5.

95336 = 9x10000 + 5x1000 + 3x100 + 3x10 + 6 = 10x(9x1000 + 5x100 +3x10 + 3) +

6, portanto como o 2 divide o 6 ele divide a soma ja que divide todas as parcelas.

95337 = 9x10000 + 5x1000 + 3x100 + 3x10 + 7 = 10x(9x1000 + 5x100 +3x10 + 3) +

7, portanto como o 2 nao divide o 7 ele ndo divide a soma.

Se for generalizado para qualquer numero inteiro, basta apenas saber se

0 2 divide a ultima parcela da soma, isto é: o algarismo da unidade.

Seja p um ndmero inteiro escrito como p= anpan-1an-2...a1, podemos

escrever p como:

p= an Xx10™! + a,.1x10"2 + ... + a1 = 10x(anx10™? + an.1x10™3 +asx10 + ap) + a1, basta
que 2 divida ai1 para que divida p resultando assim em analisar apenas se divide ou

nao o algarismo da unidade.

3.4.2 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 3

Um namero inteiro ser& divisivel por 3 se a soma dos algarismos de tal
namero for divisivel por 3. Note que 85221 é divisivel por 3 pois8+5+2+2+ 1=
18, pois 18 = 3x6.

Note que 85222 néo é divisivel por 3 pois 8+5+2+2+2 = 19.

Podemos escrever 85221 como:



31

85221 = 8x10000 + 5x1000 + 2x100 + 2x10 + 1 = 8x(3x3333 + 1) + 5x(3x333 + 1) +
2X(3x33 + 1) + 2x(3x3+1)+1=3ks+8+3ks+5+3ko+2+3ki +2+1=3q+(8+
5+2+2+1)=3g+ 18 = 3q + 3x6, como 3 divide as parcelas também divide a

soma.

85222 = 8x10000 + 5x1000 + 2x100 + 2x10 + 2 = 8x(3x3333 + 1) + 5x(3x333 + 1) +
2X(3x33+ 1) +2x(3x3 +1) +2=3ks + 8+ 3ks +5+3ko+2+3k1 +2+2=3q+ (8 +

5+2+2+2)=3qg+ 19 = 3q, como 3 nao divide 19, logo ndo divide a soma.
Seja um namero inteiro p escrito como:
p: Adndn-1an-2...A1

p= anX(3x333...3 + 1) + an1x(3x33...3 + 1) + asx(3x33 + 1) + axx(3x3 + 1) + a1 = 3kn
+an + 3kn1 +an1 + ... + 3ko + a2 + a1 =39 + (@n+ an-1 + ... + a2 + a1), assim caso (an +
an1 + ... + a2 + a1) seja divisivel por 3 podemos escreve-la como: an+ an1 + ... + az +
ai = 3r. O que resultaria em p= 3q + 3r, tornando p divisivel por 3, caso an+ an-1 + ...

+ az + a1 ndo seja divisivel por 3, p também né&o sera divisivel por 3.

3.4.3 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 4

Dado um numero inteiro qualquer, tal nUmero sera divisivel por 4 se a sua
dezena for divisivel por 4. A analise feita na divisibilidade por 4 se resume apenas

em dividir a dezena do nimero proposto.
85328 é divisivel por 4, pois sua dezena 28 = 4x7.
85327 néao é divisivel por 4, pois sua dezena 27 nao é divisivel por 4.

Para esta demonstracdo utilizaremos a mesma ideia proposta na
divisibilidade por 2. Note que 100 = 4x25.

85328 = 8x10000 + 5x1000 + 3x100 + 28 = 100x(8x100 + 5x10 + 3) + 28 = 4q + 4x7,

assim como 4 divide ambas as parcelas também divide a soma.
Seja p um namero inteiro escrito da forma, p= anan-1an-2...a1, entao:

P= @n@n-1@n-2... A2a1 = an X10™! + a,.1x10™? + ... + aza1 = 102x(anx10™3 + a,.1x10™4 + ...
+ as) + ara1 = 4q + azai, basta que ara: seja divisivel por 4 para que p seja divisivel

por 4.
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3.4.4 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 5

Um namero inteiro sera divisivel por 5 quando o algarismo da unidade for
0 ou 5. Deste modo o numero 84330 € divisivel por 5, pois o0 algarismo da unidade é
0 0, o mesmo ocorre com o niumero 84335, onde o algarismo da unidade é o 5. Mas
0 numero 84331 ndo é divisivel por 5, pois o algarismo da unidade é o 1 diferente de
Oeb.

Note que 10 = 2x5, assim:

84330 = 8x10* + 4x10% + 3x10? + 3x10 + 0 = 10x( 8x10% + 4x10% + 3x10' + 3) + 0 =
5qg + 0 = 5q, logo divisivel por 5.

84335 = 8x10* + 4x10° + 3x102 + 3x10 + 5 = 10x( 8x10% + 4x10% + 3x10' + 3) + 0 =
5qg + 5, logo divisivel por 5.

84331 = 8x10* + 4x10% + 3x10? + 3x10 + 1 = 10x( 8x10% + 4x10% + 3x10* + 3) + 1 =

5qg + 1, logo né&o é divisivel por 5.

Seja um namero inteiro p escrito da seguinte maneira: p= anan-1an-2...a1,

entao:

P= @nan-18n-2...a1 = anX10" + @n-1x10™! + ... + a1 = 10x(anx10™! + an-1x10™? + ... +ay) +
a1 = 5q + a1, portanto se o 5 dividir a unidade as, dividird a soma que por sua dividira

p. Mas isto sO ocorrera para a; = 0 ou a1 = 5, pois a: é unidade de p.

3.4.5 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 6

Para que um namero inteiro qualquer seja divisivel por 6 basta que ele

seja divisivel, ao mesmo tempo, por 2 e por 3.

Nesse sentido a divisibilidade por 6 ndo requer um novo entendimento
sendo necessario apenas agrupar os dois entendimentos anteriormente descritos.
Perceba que o 6 pode ser escrito como produto de fatores primos entre 2 e 3, isto é:
6 = 2x3. Portanto um nimero que o 6 como divisor € composto e aparecerao 2 e 0 3

como fatores.

85224 ¢é divisivel por 2, pois € um numero par com o algarismo da

unidade igual a 4. Também é divisivel por 3, pois a soma dos algarismos 8+5+2+2+4
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= 21 = 3x7 é divisivel por 3. Portanto o numero 85224 ¢ divisivel por 6 ja que os

fatores primos 2 e 3 aparecem em sua composicao.

85222 € divisivel por 2, pois € um numero par com o algarismo da
unidade igual a 2, mas nao é divisivel por 3 ja que a soma dos seus algarismos

8+5+2+2+2 = 19 nao é divisivel por 3. Portanto o0 nimero 3 ndo é um fator de 85222

85221 é divisivel por 3, pois a soma dos algarismos 8+5+2+2+1 = 18 = 3x6.
Entretanto ndo é divisivel por 2, sendo impar com o algarismo da unidade igual a 1,

assim nao tem o fator 2 em sua composicao.

3.4.6 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 8

Um numero inteiro qualquer € divisivel por 8 quando a parte de sua

centena for divisivel por 8.

A divisibilidade por 8 utiliza a mesma l6gica de compreensdo e
demonstracao dos critérios de divisibilidade por 2 e por 4. Note que para que um
nuamero inteiro qualquer seja divisivel por 2, basta que o algarismo da unidade seja
divisivel por 2. Para que um namero inteiro qualquer seja divisivel por 4, basta que a
dezena seja divisivel por 4. Assim seguindo a mesma linha de raciocinio para o 8

analisara-se apenas a centena.
85224 ¢ divisivel por 8, pois 224 ¢ divisivel por 8; 224 = 28x8.

85222 nao é divisivel por 8, pois pela divisdo euclidiana tem-se 222 =

8x27 + 6, sendo o 6 resto da divisao.
Note que 103 = 8x125.

Seja um namero inteiro qualquer escrito da forma p= anan-1@n-2...azazai,

entao:

P= ana@n-1@n-2...a332a1 = anX10™! + an.1x10™? + ... + asx10° + azaza: = 103x(anx10™* +
an1x10™% + ... + as) + azazar = 8q + aszazai. Logo se aszaza; for divisivel por 8, a soma

também serd divisivel por 8 e consequentemente p.
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3.4.7 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 9

Um numero inteiro qualquer seré divisivel por 9 quando a soma dos seus

algarismos for divisivel por 9.

O critério de divisibilidade do 9 € uma resultante direta do mesmo
procedimento do critério de divisibilidade por 3, isto vem do fato de 9 ser um nimero
composto por um produto de fatores 3; 3x3 = 9. Da mesma maneira adota na
construcdo das demonstracdes do 2, 4 e 8, tendo um principio légico para os trés

nameros, utilizaremos para o 9 com relacdo ao 3.

85221 é divisivel por 9, pois a soma dos algarismos 8+5+2+2+1 = 18 =

9x2 é divisivel por 9.

85224 néo é divisivel por 9, pois a soma dos algarismos 8+5+2+2+4 = 21
nao é divisivel por 9. Perceba que 85224 ¢é divisivel por 3, isto quer dizer que existe

apenas um fator 3 na sua constru¢cdo de niumero composto.

Seja um numero inteiro qualquer p, escrito da forma p= anan-1an-2...a,

entao:

P= @nadn-18n-2...a1 = anX10™! + an.1x10™2 + ... + a1 = anx(999...9 + 1) + an1x(99...9 + 1)
+...+ax(9+1)+a1=9q+ (an+ an1 + ... + @1), assim p sera divisivel por 9 quando a

soma (an+ an1 + ... + a1) for divisivel por 9.

3.4.8 CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR 10, 100, 1000

Um namero qualquer inteiro sera divisivel por 10 quando o algarismo da

unidade for igual a 0. 0 é divisivel por 10 advém das propriedades de divisibilidade.
85220 é divisivel por 10, pois seu algarismo da unidade é 0.

85221 ndo é divisivel por 10, pois seu algarismo da unidade é diferente de

Seja um numero inteiro qualquer p escrito da forma p= anan-1an-2...ai,

entdo:
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P= @nan-18n-2...a1 = anX10™! + a,.1x10™2 + ... + a1 = 10X(anx10™? + an.1x10™3 + ... + ay)
+ a1 = 10q + ai, deste modo p serd divisivel por 10 quando a; = 0, note que a

variacdo de a1 é de 0 a 9, pois a1 € unidade na construcéo de p.

Analogamente pode ser descrita a divisibilidade por 100 e 1000,

acrescentando-se apenas zeros as casas finais.

Um numero inteiro qualquer serd divisivel por 100 quando terminar em
dois zeros, sucessivamente, um numero inteiro qualquer sera divisivel por 1000

guando terminar em trés zeros.

Seja um numero inteiro qualquer p escrito da forma p= apan-1an-2...ai,

entao:

P= an@n-18n-2...a1 = apX10™! + @,.1x10™2 + ... + a1 = 102xX(anx10™3 + an1x10™* + ... + a3)
+ arai = 102q + arai, deste modo p sera divisivel por 100 quando a.a: = 0, note que

a variacao de ara; € de 0 a 99, pois a-a; € dezena na construcao de p.

Seja um numero inteiro qualquer p escrito da forma p= anan-1an-2...ai,

entao:

P= ana@n-18n-2...a1 = apX10™! + @,.1x10™2 + ... + a1 = 103x(anx10™* + an1x10™5 + ... + as)
+ azazai = 103q + azaai, deste modo p sera divisivel por 1000 quando asa.a; = 0,

note que a variacao de azaza; € de 0 a 999, pois azaza; € centena na construcdo de

P.

3.5 NUMEROS NATURAIS PRIMOS E COMPOSTOS.
Todo numero natural maior do que 1 € primo ou composto.

Dizemos que um numero natural € composto quando escrito como um
produto de fatores primos, ou produto de fatores primos com compostos, ou de

produto de fatores compostos.
Os numeros escritos a seguir S&o compostos.

6 = 2x3; 12 = 3x4; 24 = 4X6;
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Todo numero natural maior do que 1 que tem como divisores apenas o 1 e
0 préprio numero é chamado de numero primo. Decorre direto do Teorema

fundamental da aritmética.
Admita p e g nUmeros primos e a um natural qualquer, dai temos que:

. Sep|qg,entdop=q
. Septa,lé-se pnao divide a, entdo: (p,a) = 1, Ié-se o maximo divisor entre p

eael.
Demonstracéo.

Del. Sep|gecomoqé primo, entdo p =1 ou p = g, mas p também é

primo, logo maior do que 1. Portanto p = q.

De Il. Seja d o maior divisor entre p e a, isto € (p,a) = d. Deste modo,
como p é um divisor de p ocorre qued =poud =1, mas p ta, assim p nao € fator de

a, o que implicaemd = 1.

Os numeros primos séo, do ponto de vista de constru¢cdo nos naturais, 0s

mais basicos e deles forma-se todos os naturais pela propriedade multiplicativa.

3.5.1 EXISTENCIA DE INFINITOS PRIMOS NOS NATURAIS

A distribuicdo dos primos ndo tem um padrdo definido e sua possivel
aleatoriedade nos faz questionar sobre a quantidade de primos existentes, se sao
infinitos ou n&o. Euclides no Livro IX dos Elementos responde esta questdo e mostra
gue ha uma infinidade de primos (HEFEZ, Aritmética, 2022, p.101). Nele, Euclides
utiliza uma demonstracao por reducédo ao absurdo, a qual foi uma das primeiras ja

registradas.

Demonstracao.

Suponha por absurdo que os numeros primos fossem finitos e expressos
pela sequéncia p1, p2, P3, ...pm, €M que m € quantidade de primos existentes. Tome

um namero natural n tal que:

n = p.p2.ps.(...).pm+1>1
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logo n ndo seria primo e, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, 0 niumero n
possui um fator primo p que, portanto, deve ser algum pm, € consequentemente,

divide pi.p2.ps.(...).pm € divide 1. Absurdo.
Assim, o absurdo esta em presumir que 0s nameros primos sao finitos.

Dado que agora sabemos que os numeros primos sao infinitos, a questao
que se segue é se ha como listd-los. De modo simples, ndo hd como listar todos os
primos, mas para alguma quantidade inicial, na ordem das centenas, o Crivo de

Eratostenes é eficiente.

Erastéstenes foi um matematico grego que viveu por volta do século I
antes de Cristo. Prop6s um método simples para determinar todos os primos até
uma quantidade definida, método chamado por Crivo de Erastostenes. (ABRAMO
HEFEZ, 2022, p.102)

Por exemplo: Vamos determinar todos os primos existentes até 100 pelo

Crivo de Erastostenes.

I.  Liste todos os numeros naturais até 100.
ii.  Vamos riscar todos ndo primos comecando pelo 1 e os multiplos de 2, acima
de 2.
iii. Risque todos os multiplos de 3, acima de 3.

iv. Risque todos os multiplos de 5, acima de 5. E assim em diante.

Para determinar todos os primos existentes ndo seria necessario repetir
este processo até 100, mas até o numero primo p, tal que p2< 100. Esse argumento
foi provado pelo préprio Erastostenes. Deste modo o processo aplicado ao exemplo

anterior finalizaria no 7, pois o quadrado do préximo primo, 11, € maior do que 100.

Lema e demonstracao retirados do livro Aritmética de Abramo Hefez (2022).

Lema 3.1

Se um numero natural n > 1 ndo é divisivel por nenhum ndmero primo p

tal que p2 < n, entdo ele é primo.



38

Demonstracéao

Suponhamos, por absurdo, que n ndo seja divisivel por nenhum nimero
primo p tal que p2 < n e que n ndo seja primo. Seja g 0 menor numero primo que
divide n; entdo n = gn1, com q < ni1. Seque dai que g2 < gn1 = n. Logo, n é divisivel

por um nuimero primo g tal que g2 < n, absurdo.

Tanto pelo método do crivo de Erastéstenes quanto pelo o lema 3.1 o
encontro de novos primos p, cada vez maior, se torna lento e laborioso. (ABRAMO
HEFEZ, 2022, p.102).

3.6 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA.

Pra qualquer n natural, onde n > 2, decorre que n é primo ou n pode ser

escrito como um produto de fatores primos.

Demonstracao:
Mostraremos a existéncia pelo Principio da inducdo completa.
Para n = 2 o resulta é de imediato.

Suponhamos que a proposicao € valida para todo natural menor do que n

e vamos provar que vale para n.
Se n for um nimero primo nada temos a demonstrar.

Suponhamos entdo que n seja um ndmero composto. Logo existem
nameros naturais a e b tais que n = a.b, com 1< a<n, 1 < b < n. Pela hipétese de
inducdo a e b podem ser expressos como produtos de primos, onde, pip2...pm €

g102...qr, representam a e b respectivamente. Logo n = pipz...pm g192...qr.

Unicidade:

Suponha que exista n = pipz...pm = Qi0z...qr, ONde pm € gr SA0 primos,
deste modo p: | 9:02...0r, logo para algum r, temos que p: = (r, reordenando os

fatores temos que p2 | q192...qr, logo para algum r, temos que p2 = qr, reordenando os
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fatores e repetindo processo conclui-se que para qualquer m e r, temos pm = 0,

portanto: pipz...pm = q1gz...qr.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética podemos escrever 0os nimeros

naturais de diversas formas, por exemplo.

24 = 4x6 = 22x3; 210 = 2x3x5x7; 8820 = 22x32x5x72 635250 = 2x3x53x7x112

3.7 MAXIMO DIVISOR COMUM - MDC

Sejam a e b numeros inteiros diferentes de 0. Um namero inteiro d sera

considerado divisordeaebsed|aed|b.

Definicdo 3.2

Diremos ainda que d sera o maior divisor de a e b e podendo ser escrito

como MDC(a,b) ou simplesmente (a,b), se:

i. déumdivisor comumde ae b.

ii. seceéumdivisorcomumde aeb, entdo c|d.

Seja d > 0 o (a,b), ndo nulos, suponha que exista um ¢ divisor comum de
a e b, entdo |c| divide d, logo c < |c|] < d. Portanto o maximo divisor de a e b é

efetivamente o maior dentre todos os divisores.

Unicidade

De ii segue que, se d e d’ sdo dois (a,b), entdod |d’ed’ |d,comode d

sdo maiores do que 0, temos d =d’.

Exemplo 1: Os divisores de 18 e 24 séo: +1, +2, £3, +6. Sendo (18,24) =

6, note que os outros divisores de 18 e 24 também sao divisores de 6.

E comum nos livros do ensino fundamental Il utilizar o processo abaixo
para encontrar o (a,b) efetuando a fatoracdo simultdnea destes fatores primos,

tomando apenas os fatores primos que sdo comum aos dois.
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Exemplo 2: Para determinar o (36,60) vamos procurar os fatores comuns
de 36 e 60.

Figura 3.1- Calculo do MDC

36; 60 |2
18; 30 |2
9, 15 |3
35

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Note que no processo acima, a fatoracdo sera feita até os numeros do
lado esquerdo serem primos entre si. Neste caso o Maximo Divisor Comum

encontrado é o produto dos fatores comuns de 36 e 60: (36,60) =12

Proposicéo 3.7.1
Se(a,b)=1ea|bc,entdoal|c.
Demonstracao

Como (a,b) = 1, existem X,y € Z tais que ax + by = 1, entdo a.cx + (bc).y =
c. Do fato de a dividir cada termo do lado esquerdo, temos que a | b. (MOREIRA,
2021).

3.8 MINIMO MULTIPLO COMUM - MMC

Uma forma de resolver soma ou subtracdo de fragcdes € encontrando o
MMC dos denominadores. Aos alunos dizemos de uma maneira menos formal que é

escrever os denominadores com nimeros iguais.

Sejam Ma e My 0 conjunto formado pelos multiplos de a e b naturais,
com a e b pertencentes aos inteiros ndo nulos. Chamaremos de Minimo Multiplo
comum e escreveremos como MMC(a,b) ou simplesmente [a,b] 0 menor elemento
de ManMp. Note que ManMy € ndo vazio pois |abl, I1é-se mddulo de ab, pertence ao
conjunto. Pelo principio da boa ordenagédo € garantido que ManMy, tem um menor

elemento m, tal que MMC(a,b) = m.
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O minimo multiplo comum pode ser escrito de modo Unico, assim, se
dado m e m’ dois minimos multiplos comum de a e b, existe ¢ multiplo de a e b, onde

m | ¢, deste modo m | m’ e m’ | m, como m e m’ sdo naturais, tem-se que m = m’.
Exemplo 1: Desejamos definir o MMC(a,b).
O conjunto dos multiplos de 3 é:

Ms={0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, ..., 60, 63, ...}
O conjunto dos multiplos de 5 é:

Ms = {0, 5, 10, 15, 20, 25, ..., 60, 65, ...}

Note que 60 € multiplo de 3 e 5 pois pertence ao conjunto dos multiplos
de ambos 0s numeros, mas ndo o menor. Neste exemplo o menor multiplo entre 3 e
5, MMC(3,5) = 15. Neste caso como 3 e 5 sao primos entre si 0 produto dos dois

correspondem ao menor multiplo comum.
Proposicéo 3.8.1
Sejam a e b dois numeros naturais, entao
MDC(a,b).MMC(a,b) = ab
Demonstracao:

Escreva d = MDC(a,b) e a = dai e b = db1 onde a1, b1 € Z séo tais que
MDC(a1,b1) = 1. Temos MMC(a,b) = al para algum | € Z; além disso, b | MMC(a,b) <
db: | aal. Como MDC(az,b1) = 1, isso implica que b1 | | pela proposicdo 3.9.1 Pela
definicho de minimo multiplo comum, temos que | deve ser o minimo numero
divisivel por bi, assim concluimos que | = b1 e portanto MMC(a,b) = bia. Logo
MDC(a,b).MMC(a,b) = ab. (MOREIRA 2021).

3.9 OPERACOES BASICAS COM FRACOES.

Sejam a e b, numeros inteiros quaisquer, com b diferente de 0.

. a
Escrevemos uma fragdo de a por b com b diferente de 0 como: ,ae b

sao chamados, respectivamente, de numerador e denominador.
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Proposicéo 3.9.1

Sejam a, b, ¢ e d nimeros inteiros quaisquer, com b e d diferentes de 0.

Temos:

=1, para qualquer a inteiro.

-+

Sle ola |8 RIS

-+

Demonstracao:
l. € imediato.

Il. Note que a propriedade de associatividade vale dentro dos racionais, entao:

%b = (a) % de I, temos que:
an’ = (a) % = (a).1. logo

—=a
b

[ll.Vamos demonstrar para a soma. O caso da subtracao sera de maneira analoga.
1
Seja a + b = d, inteiros, multiplique ambos os membros por o
1 1 ~
- (a+b)= - (d), entao

+

a
c

als

=2 logo
_C’ g

a b _ a+b

c c c

IV. Vamos demonstrar para a soma. A subtracdo se dara de maneira analoga.

d b
24 5=2240 52 porlll, temos
b d bd db

a c ad+cb

__|_ - =

b d bd
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4 AO PROFESSOR

Neste capitulo, apresenta-se um possivel caminho para organizar uma
sequéncia de conteudos de modo a facilitar a abordagem do professor na
construgcdo do conhecimento aritmético sobre fragdes, utilizando o Teorema
Fundamental da Aritmética como base. Essa proposta visa oferecer um percurso
l6gico e simplificado, acompanhado de exemplos relacionados a cada tdpico,
visando contribuir para um processo de ensino aprendizagem mais eficiente e

compreensivel.

Para esta atividade utilizaremos pecas de montar também conhecidas
como pecas de lego. Elas serdo usadas para tornar concreto alguns conceitos

abstratos das aulas 1, 2, 3 e 4.

As pecas utilizadas para representar os primeiros numeros primos estao
representadas a seguir, tendo sido adaptadas de modo que o aluno possa fazer uma
correlacdo direta entre a quantidade de pinos e 0 nimero primo a peca associada.
Para a representacdo dos numeros 3, 5 e 7 foi cortado um pino de cada peca
correspondente. Na representacédo do numero 11, além de ter sido cortado um pino,
foi colado duas pecas. Nao foi encontrado pecas de montar com a quantidade de

pinos iguais aos numeros 3, 5, 7, 11 e 13.

Figura 4.1 - representacdo do numero dois (2)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Figura 4.2 - representacdo do namero (3)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).
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Figura 4.3 - representacao numero cinco (5)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Figura 4.4 - representacao do numero sete (7)

Fonte: autoria prépria, Paint, (2024).

Figura 4.5 - representacao do numero onze (11)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Os alunos do 6° ano podem se apropriar do TFA, desde que expresso em
linguagem adequada a idade. O TFA ndo é um conteudo isolado, necessita por parte
do aluno um dominio de alguns contetdos prévios como: nimeros naturais primos e

compostos, critério de divisibilidade e fatoracéo.

Relacionado a fatoracdo, é de esperar que o discente entenda a
construgcdo de um numero natural composto como produto de outros numeros

naturais primos ou compostos. Por exemplo: 24 = 4x6, a principio entender o 24



45

como um produto de 4 vezes 6 é um excelente ponto, haja vista que a ideia central e
futura € o trabalho com fracdes. Em seguida, saber que 4 = 2x2 e 6 = 2x3 € 0 ponto

final, ou seja, 24 = 2x2x2x3
A sequéncia de aulas atribuidas séo:
Aula 1 — Numeros Naturais Primos e Compostos
Aula 2 — Critério de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000
Aula 3 — TFA — Teorema fundamental da Aritmética
Aula 4 — MDC — Maximo divisor comum

Aula 5 — Resolucao de atividades

4.1 ESTUDO DIRIGIDO

A seguir segue um caminho logico de 4 aulas explicativas e 1 aula de
resolucdo de atividades utilizando pecas de montar na construcdo dos numeros, ao
gual o professor pode conduzir o aluno ao dominio nas operacfes aritméticas de

soma e subtracédo com fracGes aplicando o Teorema Fundamental da Aritmética.

4.1.1 AULA 1: NUMEROS NATURAIS PRIMOS E COMPOSTOS

Nesta aula vamos expressar aos alunos que todos 0os nimeros naturais,

gue surgiu para contagem, sdo expressos em dois tipos: primos e compostos.

Os primos sdo pecas individualizada que podem ser descritos

exemplarmente como tijolos, peca de montar (lego), etc.

Os compostos sao formados pela multiplicacdo dos primos. Neste caso se
usarmos a abstracdo para dizer que 0s primos sao tijolos, entdo 0os compostos sao
tipos paredes; se 0s primos séo pecas de lego, entdo 0s compostos sdo 0s objetos

construidos com a juncao das pecas.

Seria interessante utilizar as pecas de montar (lego) como tijolos. Caso
nao as tenham, desenhar € uma alternativa possivel, ou até mesmo imagens da

internet para enfatizar a ideia.
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Trazer as pecas de montar individualmente e relaciona-las com nimeros
primos, como nas imagens 4.1 a 4.5 e montar uma estrutura combinando as pegas e

relacionar com nimeros compostos. Por exemplo: 60 = 2x2x3x5.

Figura 4.6 - representacao do numero sessenta (60)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

O interessante neste momento € desenvolver os multiplos, gerar nUmeros
compostos a partir de primos. Seguir do inicio, da base, para montar algo. De fato, o

vetor agqui € a montagem, € construir.

Espera-se que no final o aluno entenda que se um numero natural
gualquer nao for primo, ele pode ser escrito como o produto de multiplicacdo entre

primos ou compostos.

4.1.1.1 AULA 1: DIFERENCIAR NUMERO PRIMO E COMPOSTO COM PECAS DE
MONTAR (LEGO)

Objetivos Gerais

» Compreender que todo numero natural ou € primo ou é composto.
» Compreender que todo numero natural composto pode ser escrito como o
produto de outros nimeros naturais, sejam primos ou Compostos.

» Estimular o trabalho em equipe
Objetivos especificos.

» ldentificar todos os numeros primos até 100.
> Resolver os propostos associando a montagem das pecas de lego com

nameros compostos.



47

» Escrever nUmeros compostos como algum produto utilizando fatores primos

Ou compostos.
Didatica da aula

O professor regente da turma deve definir a melhor estratégia para
aplicacdo da atividade. Cada aluno tem seu tempo para aprender. Conhecer a sala e
modo como ela se comporta no dia a dia é essencial para adequar a didatica

aplicada.

Uma metodologia ativa que deixo como exemplo € a resolucdo de
problemas deixando o aluno como ponto central, mostrando apenas os desafios da

aula.
Material didatico

» Pecas de lego repetidas e variadas

» Material dourado (alternativa as pecas de lego)
Atividades
Desenvolvimento

Separar 0s alunos em grupos ou desenvolver individualmente

dependendo da quantidade de alunos presentes.

1. Definir as pecas de lego individualmente como os numeros primos. Necessita
de pecas repetidas para a resolucdo quando os numeros forem repetidos,

exemplo: 8 = 2x2x2.

Figura 4.7 - representacdo do numero oito (8)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).
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2. Definir os numeros compostos como algum tipo de montagem utilizando as
pecas de montar (lego). Fica a critério do grupo ou do professor qual
montagem representa qual nimero, exemplo: Dado uma montagem qualquer
e associada a ela o numero 6, entdo 0 6 sera sempre esta montagem. Nesse
sentido grupos distintos ou alunos destintos podem associar diferentes
montagens a um mesmo numero. Um exemplo de representacdo para o

namero seis € a figura 4.8, abaixo.

Figura 4.8 - representacao do numero seis (6)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Caso o professor decida aplicar esta atividade de maneira individualizada
seria interessante associar uma mesma montagem para um Unico namero e esta

regra seguir até o final.

Atividade ao aluno

1. Escreva todos os numeros naturais primos até o 100.
2. Associe a cada primo encontrado uma peca de montar distinta. Pelo menos até o
namero 11.
3. Crie uma montagem utilizando as pecas de lego para 0os nimeros compostos
como no exemplo a seguir.
a. Utilizando as pecas de lego que foram associadas aos numeros em 2,
construa objetos pela montagem das pecas de montar e as associe a
nameros compostos baseado no produto de cada peca utilizada. Por

exemplo.
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Figura 4.9 - representacdo do numero quinze (15)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

4. Dado os numeros compostos associe uma montagem a cada um deles conforme

exemplo abaixo.

a. 6 = 2x3. Faca uma montagem com as pecas de montar 2 e 3 que foi
escolhida em 1. Exemplo dado na figura 4.8

b. 24 =6x4 = 8x3 = 2x2x2x3. Faga uma montagem com as pecas de montar
gue foi escolhida em 1. Note que 6x4 = 24, neste caso pode utilizar a

montagem do 6 e apenas complementar. Por exemplo:

Figura 4.10 - representacdo do numero vinte e quatro (24)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

Acredita-se que no final fique claro para o aluno o processo de construcao

de um nimero composto qualquer.

Nesta aula 1 estamos utilizando o conceito de multiplo em atividade ao
aluno 1 e divisores em atividades ao aluno 2, sem necessariamente abordarmos
sobre o tema. Expressar neste momento as ideias de mdultiplos e divisores juntos
pode gera confusdo no aluno do 6° ano, em alguns casos ele trocam multiplo por

divisor e divisor por multiplo.
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4.1.2 AULA 2: CRITERIO DE DIVISIBILIDADE

Agora que o aluno sabe que os nimeros naturais ou S80 primos ou Sao

compostos cabe fazer uma reflexdo sobre a “desmontagem” deles, se possivel.

Oposto a Aula 1, os critérios de divisibilidade auxiliam na desmontagem
dos numeros compostos. Como se o critério de divisibilidade fosse a ferramenta que
desconstruiria 0s nameros, retornando-os a sua base original. Vale lembrar que
neste ponto essa “desmontagem” ndo esta relacionada a destruigédo, até porque um
namero composto escrito como produto de outros ndmeros primos ou compostos
continuariam tendo sua representagcdo original. Por exemplo: 6x4 ou 2x2x2x3
continuariam sendo o0 24, mas visto de outra maneira. Em vez de olhar e analisar

uma montagem, analisa-se as pecas do ponto de vista da composicao.

Ao final espera-se que o aluno consiga identificar se 0s numeros
apresentados séo divisiveis por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 ou 1000 que por sua vez
esta fundamentada na habilidade 5 do 6° ano do ensino fundamental Il conforme a
BNCC.

4.1.2.1 AULA 2: CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE COM PECAS DE MONTAR
(LEGO)

Objetivos gerais

» Classificar os nUmeros naturais em primos ou compostos

» Estabelecer uma relacéo entre 0s nUmeros primos e compostos

» Reconhecer quando um nimero composto é divisivel por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9,
10, 100 ou 1000.

Objetivos especificos

» Escrever os numeros compostos como produtos de outros numeros, sejam
eles primos ou compostos.

» Escrever numeros compostos como produto utilizando, caso tenha, os fatores
2,3,4,5,6,8,9, 10, 100 ou 1000
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Didatica da aula

O professor regente da turma deve definir a melhor estratégia para
aplicacdo da atividade. Cada aluno tem seu tempo para aprender. Conhecer a sala e
modo como ela se comporta no dia a dia € essencial para adequar a didatica

aplicada.

Uma metodologia ativa que pode ser aplicada € a resolucdo de problemas
deixando o aluno como ponto central, mostrando apenas 0s desafios a serem

superados para a resolucdo de um problema dado em aula.
Material didatico

» Pecas de montar (lego) repetidas e variadas

» Material dourado (alternativa as pecas de lego)
Atividades
Desenvolvimento

Continuando com a mesma abordagem da aula 1 espera-se que neste
momento o aluno tenha claro o entendimento da associacao feita das pecas e

montagens com 0s nUmeros primos e compostos.
Atividade ao aluno
Partindo da aula 1, Atividades ao aluno, 4 a e b.

1. Identificar qual dos niumeros compostos tem as pecas que correspondem aos
nameros 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 ou 1000.

Apés a atividade realizada € o momento para o professor descrever os
critérios de divisibilidade por 2, 3, 4,5, 6, 8, 9 10, 100 e 1000.

Disponho alguns exercicios que podem contribuir, além de mostrar ao

professor uma excelente bibliografia do tema e sua importancia.

Os 5 exercicios a seguir foram retirados do livro “Circulos matematicos: a

experiencia russa” (2019).
EXERCICIO 1

O numero 2°.3 é divisivel por 2, 3, 4, 5, 6, 8 e/ou 9?
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Utilizando as pecas de montar, note que ndo ha a peca que representa o
namero 5, nem uma combinacdo para o 9, duas pecas que representam o 3.
Entretanto, h4 a peca que representa o numero 2 e 3, além de combinac¢fes para o

4,6 e 8. Vejaafigura 4.11 a seguir

Figura 4.11 - representagdo do numero 2°x3

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

EXERCICIO 2

E verdade que, se um nimero natural for divisivel por 4 e por 3, ent&o ele

tem que ser divisivel por 4.3 = 127

Sim. Como 4 e 3 nao tem fatores primos comuns implica que o numero

dado tem estes fatores na sua composicao. Analise a figura a seguir.

Figura 4.12 - representacdo do numero doze (12)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).
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EXERCICIO 3

E verdade que, se um ntmero natural for divisivel por 4 e por 6, entéo ele

tem que ser divisivel por 4-6 = 24?

Aresposta é “Falso”. Utilize como exemplo o nimero 60 representado na

figura 4.6
EXERCICIO 4
O numero A é par. E verdade que 3A tem que ser divisivel por 6?

Sim. Como A é par ha o fator primo 2 na sua composicdo. Exemplo: 18 =

3x6. Outra forma de exemplificar esta na figura 4.13 abaixo.

Figura 4.13 - representacdo do numero dezoito (18)

Fonte: autoria propria, Paint, (2024).

EXERCICIO 5

O numero 15A é divisivel por 6. E verdade que A tem quer ser divisivel por

6? Nao. Tome o sessenta como exemplo. 60 = 15x4, sendo A = 4.

EXERCICIO 6

(Espcex - Adaptada) No numero 34n27, qual é o algarismo que

substitui n para que ele seja divisivel por 9?

Um namero é divisivel por 9 quando a soma dos algarismos for divisivel

por 9.

3+4+2+7=16, 0 proximo multiplo de 9 é o 18. Basta substituir n por 2.
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4.1.3 AULA 3: TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Com os critérios de divisibilidade aprendidos, além dos numeros primos e
compostos, 0 aluno neste estagio conseguira expressar um nimero Composto como
produto de outros numeros. De fato, ainda nao foi descrito o Teorema Fundamental
da Aritmética (TFA), apenas que se um numero for composto ele pode ser escrito

como produto de outros nimeros primos ou compostos, por exemplo: 60 = 6x10.

Neste ponto, pode-se aprofundar mais e, de maneira mais sequencial,
propor que, se a multiplicagdo descoberta de imediato, pelo aluno, resultante no
namero composto, tiver algum fator composto, a ideia de escrevé-lo como produto

deve se estender até todos os fatores do produto ser primo.

Notavelmente, surgi a importancia dos critérios de divisibilidade. Esse
pensamento € o0 que norteia a ideia de que o TFA néo pode ser expresso
inicialmente. Esse conhecimento requer uma base anterior fundamentada na

percepcgdo dos nimeros e em sua construcgao.

Entendido este conteudo, € deste ponto em diante que mostraremos as
fracOes. Cabe lembrar que 0s nossos estudos e a tese central desta dissertacdo séao
propor mecanismos nas resolucdes de fracdes pela aritmética, ndo abstrairemos as
fracbes como representacdes geométricas ou percentualmente, mas relacionado ao

algoritmo aritmeético.

Neste ponto, 0s exercicios propostos serdo basicamente multiplicacoes,
divisbes e simplificacbes de fracbes. Assim, 0 aluno ja deve ter como premissa o
entendimento sobre o que seriam fracdes irredutiveis e o que significa uma fracédo

em determinados problemas, como: parte de uma conta, parte de um desenho, etc.

E importante dizer que, segundo a BNCC, a habilidade 9 do 6° ano esta
ligada a resolver e elaborar problemas com fracdes que o resultado seja um nimero

natural.

4.1.3.1 AULA 3: TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA ADAPTADO AO 6°
ANO

Objetivos gerais

» Escrever um nimero natural composto como um produto de fatores primos.
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» Resolver multiplicacéo e divisdo com numeros naturais
Objetivos especificos

» Reconhecer que todo nimero natural ou é primo ou composto.

» Escrever um namero natural composto como produto de outros numeros
naturais compostos ou primos

» ldentificar quando os fatores de um numero composto sdo numeros
COmpostos ou primo

» Reconhecer que se um numero natural for composto pode ser escrito como
um produto de nimeros primos.

» Escrever um nimero composto como produto de nimeros primos
Didatica da aula

O professor regente da turma deve definir a melhor estratégia para
aplicacdo da atividade. Cada aluno tem seu tempo para aprender. Conhecer a sala e
modo como ela se comporta no dia a dia é essencial para adequar a didatica

aplicada.

Uma metodologia ativa que deixo como exemplo € a resolucdo de
problemas deixando o aluno como ponto central, mostrando apenas os desafios da

aula.

Outra metodologia ativa que pode contribuir é a sala de aula invertida nela
os alunos estudam o material antes da aula. E aconselhavel que os alunos revisem
conteudos fundamentais ao TFA, como: multiplicacdo, divisdo, critérios de
divisibilidade.

Material didatico

» Pecas de lego repetidas e variadas

» Material dourado (alternativa as pecas de lego)
Atividades
Desenvolvimento

Revisitando a aula 1, atividade ao aluno 4: Dado os nimeros compostos

associe uma montagem a cada um deles conforme exemplo a seguir.
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c. 6 = 2x3. Faca uma montagem com as pecas de lego 2 e 3 que foi
escolhida em 1. Exemplo na figura 4.8.

d. 24 = 6x4 = 8x3 = 2x2x2x3. Faca uma montagem com as pecas de lego
gue foi escolhida em 1. Note que 6x4 = 24, neste caso pode utilizar a

montagem do 6 e apenas completar. Exemplo na figura 4.10.

Neste momento iremos associar 0s nimeros compostos a representacio

do exemplo d, 24 = 2x2x2x3.

A ideia é associar cada montagem feita com as pecas de lego as suas
pecas individualizadas. Nesse sentido, propde que se desmonte e cada peca, isto €,
cada numero primo correspondente, escreveremos como uma multiplicagéo. Entre
esse resultado, no processo de desmontagem, pode associar as combinacdes de

multiplicagdes distintas, por exemplo:

Tome o0 24 como uma montagem qualquer, assim as pecas utilizadas na
montagem S&0 0s numeros 2, 2, 2 e 3, a cada uma dela uma peca associada. Sendo

gue para o0 numero 2 a peca deve ser idéntica (repetida).
Desmontando o 24 temos:
24 = 2X2x2x3

Além, podemos construir outras multiplicacdes antes mesmo do resultado

final relacionado ao TFA, como por exemplo:

24 = 12x2
24 = 6x4
24 = 8x3

Atividade ao aluno
EXERCICIO 1

Dados 0s nameros compostos a seguir associado a cada montagem.

Desmonte e escreva como produto de fatores primos.
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24
60
18
75

o o T

EXERCICIO 2
Escreva como produto de fatores primos os nimeros compostos a seguir

32
45
120
600

o o T

Espera-se que neste ponto o aluno consiga resolver a atividade 2 sem

usar as pecas de lego.

4.1.4 AULA 4: MDC — MAXIMO DIVISOR COMUM

O algoritmo utilizado para multiplicacéo e divisdo de fracdo é bem distinto
do algoritmo utilizado para soma e subtracdo. Neste sentido, para o aluno ter essa
habilidade desenvolvida, requer o acréscimo de, pelo menos, mais um conteudo,
MDC.

Nesta aula serd proposto para o aluno encontrar o maior divisor entre

apenas dois numeros naturais.

Quando introduzida esta nova ideia, é importante deixar claro que néo,

necessariamente, o MDC destes dois numeros sera primo.

Vale recordar que por sequéncia € de se esperar que o aluno ja entenda o
TFA, deste modo uma possivel duvida podera ou ndo surgir € quando o nimero
composto expresso como produto de primos o aluno tenda a procurar apenas o

maior primo descrito, exemplo:
Encontrar o MDC de 12 e 60.

Note que:
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12 = 2x2x3
60 = 2x2x3x5

Um possivel erro seguindo esta abordagem € o aluno pensar em escrever
012 e 0 60 pelo TFA e dizer que o0 3 € 0 maior divisor comum, o que seria falso. O 3
ndo € o maior fator primo comum. Assim, fica a premissa de recordar que o MDC

nestes casos € o produto de todos os fatores comuns 2x2x3 = 12.

As figuras 4.12 e 4.6 podem auxiliar a encontrar o MDC, basta encontrar

as pecas comuns a ambos os nlimeros.

De todo modo, este processo traz vantagens quando as fragcbes nédo
estdo na forma irredutivel, além de neste ponto o aluno compreender boa parte das

multiplicagdes basicas, dita em parte como tabuada.

E importante dizer que, segundo a BNCC, a habilidade 9 do 6° ano esta
ligada a resolver e elaborar problemas com fracdes que o resultado seja um nimero

natural.

4.1.4.1 AULA 4: MAXIMO DIVISOR COMUM COM RESOLUCAO DE PROBLEMAS
Objetivos gerais

» ldentificar o maior divisor comum entre dois nimeros

» ldentificar denominadores primos entre Si
Objetivos especificos

» Escrever o maximo divisor comum entre dois numeros naturais

» Escrever denominadores com ndameros naturais compostos como produto
entre fatores primos

» Reconhecer fracdes nao irredutiveis

» Simplificar fracGes até se tornarem irredutiveis
Didatica da aula

O professor regente da turma deve definir a melhor estratégia para

aplicacdo da atividade. Cada aluno tem seu tempo para aprender. Conhecer a sala e
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modo como ela se comporta no dia a dia € essencial para adequar a didatica

aplicada.

Uma metodologia ativa que fica como exemplo é a resolucdo de
problemas deixando o aluno como ponto central, mostrando apenas os desafios da

aula.

Outra metodologia ativa que pode contribuir é a sala de aula invertida nela
os alunos estudam o material antes da aula. E aconselhavel que os alunos revisem
conteidos fundamentais ao TFA, como: multiplicacdo, divisdo, critérios de
divisibilidade.

Material didatico

» Pecas de lego repetidas e variadas

» Material dourado (alternativa as pecas de lego)
Atividades
Desenvolvimento

No primeiro momento deve ser mostrado que o0 maximo divisor comum ou
maior divisor comum pode ser escrito como: (a,b) = d, com a, b e d nimeros

naturais, sendo d o maximo divisor comum de a e b.

Admita que o MDC pode ser escrito como Maximo Divisor Comum ou

Maior Divisor Comum.

Ainda utilizando as pecas de lego iremos demonstrar que o maior divisor

comum entre dois niumeros € produto dos fatores primos comuns aos dois niumeros.
Exemplo:

a) Determinar o maximo divisor comum entre 12 e 18. MDC (12,18)

Solucéo:
Note que:
12 = 2x2x3

18 = 2x3x3
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Os fatores primos comuns ao 12 e 18 sao apenas 2 e 3, portanto; MDC
(12,18) = 6.

Utilizando as pecas de lego teriamos 1 peca equivalente a 1 numero
primo 2 e 1 pecga equivalente a 1 numero primo 3. Estas duas pecas comuns em

ambas montagens gera a resultante do MDC. Veja figuras 4.12 e 4.13.

b) Determinar o MDC (12, 24).

Solucgéo:
Note que:
12 = 2x2x3
24 = 2x2x2x3

Neste exemplo os fatores primos comuns séo: 2, 2 e 3, logo: MDC (12,
24) = 12.

Quando utilizado as pecas de montar das montagens correspondentes ao
12 e 24, teriamos: 2 pecas equivalente ao niumero primo 2 e uma peca equivalente
ao numero primo 3. Assim as pecas comuns as montagens para 12 e 24 seriam 3,
logo: 2x2x3 = 12. Veja figuras 4.12 e 4.10.

Atividades ao aluno

1. Desenvolver atividades voltadas a determinar MDC entre dois numeros
naturais quaisquer.

2. Desenvolver atividades voltadas a determinar MDC dos denominadores de
pares de fracoes.

3. Dada os pares de fracBes distintas reescreve-las de modo que o0s

denominadores sejam iguais.

4.1.5 AULA 5: RESOLUCAO DE ATIVIDADES

Resolvendo operacfes basicas com fragcdes aplicando as ideais de

primos e compostos, critérios de divisibilidade, TFA e MDC.
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Objetivos gerais

> Resolver e elaborar problemas que envolvam célculos com fracbes cujo o
resultado final seja um numero natural (EFO6MAQ9)
> Resolver e elaborar problemas que envolvam adicdo e subtragdo com

numeros racionais positivos na representagéo fracionaria (EFO6MA10)
Objetivos especificos

> Escrever denominadores com numeros naturais compostos como produto
entre fatores primos

Reconhecer fragGes ndo irredutiveis

Simplificar fragOes até se tornarem irredutiveis

Transformar fracdes com denominadores diferentes em iguais.

Resolver multiplicacdes e divisbes com nameros naturais

YV V. V V V

Resolver soma e subtracéo de fracao
Didatica da aula

O professor regente da turma deve definir a melhor estratégia para
aplicacdo da atividade. Cada aluno tem seu tempo para aprender. Conhecer a sala e
modo como ela se comporta no dia a dia é essencial para adequar a didatica

aplicada.

Uma metodologia ativa que deixo como exemplo € a resolucdo de
problemas deixando o aluno como ponto central, mostrando apenas os desafios da
aula. Outra metodologia ativa que pode contribuir é a sala de aula invertida nela os
alunos estudam o material antes da aula. E aconselhdvel que os alunos revisem
conteudos fundamentais ao TFA, como: multiplicacdo, divisdo, critérios de
divisibilidade.

Atividades

Desenvolvimento

Este € o0 momento de culmindncia das aprendizagens e conteudos
ministrados utilizando o TFA e o critério de divisibilidade descrito na habilidade 5 da

BNCC para gerar as solugoes.
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Seré& proposto atividades de fixagdo do contelido e atividades baseadas

em resolucéo de problemas para aprofundar o conhecimento

Esta € uma aula tipica de resolugéo de atividades, momento para pbér em
pratica o que foi aprendido e testar o nivel de conhecimento adquirido de cada

estudante.

EXERCICIO 1

~ 3 7 : . -
a) Dada as fracoes - ¢ I8 determine o maximo divisor comum dos
denominadores.

Voltando a aula anterior, seguindo a mesma ideia de resolugao,

concluiriamos que a resposta é 6.

b) Utilizando as pecas de montar escreva as fracdes % e 1—78 de modo que tenha
um mesmo denominador.
Solucéo:
Note que:
12 = 2x2x3
18 = 2x3x3

Perceba que para que estes numeros figuem iguais teriamos que
acrescentar um fator (peca de montar) 3 para o numero 12 e um fator (peca de

montar) 2 para o nimero 18, logo:
2x2x3x3 = 36
2x3x3x2 = 36

Lembre-se que pelo principio da igualdade os fatores acrescentados aos
denominadores deveram serem acrescentados aos numeradores respectivamente,

tendo a resposta como:

3x3 7x2

e
12x3  18x2
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9 14
e —
36 36

EXERCICIO 2.

- ~ 3 7
Determine a soma entre as fracbes E e E .

Solugdo: Vamos transformar os denominadores em nameros iguais e

depois somar os numeradores.

3 7 9 14 _ 9+14 _ 25
=4+ _= ==

12 18 36 36 36 36

4.1.5.1 ATIVIDADES AO ALUNO
Atividades ao aluno

Resolucdo de lista de exercicios sobre soma e subtracdo de fracao.
(EFO6MA09), (EFO6MAL10).

Exercicios retirados do material estruturado da secretaria de educacéo do

estado do Mato Grosso.
EXERCICIO 1

Um projeto foi desenvolvido com algumas costureiras da cidade de
Agulha. Nele, a intencdo € dar apoio aos jovens sem-teto, com produtos feitos de

colchas coloridas de retalhos. Para cada colcha é necessario cortar 90 pedacgos de
2
tecido. A costureira Cissa cortou 3 dos pedacos, Joice cortou a terca parte do

namero de pedacos cortados de Cissa e o quadruplo do numero de pedacos
cortados por Duda. Determine: (RAFAEL ZATTONI, 2021)

a) Que fracéo do total de pedacos de tecido Joice Cortou?
, 2 _ 1 ,
Se Cissa cortou 3 do total, e Joice cortou 3 do que Cissa cortou, logo:

1
— 60 = 20.
3
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20 2

Joice cortou 20 pedacos, que corresponde: % =3 O passo de

simplificacdo se da pelo bom entendimento do critério de divisibilidade ou pelo TFA
identificando 20 e 90 como numeros compostos escrevendo-os como produto de

fatores primos.

b) Que fracéo do total de pedacos de tecido Duda cortou?

Como Duda cortou a quarta parte de Joice, entdo Duda cortou 5 partes.

Portanto:

5 1 T ~ , e .
% = s A simplificacdo desta fracdo se da pela mesma ideia utilizada no item a.

EXERCICIO 2

Determine a medida (p) do arco AB, referente aos angulos centrais e
arcos indicados em cada item. (ZATTONI, 2021)

Figura 4.14 - circunferéncia

Fonte: Rafael Zattoni, (2021).
a) a=72°er =30mm
Solucédo: p = %.Z.n. 30 > p = 12m.
b) a =60°er = 24mm
Solugéo: p = %.2.71.24 =>p=8n

E natural que o aluno tente resolver primeiro as multiplicagdes, visto que

os denominadores nas fragbes acima sdo maiores, nesse sentido a chance de
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cometer um erro pode vir a ser maior. Note que multiplicando primeiro e dividindo por

s as 4320 2880 . e~ . .
ultimos temos o0 € Seo respectivamente. Essas divisdes finais tendem a ser

complicadas de resolver para alunos de 6° e 7° ano. Pensar os nUmeros compostos
como blocos de montar e simplificando torna a solugdo mais simples. Deste modo

teriamos alternativas de solu¢bes para a e b, respectivamente, como:
a) a=72°r =30mm

23.32
23.325

Solugéo: p = .2.m.30 = p = 12m.

b) a =60°er =24mm

2235

SOIUgéO: b= 22.2.3.3.5

2.m.24=>p=8nm
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Considerando as habilidades descritas na Base Nacional Comum
Curricular — BNCC — (EFO06MAO05) Classificar niameros naturais em primos e
compostos, estabelecer relagdes entre numeros, expressas pelos termos “é multiplo
de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio de investigacdes, critérios de
divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000; (EFO6MAQ09) Resolver e elaborar
problemas que envolvam o célculo da fracdo de uma quantidade e cujo resultado
seja um numero natural, com e sem uso de calculadora e (EFO6MA10) Resolver e
elaborar problemas que envolvam adicdo ou subtracdo com numeros racionais

positivos na representacao fracionaria.

Mostramos a necessidade de concentrar um maior esforco aos alunos,
nao so para a compreensao do porqué estar fazendo essas operacdes matematicas,
mas também os algoritmos de resolucdo que compdem cada problema. Assim, este
trabalho se preocupou em contribuir com o professor na area da Aritmética, mais
precisamente nas construcdes dos niumeros naturais e, em seguida, na resolucéo de
operacbes basicas com numeros fracionarios. Tendo como aplicacdo final a
resolucdo da soma e subtracdo de fracdo, aplicando o Teorema Fundamental da

Aritmética.

Deste modo, foi proposta uma sequéncia de conteudos que culminaria na
compreensdao de como 0s numeros naturais podem ser construidos ou

desconstruidos e uma forma de como operar com nameros fracionarios.

Seguindo nesta ideia a proposta do trabalho se dividiu em expor ao
professor alguns conceitos basicos sobre o tema que sao fundamentais ao dominio
pelo discente para se desenvolver a aula, como: numeros primos e compostos,
critérios de divisibilidade e Teorema Fundamental da Aritmética, além da formacéo
de todos os reais e sua distribuicdo na reta. Em seguida, um conjunto de aulas
utilizando metodologias ativas (aprendizagem baseada em problemas, sala de aula
invertida) elencando os contelddos, como num percurso a ser seguido pelo aluno.
Nesse conjunto de aulas descrito no Capitulo 4, foram pensadas para serem
desenvolvidas com material auxiliar, neste caso, pecas de montar (LEGO), mas
nada impede que o professor possa utilizar outras ferramentas concretas ou

abstratas no processo de ensino aprendizagem dos contetdos. Tais aulas
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apresentadas como exemplos foram apenas um auxilio que referenda o pensamento

original do trabalho.

Assim espera-se que esta dissertacdo sirva de fonte, inspiracdo ou
suporte aos discentes na busca do ensino aprendizagem com qualidade
proporcionando caminhos distintos relacionados ao tema de operagfes basicas com
fracOes e que culmine no completo dominio das habilidades propostas na BNCC por

todos os alunos.
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