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Resumo

Esta dissertacao apresenta uma sequéncia didatica para o ensino de area e volume de
prismas e piramides, utilizando o aplicativo Geogebra com realidade aumentada como
ferramenta de apoio. O objetivo do estudo é explorar o potencial pedagdgico da tecnologia
no ensino de geometria espacial, buscando proporcionar uma aprendizagem mais dinamica

e significativa para estudantes do ensino médio.

O trabalho inicia-se com uma revisao dos conceitos fundamentais de geometria espacial,
incluindo defini¢oes de prismas, piramides e os calculos de suas areas e volumes. Em
seguida, é detalhada a sequéncia didatica desenvolvida, que foi aplicada aos alunos da
segunda série do ensino médio. A sequéncia inclui atividades de construgao e manipulagao
de sélidos geométricos utilizando o Geogebra, permitindo que os alunos visualizem e
interajam com os objetos tridimensionais de maneira inovadora, facilitando a compreensao

dos conceitos abrangentes.

Palavras-chave: Geometria Espacial; Geogebra; Realidade Aumentada; Ensino de

Matematica; Tecnologias Educacionais.



Abstract

This dissertation presents a didactic sequence for teaching the area and volume of prisms
and pyramids, using the Geogebra application with augmented reality as a support tool.
The aim of the study is to explore the pedagogical potential of technology in the teaching
of spatial geometry, seeking to provide more dynamic and meaningful learning for high

school students.

The work begins with a review of the fundamental concepts of spatial geometry, including
definitions of prisms, pyramids and calculations of their areas and volumes. It then goes on
to detail the didactic sequence developed, which was applied to secondary school students.
The sequence includes activities for constructing and manipulating geometric solids using
Geogebra, allowing students to visualize and interact with three-dimensional objects in an

innovative way, facilitating understanding of the overarching concepts.

Keywords: Spatial Geometry; Geogebra; Augmented Reality; Mathematics Teaching;

Educational Technologies.
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1 Introducao

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC, 2018) define as habilidades e compe-
téncias que devem ser desenvolvidas pelos estudantes em cada etapa da educagao bésica,
incluindo o ensino da matematica. A BNCC destaca a importancia da utilizacao de
tecnologia no ensino da matematica como forma de tornar o aprendizado mais dindmico e
significativo para os estudantes, onde a tecnologia pode ser utilizada de forma integrada
ao ensino da matematica para ampliar a compreensao dos alunos sobre os conceitos
matematicos, estimular o raciocinio logico e a resolucao de problemas, bem como para
desenvolver habilidades digitais e competéncias para lidar com as tecnologias digitais
Ainda segundo a (BNCC, 2018) A 4rea de Matematica, no Ensino Fundamental, centra-se
no desenvolvimento da compreensao de conceitos e procedimentos em seus diferentes cam-
pos, visando a resolucao de situagoes-problema. No Ensino Médio, na area de Matematica
e suas Tecnologias, os estudantes devem utilizar conceitos, procedimentos e estratégias nao
apenas para resolver problemas, mas também para formulé-los, descrever dados, selecionar
modelos matematicos e desenvolver o pensamento computacional, por meio da utilizacao
de diferentes recursos da area. A geometria ocupa um lugar muito importante no ensino
de matematica, tendo um papel relevante na vida do aluno, e devido a essa importancia

em que se tem, os parametros curriculares da educacao destaca que:

A geometria constitui a parte mais importante do curriculo matematico do
aluno, pois através do estudo, o aluno desenvolve um pensamento espacial, que
possibilitard a compreensao do mundo onde vivemos. Sao estas ideias as prin-
cipais norteadoras da presente abordagem. (FUNDAMENTAL; EDUCACAO,
2000)

O foco desta dissertacao é apresentar um referencial didatico voltado para profes-
sores do Ensino Médio interessados em implementar o uso do GeoGebra, em articulacao
com a Realidade Aumentada, no ensino de prismas e piramides nas aulas de geometria

espacial.

Segundo Lima (2021), a Realidade Aumentada no ensino de prismas permite aos
alunos uma interagdo mais direta e imersiva com os objetos geométricos, o que potencializa
o entendimento espacial e a aplicacao dos conceitos mateméaticos aprendidos O presente
trabalho nao tem objetivo apresentar uma férmula salvadora ou metodologia nova, mas
sim apresentar como a tecnologia pode ser algo somativo a outras metodologias, sendo
elas inovadoras ou tradicionais. Em um cenario onde a tecnologia se faz cada vez mais

presente é de extrema importancia que profissionais da educagao estejam cada dia mais
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qualificados para utiliza-la de forma eficiente no ensino da matemaética, isso se fara por
meio de formagao continuada de um planejamento pedagdgico com o fim de integrar
a tecnologia a atividades a serem desenvolvidas em sala de aula, criando situacoes de
trabalho mais colaborativas, que se organizem com base nos interesses dos estudantes e

seus projetos de vida e favoregam seu protagonismo, segundo (KENSKI, 2003) :

Para que as TICs (Tecnologia da Informagao e Comunicagao) ! possam trazer
alteracoes no processo educativo, no entanto, elas precisam ser compreendidas
e incorporadas pedagogicamente. Isso significa que ¢é preciso respeitar as
especificidades do ensino e da préopria tecnologia para poder garantir que o seu
uso, realmente, faca diferenca. Nao bastar usar a televisao ou o computador, é

preciso saber usar de forma pedagogicamente correta a tecnologia escolhida.

'As Tecnologias Digitais da Informacao e Comunicagao (TDIC’s) se apresen-
tam na atualidade como ferramentas que tém influenciado e transformado as
interacoes sociais e as buscas por informagoes, alterando as formas de trabalhar,
de se comunicar e de aprender. Na Educacao, as TDIC’s tém sido incorpora-
das as praticas docentes como meio para promover uma aprendizagem mais
significativa, buscando despertar maior interesse e engajamento dos alunos,

gerando transformagoes nas formas de ensinar e aprender."(DANTAS, 2018).

Algumas formas de utilizar a tecnologia no ensino da matematica incluem a uti-
lizacdo de softwares educativos, jogos digitais, recursos multissensoriais e recursos de
visualizacao, como graficos e simulacoes. A tecnologia da a possibilidade e a facilidade
para investigar, analisar e comparar e compartilhar os conhecimentos adquiridos fazendo
assim com que o aluno tire suas proprias conclusoes tornando-se individuo ativo e partici-
pante nesse processo de ensino e aprendizado.

A realidade aumentada nao é uma tecnologia tao nova, criada para a industria aeronau-
tica, onde possibilitava a criagao em ambiente virtual, objetos que seria posteriormente
criado em ambiente real. A possibilidade de se visualizar de investigar, analisar possiveis
defeito era possiveis antes de se construir objetos reais gerando assim mais eficiéncia na
produgao industrial, bem como a redugao dos custos. Tal tecnologia utilizada na educacao,
permiti ao aluno criar objetos virtuais e comparar com objetos real antes dificeis de serem
visualizados e analisados. Na livro “Introducao a Geometria Espacial” do professor Paulo
Cezar Pinto Carvalho (CARVALHO, 2005), em sua introdugao ele fala das dificuldades de
se ensinar bem como a dificuldades de muitos alunos enxergarem figuras tridimensionais

em um espac¢o bidimensional.

1 Atualmente o termo TICs foi substituido pelo termo TDICs (Tecnologias Digitais da Informacio e
Comunicagéo)
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"A transicao da Geometria Plana para a Geometria Espacial, em geral efetuada
no final do Segundo Grau, é muitas vezes dificil para o aluno. E fcil entender
porque isto ocorre. Como habitantes de um mundo tridimensional, temos
grande facilidade para lidar com o mundo bidimensional da Geometria Plana.
Modelos concretos para os objetos com que lidamos na Geometria Plana sao
faceis de construir e manipular. As superficies sobre as quais escrevemos ou
desenhamos sao excelentes modelos para o plano da Geometria e permitem
representar com fidelidade retas, poligonos, circulos e demais figuras planas.

Ou seja, podemos facilmente concretizar as nocoes abstratas da Geometria.

Quando passamos para o mundo tridimensional da Geometria Espacial passa-
mos a enfrentar limitagoes de diversa ordem. Em primeiro lugar, pelo menos
com a tecnologia atual, nao dispomos de uma forma pratica para representar
com fidelidade objetos tridimensionais. Em geral, recorremos a projecoes bidi-
mensionais de tais objetos. Mas estas projecoes distorcem angulos, modificam
comprimento de segmentos e ndo permitem distinguir pontos que estejam sobre

a mesma linha de proje¢ao'. (CARVALHO, 2005)

Diante das dificuldades ja ditas em visualizar figuras tridimensionais que os alunos possuem,
o trabalho apresentara uma sequéncia didatica com utilizacdo do geogebra 3D com realidade
aumentada onde o aluno construira sélidos geométricos, onde irda analisar, comparar
resultados, e discuti-los com os colegas em sala. Com apoio a realidade aumentada podera
projetar o objeto virtual em ambiente real bem como comparar como outros objetos do
seu cotidiano. Espera-se que esse trabalho vem trazer mais engajamentos dos alunos
em uma atividade de pesquisa e investigacao sobre solidos geométricos e que se possa
proporcionar uma experiéncia educacional significativa. Iniciaremos analisando e definindo
alguns elementos da geometria que sao de grande importancia na construcao de figuras
espaciais, entendendo que a falta de uma boa fundamentacao faz com que o reconhecimento
das formas e de suas caracteristicas e elementos que as compoe torne um empecilho para

os alunos de ensino médio na aprendizagem de geometria espacial.

1.1 A Necessidade da Tecnologia para Construir a Visao Geométrica.

A integracao de tecnologias no ensino da geometria é essencial para superar desafios
historicos relacionados a abstracao matematica e a dificuldade de visualizagao espacial
enfrentada por estudantes. A utilizacao de ferramentas como a Realidade Aumentada

(RA) tem demonstrado ser uma abordagem eficaz nesse contexto.

Segundo Dantas (2018), a RA proporciona um recurso pedagdgico atrativo, que
capta a atencao e a curiosidade dos alunos, promovendo autonomia no aprendizado da

geometria espacial. Através de atividades interativas, os estudantes conseguem visualizar
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solidos geométricos em 3D, facilitando a compreensao de conceitos abstratos, como areas

e volumes.

Silva (2017) reforga essa perspectiva ao demonstrar que o uso do aplicativo ARSolids,
baseado em RA, elevou a interacao e o desempenho dos alunos em atividades que envolviam
os solidos de Platao. O experimento realizado revelou uma média de acertos de 82%,

destacando a eficacia da tecnologia na melhoria da aprendizagem matematica.

Gomes 2015 também aponta que o uso de tecnologias como a RA contribui para
reduzir barreiras na visualizacao de elementos matematicos tridimensionais. Em seu
trabalho, propos atividades que envolvem a manipulagao virtual de objetos, promovendo
um entendimento mais concreto dos conceitos espaciais, como vetores e poliedros. Portanto,
a adogao de tecnologias avancadas, como a RA, ndo apenas moderniza o ensino de
matematica, mas também responde a necessidade de contextualizar e dinamizar o processo

de aprendizagem, tornando a matematica mais acessivel e significativa para os estudantes.



18

2 CONCEITOS BASICOS EM GEOMETRIA
ESPACIAL

Neste capitulo, serao definidos e detalhados elementos essenciais da geometria que
servirao de base para a construcao de figuras espaciais. A falta de uma fundamentacao
solida em geometria muitas vezes dificulta que os alunos do ensino médio reconhecam
formas tridimensionais e compreendam suas caracteristicas e elementos constitutivos, o

que impacta o aprendizado de geometria espacial.

Com o objetivo de superar essas dificuldades, abordaremos defini¢oes, proposicoes
e teoremas que fundamentam a construcao e identificacdo precisa de sélidos geométricos,
utilizando o aplicativo GeoGebra com realidade aumentada como ferramenta didatica.
Assim como ocorre na geometria plana, na geometria espacial admitimos os conceitos

primitivos ! de ponto, reta, plano e espaco euclidiano como bases do estudo.

Além disso, os cinco axiomas de Euclides — fundamentais para a estrutura da

geometria euclidiana — serao apresentados:

1. Por dois pontos diferentes, passa uma e somente uma linha reta.

2. Um segmento de linha reta pode ser estendido indefinidamente em ambas as diregoes.
3. A partir de um ponto fixo e uma distancia fixa, é possivel tracar um circulo.

4. Todos os angulos retos sao congruentes entre si.

5. (Axioma das Paralelas): Se uma linha reta, ao cruzar duas outras retas, formar
angulos internos de um lado cuja soma seja menor que dois angulos retos, entao
essas duas retas se encontram do lado em que esses angulos internos sao menores

que dois angulos retos.

Desta forma, ao fundamentar a geometria espacial por meio dos conceitos basicos e
do uso da tecnologia, é possivel facilitar a identificacao e construcao de solidos geométricos
pelos alunos. Ao longo dessa dissertagdo pretedemos mostra que a introducgao de recursos
tecnolégicos como o GeoGebra com realidade aumentada proporciona um ensino mais eficaz
de geometria espacial, tornando o aprendizado de conceitos geométricos mais acessivel e

visualmente compreensivel.

1 Um conceito primitivo, em matemética , ¢ um termo que ndo é definido por outros termos mais basicos

dentro do sistema. Esses conceitos sao aceitos sem defini¢ao.
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2.1 Paralelismo de retas

Definicao 2.1.1. Duas retas do espag¢o chamam-se paralelas quando nao possuem ponto
comum, mas estao contidas em um mesmo plano. Quando duas retas do espago nao estao
contidas no mesmo plano (o que necessariamente implica em que elas nao possuam ponto

comum) elas sido chamadas de retas reversas.

Segundo (CARVALHO, 2005) a partir dessa defini¢ao, podemos deduzir a deter-
minacao de um plano através de duas retas paralelas r e s. De acordo com a definic¢ao,
existe um plano que as contém. Para mostrar a unicidade do plano «, consideremos um

ponto A qualquer sobre a reta s (Figura 1 ), que é paralela a reta r.

Figura 1 — Retas paralelas contidas no plano

Fonte: (CARVALHO, 2005)

Teorema 2.1.2. Por um ponto fora de uma reta se pode tracar uma unica reta paralela a

ela.

Demonstracgao. Por hipdtese, considera-se a existéncia de uma reta r no plano o e um
ponto A no plano « que nao pertence a reta r. A tese a ser provada é que é possivel

tracar uma unica reta s que passe pelo ponto A e seja paralela a reta r.

Para demonstrar o teorema, seguimos os seguintes passos: dados uma reta r e um ponto
A fora da reta r, o objetivo é tragar uma reta s passando por A que seja paralela a reta r.
Suponha que seja possivel tracar duas retas diferentes s e s’ passando por A e ambas

paralelas a reta r.

Se s e s’ sao diferentes e ambas paralelas a r, entdo elas ndo podem se encontrar, de
acordo com a definicao de retas paralelas. No entanto, pelo postulado das paralelas de
Euclides, por um ponto fora de uma reta pode-se tragar no maximo uma unica reta
paralela a ela. Assim, a suposicao de que existem duas retas diferentes s e s’ paralelas a r

¢ uma contradicao.
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Portanto, por um ponto A fora de uma reta r, pode-se tracar apenas uma unica reta s

paralela a reta r. O

Figura 2 — Retas paralelas

P Apewrrry
-
.-l'""'-
(0
S

T

Fonte: Producao do préprio autor

2.1.1 Construcdo de um paralelepipedo

A construgao do paralelepipedo ABCDEFGH baseia-se na utilizacao de trés

segmentos de reta nao coplanares: AB, AD e AFE, com origem comum no ponto A.
Inicialmente, os segmentos AB e AD determinam um plano base, onde o ponto F nao
esta contido. Para formar o paralelogramo ABC D, tracam-se retas paralelas ao segmento
AB a partir do ponto D e ao segmento AD a partir do ponto B, marcando os pontos C' e

D como as interse¢oes que completam o contorno da base.

A partir dos vértices da base (A, B, C, D), sao tracadas paralelas ao segmento AE),
resultando em segmentos congruentes a AF que determinam os pontos superiores £, ', G

e H, todos situados no mesmo semiespaco de £. Os pontos superiores sao conectados pelos

segmentos K F, FFG, GH e HE, formando o paralelogramo FFGH. Este paralelogramo
esta contido em um plano paralelo ao da base, e suas arestas sao paralelas e congruentes

as da base ABCD, assegurando a simetria do sélido.

Por fim, as arestas laterais AE, BF, CG e DH conectam os vértices superiores
aos inferiores, completando a construcao do paralelepipedo. Todas as faces do soélido sao
paralelogramos, com faces opostas paralelas e congruentes, garantindo que o paralelepipedo

esteja inteiramente contido no semiespaco determinado por suas faces.

Essa construgao também demonstra a existéncia de retas reversas. Um exemplo
disso sao as retas AE e BC', que nao pertencem ao mesmo plano, nao sao paralelas e

tampouco se intersectam, caracterizando-se como retas reversas.
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Figura 3 — Construcao de um paralelepipedo

G

Fonte: Producao do préprio autor.

De acordo com Carvalho (2005), dadas duas retas concorrentes no espago, o angulo
entre elas é definido, de acordo com a Geometria Plana, como o menor angulo formado
por essas retas. No caso de retas reversas, o angulo entre elas é definido como o angulo
formado por duas retas concorrentes que sejam paralelas as retas originais (reversas). Para
garantir a consisténcia dessa definicao, é necessario que o angulo seja independente da

escolha das paralelas utilizadas. Esse fato é assegurado pelo teorema apresentado a seguir.

Teorema 2.1.3. Sejam (r,s) e (', s') dois pares de retas concorrentes tais que r e v’ sao
paralelas entre si e s e s’ também sao paralelas entre si. O dangulo formado porr e s é

tgual ao angulo formado por r' e s'.

Demosntragao: Sejam A o ponto de interse¢ao de r e s e B o ponto de intersecao
de r’ e §’ (figura 4). Sobre r e s, tomemos pontos A; e Ay respectivamente e tracemos as
paralelas A, By e Ay By areta AB. Os quadrilateros AA;B1B, AAyByB e A1 AyBy B sao
paralelogramos. Logo, AA; = BB, , AAy = BBy e A1B; = A3By . Logo, os tridngulos

AA1As e BBy B, sao iguais, o que mostra que os angulos Ae B sdo iguais.

Portanto, o dngulo entre as retas r e s é igual ao angulo entre as retas 1’ e §'.

Retas do espaco que formam um angulo reto (dngulo de 90 graus) sdo chamadas
de retas ortogonais. Assim, retas perpendiculares sao retas ortogonais que sao coplanares

(portanto, concorrentes).

2.2 Paralelismo de reta e plano

Compreender como uma reta r e um plano « podem se relacionar no espagco
tridimensional é essencial para diversas aplicacoes em matematica, fisica, engenharia e

outras areas. As posigoes relativas entre uma reta e um plano podem ser vistos nos trés
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Figura 4 — Pares de retas paralelas determinam angulos iguais

Fonte: Producao do préprio autor.

casos possiveis para a intersecao de r e a. Caso a reta r possua dois ou mais pontos de
intersecao, entao ela estard contida em «. Se existir um tnico ponto comum a r e «,
dizemos que r e « sao secantes. E quando r e o ndo possuem pontos em comum, eles
sao paralelos. Como ja sabemos, planos sao definidos por meio de pontos e retas, mas
é necessario estabelecer critérios capazes de oferecer conclusdes a respeito dos planos,

baseados em propriedades de suas retas.

Teorema 2.2.1. Um plano o e uma reta r nao contida em « sao paralelos se e somente

se existe uma reta s paralela a r e contida em .

Demonstragao: Primeiramente, considere que a reta r seja paralela ao plano
a (Figura 5). Seja A um ponto arbitrario pertencente a a e suponha o plano 3, que é
determinado pela reta r e pelo ponto A. Os planos « e 3 sao distintos, mas compartilham

o ponto A. Assim, eles tém em comum uma reta s.

A reta r deve ser paralela a reta s, ja que ambas sdo coplanares e nado possuem
nenhum ponto de interse¢ao (caso contrario, haveria um ponto comum entre r e o, o que
contradiz a premissa de que r é paralela a «). Portanto, existe necessariamente uma reta

s em « que é paralela a r.

Para analisar a segunda parte, suponha agora que uma reta s contida em « seja
paralela a reta r. Seja  um plano determinado pelas retas r e s. Os planos «a e 3, por

serem distintos, possuem a reta s em comum. Como 7 pertence ao plano 3, caso ela
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cortasse o plano «, o ponto de intersecao deveria pertencer simultaneamente as retas r e s.
Contudo, isso é impossivel, ja que r e s s@o paralelas. Assim, podemos concluir que r é

paralela ao plano a.

Considere agora dois planos a e 3, que se intersectam ao longo de uma reta. Se r
é uma reta do plano 3 e é paralela a reta s, que pertence ao plano «, entao r é paralela ao
plano «a, conforme demonstra o teorema previamente apresentado. Esse resultado pode

ser utilizado como um recurso para determinar o paralelismo entre retas no espago.

Figura 5 — Critério de paralelismo entre reta e plano

Fonte: Producao do préprio autor.

2.3 Paralelismo de planos

Para dois planos o e 8 no espaco, existem trés possibilidades distintas:

e Os planos a e  sao coincidentes: Neste caso, os dois planos coincidem com-
pletamente, ou seja, todos os pontos de a sdao também pontos de 3. Eles sdo,

essencialmente, o mesmo plano.

o Os planos a e [ sao secantes: Aqui, os dois planos se intersectam ao longo de
uma reta. Esse cendrio resulta em uma interse¢cao que nao é apenas um ponto, mas

uma reta onde todos os pontos pertencem a ambos os planos.
e Os planos a e (8 sdo paralelos: Se os planos sao paralelos, eles ndo se intersectam
em nenhum ponto.

Nesta secao, sera apresentada a construgao de planos paralelos, assim como os

critérios para identifica-los a partir de suas retas paralela
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Teorema 2.3.1. Se a e 3 sdo planos paralelos, entdo o € paralelo a cada reta de (3.
Reciprocamente, se o plano o é paralelo a duas retas concorrentes contidas ao plano 3,

entdo o e 3 sdo paralelos

Demonstragao: Para a primeira parte temos que uma reta r de 8 nao pode ter
pontos comuns com « e é, portanto, paralela a a.
Para a segunda parte , tomemos duas retas r e s do plano 3, concorrentes em A, ambas
paralelas ao plano « (Figura 7). Os planos « e /5 sdo distintos; suponhamos que se cortem
segundo uma reta t. As retas r e s nao cortam « e, portanto, ndo podem cortar a reta t
que estd contida em . Mas isto significa que as retas r e s (que estdo no mesmo plano [
que t) sao ambas paralelas a t, o que contradiz a unicidade da paralela a t passando por

A. Logo a e [ nao possuem uma reta comum, o que mostra que eles sdo paralelos.

O teorema anterior estabelece que quando dois planos sao paralelos, cada reta de
um é paralela ao outro. Por outro lado, para demonstrar que dois planos sao paralelos
basta exibir um par de retas concorrentes de um deles tais que ambas sejam paralelas
a0 outro plano. E fundamental que as retas sejam efetivamente concorrentes. Um plano
pode ser paralelo a uma infinidade de retas paralelas de outro sem que os planos sejam
paralelos. De fato, se dois planos sao secantes, cada um deles é paralelo a todas as retas

do outro que sao paralelas a sua reta de intersecao ( Figura 6).

Figura 6 — Plano alpha é paralelo a uma infinidade de retas de beta

Fonte: Producao do préprio autor.

Com o auxilio do teorema anterior estamos aptos, agora, a construir planos paralelos.
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Teorema 2.3.2. Por todo ponto A exterior a um plano dado o passa eratamente um

plano B paralelo a .

Demonstracao: Para demonstrar a existéncia do plano, tomemos duas retas
concorrentes r e s contidas em a (Figura 7 ). Sejam r’ e s' as paralelas a r e s tracadas
por A e seja B o plano definido por 7’ e s'. As retas r’ e s’ sdo paralelas a a e portanto o

plano (8 é paralelo a «.

Figura 7 — Construcao de planos paralelos

Fonte: (CARVALHO, 2005) pag.31

Para mostrar que o plano é tnico, suponhamos que existam dois planos 31 e (35
paralelos a «, ambos passando por A ( Figura 8).
Como os planos sao distintos e ambos passam por A, sua interse¢do é uma reta r, paralela
a «. Tomamos uma reta s em «, nao paralela a r, que determina com A um plano 7. A
intersecao de v e 1 é uma reta t, que é necessariamente paralela a s (ja que t e s s@o
coplanares e estdo contidas em planos paralelos). Observe que, por ser paralela a s, t é
necessariamente distinta de r. Analogamente, a intersecao de v e 85 é uma reta u, também
paralela a s. Como t e u passam ambas por A, elas sdo necessariamente coincidentes. Logo
1 e Ps contém, além da reta r de intersecao, uma segunda reta comum t = u. Logo,[; e

[ sao necessariamente coincidentes. Portanto, o plano paralelo a o por A é tnico.
m

No teorema anterior, construimos o (tinico) plano paralelo a a por A através de
duas retas concorrentes quaisquer, ambas paralelas a . Como as retas escolhidas foram
completamente arbitrarias, o argumento do teorema anterior mostra que o plano (3, paralelo
a « passando por A, contém todas as paralelas a « conduzidas por A. Na verdade o plano

paralelo 8 é a uniao de todas estas retas. Uma outra forma de fazer a mesma afirmacao é
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dizer que uma reta nao pode ser paralela a um plano « e secante a um plano 3 paralelo a

a. Mais precisamente, temos o teorema a seguir:

Figura 8 — Unicidade do plano

Fonte: Produzido pelo préprio autor.

Teorema 2.3.3. Se um plano o corta um plano [ sequndo uma reta r, ele corta um plano

paralelo a [ sequndo uma reta paralela a r.

Demonstragdo: Seja 3/ um plano paralelo a . O plano « é distinto de 3’ (por
cortar um plano paralelo a ') e nao é paralelo a ', j4 que por um ponto qualquer de r
passa um unico plano 3 paralelo a #’. Logo, a corta 3’ segundo uma reta s. As retas r e
s sao coplanares e nao tém pontos comuns, por estarem em planos paralelos. Logo, s é

paralela a 7.

2.4 Perpendicularismo de reta e plano

Definicao 2.4.1. Diz-se que uma reta é perpendicular a um plano quando ela é ortogonal

a toda reta contida no plano ( Figura 9).

Observe que para r ser perpendicular a a basta, na verdade, que ela seja perpen-
dicular as retas de o que passam pelo seu ponto A de interse¢ao com «; se isto ocorrer,
ela sera necessariamente ortogonal a qualquer outra reta de «, ja que toda reta de «
possui uma paralela passando por A. Este tipo de argumento pode ser utilizado para obter

algumas relagoes importantes entre paralelismo e perpendicularismo.
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Figura 9 — Uma reta perpendicular a um plano

Fonte: Producao do préprio autor.

(1) Se a reta r e o plano « sdo perpendiculares, toda reta r’ paralela a r é

perpendicular a «; todo plano o paralelo a « é perpendicular a r.

A afirmativa 1 é verdadeira, pois, se r é paralelo a 7/, todos angulo de r com «
serdo conguente ao angulos formados por ' e . Como os angulos formado por r e a sdo
angulos retos, temos entdo que os angulos formados por 1’ e o tambem serao angulos retos,
logo 1’ e a também serdo perpendiculares. Da segunda parte da afirmacao 1 temos que, se
um plano « perpendicular a uma reta r, qualquer plano o' paralelo ao plano o também
serd perpendicular a r. Isso acontece porque os planos paralelos tém a mesma orientacao

no espago, e se um deles é perpendicular a uma reta, o outro também sera.

(2) Duas retas distintas r e ' perpendiculares a um mesmo plano sdo paralelas;

dois planos distintos « e  perpendiculares a uma mesma reta r sao paralelos (figura 10).

Para demonstrar as afirmativas em (2) precisamos usar a tridimensionalidade do

espaco, o que faz com essa demonstracao seja mais sutil.

Suponhamos que 7 e 1’ sejam ambas perpendiculares ao plano « e que r e r’ nao
sejam paralelas (figura 11). Pelo ponto de intersegdo de 1’ e a tragamos a reta r”, paralela
a r. Como 1’ nao é paralela a r, as retas v’ e r” sdo distintas e determinam um plano f,
que corta a segundo a reta s.

Como " e r” sao ambas perpendiculares a «, resulta que r’ e r” sdo ambas perpendiculares
a s. Mas isto significa que, no plano [, existem duas perpendiculares a reta s passando pelo
mesmo ponto, o que é uma contradigdo. Logo, se as retas r e r’ s2o ambas perpendiculares

a «, entdo elas sdo necessariamente paralelas entre si. A demonstracao da outra afirmativa
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Figura 10 — Retas paralelas perpendiculares a planos paralelos

Fonte: Producao do préprio autor.

em (2) é analoga.

Figura 11 — Retas distintas perpendiculares ao mesmo plano sao paralelas

Fonte: Producao do préprio autor.

Na defini¢ao 2.4.1,ficou definido reta perpendicula a um plano e em seguida foi
enunciado algumas propriedade recorrentes dessa definicdo, no entanto, ainda nao foi
demonstrado se de fato existe reta perpendicular a um plano e em quais condig¢oes isso

poderia acontecer. Nesse proximo teorema, demonstraremos que, para que uma reta seja
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perpendicular a um plano, basta que ela seja perpendicular a duas retas concorrentes
no plano. Esse resultado simplificara de forma significativa a construcao de um plano
perpendicular a uma reta, bastando somente escolher duas retas no plano que sejam
perpendiculares a reta dada. Apds a demonstracao deste teorema, veremos como essa

abordagem torna a tarefa muito mais acessivel.

Teorema 2.4.2. Se r ¢ ortogonal a um par de retas concorrentes de v entdo r é perpendi-

cular a o.

Demonstragao. Sejam s e t duas retas de « que se encontram em A, ambas ortogonais a
r. Sem perda de generalidade, podemos supor que r passa por A (sendo tomamos uma
paralela a r passando por A) (Figura 12). Vamos mostrar que toda reta u de « passando
por A é perpendicular a 7. Se u coincide com s ou t, entdo u é certamente perpendicular
a r. Senao, tomemos uma reta v de « tal que seu ponto de intersecao U com u esteja
entre os pontos de intersecao S e T' com s e t. Em cada semiplano determinado por a

tomemos pontos A; e As tais que AA; = AA,

Figura 12 — Condicao para perpendicularismo de reta e plano

Fonte: Producao do préprio autor.

Os tridngulos retangulos A AS e Ay AS sao certamente iguais, ja que A; A = A, A
e o cateto AS é comum. Logo, A;S = A,S. Analogamente, os tridngulos A; AT e A, AT
sao iguais, daf resultando A;T = A,T. Examinando, entdo, os tridngulos A;ST e A,ST,
observamos que o lado ST é comum e os demais lados sdo respectivamente iguais. Portanto,
estes triangulos sao iguais. Mas da igualdade de A1 ST e A3ST resulta também a igualdade
de A;SU e A,SU (SU é comum, A;S = A,S e os angulos A/lS\U e zm sdo iguais).
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Logo, A,U = AU e, dai, os tridngulos A; AU e A, AU sao iguais, por possuirem lados
respectivamente iguais. Mas isto acarreta a igualdade dos angulos A/lA\U e m . Como
Ay, A e Ay sao colineares, cada um daqueles angulos é necessariamente reto. Ou seja, u é
perpendicular a r. Assim, provamos que toda reta de a passando por A é perpendicular a

r e, portanto, que r e o sao perpendiculares. 0
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3 Alguns sélidos simples

Neste capitulo, abordaremos alguns dos solidos geométricos mais simples, como
prismas e piramides, que sao fundamentais para o estudo da geometria espacial. A com-
preensao dessas figuras é fundamental para o desenvolvimento do pensamento geométrico.
Inicialmente, serdo apresentadas as defini¢oes desses solidos, seguidas por suas construgoes,
preparando o terreno para as aplicagoes praticas discutidas posteriormente no estudo

didatico da sequéncia com o uso do Geogebra e da realidade aumentada.

3.1 Prismas

De acordo com (IEZZI; DOLCE; PAIVA, 1998), o prisma é descrito como um
poliedro cujas bases sao poligonos congruentes situados em planos paralelos, e as faces
laterais sdo paralelogramos. O prisma pode ser classificado em reto (quando as arestas
laterais sdo perpendiculares as bases) ou obliquo (quando as arestas laterais nao sao

perpendiculares as bases).

3.1.1 Construcdo de um prisma

De acordo com Carvalho (2005), considere um poligono A; A, ... A, situado em
um plano « (Figura 13). A partir de um ponto By, fora desse plano, traga-se um plano
B paralelo a . Para os vértices As, As, ..., A,, sao tracadas retas paralelas a A, By, que
interceptam o plano  nos pontos By, Bs, ..., B,. Quando dois segmentos consecutivos,
como A, B; e AyB,, sao analisados, observa-se que o quadrildtero A, BBy A, é plano, pois
os lados A1 B; e Ay, B, sao paralelos. Além disso, os demais lados também sdo paralelos,

visto que estao contidos em planos paralelos.

Assim, o quadrilatero é um paralelogramo. Esses paralelogramos, juntamente
com os poligonos A1A;... A, e BiBy...B,, formam um prisma. As arestas laterais,
A1By,A3Bs, ..., A, B,, possuem a mesma medida, e as faces laterais formadas por arestas
consecutivas sao paralelogramos. As bases A1Ay... A, e B1By...B, sao compostas
por lados correspondentes iguais e paralelos, garantindo que as faces laterais sejam

paralelogramos.

Essa definicao é apresentada na obra Introducao a geometria espacial, onde o autor

explora de forma detalhada a estrutura e as propriedades dos prismas (CARVALHO, 2005).
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Figura 13 — Prisma

Fonte: Producao do préprio autor.

3.1.2 Prisma reto

Um prisma sera denominado prisma reto quando suas arestas laterais forem per-
pendiculares a base (Figura 14 (b)). Assim em uma prisma reto as faces laterais serao
retangulos. H& diversos casos particulares importantes. Quando a base é um poligono
regular obtemos um prisma regular. Quando a base é um retangulo obtemos um parale-
lepipedo retangulo (ou bloco retangular), no qual cada face é um retangulo (assim, um
paralelepipedo retangulo é um prisma reto onde qualquer face serve como base). No caso
do cubo, ele pode ser denominado como hexagono regular ou paralepipedo retangulo, na
qual cada face é um quadrado. (Figura 14 (c)).

Definimos como a altura do prisma a distancia entre os planos paralelos de suas bases,
em particular,quando o prisma ¢é reto , ou seja, possui arestas laterais perpendiculares
aos planos de suas bases, a medida da altura coincidira com as medidas de suas arestas

laterais.
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Figura 14 — Prismas retos

(a) (b) (c)

F G

Prisma pentagonal Prisma retangular Cubo

Fonte: Producao do préprio autor.

3.2 Piramides

Segundo (IEZZI; DOLCE; PAIVA, 1998) uma pirdmide é definida como um sélido
geométrico que possui uma base poligonal e faces laterais triangulares que se encontram
em um unico ponto chamado de vértice. O livro ainda descreve as principais caracteristicas
das piramides, enfatizando que a base pode ser qualquer poligono (tridngulo, quadrado,
pentagono, etc.), e o nimero de faces laterais serda sempre igual ao nimero de lados da

base.

3.2.1 Construcdo de um Piramide

Conforme Carvalho (2005), dado um poligono plano Aj, A, ..., A, e um ponto

V' localizado fora do plano onde esta o poligono, é possivel construir segmentos como

VA, VA, ..., VA,. Cada um desses segmentos, em conjunto com dois vértices consecuti-
vos do poligono A1 As ... A, forma tridngulos que, junto com o préprio poligono, delimitam
uma regiao do espago. Essa regiao é o que se chama piramide, sendo A1 As ... A, a base e

V o vértice.

A pirdmide compreende o espaco delimitado pelos segmentos de reta que unem

V' aos vértices do poligono-base. Os segmentos VA,V Ay, ..., VA, sdo as chamadas
arestas laterais, e os tridngulos V Ay Ay, VAyAs, ...,V A, A, constituem as faces laterais
da pirdamide. Pirdmides de base triangular ou de outras formas poligonais apresentam
a caracteristica de que qualquer uma de suas faces pode ser interpretada como base,

dependendo da aplicacdo ou analise.

Carvalho (2005) ressalta que uma piramide é um caso especial de poliedro. De

maneira geral, um poliedro é definido como uma regiao do espaco delimitada por um
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conjunto de poligonos planos, denominados faces, que atendem as condigoes:

» a interse¢ao de dois poligonos é vazia, é um vértice comum a ambos ou é um lado

(ou aresta) compartilhado pelos dois;

» cada lado de um poligono é lado de exatamente mais um outro poligono.

Figura 15 — Piramide

F

A

Fonte: Producao do préprio autor.

15

3.2.2 Piramide regulares

Uma pirdmide regular é um tipo especifico de pirdmide caracterizada por uma base
que é um poligono regular e por ter todas as faces laterais iguais, formando tridngulos

isésceles (Figura 16). As caracteristicas principais de uma pirdmide regular sao:

o Base: A base é um poligono regular, ou seja, todos os lados e dngulos da base
sao iguais. Exemplos de bases regulares incluem triangulos equilateros, quadrados,

pentagonos regulares, etc.

o Vértice: O vértice da pirdmide estd alinhado diretamente acima do centro da base,

em uma linha perpendicular ao plano da base.



Capitulo 3. Alguns solidos simples 35

» Faces Laterais: As faces laterais da piramide sdo triangulos isésceles iguais, cada
um com dois lados de comprimento igual (os lados que se encontram no vértice) e

um lado que é um dos lados do poligono da base.

Figura 16 — Piramide regular

Fonte: Produg¢ao do préprio autor.

3.2.3 Tetraedro regular

Considere uma piramide triangular regular com base ABC e vértice V. Um
tetraedro regular pode ser construido posicionando o vértice V' sobre a perpendicular ao
plano da base, passando pelo centro O. Para que o tetraedro seja regular, é necessario
que as arestas laterais VA, VB e VC tenham o mesmo comprimento das arestas da

base AB, AC e BC. Dessa forma, todas as faces do tetraedro sao tridngulos equilateros
(CARVALHO, 2005).

Se tragarmos a perpendicular ao plano V BC' a partir do ponto A, que intersecta
esse plano no ponto P, os tridngulos retangulos APB, APV e APC serao congruentes,
pois compartilham o lado AP e possuem hipotenusas iguais. Assim, as medidas PB, PC'
e PV também sao iguais, o que posiciona P como o centro do triangulo equilatero V BC'.

Isso garante que a piramide seja regular, independentemente da face escolhida como base.

Como ilustrado na Figura 17, as retas VO e AP, ambas perpendiculares as faces
do tetraedro, estao em um mesmo plano, denominado «. Esse plano, definido pela reta
VO e pelo vértice A, corta o plano da base ABC ao longo da reta AO. Sabendo que ABC

é um triangulo equildtero com O como centro, a reta AO intercepta o lado BC' em seu
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ponto médio M. Dessa maneira, a altura VM da face V BC' esta no plano «, assim como
o ponto P. Isso implica que a reta V P pertence ao plano «, demonstrando que VP e AO

Se cruzam.

Além disso, como todos os pontos na reta VO sao equidistantes de A, B e C, e os
pontos na reta AP sao equidistantes de V', B e C, o ponto de intersecao entre essas retas é
equidistante dos quatro vértices do tetraedro. Esse ponto, chamado de centro do tetraedro,

confirma que as perpendiculares tracadas de cada vértice a face oposta se encontram em

O (CARVALHO, 2005).

Figura 17 — Tetraedro regular

D

Fonte: Producao do préprio autor.
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4 Volume de solidos

Durante a vida e no cotidiano, as pessoas aprendem, de forma intuitiva, que o
volume de um sélido é a medida do espaco que ele ocupa, sendo expresso a partir de uma

determinada unidade de medida.

Nesta se¢do, abordaremos o conceito de volume de maneira mais rigorosa, utilizando
conceitos e definigoes extraidos do livro Geometria, da cole¢do PROFMAT (NETO, 2013)

4.1 Sélido geométrico

Definicao 4.1.1. Um sélido é um conjunto S de pontos do espago satisfazendo as sequintes

condicoes:

(a) S € fechado, limitado e tem interior ndo vazio."

(b) Para todos A, B € S, existe uma poligonal Ay, As. .., Ay ligando A = Ay a
B = A;, e contida em Int(S)U{A, B}.2

Pelo item (b) da definigdo a cima temos que intuitivamente todo sélido possui um

tunico pedago ( Figura 18)

Figura 18 — Volume de sélidos

Fonte: Producao do préprio autor.

1 No contexto de sdlidos geométricos, isso significa que o conjunto inclui tanto os pontos interiores(interior

ndo vazio) quanto os pontos da superficie (fronteira) do sélido.

2 Int(S) refere-se ao interior do conjunto S.
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A partir da definicao de sélido pode-se verificar que poliedros convexos e bolas
fechadas. assim como cilindros, cones e solidos de revolugao sao facialmente identificados
como solidos.

Diante da definicao ja exposta precisa-se buscar uma condi¢do que seja suficiente para
mensurar o volume de um soélido, a qual consiste em uma primeira formulagao do principio

de Cavalieri.

Definicao 4.1.2. Principio de cavalieri I
Um solido S é mensuravel se S N« for um conjunto de drea mensurdvel, para todo plano
a que intersecte Int(S).(NETO, 2013)

Segundo Neto (2013), da definicdo acima pode-se concluir que bolas fechadas e
poliedros convexos sao sélidos mensurveis. Por essa defini¢cao ainda é possivel mostrar
que solidos de revolucao também sao solidos mensuraveis, desde que que sejam gerados
pela rotacao, em torno do eixo das abscissas, de graficos f : (a,b) — R sendo duas vezes
derivavel e com derivada da segunda f” : (a,b) — R continua.

A cada sélido mensurdvel S é possivel associa a um nimero real positivo V(.S) denominado

volume de S, de tal maneira que as condigbes abaixo sejam satisfeitas:
1. Se S é um cubo de aresta 1 entao V(S) = 1.

2. Se S e Sy sao solidos mensurdveis, tais que Int(S;) N Int(Sz) = 0 e S; U Sy é
mensuravel, entao V(57 U Sy) = V(Sy) + V(Ss).

3. Se S e Sy sdo sélidos mensuraveis, tais que S; C S, entao V(S7) < V/(Ss).

4. ( Principio de Cavalieri II). Se S; e Sy sdo sélidos mensurdveis e a é um plano
tal que, para todo plano o/ paralelo ao plano «, tenhamos A(S; Na’) = A(S, N «’) entdo
V(S;) =V(Sy)3 14

5. Se S7 é um solido mensuravel, e Sy puder ser obtido de S; por meio de uma translagao
ao longo de um vetor, uma rotacao ao longo de um eixo ou uma reflexdo ao longo de um

plano, entao Sy também é mensuravel e V(Sy) = V (S5s).

Consideraremos os itens de 1 a 5 como postulados de medi¢do de volume, estes pos-
tulados nos possibilitara calcular facillmento o volume de todos os sélidos ja mencionados

até aqui.

S1 N a’: Representa a interse¢ao do sélido S; com o plano o, resultando em uma figura plana.

4 AS NA): E a drea da figura plana obtida pela intersecdo de S; com o plano «'.
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A proposicao a seguir serd o resultado central do que é estudado nessa segao.

Proposicao 4.1. Seja P um paralelepipedo de base B e altura h. Entdo:

Demonstracao A prova dessa proposicao sera feita em quatro etapas

1. P ¢é uma paralelepipedo reto retangulo, cujas arestas tem comprimento a,b,c € N:
particionando P em abc cubos de aresta 1, segue dos postulados 1. e 2. de medicao

de volumes que
V(P) = abc = A(B)h.

2. P é um paralelepipedo reto retangulo cujas aresta tem comprimento a,b,c € Q:
sejam a = %, b= % ec= %, com m,n,q € N. Empilhemos ¢® cépias de P, de modo
a obter um paralelepipedo reto @) de aresta m,n e p. O item (1), juntamente com os

postulados 1. e 2. de medicao de volume, fornece

¢*V(P) =V(Q) = mnp

e dai,

V(P) = ”;Zq — A(B)h.

3. P é um paralelepipedo reto retangulo cujas arestas tem comprimentos a, b, c € R:
sejam (an)n>1, (bn)n>1 € (¢n)n>1 sequéncias de nimeros racionais, tais que a, < a,
b, <bec, <cparatodon e N, ea, = a, b, —>bec, > cquando n — +oo.
Seja, ainda, P, um paralelepipedo reto retdngulo contido em P e com arestas de
comprimento a,, b, e ¢,. O item 2, juntamente com o postulado 3. de medigao de

volume, fornece, para todo n € N,

V(P) > V(P,) = apbycy.

Tendo em vista a veracidade da desigualdade apresentada para todo n € N e que
anbyc, implicarda em abc fizermos n — 400, assim nessa desigualdade obteremos
V(P) > abe.

De modo semelhante tomando as sequéncias (a,)n>1, (bn)n>1 € (¢n)n>1 de niimeros
racionais de forma que a,, > a, b, > b, C,, > ¢ para todon € N e a, — a,b, — b,
¢, — ¢ quando n — 00, concluimos de maneira andloga que V' (P) > abc. Portanto
concluimos que, V(P) = abc = A(B)h.
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4. P é um paralelepipedo qualquer: Seja P’ um paralelepipedo reto retangulo de mesma
altura h que P, cuja base seja um retangulo B’ com éarea igual a base B do paralele-
pioedo P e que tenhamos B e B’ contidos em um mesmo semiespago determinado
por a.

Se o’ “é um plano paralelo a «, a igualdade das duas alturas dos dois paralelelpipedo
garante que PNa # () se, e s6 se, P'Na’ # (). Diante de tal ocorréncia, as intersegoes
serao quadrilateros respectivamentes congruentes a B e B’, sendo assim, tem area
igual.Portanto, pelo item 3 e juntamente com o Principio de Cavalieri II, pode-se

garantir que

V(P) = V(P') = A(B)h = A(B)h.

Corolario 4.1.3. Seja P um prisma de base B e altura h, entao

Demonstracao:

Seja P’ um paralelepipedo e P um prisma,ambos com a mesma altura h e a area
base do paralelogramo B’ igual a base B do prisma, tal que B e B’ estejam contidos
em um mesmo plano «, com P e P’ contidos em um mesmo semiespago, dos que «
determina. Tomemos um plano o paralelo ao plano « . Como a altura de P’ e P é a
mesma, teremos P Na’ = se, e s6 se P’ Na’ = (). Caso haja intersecdo, essas intersecoes
serdo respectivamentes congruentes a B e B, sendo assim, terdo areas iguais. Portanto,

segue da proposicao 4.1.3 e pelo principio de Cavalieri que

V(P)= V(P') = A(B')h =A(B)h.

Corolario 4.1.4. Seja C um cilindro solido de revolugdao, de raio R e altura h, entdo

V(C) = T R?h.

Demonstracao:

Lema 4.1.5. 1. Seja T um tetraedro de base B e altura h e o wm plano paralelo ao
plano B, situado d distancia h' do vértice de T, com h' < h. Entdo « intersecta T

em um triangulo B’ semelhante a B e tal que
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2. Sejam Ty e Ty tetraedros de alturas iguais e bases respectivamente By e By. Se

A(By) = A(By), entio V(T1) = V(Tz)

O lema acima sera utilizado em resultados posteriores desta dissertagao para
fundamentar célculos e andlises envolvendo sélidos geométricos. Sua demonstragao pode
ser encontrada no livro ’Geometria’ de Anténio Caminha Muniz Neto (NETO, 2013, p.
341).

Figura 19 — Seccionado um tetraedro por um plano paralelo a base
A

Fonte: Produgao do préprio autor.

Proposicao 4.1.6. Se T ¢é um tetraedro de base B e altura h, entdo

Demonstracao

Seja T um tetraedro de vértice UVW X e UVW sua base B. Construa os pontos
Y e Z de tal forma que UV XY e UW ZX sejam paralelogramos.Como UY ¢ paralelo a
WZ e como medida igual VX | segue que UW ZY também é um paralelogramo e que
UVWY XZ é um prisma triangular de altura h e bases UVIW e XY Z sendo v o seu

volume. Temos que:

Y = AUVW).h = A(B).h.
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Particionando o prisma em tetraedros WXYZ, UVIWWX e UWXY. Devemos
mostrar que o volume dos trés tetraedros sao iguais. Com base no que foi feito anteriormento

juntamente com o postulado 2 de medi¢ao de volumes, teremos que
WV(T)=VUVWX)+VIWXYZ)+VUWXY) =V = A(B).h.
Complementando, observemos que:

Do paralelogramo UV XY, temos que A(UVX) = A(UXY) Os tetraedros UVW X
de base UV X e UWXY de base UXY tem a mesma altura, tracada a partir de W,
pelo item(b) do lema 4.1.5, temos garantido que V(UVIWX) = V(UW XY')

Do paralelogramo UW ZY', temos que A(UWY') = A(WY Z). Como os tetraedros
UWZY e WXYZ tem areas das bases iguais e alturas também iguais a partir
de X, novamente pelo lema 4.1.5 pode-se concluir que V(UWXY) = V(W XY Z).
Portanto, VIUVWX) = V(UWXY) =V(WXYZ).

Figura 20 — Particionado um prisma triangular em trés tetraedros

X

Fonte: Produgao do préprio autor.

Corolario 4.1.7. Se P é uma piramide de base B e altura h, entao
V(T) = s A(B)h

Demonstracao:

Sejam V' o vértice da piramide e B = A;A3A3...A; a base dessa piramide. Para
2>k>n—1,esejam Ty o tetraedro VA1 Ay Agy1 e By, = A1 A A1 ( Figura 21)
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Figura 21 — Piramide particionada em tetraedros

Fonte: Produgao do préprio autor.

Se h ¢é a altura da piramide P, entao h também sera a altura do tetraedro 7y, para
2 >1>n—1. Sendo assim, pelo postulado 2. de medidas de volumes e pela proposi¢ao

4.1.6 ,temos que

V(P) = V(Tz) + . + V(Toor) = LABo)h + .+ LA(B, -1 )h =
HAB)h+ ...+ A(By_1))h = LAB)
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5 Sequéncia didatica para construcao e ana-
lise de solidos geométricos utilizando o Ge-

oGebra 3D com realidade aumentada

A sequéncia didatica apresentada neste capitulo pode ser desenvolvida em duplas,
considerando que nem todo aluno possua dispositivo eletronico ou que os dispositivos
disponiveis nao possuam a configuracao necessaria para o funcionamento do aplicativo
GeoGebra. Trabalhar em dupla também proporciona uma melhor interacao entre os alunos,
incentivando a troca de experiéncias e conhecimentos. Esta sequéncia foi aplicada a alunos
da segunda série do ensino médio da Escola Estadual de Ensino Médio e Fundamental

"Professora Regina Banhos Paixao", localizada no municipio de Linhares-ES.

O desenvolvimento da sequéncia ocorrera em cinco aulas de 100 minutos cada. Na
Aula 1, sera apresentado o GeoGebra, onde os alunos fardao o download do aplicativo em
seus dispositivos moveis e criardo contas no site do GeoGebra para salvar os projetos. Na
Aula 2, serdo abordados problemas envolvendo cubos, com anédlise de elementos como
arestas, faces, vértices, diagonais e o calculo de volume e planificacdo. As Aulas 3 e 4

abordarao problemas envolvendo prismas e piramides, respectivamente.

A primeira figura a ser trabalhada na sequéncia didatica serd o cubo, figura
conhecida dos alunos. Abordaremos nessa construcao, sua planificacdo, diagonais, area de
superficie, planos paralelos, planos perpendiculares e o calculo de seu volume. Analisaremos
o volume de outros prismas tendo como ponto de parttida o volume de um cubo. Deve-se
considerar que nos anos de pandemia da covid-19 houve uma perda significativa no ensino e
que devido a isso, a defasagem do ensino que ja existia foi agravada. No primeiro momento
serd realizada uma revisao de sobre area de figuras planas tendo observado que a maioria
dos alunos tem muita dificuldade em calcular, ou até mesmo de reconhecer formas mais

simples.

Os alunos deverao ter baixado o app no celular no play store ou utilizando o QR
code disponibilizado pelo professor, bem como criar uma conta no Site do Geogebra com

fim de salvar os projetos desenvolvidos.
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Figura 22 — Qr code de instalacdo do geogebra

Fonte: Producao do préprio autor.

Objetivos:

o Compreender os conceitos de drea e volume de prismas e piramides.
o Aplicar conhecimentos matematicos para calcular a area e o volume dessas figuras.

o Utilizar ferramentas de realidade aumentada para visualizar e manipular prismas e

pirdmides.

o Desenvolver habilidades de resolucao de problemas e pensamento critico.

Descritores da BNCC:

o« EF07TMA19: Resolver e elaborar problemas que envolvam as unidades usuais de

medida de comprimento, area, volume e massa.

o EFO07TMAZ20: Reconhecer e resolver problemas que envolvam o calculo da area e do

volume de prismas e piramides.

o EF09MA19: Aplicar o conhecimento sobre figuras geométricas espaciais para resolver

problemas envolvendo s6lidos geométricos.

5.1 Etapa 1: Avaliacao Diagnéstica

Para iniciar a sequéncia didatica foi aplicado uma avaliacdo diagndstica sobre
nocgoes de geometria plana e espacial com objetivo de se verificar em que ponto estd o
conhecimento prévio dos alunos necessarios para o melhor desenvolvimentos das atividades
a serem trabalhadas. Essa etapa é de suma importancia, pois nela é possivel verificar o nivel
de conhecimento de cada aluno, adequando as atividades de acordo com as necessidades

apresentadas.

Duragao: 1 aula (50 minutos).
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5.1.1 Revisao de Geometria Plana

Diante dos resultados apresentados na avaliacao diagnéstica, verificou-se a necessi-
dade de uma revisao dos conceitos basicos de geometria plana (pontos, linhas, angulos,
poligonos). As aulas foram desenvolvidas de forma expositiva e dialogada com resolugoes

de exemplos de exercicios

o Recursos: Quadro branco, data show, lista de exercicios.

« Duragdo: 1 aula (50 minutos).

5.1.2 Exercicios Praticos de Geometria Plana

Ao fim da aula de revisao, onde foi revisto de forma breve alguns tépicos de
geometria plana foi proposto uma lista de exercicios praticos para reforgo a revisao.
Durante a realizagao dos exercicios os alunos poderam sentar em duplas ou trios o que

propicinou para eles um momento de interacao e analise dos resultados obtidos.

e Recursos: Caderno de exercicios.

« Duragdo: 1 aula (50 minutos).

5.2 Etapa 2: Conceituacao de Prismas e Piramides

5.2.1 Aula Expositiva sobre Prismas e Piramides

Os conceitos de prismas e piramides é apresentado explorando o geogebra para
uma melhor visualizagdo dos elementos que compoem cada figura apresentada, objetivo
dessa aula é que aluno possa definir prismas e pirdmide de maneira formal mas com a
visualizagao utilizando recursos tecnolédgicos, o que facilita a compreensao dos conceitos,
bem como reconhecimento dos elementos necesséarios para resolucao dos exercicios (faces,

arestas, vértices, altura, ap6tema e diagonais).

o Recursos: Quadro branco, data show, modelos fisicos.
« Duragdo: 1 aula (50 minutos).

« Conteudo: Caracteristicas de prismas e piramides (faces, arestas, vértices, altura,

apétema, diagonais).
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5.2.2 Introducao a Realidade Aumentada

Apresentado aos alunos o que é realidade aumentada e sua utilizagdo nos dias
de hoje e como essa tecnologia contribuird no aprendizado de geometria espacial. E
mostrado a eles realidade aumentada como um dos recursos do Geogebra e como utilizar

essa tecnologia para compreensao de geometria espacial.

Santos (2015) destaca as dificuldades enfrentadas por alunos na visualizagao de

formas tridimensionais em geometria espacial:

A visualizagdo dos objetos tridimensionais em geometria, representadas na
lousa, nao é uma tarefa facil, pois exige dos discentes uma percepcao espacial
bem apurada. O aluno simplesmente nao consegue conjecturar o que esta por
tras do objeto, na parte nao visualizada por ele, algumas vezes representada
pelas linhas pontilhadas (SANTOS, 2015, p. 12).

As imagens mostram cubos construidos no geogebra e com realidade aumentada

inserido em um ambiente real, podendo o aluno interagir com o objeto criado.

O uso de tecnologias digitais no ensino de matematica pode permitir a criagao
de ambientes de aprendizagem mais atraentes e interativos, o que pode contri-
buir para o aumento da motivagao dos alunos e, consequentemente, para o seu
desempenho na disciplina. No entanto, é importante destacar que o uso dessas
tecnologias deve estar sempre vinculado a compreensao dos conceitos matema-
ticos, para evitar a simples repeticao de procedimentos sem a compreensao do
significado desses procedimentos ( (MALTEMPI; BICUDO; BORBA, 2012) p.
126)

» Recursos: Smartphones/tablets com aplicativos de RA.

e Duragdo: 1 aula (50 minutos).

5.2.3 Explorando Prismas e Piramides com RA

E pedido aos alunos que em duplas desenvolva a construcio de quatro figuras

espaciais seguindo o passo a passo apresentado na secao 5.5:

1. Um cubo com medida de aresta controlada por controle deslizante
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Figura 23 — Cubo construido pelos alunos

Fonte: Producao do préprio autor.

2. Um prisma de base triangular com medidas de arestas e altura controlada por

controle deslizante
3. Prisma de base hexagonal com dimensoes controladas por controle deslizante

4. Piramide de base quadrada com suas dimensoes controladas por controle deslizante.

o Recursos: Smartphones/tablets, aplicativos de RA. o Duragdao: 2 aulas (50

minutos cada).

e Recursos: Smartphones/tablets, aplicativos de RA.

« 2 aulas (50 minutos cada).

5.2.4 Exploracdo de Prismas e Piramides no Geogebra

Com os objetos construidos na etapa anterior é pedido aos alunos que explore os
prismas e piramides. Respondendo aos questionamentos, preenchendo a tabela 1 Tendo
respondido as perguntas abaixo e preenchido a tabela é pedido aos alunos que verifique a

validade da relagao de Euler V. — A + F = 2. para cada figura construida.
Qual a figura poligonal da base da base?
Qual a figura poligonal das laterais?
Quantas arestas tem 7
Quantos vértices tem?

Quantas faces?

e Recursos: Smartphones/tablets com Geogebra.

e Duragdo: 1 aula (50 minutos).
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Tabela 1 — Numero de elementos de um solido

Poligono da base | Vértice | Arestas | faces

Fonte: Producao do préprio autor.

5.2.5 Discussao e Exemplos de Prismas e Piramides no Cotidiano

E pedido aos alunos que apresente alguns exemplos do cotidiano que tenha a forma
das figuras construidas. Durante a aula o professor também apresenta algumas imagens
conhecidas pelos estudantes para que eles com auxilio da realidade aumentada compare os
objetos fisicos com objetos virtuais. E proposto algumas questdes relacionadas as imagens

apresentadas.
Questao 1.

Uma caixa d’dgua ctbica localizada no bairro Linhares 5 (Figura 24) tem medidas
internas de 5 metros de aresta. Sabe-se que o consumo de agua no bairro é de 10.000 litros

por hora.

A . Determine a capacidade total da caixa d’agua em litros.

B . Calcule por quantas horas essa caixa d’agua seria capaz de atender ao consumo do

bairro se estivesse completamente cheia, sem ser reabastecida.

C . Se a caixa estiver com apenas 40% de sua capacidade total, por quanto tempo ela

podera atender ao consumo do bairro?

Dados adicionais:
1 metro cibico equivale a 1.000 litros.
Questao 2

Um container adaptado como escritério tem as seguintes dimensoes internas: 6
metros de comprimento, 2,5 metros de largura e 2,5 metros de altura. Ele serd utilizado
por trés pessoas. Sabendo que o local tem incidéncia diaria de luz solar, é necessario
calcular a quantidade ideal de BTUs para o ar-condicionado que sera instalado, utilizando

as informacoes a seguir:

Para cada pessoa adicional no ambiente (excluindo a primeira), adicione 800BTU's.

Perguntas:

o Para calcular os BTUs necessarios por area (em ms), utilize 800BTUs por metro

quadrado devido a incidéncia de sol.
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« Para cada pessoa adicional no ambiente (excluindo a primeira), adicione 800BT'U's.

A Calcule a area total do piso do container.

B Determine a quantidade de BT'U s necessaria para refrigerar o ambiente considerando

o tamanho do comodo e o niimero de pessoas presentes.

C Qual seria a capacidade minima (em BTUs) que o arcondicionado deve ter para

climatizar adequadamente o espago?

A Figura 24 mostra a caixa d’agua do bairro Linhres 5 e um container no bairro

S3ao José.

Figura 24 — Exemplos de prismas retangulares

Fonte: Producao do préprio autor.

A Figura 25 apresenta uma placa de banco 24 horas no Bairro Linhres 5 em forma

de prisma triangular,
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Figura 25 — Exemplo de prisma triangular
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Fonte: Producao do préprio autor.

Uma sinaliza¢ao de "Banco 24 Horas"tem a forma de um prisma triangular (Figura

25) regular com altura de 1,8 metros e arestas da base medindo 30 centimetros.
1. Calcule a area da base do prisma triangular.

e Dica: Use a féormula da area do triangulo equilatero:

Area = T . CL2,

onde a é a medida do lado do triangulo.

2. Determine o volume da sinalizagao, considerando que o volume de um prisma é dado
por:

V = Area da base - Altura.

3. Se toda a superficie lateral e as duas bases do prisma forem pintadas com uma tinta

especial, calcule a area total a ser pintada.

o Dica: A area lateral é a soma das areas de trés retangulos, cada um com altura

de 1,8 metros e base de 30 centimetros.

A Figura 26 apresenta o sistema de captacao de agua de chuva da "EEEM EMIR
DE MACEDO GOMES"localizada no bairro Shell em forma de pirdmide invertida.
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Figura 26 — Exemplo de Piramide

Fonte: Producao do préprio autor.

A escola Emir de Macedo Gomes, localizada na cidade de Linhares, possui um
sistema de coleta de agua composto por 20 piramides invertidas. Cada pirdmide
¢ quadrangular, com as seguintes caracteristicas:Apétema da pirdmide: 3
metros Aresta lateral (medida externa): 5 metros

k- Calcule a area da base de uma tnica piramide.

— Dica: Para calcular a area da base de um quadrado, use a férmula:

2
Abase =a,

onde a é a medida do lado da base.
2. Determine o volume de uma tnica piramide.

— Dica: A férmula do volume de uma piramide é:
1
Vzg'Abase'h7
onde h ¢ a altura da piramide. Para encontrar h, use o apétema e a aresta
lateral.

3. Calcule o volume total de dgua que todas as 20 pirdmides podem armazenar.

— Dica: Multiplique o volume de uma piramide pelo nimero total de pirami-
des.

4. Se a capacidade de um reservatério cilindrico for de 100.000 litros, quantas

pirdmides seriam necessarias para alcancar essa capacidade de armazenamento?
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— Dica: Lembre-se de converter o volume de agua de metros ctibicos para

litros, sabendo que 1 metro cibico equivale a 1.000 litros.

o Recursos: Quadro branco,notbook, data show.

« Duragao: 1 aula (50 minutos).

5.3 Etapa 3: Introducdo aos Conceitos de Area e Volume

5.3.1 Aula Expositiva sobre Area e Volume

Introducao aos conceitos de area e volume de prismas e piramide abordando o
principio de Cavalieri. Os conceitos e teoremas foram trabalhados com utilizacao do
Geogebra de forma que as informagoes fossem transmitidas sem prejuizos a compreensao
e se adequando a uma linguagem acessivel aos alunos. Durante a aula foi necessario
relembrar formas de se calcular a drea de poligono e aplicacdo do teorema de Pitdgoras

para determinacao de altura,medida de apotema e arestas de prismas e piramides.

Figura 27 — Utilizando geogebra para ensinar volume de piramide

|l

\

Fonte: Producao do préprio autor.

e Recursos: Quadro branco, data show, notbook.
o Duragdo: 1 aula (50 minutos).

o Contetudo: Formulas de drea e volume de prismas e piramides.
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5.3.2 Discussdo e Exemplos Praticos de Calculo de Area e Volume

Apébs a aula expositiva sobre area e volume foi proposto alguns exemplos de
problemas préticos onde os alunos com suporte do Geogebra poderam visualizar, e juntos
com o professor e colegas analisar e discutir possiveis solugoes para os problemas propostos,

o que contribuiu para consolidagao do conhecimento adquirido.

e Recursos: Data show, smartphone, calculadora.

o Duragao: 1 aula (50 minutos).

5.4 Etapa 4: Calculo de Area e Volume com RA

5.4.1 Problemas Praticos com RA

Sendo ja discutido e resolvido exemplos de questoes de area e volume de prismas e
pirdmides é proposto aos alunos que em duplas resolvam uma lista de exercicios com o
objetivo de verificar o aprendizado. Nessas atividades é permitido o uso do celular para

resolucao dos problemas propostos. A lista de exercicios consta no apéndice A

« Recursos: Smartphones/tablets, lista de exercicios.

« Duragdo: 2 aulas (50 minutos cada).

5.5 Construcao de alguns sélido geométricos

5.5.1 Construcdo de um cubo como medidas controladas por controles desli-

zantes

1. Criar um controle deslizante para a variavel a. Na caixa entrada digite a letra a em
seguida enter, sera criado um controle deslizante para variavel a. Em configuragoes
defina o valor minimo e maximo de a, defina o valor do incremento, que é de quanto
em quanto o valor de a vai variar. Com esse controle deslizante criado sera possivel

controlar a medida das aresta do cubo.
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Figura 28 — Controle deslizante
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Fonte: Producao do préprio autor.

2. Criar um seguimento com comprimento fixo com valor do comprimento igual a, que
serda a medida da aresta do cubo.Em ferramentas clique em "segmento de comprimento
fixo",em seguida defina um ponto no plano, abrird uma caixa de didlogo em que sera

digitado a letra a, que sera a medida da aresta do cubo.



Capitulo 5. Sequéncia diddtica para construg¢do e andlise de sélidos geométricos utilizando o GeoGebra

3D com realidade aumentada 56

Figura 29 — Segmento de comprimento fixo

Segmento com Comprimento Fixo

Comprimento
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Fonte: Producao do préprio autor.

3. Construir um cubo com aresta medindo a. Em ferramentas, clicar na figura de cubo
que aparece na tela, em seguida clicar em dois pontos do plano, nesse caso, nos
pontos definidos do passo anterior quando se criou o segmento com comprimento fixo.
Concluido os quatro passos, um cubo aparecera na tela com medida da aresta sendo
controlada pelo controle deslizante criado em passos anteriores. Nesse momento
podera questionado ao aluno, quais objetos tem uma forma cubica em seu dia a dia e
quais sao as principais carateristicas do cubo. Diante da figura construida estimular
os alunos a investigar situagoes envolvendo teorema de Pitagoras, quantidade de
vértice, quantidade de arestas, quantidades de faces, drea das faces e somatério das

medidas das arestas.

4. Determinar uma planificacdo do cubo Em ferramentas, clicar no icone planificacao
e em seguida clicar em cima do cubo. Na parte algébrica se criara um controle
deslizante para a planificagdo com o objetivo de abrir e fechar o cubo. Nesse passo
sera apresentado uma das planificagoes possiveis de um cubo, podera ser questionado

a existencias de outras possiveis planificacoes e quais sao elas.
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Figura 30 — Criando cubo
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Fonte: Produgao do préprio autor.

Figura 31 — Planificacdo do cubo

Editar

Fonte: Producao do préprio autor.
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5. Determinar diagonal da face e diagonal do cubo. Nessa etapa ja é posssivel enxergar
o aparecimento de tridngulos retangulos no cubo e possiveis aplicagoes do teorema

de Pitagoras pra resolugao de problemas provaveis que poderam surgir.

Figura 32 — Diagonal da face e diagonal do cubo

d = diagonal do cubo
c,=diagonal da face

Fonte: Producao do préprio autor.

6. Utilizando a funcdo de realidade aumentada projete o cubo em ambiente real
comparado-o com um cubo real.Planifique o cubo. ‘A imagem projetada apresenta

uma das planificagoes do cubos.
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Figura 33 — Cubo virtual projetado em ambiente real

Fonte: Producao do préprio autor.

Quantas planificagoes possiveis além da que foi apresentada possui o cubo? Quais

sao elas?

7. Utilizando o geogebra, calcule o volume do cubo. Preencha a tabela variando as

medidas das arestas. Analise o que acontece com as medidas da area da superficie

Tabela 2 — Anélise de medidas do cubo

Aresta | Area lateral | Area total | volume

Fonte: Produgao do préprio autor.

do cubo e com a medida do volume quando variamos a medida da aresta movendo o

controlhe deslizante.

Nesse primeiro processo de construgao o aluno foi avaliado por meio de observacao
e uma atividade relacinada a figura do cubo, onde se avalia a capacidade de se
reconhecer elementos que compdem o cubo, calculo de volume, de area de superficie

e a problematizacao em torno desses itens.
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5.5.2 Construcdo de um paralelepipedo retangulo com suas dimensdes con-

troladas por controles deslizantes.

O objetivo dessa construcao é analisar como se comporta as medidas de volume e
area da superficie do paralelepipedo a media que variamos as medidas de suas dimensoes

assim como ajuda-lo a compriender de uma for mais ludica os problemas a serem abordados

posteriormente.

1. Criar controle deslizante para as variaveis a, b e c.

Na caixa de de entrada digitar a em seguida enter, b em seguida enter e ¢ em sguida enter.

Figura 34 — Controles deslizantes
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Fonte: Producao do préprio autor.

2. Criar coordenadas dos vértices do paralelepipedo.

Na caixa de entrada digitar coordenadas (0,0,0), (a,0,0), (a,b,0), (0,b,0) e (0,0,¢). O
app criard os pontos A, B, C, D e E.
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Figura 35 — Pontos do Paralelepipedo
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Fonte: Producao do préprio autor.

3. Criar o Paralelepipedo.

Na caixa de entrada digitar "Prisma(A,B,C,D,E)". O app criara um prisma com os vértices

construidos no segundo passo.
4 Definir as medidas das aresta do paralelepipe.

Em ferramentas clicar em "distancia, comprimento'em seguida clicar nos ponto A e B, B e

C e por fim B e F. As medidas das arestas aparecerao junto as sua arestas correspondentes.
5. Planificar o Paralelepipedo.

Em ferramentas clique em "Planificagao'e em seguida clique na figura, o app dara uma

planificacao para o paralelepipedo retangulo.

6. Utilizar realidade aumentada.

Na tela de visualizacao clicar em "AR'"em seguida aponta a camera do celular para a
superficie a ser projetado o paralelepipedo, clicando na tela o objeto virtual sera projetado

na superficie podendo ser comparado a outros objetos reais ( Figura 36).

Apo6s todo o processo de construcao o aluno podera salvar o objeto construido em

sua pasta on line no site do Geogebra.
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Figura 36 — Paralelpipedo virtual projetado em ambiente real

Fonte: Proprio autor

5.5.3 Construcdo de um Prisma de base hexagonal regular com suas dimensoes

controladas por controles deslizantes

1. Criar controles deslizantes para altura (h) do prisma e para medidada da aresta
da base (a).
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Figura 37 — Controle deslizante
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Fonte: Producao do préprio autor.

2. Em ferramentas clique em segmento de comprimento fixo e em seguida clique

em um ponto do plano, o app pedira uma medida de comprimento, digite a pra medida de

comprimento.

Figura 38 — Segmento de Conprimento fixo
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Fonte: Producao do préprio autor.
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3. Clique em poligono regula, em seguida em seguida clique nos dois pontos
extremos do segmento definido anteriormente, o app pedira a quantidade de lados do
poligono, digite 6 para a quantidade de lados. Aparecera na tela um hexagono regular em

que a medida do lado sera controlado pelo controle deslizante com a variavel a.

Figura 39 — Poligono hexagonal
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Fonte: Producao do préprio autor.

4. Clique em Extrusao de prisma em seguida no poligono criado, o app pedira a
altura do prisma, no campo aberto digite h, serd gerado um prisma de base hexagonal

onde a altura e medida da aresta podera ser controlada por controle deslizante.
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Figura 40 — Extrucao de prisma
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Fonte: Producao do préprio autor.

5. Clique em Planificdo e em seguida na figura, o app criara um controle deslizante
para planificar e fechar o prisma.
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Figura 41 — Prisma hexagonal planificado
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Fonte: Producao do préprio autor.

6. Com o recurso de realidade aumenta (AR) projete o objeto em ambiente real.

Figura 42 — Prisma hexagonal em ambiente real

Fonte: Producao do préprio autor.

O mesmo processo de criacao podera ser repetido para outros prisma, mudando

somente a quantidade de lado do poligono da base.
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5.5.4 Construcao de uma piramide de base poligonal regular com suas dimen-

soes controladas por controles deslizantes

1. Criar controles deslizantes para altura (k) do prisma e para medida da aresta
da base (a)(Figura 37).

2. Em ferramentas clique em segmento de comprimento fixo e em seguida clique
em um ponto do plano, o app pedira uma medida de comprimento, digite a pra medida de
comprimento (Figura 38).

3. Clique em poligono regula, em seguida em seguida clique nos dois pontos
extremos do segmento definido anteriormente, o app pedird a quantidade de lados do
poligono, digite 4 para a quantidade de lados. Aparecera na tela um quadrado em que a

medida do lado sera controlado pelo controle deslizante com a variavel a.

Figura 43 — Poligono da base da piramide
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Fonte: Producao do préprio autor.

4. Clique em Extrucao de piramide em seguida no poligono criado, o app pedira a
altura do prisma, no campo aberto digite h, serd gerado uma piramide de base quadrada

onde a altura e medida da aresta podera ser controlada por controle deslizante.
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Figura 44 — Extrusao de piramide
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Fonte: Produgao do préprio autor.

5. Clique em Planificacao e em seguida na figura, o app criara um controle deslizante

para planificar e fechar a piramide.

Figura 45 — Piramide planificada
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Fonte: Produg¢ao do préprio autor.

6. Com o recurso de realidade aumenta (AR) projete o objeto em ambiente real
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(Figura 46).

Durante a construcao dos sélidos foi possivel rever alguns conhecimentos referentes
a geometria plana,tais como: reconhecimento de poligonos, relagoes de congruéncia,
relagoes de semelhancas, calculo de areas poligonais, retas paralelas, retas perpendiculares,
angulos internos e externos de um poligono, sendo esses, contetidos necessarios para o bom

desenvolvimentos das atividades a serem desenvolvidas sobre geometria espacial.

Figura 46 — Piramide em realidade aumentada.

Fonte: Proprio autor

5.6 Avaliacao da Aprendizagem

Apos as etapas de construgao dos sélidos e familirizagao com software, foi propostas
atividades relacionadas a area da superficie e volume de prismas e piramide onde se
pode analisar a compreencao dos alunos com relacao ao conteido estudado, tambem foi
questionado aos alunos sobre o que eles achavam sobre o uso de tecnologia em sala de
aula. Dentro ainda desse contexto de avaliagao foi feito analises de outras dissertagoes que
abordavam o mesmo assunto aqui pesquisado. O desenvolvimento da sequéncia didatica

foi aplicada para 28 alunos da 2% série do ensino médio da EEEFM Regina Banhos Paixao.



Capitulo 5. Sequéncia diddtica para construg¢do e andlise de sélidos geométricos utilizando o GeoGebra

3D com realidade aumentada 70

Apos o desenvolvimento da sequéncia foi aplicado um questinario no Google forms
buscando saber qual a visao dos alunos com relacao a utilizagdo do Geogebra nas aulas de

matematica.

O grafico 1 (figura 47) apresentado mostra a avaliagdo dos alunos do 2° ano do
ensino médio sobre o uso do GeoGebra durante as atividades. Os resultados indicam uma
divisdo quase equilibrada entre os estudantes, com 52,6% acham o Geogebra relativamente

facil de usar e 47,4% sdo neutros, nao acham facil e nem dificil.

Esses dados sugerem que, para a maioria dos alunos, o GeoGebra nao apresenta
grandes dificuldades, mas também nao é percebido como extremamente intuitivo. O grafico
indica que para quase a metade dos estudadnte, o uso do software é relativamente facil e
acessivel . No entanto, o grupo que avalia o uso do GeoGebra como neutro pode indicar a
necessidade de um suporte ou treinamento adicional para que esses alunos se sintam mais

confortaveis e confiantes ao utilizé-lo.

Nao houve mencoes a dificuldades acentuadas, como "Um pouco dificil de usar'ou
"Muito dificil de usar", o que reforca a ideia de que o GeoGebra é uma ferramenta viavel
para uso em sala de aula, apesar de haver espaco para melhorar a familiaridade e o dominio
da ferramenta entre os alunos. Esse equilibrio sugere que, com um pouco mais de pratica
e orientacao, é possivel que mais estudantes passem a considerar o uso do GeoGebra mais

facil e intuitivo.

Figura 47 — Grafico 1

Como vocé avalia o uso do GeoGebra durante as atividades?
28 respostas

@ Relativamente facil de usar.
@ Neutro, nem facil nem dificil.
Um pouco dificil de usar

@ Muito dificil de usar

Fonte: Producao do préprio autor.

O gréfico 2 (Figura 48) apresenta os resultados da avaliagdo dos alunos sobre a
eficacia do GeoGebra em melhorar sua compreensao dos conceitos de geometria espacial.
Os dados indicam que 63,2% dos alunos acreditam que o uso do GeoGebra contribuiu
significativamente para a sua compreensao desses conceitos, o que destaca a importancia
da ferramenta como um recurso educacional eficaz nesse aspecto. Além disso, 36,8% dos

alunos afirmaram que o GeoGebra ajudou "um pouco', o que sugere que, embora tenha
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havido uma melhora na compreensao, ela nao foi tdo marcante para todos os estudantes.
Esse grupo, embora menor, ainda reconhece a utilidade do software, o que reforga seu
valor como ferramenta complementar no aprendizado da geometria espacial. E importante
notar que nao houve respostas indicando que o GeoGebra nao ajudou em nada ou ajudou
muito pouco, o que é um sinal positivo de que o software, de alguma forma, beneficiou

todos os alunos participantes da pesquisa.
Figura 48 — Grafico 2

0 GeoGebra ajudou a melhorar sua compreenséao dos conceitos de geometria
espagial?

28 respostas

@ Sim, significativamante
@ Sim, um pouco
Neutro
@ Nao muito
® Nio ajudou em nada

Fonte: Producao do préprio autor.

O grafico 3 (Figura 49) apresentado, avalia o nivel de engajamento dos alunos
durante as atividades com o GeoGebra. A maioria dos alunos, 52,6%, considerou as
atividades "Engajadoras', o que indica que o software conseguiu captar o interesse de
mais da metade dos participantes, tornando as atividades envolventes. Além disso, temos
que 36,8% dos estudantes avaliaram as atividades como "Muito engajadoras", reforgando
ainda mais a percepcao positiva do GeoGebra como uma ferramenta que promove um alto
nivel de envolvimento durante o aprendizado. Este dado é significativo, pois demonstra
que uma parcela consideravel dos alunos encontrou nas atividades com o GeoGebra uma
experiéncia nao apenas interessante, mas altamente cativante. No entanto, 10,5% dos
alunos classificaram o engajamento como "Neutro', o que sugere que, para alguns, as
atividades néo foram nem particularmente envolventes nem desinteressantes. E importante
observar que nao houve respostas indicando que as atividades foram "Pouco engajadoras'ou
"Nada engajadoras", o que é um indicativo positivo da eficicia do GeoGebra em manter o
interesse dos alunos durante as aulas. Em suma, o GeoGebra parece ser uma ferramenta
bem aceita e eficaz para promover o engajamento nas atividades matematicas entre os
alunos do 2° ano do ensino médio, com uma predominéncia de avaliacGes positivas que

destacam seu potencial para tornar o aprendizado mais dinamico e participativo.
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Figura 49 — Grafico 3

Como vocé avalia o nivel de engajamento das atividades com o GeoGebra?

2B respostas

@ Muito engajador.

@ Engajador.

@ Neutro.

@ Pouco engajador.
@ Nada engajador

Fonte: Producao do préprio autor.

O gréafico 4 ( figura 50 apresentado, aborda o interesse dos alunos em utilizar
o GeoGebra em outras areas de estudo, como, algebra e trigonometria. Os resultados
mostram que 57,9% dos alunos responderam que "Sim, provavelmente'gostariam de usar
o GeoGebra em outras areas de estudo, o que demonstra um interesse significativo pela
aplicacao do software em diferentes contextos educacionais. Temos ainda 31,6% dos
estudantes indicando "Sim, definitivamente'gostariam de explorar o GeoGebra em outras
areas, reforcando ainda mais o potencial do software como uma ferramenta versatil e til
em diversos componetes da area de matematica. Este resultado é positivo e sugere que
os alunos reconhecem o valor do GeoGebra nao apenas para o aprendizado de geometria,

mas também para outros componentes da area de matematica.

Figura 50 — Gréfico 4
Vocé gostaria de usar o GeoGebra em outras areas de estudo?

28 respostas

@ Sim, definitivamente.
@ Sim, provavelmente
@ Nio tenho certeza.

@ Provavelmente néo.
@ Definitivamente néo

Fonte: Producao do préprio autor.

Os resultados apresentados no gréafico 5 (figura 51 refletem as percepgdes dos
alunos sobre a utilidade do software GeoGebra em suas aulas de matematica. A maioria

significativa dos estudantes, representando 63, 2%, destacou a funcionalidade de visualizagao
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de conceitos geométricos em 3D como o aspecto mais util do programa. Esse dado
sugere que os alunos valorizam a capacidade do GeoGebra de representar visualmente
conceitos que, de outra forma, poderiam ser abstratos e dificeis de entender, especialmente
em um nivel de ensino médio onde o entendimento espacial e geométrico comeca a
se tornar mais complexo. Além disso, 15,8% dos alunos apontaram a capacidade de
experimentar com diferentes solugdes como uma caracteristica valiosa. Isso indica que
esses estudantes apreciam a possibilidade de explorar varias abordagens para resolver
problemas matematicos, o que pode incentivar o pensamento critico e a criatividade.
Outros 10,5% dos alunos reconheceram a utilidade de manipular diretamente objetos
matematicos, sugerindo que essa interagao direta facilita a compreensao dos conceitos
matematicos, enquanto outros 10,5% valorizaram a resolucao de problemas de forma
interativa, o que pode estar relacionado a dinamica e a praticidade do aprendizado que o
software proporciona. Por fim, é relevante notar que nenhum dos alunos indicou néo ter
achado o GeoGebra ttil. Esse resultado é um indicativo positivo da aceitacao e da eficacia
da ferramenta no apoio ao aprendizado matematico dos estudantes do 22 ano do ensino
médio, mostrando que o software atende a uma variedade de necessidades e preferéncias
de aprendizado, contribuindo para uma compreensao mais aprofundada dos conteidos

matematicos.

Figura 51 — Gréfico 5

Qual aspecto do GeoGebra vocé achou mais (til?

28 respostas

@ Visualizar conceitos geométricos em 3D

@ Manipular objetos matematicos
diretamente
Resolver problemas matematicos de
forma interativa.

@ A capacidade de experimentar com
diferentes solugdes

@ Nio achei o GeoGebra util.

Fonte: Producao do préprio autor.

Com relagao as atividades apresentadas no apéndice B os alunos apresentaram um
bom desempenho, apresentam uma boa compreensao do assunto e conseguem reconhecer
os elementos que compoes cada figura. Apesar das dificuldades devido a defasagem de
aprendizagem que se acumularam duram os anos anteriores e agravado no periodo de
pandemia da covid-19, o que se observou foi uma participa¢ao muito ativa nas atividades

propostas, tendo assim um resultado satisfatério.

Os resultados apresentados na pesquisa se assemelham aos resultados de outras
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dissertacoes que trabalharam com a mesma tematica e obtiverem bons resultados.

"'Apesar desse cenario, os alunos tiveram uma melhoria bastante significativa
na compreensao do conteido. E mesmo com uma caréncia enorme dos contetdos
que eram pré- requisitos para a pesquisa, foi possivel observar que os alunos
desenvolveram habilidades desejadas e alcancaram um nivel satisfatério de
aprendizado”. (ARAUJO, 2023)

"Apés a realizagdo das experiéncias em RA, observou-se também que
os participantes demonstraram ter compreendido a ideia de volume de um
solido como sendo o espago ocupado por ele. Constatou-se, nas respostas dos
questionarios, que eles passaram a perceber que o valor obtido no processo
algébrico representa o nimero de unidades de volume que preenchem o espago
ocupado por este soélido, nao sendo apenas o resultado de uma operacgao
matematica entre suas medidas. Observou-se também, que eles passaram a

compreender melhor o Principio de Cavalieri, e a perceber sua aplicabilidade
no célculo do volume de prismas". (OLIVEIRA, 2021)
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6 Conclusao

Ao longo do estudo, a dissertacao mostra que a utilizagao do Geogebra, aliada a
realidade aumentada, proporciona um ambiente de aprendizagem mais atrativo e interativo.
Os alunos puderam visualizar e manipular sélidos geométricos tridimensionais, o que
favoreceu uma compreensao mais aprofundada e intuitiva dos conceitos de area e volume.
Essa abordagem permitiu também uma maior interacao entre os estudantes, promovendo
a discussao colaborativa e o desenvolvimento do pensamento critico. Os resultados
obtidos durante a aplicacao da sequéncia didatica mostram que o uso de tecnologias
como o Geogebra com realidade aumentada nao apenas envolveu os alunos, mas também
melhorou significativamente a retencao de conhecimentos geométricos. Observou-se que os
estudantes se sentiram mais motivados e confiantes ao resolver problemas envolvendo solidos
geométricos, demonstrando maior habilidade em visualizar e analisar figuras tridimensionais.
Além disso, a experiéncia com a realidade aumentada revelou-se especialmente eficaz para
superar as dificuldades tradicionais associadas ao ensino da geometria espacial, tais como
a transicao da percep¢ao bidimensional para a tridimensional. A capacidade de projetar
objetos virtuais no ambiente real facilitou a compreensao dos alunos, permitindo que
relacionassem os conceitos geométricos aprendidos com situagoes do cotidiano, tornando o

aprendizado mais significativo e contextualizado.

Claro que, é importante destacar que a integragao de tecnologias digitais no ensino
requer uma preparacao adequada dos professores, tanto no dominio técnico das ferramentas
quanto no desenvolvimento de estratégias pedagbgicas eficazes. A formacao continuada
dos docentes é essencial para garantir que o uso dessas tecnologias resulte em melhorias

reais no processo educativo.

Podemos concluir entdo que a utilizagao do Geogebra com realidade aumentada é
uma pratica inovadora e eficaz para o ensino de geometria espacial. Ao explorar novas
formas de ensino que combinam tecnologias digitais e metodologias ativas, os professores
podem criar ambientes de aprendizagem mais ricos e diversificados, capazes de atender
as necessidades dos alunos de maneira mais eficaz. Espera-se que esta pesquisa possa
contribuir para novas investigacoes e praticas no ensino de geometria, contribuindo para
a formacao de alunos mais criticos, criativos e preparados para os desafios do mundo

contemporaneo.
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APENDICE A - Lista de exercicios

Figura 52 — Atividade de Geometria espacial - parte 1

Atividade de Geometria espacial

Nome:

Questio1

Data:

Um cubo tem uma aresta de 8 cm. Calcule:

a) A area total das faces do cubo.
b) A medida da diagonal da face
c) A medida da diagonal do cubo
d) O volume do cubo.

Questio 2

Turma:

Calcule a medida da diagonal e a drea total dos paralelepipedos, cujas medidas

estdo indicadas abaixo:
a) cubo

2,5cm

k===dan=

2,5¢cm

b) paralelepipedo

retangulo

R .

2,5om

2,0cm

¢) paralelepipedo
retangulo

2,0cm

1,5cm

78
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Figura 53 — Atividade de Geometria espacial - parte 2

Questédo 3

Calcule a area lateral, a area total e o volume dos prismas, cujas medidas estao
indicadas nas figuras abaixo.
a) Prisma reto b) Prisma regular

(triangular) (hexagonal)

]
]
1
" 2,5cm
i

S ——

1cm

Questao 4

.Qual é o volume de um sélido cuja forma e medidas
estao na figura abaixo?
lcm

1,5c

icm

10 cm

/

-—B8 cm—e, -

Questido 5

.Observe a piscina representada abaixo e as dimensoes
indicadas. Qual € a quantidade maxima de agua, em
litros, que essa piscina pode conter?

Formato Comunicagdo/
Argulvo da editors
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Figura 54 — Atividades de Geometria espacial-parte3

Questio 6

Uma piramide regular hexagonal tem 2 cm de altura
e a aresta da sua base mede 4 cm. Calcule:

a) o apotema da base;

b) o apétema da piramide;

c) aaresta lateral; 77

d) a area da base; jm
e) a area lateral; 4

f) a area total.

Cuestéo 8

A Piramide de Quéops é conhecida como a Grande
Piramide do Egito. Sua base tem aproximadamente

230 m de aresta e sua altura é de 137 m. Qual é o vo-
lume dessa piramide?

Petr Svarc/Getty iImages

Piramide de Quéops.

Fonte: Producao do préprio autor.
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APENDICE B - Resolucdes de alunos

Aqui estao apresentadas algumas resolugoes.Denominaremos os alunos como Aluno
A. Aluno B, Aluno C e Aluno D.

Questao 1.

Figura 55 — Questao 1 aluno A
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Figura 56 — Questao 1 e 2 do aluno B

31/08/2024 16:43
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Figura 57 — Continuagao-Questao 1 resolvida do aluno C
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Figura 58 — Questao 1 resolvida do aluno C
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Figura 59 — Questao 2 resolvida do aluno A
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Figura 60 — Questao 3 e 4 resolvida do aluno A
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Figura 61 — Questao 5 resolvida do aluno A
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Figura 62 — Questao 6 resolvida do aluno A
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Figura 63 — Questao 7 resolvida do aluno A

Lc 2,975,366, 63
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