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Resumo

O trabalho tem como objetivo ir além de somente trazer uma tradugéo do trabalho de P. P.
Korovkin, intitulado "Inequalities"de 1975: Este trabalho contém teoremas sobre as médias
aritméticas e geométricas, a desigualdade de Bernoulli, a definicdo de média potencial,
contando com 0s seus 3 casos para se encontrar as outras médias, e ainda as duas regras
de LHospital, que estarao presentes aqui. Por fim, demonstramos uma maneira de chegar
a média geométrica através da média ponderada, utilizando as ferramentas de célculo
necessarias.

Palavras-chave: Inequacdes, Desigualdade das Médias, Desigualdade de Bernouli, Regras
de L'Hospital.



ABSTRACT

The work aims to go beyond just bringing a translation of P. P. Korovkin’s work, entitled
"Inequalities" from 1975: This work contains theorems about arithmetic and geometric
means, Bernoulli’s inequality, the definition of potential mean, counting on its 3 cases to
find the other means, and also the two rules of LHospital, who will be present here. Finally,
we demonstrate a way to obtain the geometric mean through the weighted average, using
the necessary calculation tools.

Keywords: Fibonacci, Proof by Induction, Combinatorial Proof.
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1 INTRODUGAO

O objetivo principal do trabalho ndo € somente fazer uma traducéo do trabalho de
P. P. Korovkin titulado Inequalities de 1975: € também apresentar uma forma de demonstrar
que, a partir da média ponderada, podemos chegar a média geométrica, aplicando alguns
conhecimentos de célculo, como limites e a regra de LHospital, j& que ela ndo esta definida
no caso de x = 0. Sendo assim, o publico alvo sera para os professores de Matematica.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira: primeiro vamos ter um capitulo
sobre as médias mais usadas, a saber aritmética e geométrica, com um teorema que vai
ser utilizado na demonstracdo do segundo que € a desigualdade envolvendo essas médias.
No segundo capitulo sera apresentada a desigualdade de Bernoulli e sua demonstracéo.

O terceiro capitulo se trata da definicdo da média potencial e seus 3 casos especi-
ficos que originam a média aritmética, a média dos quadrados e a média harménica. O
quarto capitulo é sobre um problema e um teorema envolvendo a média potencial e suas
respectivas demonstragoes.

O quinto capitulo fala sobre as regras de LHospital, que vai ser importante para
o sexto capitulo que vai conter a demonstracdo de como a partir da média ponderada,
pode-se chegar a média geométrica, que é o foco do trabalho.



2 MEDIA ARITMETICA E MEDIA GEOMETRICA

Neste capitulo apresentaremos as médias citadas acima e a provaremos a desi-
gualdade envolvendo as mesmas.

Sejam z1, zs, ..., x, nUmMeros positivos, entao

1 +2x9+...+x,

a = €g=\/T1T2...2Ty

n

sdo chamadas, respectivamente, de Média Aritmética e Média Geométrica dos numeros

T1,X2y...,Tp.
Agora, provaremos que g < a via o Teorema 1, que sera apresentado a seguir.
2.1 TEOREMA 1

Se o produto dos n numeros positivos x1,xs,...,z, € igual a 1, entdo a soma
desses numeros € maior ou igual a n. Ou seja:

T1Xe Xy =1=>214+ 22+ ...+ 2, = n.
Demonstracdo: Usaremos o método da indug&o. Primeiramente, provaremos para n = 2:
T2 =1 = 21 + 29 = 2.
Para solucionarmos esse problema, temos dois casos:
1. 21 =29 = 1.

2. O<zi<a9,71<1e€xy > 1.

No caso 1, temos z; + x5 = 2, 0 que prova o teorema para n = 2. No caso 2, partiremos
da equacgao: (1 — zy)(zy — 1) = z9 + x; — 2122 — 1. Fazendo algumas mudangas, apenas
dos lados das igualdades, temos:

r|+ Ty = 2129 + 1+ (1 — .CL'1>(CC2 — 1)
Por hipétese, z,2, = 1. Entédo:

$1+I2:2+(1—l’1)(l’2—1)
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Como z; < 1 < x9, entédo (1 — z1)(z2 — 1) > 0. Logo, z; + x2 > 2. Portanto, paran = 2, 0
teorema foi provado.

Note que, a equacao x; + x, = 2 sO sera verdadeira se x; = z, = 1. Contudo, se z; # -,
entao x; + x5 > 2.

Agora, consideremos que o teorema vale para n = k, isto é,
T1To... 2 =1=>x1+20+ -+ 21 > k.
Vamos provar que vale paran = k + 1, ou seja,
T1To .. . TpTpr1 =1 => 21+ 2o+ -+ 2 + 241 2> k+ 1.

Dividiremos em dois casos:

1. o1 =20=... =2 = 211 = 1.

2. Para algum indice i, x; # 1.

Nocaso 1, zy + o+ ...+ x, + 21 = k+ 1, pois temos k + 1 termos somados e
eles sdo iguais a 1. Entéo, o teorema esta provado para o caso 1, que € a igualdade.

Agora para o caso 2, como nem todos 0s termos sdo iguais a 1, suponha z; < 1 e
xrr1 > 1, sem perda de generalidade. Portanto:
(r12ps1)T2.23 ... T = 1.
Assumindo y; = x1x541, ASSimM:
Y1T2.73...T = 1.

Por hipo6tese, temos que z1z5 ... x1x, 1 = 1.Substituindo o zyx; por y;, ficamos com
T ... 2 = 1,0qQueimplicay; +xy+ 23+ ...+, > k.

Agora,
Ty +To+ -+ T+ T

= +ratas+...+xk)+Tpr1 — Y1+ 11
> k4 Ty — 1 + 2.

Acrescentando-se +1 — 1 na ultima parte da desigualdade e fazendo a substituicao
de Y1 = T1Tk+1, fica:

k + 1+ Tht1 — L1Tk+1 +x — 1= (k —+ 1) -+ (l’k+1 — 1)(1 — .’L’1>.
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Como z; < 1expy > 1, entdo (zgr; — 1)(1 — 1) > 0. Portanto,

(k+1)+ (zpor — D1 — 1) > k+ 1.
Assim, concluimos que: x1 + 2o+ ...+ xp + T4 > k+1- [ |

2.2 TEOREMA 2

A média geométrica de numeros positivos € menor ou igual a média aritmética dos
mesmos numeros. Ou seja, se x1, x9, . . ., ,, SA0 NUMeros positivos e a seja a média aritmética
entre eles e g a média geométrica, podemos escrever:

T+ Tyt 4Ty

g = /T1.T9.++ Ty K =a

n

Demonstragdo: Como g = {/z 25 ... z,, SEgue que

1: n 1-42 n’
g
ou seja,
In — T1.29. " J}n7
g
isto &,
T1To. 0 Ty L
g

Pelo Teorema 1, podemos concluir que:

a:1—|—3:2+...+a:n
g

Multiplicando por ¢ e dividindo por n , temos:

x1+x2+...+xn>

=

n

Como
a_$1+l'2+...—|—£17n
n

concluimos que a > g - [ |
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3 DESIGUALDADE DE BERNOULLI

Nesse capitulo, iremos enunciar e demonstrar o Teorema de Bernoulli, que vai ser
usado em demonstracdes de teoremas adicionais. Aqui eu coloquei esse capitulo antes
de enunciar a média potencial, diferente do livro, ja que esse trabalho ndo se trata apenas
de uma traducédo do mesmo.

3.1 TEOREMA 3
Sex>—-1e0<a<l,entdo

(1+2)* <1+ ax. (3.1)

No entanto se @ < 0 ou « > 1, entao

(I1+2)*>1+ax. (3.2)

Demonstragéo de (3.1) : Seja a um numero racional tal que 0 < o < 1. Considere
m , . . - . .z
a = —, com m € n numeros inteiros positivos tais que 1 < m < n. Por hip6tese, temos que
n
x> —1,ousejal+ x> 0. Entao

(1+2)* = (1+2)%. (3.3)

33

Como 1 é o elemento neutro da multiplicagdo e n — m > 0, podemos rescrever
(3.3) da seguinte maneira:

(1+x)%

=(14z)".1""

= /(1 +z)m.1n-m
=Y(1+2)1+2).. . (1+x)1l...1.

Note que (1 + z) foi escrito m vezes e o 1 foi escrito n — m vezes, totalizando n
elementos dentro de uma raiz n-ésima, exatamente como na média geométrica. Assim,
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podemos aplicar o Teorema 2, isto é, g < a.

Vi+a) (I+a) - (Qta)-1-1.-- 1
Ot A4+t (Qfa)F 1414+

~X

n
n -+ mx

n

—1+ 2y
n
=14 ax.

. m
Concluimos que (1 + z)* < 1+ ax, onde a = —.
n

Note que a igualdade ocorre da mesma maneira que no Teorema 2, isto €, quando 1+x =1,
ou seja, x = 0. Quando z # 0, temos (1 + z)* < 1 + ax.

Suponhamos, agora, que « seja irracionale que 0 < oo < 1. Seja ry, 72, ..., Tny - - -
uma sequéncia de numeros racionais com limite igual @ «. Se 0 < r,, < 1, temos (1+xz)™ <
1 4+ r,z ,pela Desigualdade de Bernoulli, para x < —1, n = 1,2, 3, .. .. Portanto:

(14+2)*=lim (1+2)™ > lim (1 +r,x) =1+ az.

Tn—«Q Tn—Q

Falta mostrarmos que, para « irracional, z # 0 e 0 < a < 1, temos (1+2z)* < 1+ax.

Assim, se r é racional tal que a < r < 1,temos (1 + z)* = [(1 +z)~]|".

Pela desigualdade o < r < 1, podemos concluir também que 0 < % < 1. Conse-
T
quentemente, podemos utilizar a desigualdade de Bernoulli, ficando com:

o

(14+x)r §1+9:(1+x)a§(1+9x)’“.
r T

Como = # 0, entdo (1 + gx)r <1+r%2=1+az. Portanto,
r T

(14+2)* <1+ az.

Demonstracdo de (3.2): Se 1 + ax < 0e (1 +z)* > 0, entdo (1 + z)* > 1 + ax.
Além disso se 1 + ax > 0, entdo ax > —1. Observe que os casos de o« =0 e a = 1 sdo
imediatos, jaque 0 > —1 e 1z > —1, pois x > —1, por hipbtese. Faltando apenas os casos
de a < 0 ou a > 1, que vamos analisar separadamente:

19) a > 1.

Como ja foi provado anteriormente para nimeros racionais,

Q=

1
(14+ar)s <1+ —azr=1+uz.
o
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Aqui, a igualdade sera verdadeira quando = = 0 (como foi visto na demonstracao
de (3.1)). Elevando ambos os lados a a, temos: 1 + az < (1 + z)®. Portanto, (1 + z)* >
(1+2)*

2% a < 0.

Se 1+ ax > 0, escolha um numero n € N tal que B seja valida. Pela

n
desigualdade de (3.1), temos:

2

s gt . -~ 2 . (07
Note que a ultima inequagéo é verdadeiracaso 1 > 1 — —2x2. Agora, elevando-se
n

(1+x)%21+gxan,
n

com a igualdade sendo possivel quando = # 0. [ |
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4 DEFINICAO DE MEDIA POTENCIAL

Neste capitulo iremos definir a média potencial e anunciaremos outras médias
que sao casos especificos da média supracitada, além de alguns exemplos de aplicagoes.
E mais a frente, mostraremos que a partir da potencial pode-se chegar também a média
geométrica.

41 DEFINICAO

O ndmero

1
. _ at +ay +---+ay\°
“ n

€ chamado de média potencial dos numeros a4, as, . . ., a,, de ordem a.

4.2 CASOS

1. Para a = 1, temos:
ap + ay + -+ Ay

n

Cc1 =
que é chamada de média aritmética.

Simplesmente a média mais conhecida, pois tem varias aplicagdes, como calcular
as médias dos alunos na escola, colégio, faculdade, e assim por diante. Pode ser
usada para calcular médias de gols em partidas ou ainda média de gols da rodada,
calcular o consumo médio anual de agua ou luz, entre outras.

2. Para a = 2, temos:

1
. (a%+a§+---+ai)2 \/a%+a§+---+ai
o = =

n n

que é chamada de média dos quadrados.

Suas aplicacdes sdo mais para a area da estatistica, para calcular o desvio-padrao
da populagao, por exemplo. Além disso, ela pode ser vista na area da fisica também.

3. Para o = —1, temos:

(a;1+a;1+---+a;1)‘1 n
C_1 = n
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que é chamada de média harménica.

Pode ser usada na fisica também, para calcular velocidade média, por exemplo. Ou
ainda em situacdes problema que envolvem grandezas inversamente proporcionais.
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5 MEDIA POTENCIAL DOS NUMEROS

Neste capitulo provaremos algumas desigualdades relacionadas a média poten-
cial.

5.1 PROBLEMA 1

Prove que se a, as, - - - , a, S40 nUmeros positivos e a < 0 < 3, entdo ¢, < g < ¢;.
Demonstragao: Ja foi provado, no teorema 2, que g < a, isto é,

af +a5 + ...+ ay

n

(0%
cad <

. ~ 1
Elevando ambos os lados dessa inequagao por — < 0, temos:
(0%

1
a‘f+ag+...+ag>a

Yaras ... Qy = (

= Cq-
n
De forma semelhante prova-se para o .
B, B B
" a; +as + ...+ a
a’al ) < L2 L
n
Elevando ambos os lados dessa inequacao por % > 0, temos:
6., B 5
al +a5 +...+d°
YVajaz ... a, < < 1 2 n) = cg.
n
n
5.2 TEOREMA 4
Se ay,as,- -+, a, S840 nUMeros positivos e a < 3, entdo ¢, < cz. Eo caso ¢, = ¢s

ocorre apenas quando a; = a; = - - - = a,.

Demonstracao: Observe que para « €  com sinais contrarios, isto € a < 0 < 3, ja
foi provado no problema anterior. Agora falta provar o caso de a e 5 terem o0 mesmo sinal.
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12) Assumimos que 0 < a < f3.

Chamando de k£ = ¢,, temos:

Dividindo c3 por k, fica:

Agora, supondo d; = (a—)o‘,dg = (=) ,dy = (a

Fazendo as efetuacdes necessarias, fica:

<d1+d2+...+dn)i

n

1
(TR ()0
n
1
_Lfaftagtodap®
ok n
1
= —Cq
k
1
:—Ca
Ca

di+dy + - +dy

Com isso, = 1, dai dy + dy + --- + d,, = n. Agora, supondo
dy=14x,dy =1+ x4, ndn = 1+ x,. Substituindo na equagédo d, + ds +---+d, =ne
fazendo as operagdes necessarias, temos: z; +x2+- - - +z,, = 0. Pelo teorema de Bernoulli
e notando que g > 1, temos:

B
a =

Q@

(dy)

(dz)

(14+x1)e > 1+§$1,

Q[
o [@

:(1+LE2) >1+§J}2,
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s

8
a > 1+ —x,.
o

Q[

(dn)e = (14 )

Somando as equacgdes acima, fica:
(di)s + (do)& + - + (dn)a >n+§(:p1+x2+---+xn) =n.

Com disso, voltamos para a seguinte equagao:

1
¢ _ [()7 4 (d)7 -+ (d)e |7 ()
k n - ’
Logo,% >1=c3>k=cs >c, Nessecaso, temosqued, =dy =---=d,=1¢e€

consequentemente a; = a, = -+ = a, = k. Porém, se ay,as, -+ ,a, ndo forem iguais,

temos ¢z > ¢,. Assim provamos o teorema para 0 < a < ﬁ,§ > 1.
Agora,se a < < 0,§ < 1, temos os sinais opostos que no teorema de Bernoulli

e na soma deles, ficando:
B B B
((d1)a + (dy)e + -+ + (dn)a> > 1
n

Dai, concluimos:

o ()7 + (do)a + -+ (dy)
=

Entéo, cs > k = c,.

~—
@[~
WV
—_
=
I
—_

n
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6 REGRA DE LHOSPITAL

As regras de LHospital s&o utilizadas para calcular limites que apresentam inde-

. ~ . 0 oo , . P . ,
terminagdes dos tipos g e —. Além disso, ela serd utilizada na prova do préximo capitulo.
o
Porém ela ndo se encontra no trabalho no qual esse foi baseado.

6.1 12 REGRA DE LHOSPITAL

Sejam f e g fungbes derivaveis em |p — r,p| € em |p,p + r[ com r > 0 e com
g'(x) # 0 para0 < |z — p| < r. Nestas condigdes, se

lim f(z) =0, limg(x) =0
z— p

T— p

f(z)

/
e se lim () existir, indo tanto para finito quanto para infinito, entdo lim —— existira e
= pg'(x) w= pg(x)

lim M = lim f(@)

v pg(r)  a>rpg(z)
Observacao: Essa regra continua valida para se substituir "z — p"por "z — p*"ou por

"r — p~"ou por "r — +oo".

6.2 22 REGRA DE LHOSPITAL

Sejam f e g derivaveis em |m, p[, com ¢'(x) # 0 em |m, p[. Nestas condic¢oes, se

lim f(x) = +o0, lim g(x) = +o0

T— p— T— p—
/
e se lim fz) existir, tanto finito quanto infinito, entdo lim M existira e
z— p~ g (.CL') T= p- g(.fE)
/
lim _f(x) = lim f'(z) .
T— p— g([L’) T— p— gl(l')

Observacao: Essa regra,também, continua valida para se substituir” z — p” por” z — p*”
oupor” x — p~7 oupor” x — +o0”. Ou ainda se substituirmos um ou ambos os +oo por

—0OQ.

A demonstracao das regras de LHospital pode ser encontrada no livro Um Curso
de Célculo, volume 1 do Hamilton Luiz Guidorizzi.
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7 A DEMONSTRACAO

Neste capitulo irei demonstrar como podemos utilizar a média ponderada para
chegar a média geométrica, que foi um resultado que nao foi encontrado no livro base,
foi feito por mim. Repare que a média ponderada ndo é definida quando = = 0, por isso
temos que aplicar limite na funcéo.

, al +aj + ...+ a’ , .
Seja f(z) = (+—2 "): com z € R € ay,as, ...,a, NUMEros positivos.

Assim, pela continuidade da funcao logaritmica, temos:

ai +ay + ... +ay

n

).

) = Jimnl

Aplicando propriedades do In:

1
= lim —in(ai + ... + a;) — Inn
z— 0x

— im In(af + ... +ak) —Inn

z— 0t x

Aplicando a 12 Regra de L'Hospital, fica:

1
= lim ———(a{lna; + ... + ailna,)
z— o0taf + ... +a¥

_Inay + ... + Inay,

n

= InYaias...a,.
[ |

Assim conseguimos chegar na média geométrica utilizando a média ponderada.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

A ideia do trabalho foi trazer algo além de uma tradugédo formal do trabalho o
qual esse foi baseado. Com isso, foram colocadas alguns conhecimentos da traducao
mesmo, como 0s teoremas contendo a Média Aritmética e a Geométrica, a Desigualdade
de Bernoulli, a definicdo de Média Potencial. Também foram colocadas informagdes a
mais como as regras de L’Hospital, para depois demonstrar um jeito de partir da Média
Ponderada para chegar na Média Geométrica.

Assim, o trabalho consta com informacdes sobre o mesmo tema, isto é, desigual-
dades e desigualdades das madias, porém de uma maneira diferente do que a trazida em
1975.
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