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RESUMO

Esta dissertagdo investiga sistemas modelados por uma ou mais recorréncias € as
sequéncias que constituem suas solugdes. A partir desse estudo teorico, sdo apresen-
tadas propostas de exercicios voltadas para o contexto educacional, com o objetivo de
conectar a modelagem matematica a pratica pedagogica. Nesta pesquisa, sédo explora-
das as recorréncias como meio de modelar fenbmenos discretos, como o crescimento
populacional e as interagdes entre as populacdes das espécies de uma comunidade e
€ mostrado como suas solugdes, representadas por sequéncias, podem ser utilizadas
didaticamente. A aplicagcdo de recorréncias no ensino tem como intuito permitir que
os alunos compreendam de forma pratica a evolucao de fendmenos reais e revisem
conceitos matematicos importantes, tais como, progressdes geométricas, equacoes
quadraticas, sistemas de equacdes lineares e matrizes. Além disso, essa abordagem
visa promover uma interdisciplinaridade da matematica com a biologia, tornando a
aprendizagem mais significativa e contextualizada.

Palavras-chave: Recorréncias. Sistemas dinamicos discretos. Sequéncias. Ensino-
Aprendizagem. Modelos biolégicos.



ABSTRACT

This dissertation investigates systems modeled by one or more difference equations
and the sequences that constitute their solutions. Based on this theoretical study, exer-
cise proposals are presented for educational context, aiming to connect mathematical
modeling with pedagogical practice. In this research, difference equations are explored
as a means of modeling discrete phenomena, such as population growth and the inter-
actions between species within a community, demonstrating how their solutions, repre-
sented by sequences, can be used didactically. The application of difference equations
in education aims to help students practically understand the evolution of real-world
phenomena and review important mathematical concepts, such as geometric progres-
sions, quadratic equations, systems of linear equations, and matrices. Furthermore,
this approach seeks to promote interdisciplinary connections between mathematics
and other fields, such as biology, making learning more meaningful and contextualized.

Keywords: Difference equations. Discrete dynamical systems. Sequences. Teaching
and Learning. Biological models.
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1 INTRODUGAO

Neste trabalho investigaremos teoricamente as recorréncias e as sequéncias
que formam suas solugdes. A partir disso, apresentaremos modelos que utilizam estas
recorréncias na pratica e proporemos exercicios para serem utilizados no contexto
educacional.

Uma recorréncia € uma ferramenta matematica usada para descrever a evolugao
de um fenébmeno ao longo de um tempo discreto. Esse tipo de modelagem é utilizado
em diversas areas do conhecimento para compreender e prever o0 comportamento de
diversos fendbmenos. Exemplos desses fenémenos incluem a altura de um objeto em
queda livre, o nivel de agua em uma represa, as flutuagées no valor de um produto no
mercado ou entdo o crescimento populacional de formigas em um certo formigueiro.
Uma caracteristica fundamental desses fenémenos € que o estado do sistema em um
dado momento depende do seu estado em momentos anteriores, sendo regido por
regras que determinam sua evolucéo ao longo do tempo, como acontece no exemplo
do formigueiro, onde a populagéo de formigas da préxima semana sera definida a partir
da populagao atual.

As recorréncias sdo equacdes que expressam o valor de uma variavel em um
momento futuro com base em seus valores passados. Geralmente as recorréncias sao
pouco exploradas ao longo do Ensino Médio, focando apenas nas progressoes aritmé-
ticas e geométricas, porém, as sequéncias que compdem a solucédo das recorréncias
nao s6 fornecem uma forma pratica de prever o comportamento de sistemas ao longo
do tempo, como também permitem que os estudantes desenvolvam uma compreensao
mais profunda de como a matematica pode ser aplicada para modelar fenémenos reais
de maneira simples.

Uma das competéncias especificas da matematica na BNCC ¢é utilizar estra-
tégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos contextos. Ainda de acordo com a BNCC, os proble-
mas cotidianos tém papel fundamental na escola para o aprendizado e a aplicacao de
conceitos matematicos (BRASIL, 2018). O objetivo deste trabalho é auxiliar na forma-
cao continuada de professores da educacao béasica, Ihes mostrando como o uso de
recorréncias pode oferecer uma oportunidade valiosa para explorar e aprofundar com
seus alunos diversos conceitos matematicos do Ensino Médio, através de aplicacdes.

No Capitulo 2, apresentaremos as sequéncias reais, que constituem as solugdes
das recorréncias presentes nos modelos que abordaremos. Exploraremos suas propri-
edades e a estrutura matematica que permite estudar as sequéncias como elementos
vetoriais, finalizando com a apresentagédo do conceito de limite de sequéncias.

No Capitulo 3, discutiremos as recorréncias de 12 ordem, com foco na resolucao
de recorréncias lineares, algumas de suas propriedades e o estudo de pontos de
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equilibrio e estabilidade.

Em seguida, no Capitulo 4, exploraremos os Modelos Populacionais de Malthus
e de Verhulst. Através desses modelos, mostraremos como as recorréncias podem
ser aplicadas para descrever o crescimento populacional de uma espécie, além de
destacar como essas aplicagdes podem ser usadas como ferramentas no processo de
ensino-aprendizagem, com exemplos praticos.

No Capitulo 5, aprofundaremos o conceito de recorréncias com as recorréncias
de ordem k, apresentando as solugdes para as recorréncias lineares de 22 ordem e, em
seguida, algumas solugdes para as recorréncias de ordem k, tanto homogéneas quanto
ndao homogéneas. Neste capitulo discutiremos também exemplos de suas aplicacoes,
como no famoso problema dos coelhos de Fibonacci, na propagacao de plantas anuais
e na dindmica populacional de insetos com faixas etérias, assim como 0s conceitos
matematicos que séo trabalhados com esses exemplos.

Continuaremos nosso estudo no Capitulo 6 com os sistemas de recorréncias,
comecgando com a solucéo de sistemas lineares com 2 e k incognitas e finalizando o
capitulo com a analise dos pontos de equilibrio para sistemas.

Por fim, no Capitulo 7, analisaremos modelos de relacdes ecoldégicas, como
o0 Modelo de Lotka-Volterra para interagdes predador-presa, bem como modelos de
outros tipos de interagdes interespecificas, como a competicdo entre duas ou mais
espécies.
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2 ESPACO VETORIAL DAS SEQUENCIAS REAIS

As recorréncias ou equacdes de diferencas sao equacbes matematicas que des-
crevem a evolucao de uma sequéncia de numeros, estabelecendo uma relagéo entre
termos sucessivos dessa sequéncia. As nocoes e técnicas associadas as sequéncias
serao amplamente utilizadas nos capitulos subsequentes, onde exploraremos suas
aplicagbes em sistemas bioldgicos.

Definicao 2.1. Seja a funcao:
X:Ng—R

nw— x(n),

em que Ny = N U {0}. A lista ordenada das imagens x, = x(n) sera chamada de
sequéncia e a denotaremos por:

(xn) = (xg,Xq1,X2,...).

Aqui x, é chamado de termo geral da sequéncia (xp) € n € chamado de posi¢ao do
termo xp na sequéncia.

Exemplo 2.1. Sdo exemplos de sequéncias:
a) Sequéncia formada pelas imagens da fun¢do x : Ng — R em que x(n) = n+1, ou
seja, (xp) = (n+1)=(1,2,3,...).

b) Sequéncia formada pelos inteiros pares ndo negativos, ou seja, (2n) = (0,2,4,...).

c) Sequéncia formada pelos cubos dos inteiros ndo negativos, ou seja, (n°) =
(0,1,8,...).

As sequéncias numéricas estao profundamente integradas ao nosso cotidiano,
frequentemente de forma tao natural que muitas vezes nem nos damos conta de sua
presenca. O exemplo a seguir corrobora essa afirmacao.

Exemplo 2.2. Considere que a partir do quildbmetro 5 de uma rodovia foram instalados
pontos de 6nibus a cada 2km. Neste caso, ha pontos de énibus nos quilémetros 5, 7,
9, 11 e assim sucessivamente, formando a sequéncia (xp) = (5,7,9,11,...).

Exemplo 2.3 (Sequéncia de tridngulos). Dado um tridngulo equilatero de lado /, sa-
bemos que sua area é igual a A = %. Consideremos, inicialmente, um tridngulo
equilatero de lado Iy = 1m, logo sua area é igual a Ay = @ m2. Se dentro deste
tridangulo inscrevermos um outro triangulo equilatero, em que os vértices sao os pontos
médios dos lados do primeiro tridngulo, podemos notar que a area deste novo triangulo
éigual a Ay = (%)2\/75, ou seja, + da area do triangulo anterior!. Na Figura 1 estdo
ilustrados os trés primeiros tridngulos equilateros dessa sequéncia.

'Consequéncia dos postulados da congruéncia de tridngulos.



Capitulo 2. Espaco vetorial das sequéncias reais 15

Figura 1 — Sequéncia de triangulos.

C

A E B

Fonte: O autor.

Uma sequéncia infinita de areas de tridngulos equilateros decrescente pode
ser criada inscrevendo um tridangulo dentro do outro, a partir do primeiro. Usando um
argumento indutivo, temos que esta sequéncia é dada portanto por

v3\ _ (V333
4n+t | =\ 47167647

(An) =

Veremos agora que as sequéncias reais formam um espaco vetorial sobre os
corpo dos numeros reais. O espaco vetorial € um dos conceitos fundamentais da
matematica, desempenhando um papel crucial em diversas areas. A importancia dos
espacos vetoriais se estende além da abstragdo matematica, eles fornecem as bases
para a modelagem de fendmenos em diversas areas da ciéncia. Na fisica, por exemplo,
os vetores sao usados para descrever forcas, velocidades e outros conceitos funda-
mentais, j& na computacao, 0s espagos vetoriais sS40 essenciais para o processamento
de imagens.

Espacos vetoriais permitem analisar as propriedades das sequéncias que satis-
fazem uma equacéo de recorréncia de forma mais sistematica. Por exemplo, ao estudar
uma equacao linear de recorréncia com coeficientes constantes, as solu¢cées podem
ser vistas como vetores em um espaco vetorial, e a busca por uma base para esse
espaco ajuda a determinar todas as solu¢des possiveis da equacao. A seguir, listamos
algumas definicdes e proposicdes a cerca de espacgos vetoriais.

Definicao 2.2. Um conjunto ndo vazio L é dito ser um espago vetorial sobre um corpo
K (também chamado de K-espaco vetorial) se for unido de uma operacao binaria
interna L x L — L, denominada adicao (/1,b) — /1 + lo € uma operagao binaria externa
K x L — L, denominada multiplicagdo por escalar (a,/) — al, que satisfazem as
propriedades:
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A+l =1lo+ 14,V 1, e L.

A2) i + (b + ) = (l1 + b) + I3,V l1,bb,l3 € L.

A3) Existe 0 € Ltalque 0+ /=/,V /€ L.

A4) Paracada / € L, existe —/ € Ltal que I + (-/) = 0.
M1) Existe 1 ¢ Ktalque 1/=1/,V /€ L.

M2) a(Bl) = (aB),Va,p € Kel e L.

D) a(l4 +b)=aly +ab,VacKeljb € L.

D2) (a+B) =al+Bl,Va,fcKele L

Proposicao 2.1. O conjunto de todas as sequéncias reais:
R ={(xn) ; xn € R, V ne Np}
juntamente com as operacdes de adicdo de sequéncias:
(Xn) + (Y¥n) = (Xn + Yn) = (Xo + Y0, X1 + V1,---),
e de multiplicacao de sequéncia por escalar:
a(xp) = (axn) = (axg,ax1,...), a € R,
€ um R-espacgo vetorial.

Demonstragcdo. Para provar que R*° forma um espacgo vetorial sobre R, devemos
demonstrar que séo validas todas as 8 propriedades de espaco vetorial.

Sejam (xn),(¥n),(zn) € R*°, temos que xn,yn,Zn € R, para todo n € Ny. Portanto,

A1) (xn) + (¥n) = (Xn+ Yn) = (Yn + Xn) = (Yn) + (Xn);

A2) ((xn) + (¥n)) + (2n) = ((Xn + ¥n) + Zn) = (Xn + (Yn + 2n)) = (Xn) + ((Yn) + (2n));

A3) (xn) + (0,0,...) = (xg + 0,x1 +0,...) = (Xg,X1,-..) = (Xn);

A4) Sendo —1(xpn) = (—xn), note que (—xpn) € R*°. Consequentemente, temos que
(Xn) + (=xn) = (Xg — Xg,X1 — X1,-..) = (0,0,...);

M1) 1(xn) = (1xn) = (Xn);

Ademais, sendo a, 8 € R, temos que:

M2) (aB)(xn) = (aBxn) = a(BXn);

D1) a(xn + ¥n) = (&(Xn + yn)) = (axn + ayn) = (axn) + (ayn);

D2) (a + B)(xn) = ((a + B)Xn) = (axn + BXn) = (aXn) + (BXn).
Concluimos entao, que o conjunto de todas as sequéncias reais, juntamente com as
operacOes de adicdo entre sequéncias e de produto de sequéncia por escalar real
formam um R-espago vetorial. O

Observacdo: O conjunto de todas as sequéncias de numeros complexos C*
juntamente com as operagdes de adicdo de sequéncias e multiplicagao por escalar
forma um C-espaco vetorial e a demonstracao é analoga ao R-espaco vetorial. Para
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um estudo mais aprofundado de definicdes e resultados envolvendo espacos vetoriais,
ver Lima (2014a), visto que esse conteudo foge do escopo do trabalho.

Em muitos fendmenos, podemos estar interessados em prever o que ocorrera no
futuro, se as variaveis observadas se estabilizardao em um valor especifico, aumentarao
indefinidamente ou apresentardo um padrao ciclico. No Exemplo 2.3, observamos que,
a medida que o valor de n aumenta, a area do triangulo diminui, aproximando-se cada
vez mais de zero. Nesse contexto, dizemos entdo que a sequéncia converge para zero.

Definicao 2.3. Seja L um numero real, dizemos que uma sequéncia (xp) converge
para L se, dado € > 0, existe N € N tal que,

n>N=|xp—L|<e.

Neste caso, L é chamado de limite da sequéncia (xp), denotado por nIme(xn) =L.
Caso nao exista um numero L tal que a sequéncia (xp) convirja, dizemos que (xp) é
divergente.

Exemplo 2.4. Determinar se a sequéncia (%) € convergente.

Solucio: Seja € > 0, pela propriedade arquimediana® dos niimeros reais, temos que
existe N € N tal que N > 18;8 Sendo assim,

1
n+1

1-—¢
£

n>N=n> = -0 <e.

Portanto, concluimos que lim ( ) = 0, ou seja, a sequéncia <n1—1) converge
n—o0 +

n+1
para 0.

Exemplo 2.5. Sendo C € R, determinar se a sequéncia constante (xp) = (C) é conver-
gente.

Solugcao: Como (xp) = (C), temos que |xp— C| = |C — C| = 0. Portanto, dado ¢ > 0,
temos que |xn — C| < ¢, para todo n € N. Concluimos entao que a sequéncia (xp) = (C)
converge para C.

Apresentamos a seguir, nas Proposicdes 2.2 e 2.3, limites importantes para os
proximos capitulos, utilizados para estudar propriedades qualitativas das recorréncias.

~ . o 1
Proposicao 2.2. Sejaac R. Sea> 1, entdo lim (—n> =0.
n—oo \ a

Demonstracdo. Seja € > 0. Como a > 1, pela propriedade arquimediana temos que
existe N € N tal que Nin(a) > —Ing, ou seja, existe N € N tal que N > —lr']”(g). Portanto:

n>N= n>—|n—£:>0<In(£)+nln(a):>0<In(£a”).

In(a)

2R é um corpo arquimediano, isto é, dados a,b € R, existe N € N tal que aN > b, ver Lima (2014b).
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Como a funcao exponencial € injetiva e crescente, temos que:

1 1
1<ed’'= —<e=|—-0|<e.
a’ an
. , , 1
Sendo assim, concluimos que lim | — | =0. O
n—oo \ a

: 2\"
Exemplo 2.6. Mostre que nlmm ((5) ) =0.

Solugao: Como 2 > 1, pela Proposicéo 2.2, segue que:
2

i ((3))-m((5))-o

Proposicao 2.3. Sejam C € R e (xp) uma sequéncia convergente em que nli_>moo (xn) = L,
entéo nli_)moo (Cxn) = CL.

Demonstragcdo. Para C = 0 a proposi¢cao é trivial, vamos entdo demonstrar para C # 0.
Dado ¢ > 0, temos que |%| >0 e, como nli_>moo(xn) = L, segue que existe N € N tal que:

£

C|

concluindo que lim (Cxp) = CL. O
n—oo

n>N=|xp—L|< = |C||xn—L| <& = |Cxp—CL| <&,

Exemplo 2.7. Mostre que a sequéncia de areas de tridngulos do Exemplo 2.3 converge
para zero.

Solucao: De acordo com o Exemplo 2.3, a area do n-ésimo triangulo € dada por
An= 4,,@, portanto

n”—>moo(An) - n”—>moo <4\f{§1 ) B n”—>moo (? (%))

Portanto, pela Proposicao 2.3, temos que

lim (A,~,)=§ lim (1)=o

N—00 4 n—oo \ 4N

e, pela Proposicéo 2.2, concluimos que

lim (An) =0

n—oo
Proposicao 2.4. Sejam (xn) e (yn) duas sequéncias convergentes, com nli_)moo(xn) =L
e nli_)moo(yn) = K, entéo nli_)moo(xn +yn)=L+K.
Demonstracdo. Como nIi_)moo(xn) = L, dado ¢ > 0, existe Ny € Ntalque n > Ny =
|Xn—L| < §. Analogamente, como nli_>moo(yn) = K, entdo existe N, € Ntal que n > Np =
yn-K| <5
Seja N = max{Ny,No}, temos que
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n>N=n>Nyen>Ny= |[xp—Ll<5elyn-K|l<5=IXn—Ll+|yn-Kl<5+5

= |Xn—L|+|yn— K| <&.

Ademais, pela desigualdade triangular, temos

|(Xn+ Yn)—(L+ K)| = [xn—L+yn—K| < |xn—L| +|yn—KI.

Portanto, segue que |(xn + yn) — (L + K)| < &, concluindo que nli_)moo(xn +yn)=L+K. O

Exemplo 2.8. Determinar a convergéncia da sequéncia (,1—7 + 3) .

Solucdo: lim <1 +3> = lim (1> + lim (3)=0+3=3.
n—oo \ N

n—oo \ N n—oo

Neste capitulo, vimos como as operacdes de soma de sequéncias e multiplica-
cao por escalares seguem o0s axiomas de um espaco vetorial. Isso nos permite usar
conceitos como linearidade, dependéncia e independéncia linear, e bases para estudar
as sequéncias de forma mais profunda. Além disso, ao tratar sequéncias reais como
vetores, conseguiremos abordar, nos capitulos seguintes, questdes como a solugao de
equagoes de recorréncia e a representacdo de sequéncias como combinagdes lineares.
Compreender sequéncias reais como espagos vetoriais facilita o estudo teérico e am-
plia as aplicacées em areas como modelagem matematica e resolucdo de problemas
discretos. O conhecimento adquirido neste capitulo servira de base para os proximos,
onde exploraremos técnicas avangadas para resolver equacdes de recorréncia e suas
aplicacGes praticas.
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3 RECORRENCIAS DE 12 ORDEM

As recorréncias de primeira ordem sao equacgdes que descrevem a evolucao
de uma sequéncia em funcdo de seu termo imediatamente anterior. Elas sdo uma
das formas mais simples e fundamentais de equagdes de recorréncia e tém ampla
aplicacdo em diversos campos da matematica e da ciéncia, como em algoritmos e
analise de crescimento populacional. Iniciaremos agora o estudo dessa poderosa
ferramenta matematica.

Definicao 3.1. Uma relagao de recorréncia (também chamada de equacao de dife-
renga ou apenas recorréncia) de 12 ordem é uma relacao que determina o valor de
cada termo x,,1 de uma sequéncia em fungdo do termo anterior x, dessa sequéncia
da seguinte forma:

Xpiy = f(Xn). (1)

Ou seja, cada termo x,, 1 € dado por uma fung¢éo f : R — R cuja variavel independente
é o termo anterior xp. A funcdo f pode depender também de n € Ny e, neste caso, a
recorréncia possui a forma:

Xns1 = F(Xn,n). (2)

Caso a fungéo f ndo dependa da variavel n ela € chamada de auténoma e, caso
contrario, € chamada de ndo auténoma.

Note que como n € Ny, o primeiro termo a ser definido pela recorréncia x,, 1 =
f(xn,n) é o termo xy (quando n = 0). Sendo assim, o termo inicial xy da sequéncia
nao é definido pela recorréncia. Para uma sequéncia ser dada por uma recorréncia
precisamos, além da relagdo de recorréncia, do valor de xp, também chamado de
condicao inicial. Seguem alguns exemplos:

Exemplo 3.1. A recorréncia x,.1 = Xnp + n & uma recorréncia ndo autbnoma que
determina, por exemplo, a sequéncia (1,1,2,4,7,...), caso xg = 1 e determina também a
sequéncia (3,3,4,6,9,...), caso xp = 3.

Exemplo 3.2. A recorréncia x,,1 = 2xnp+1 € uma recorréncia autbnoma que determina,
por exemplo, a sequéncia (2,5,11,23,...), caso x5 = 2, como também determina a
sequéncia (3,7,15,31,...), caso xg = 3.

Os Exemplos 3.1 e 3.2 nos mostram que uma recorréncia pode ter mais de uma
solucéo, pois, diferentes valores iniciais xg podem definir diferentes sequéncias que
satisfazem a recorréncia.

Definicao 3.2. Uma sequéncia (xp) € R*> é dita uma solugéo real da recorréncia (1)
se o termo xp satisfaz a relacéo de recorréncia para todo n € Npy. Da mesma forma,
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uma sequéncia (xp) € C°° é dita uma solugdo complexa da recorréncia (1) se o termo
Xn satisfaz a relacao de recorréncia para todo n € N01.

O conjunto de todas as sequéncias que sdo solucbes de uma recorréncia €
chamado de conjunto solugdo enquanto que cada elemento desse conjunto € dito ser
uma solugéo particular da recorréncia.

Exemplo 3.3. As sequéncias (ap) = (2n) = (0,2,4,...) e (bn) = 2n+i) = (i, 2+ i,4 +1,...)
sdo, respectivamente, uma solugéo real e uma solugéo complexa da recorréncia x,, 1 =
xn + 2. De fato, ja que a1 =2(n+1)=2n+2=ap+2 etambém b, 1 =2(n+1) +i =
2n+2+i=(2n+i)+2=bp+2.

3.1 SOLUCOES DAS RECORRENCIAS LINEARES DE 12 ORDEM

Analisaremos agora as solucées de uma importante classe de recorréncias,
as recorréncias lineares de 12 ordem com coeficientes constantes, solugcdes essas
associadas a algebra linear.

Definicao 3.3. Uma recorréncia é chamada de linear se f(xp,n) for linear na variavel
Xn. Sendo assim, as recorréncias lineares de 12 ordem sao da forma:

Xn+1 = g(n)xn + h(n), (3)

onde g(n) e h(n) séo funcdes Ny — R. Caso h(n) = 0, a recorréncia linear é dita
homogénea. Caso contrario, chamaremos a recorréncia linear de ndo homogénea.

Exemplo 3.4. Sdo exemplos de recorréncias lineares: A recorréncia X,,.1 = 2xn+3né
uma recorréncia linear ndo homogénea em que g(n) =2 e h(n) = 3n.

Exemplo 3.5. A recorréncia x,,, 1 = i°xp € uma recorréncia linear homogénea em que
2
a(n) = n-.

Exemplo 3.6. A recorréncia x,,,1 = x3 é um exemplo de recorréncia nao linear.

Comecaremos nosso estudo pela recorréncia linear homogénea, ou seja, em
que h(n) =0e g(n) = g € R, possuindo a forma:

Xpsi1 = QXn, QG ER. (4)
Proposicao 3.1. A solucao real da recorréncia (4) é dada por:
(xn) = (xoq").

Demonstracéo. Pela recorréncia (4), seguem as seguintes igualdades:

A solucéo da recorréncia (1) é definida de maneira analoga.
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X1 = gXo;
X2 =qxq,
X3 = gx2,

Multiplicando as igualdades acima membro a membro, temos que:
X1 XpX3 -+ Xn = Q" XoX1 X2 - Xp—1 = Xn = q"Xq,
concluindo que a solucao real da recorréncia (4) é dada por:

(xn) = (x0q").
O

Exemplo 3.7. Determine a solucdo geral da recorréncia x,,1 = 2xp € a solugédo parti-
cular para xg = 3.

Solucdo: Pela Proposicao 3.1, segue que a solug¢do geral de x,,1 = 2xp € dada por
Xn = Xg - 2", em que xy € R. Portanto, x, = 3-2" = (3,6,12,...) € a solugdo particular
para xp = 3.

A solucao da recorréncia linear homogénea (4) estudada nesta secao é uma
importante sequéncia conhecida também como Progressdo Geométrica, uma das
sequéncias mais estudadas ao longo do Ensino Médio.

Definicao 3.4. Uma Progressao Geométrica (ou PG) é uma sequéncia em que cada
termo, a partir de x4, € dado pelo produto do termo anterior a uma constante real g,
chamada de razdo da PG. Sendo assim, uma Progressao Geométrica é uma solucao
da recorréncia X1 = gXn.

Perceba que por consequéncia dessa defini¢do, se x, # 0, arazdo gda PG é a
razao entre dois de seus termos consecutivos, ou seja:

_ Xn+1

q Xn

Seguem alguns exemplos:

Exemplo 3.8. Uma PG (an) de razéo g = 4 e xp = 1 é dada pela sequéncia (an) =
(1,4,16,...).

Exemplo 3.9. Sabendo que a sequéncia (an) = (2,6,18,...) € uma PG, determinar o
seu termo geral e o valor de aqg.
Solucado: Como (an) € uma PG, sua razdo q é dada pela razdo entre dois termos

consecutivos, portanto:
_ a 6

_ao 2
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Sendo assim, pela Proposi¢ao 3.1, o termo geral da solucao é dado por ap =
2 - 3". Calculando o valor do termo ajq, temos que:

ajp =2-3'0 =2.59049 = 118098.

Ao resolver um problema envolvendo progressées geométricas, em muitos ca-
sos precisaremos da soma dos k primeiros termos da PG, o que pode ser trabalhoso,
dependendo do numero de termos que compdes a soma. A seguir sera apresentada
uma expressao para se obter tal soma.

Proposicao 3.2. Seja Sy a soma dos k primeiros termos de uma PG (xp), temos que
gk -1

Sk=XO' q—1

Demonstracdo. Note que:
Sk=Xo+X{ +Xo+ -+ Xp_1.
Reescrevendo as parcelas usando o termo geral da PG, segue que
Sk = (x0G°) + (x0q") + (X0G%) + -+ + (X%G" )
$3k=xo(1+q1+q2+~--+qk_1). (5)
Multiplicando ambos os membros da igualdade (5) por (g— 1), temos que

(@-1)Sk=x(1+q" + g +---+ g N)(q-1)
gk -1

= (q=1Sk =x0(@" =1) = Sk=x0"

Exemplo 3.10. Calcular a soma dos 11 primeiros termos da PG (ap) = (2 - 3").
Solucao: A soma dos 11 primeiros termos de uma sequéncia (an) é dada pela soma
dos termos entre g; e aqg que, pela Proposi¢do 3.2, € dada por

3'1-1_, 177146
3-1
Analisaremos agora as recorréncias lineares ndo homogéneas com coeficientes
constantes, ou seja, em que g(n) = g e h(n) = r, onde q,r € R:

=177146.

S11=2-

Xps1 = QXn + . (6)

Proposicao 3.3. Seja (x,) uma solugéo qualquer da recorréncia (6), entdo toda solugdo
(xn) desta recorréncia pode ser escrita por:

(xn) = (X0 —X0) - 9" + Xn).
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Demonstracdo. Sejam (xp) e (xn) duas solugdes distintas da recorréncia (6), temos
gue a sequéncia definida por (upn) = (xn—Xn) é solugdo da recorréncia linear homogénea
Xny1 = gXxn. De fato,

Unst = Xpged = Xpgd = QXn + = (qXn + 1) = q(Xn — Xn) = qun.
Como (un) é solucdo da recorréncia x,,1 = gxn, pela Proposicdo 3.1, (up) € dada por:
(un) = (up - @), U ER.
Portanto, segue que
Un=Xn—Xn=Uy-q" =Xn—Xn= Xn= Uy -q" + Xn.

Como uy = Xg — Xp, concluimos que se (xp) for uma solugédo qualquer da recorréncia
(6), entao toda solucao (xn) desta recorréncia pode ser escrita por

(xn) = ((xo — X0) - 9" + Xn).
O]

Perceba que se na recorréncia (6) tomarmos g = 1, temos um caso particu-
lar muito interessante de recorréncia linear ndo homogénea, a Progressao Aritmética.
Assim como a Progressao Geométrica, a Progressao Aritmética também & muito abor-
dada no Ensino Médio.

Definicao 3.5. Uma Progressao Aritmética (ou PA) é uma sequéncia em que cada
termo, a partir de x4, € dado pela soma do termo anterior a uma constante real r,
chamada de razao da PA. Sendo assim, uma Progressao Aritmética € uma solucéo da
recorréncia:

Xps1 =Xn+r, rekR. (7)

Perceba que por consequéncia desta definicdo, a razao r € dada pela diferenca
entre dois termos consecutivos da PA, ou seja:

Exemplo 3.11. Uma PA (an) de razdo r = 4 e termo inicial x5 = 1 € dada pela sequéncia
(an) = (1,5,9,...).

As Proposicoes 3.4 e 3.5 a seguir determinam, respetivamente, uma solugcéo
particular e a solucao geral das Progressdes Aritméticas.

Proposicao 3.4. A sequéncia (xp) = (rn) é uma solucao particular da recorréncia (7).

Demonstracdo. Da recorréncia (7) seguem as seguintes igualdades:
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X1 =X0+f',
Xo =X{+1T,

X3 =Xo+ 1,

Somando estas igualdades membro a membro, temos que:
X{+Xo+Xg+ - +Xn=Xg+X{ +Xo+ -+ Xp_q+1IN
= Xn = Xg + IN.
Tomando xg = 0, segue que (xn) = (rn) é uma solugéo da recorréncia (7). ]
Proposicao 3.5. Toda solugéo da progressao aritmética (7) € dada por:
(Xn) = (xg + rn).
Demonstracdo. Consequéncia direta das Proposicdes 3.3 e 3.4. O

Exemplo 3.12. Determinar o termo xqgg da PA do Exemplo 3.11,der=4e xg =1
Solucao: Pela Proposicao (3.5), esta PA possui o termo geral x, = 1 + 4n. Portanto,
X100 =1+4-100 = 401.

Assim como feito na progressao geométrica, analisaremos agora a soma dos k
primeiros termos da progressao aritmética.

Proposicao 3.6. Seja S, a soma dos k primeiros termos de uma PA (xp), temos que

(X0 + Xk—1)k

Sk = 5

Demonstragdo. Como Sy = Xg + X{ + - - - + Xk_2 + Xk_1, temos:
28y = (Xg + X0) + (X9 + X1) + - + (X2 + X_2) + (Xp—1 + Xk—1)-
Reordenando os termos do segundo membro desta igualdade, temos que

25k = (X0 + Xk—1) + (X1 + Xg2) + - + (X2 + Xq) + (X1 + X0)

k-1
= 25k = > (X + X—1—)-
i=0
Substituindo os termos x; e x,_4_; por seus termos gerais da PA, segue que

k—1

28k = [(xp+ i)+ (xg + r(k—1—1)]
i=0
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k—1 k—1
=25 = [Xo+Xg+r(k—=1)] =25, =) (Xo + X1) = 25k = (Xg + Xp1)k,
i=0 i=0
concluindo que
g, - Yo+ Xi1)k
k = .

2
]

Exemplo 3.13. A soma dos 100 primeiros termos da PA (xp) = (n+1) = (1,2,3,...) é

dada por:

1 1 +100)1
S100 = (x0+x299) 00 _(1+ 20) oo=5050_

Vamos agora analisar a solugdo da recorréncia linear ndo homogénea (6) no
caso em que esta ndo forma uma PA, ou seja, quando g # 1.

Proposicao 3.7. Se g # 1, entédo a sequéncia constante (xp) = ( ) € uma solucao

_r
1-qg
particular da recorréncia (6).

Demonstragdo. Como a recorréncia (6) possui um termo independente constante, tes-
taremos se existe uma solucdo constante (x,) = (K) = (K,K,K,...), onde K € R, que
seja solucao desta recorréncia. Substituindo K na recorréncia (6), temos que:

K=qK+r:K(1—q)=r:K=%’.

~ A . r . ~
Vemos, entéo, que se g # 1, a sequéncia constante (xp) = (ﬁ]) € uma solucgao

particular da recorréncia (6). ]

Proposicao 3.8. Se g # 1 entdo todas as solucdes da recorréncia (6) sao dadas por

_ n 'qn_'l
(Xn) = (xoq +r a=1 )

Demonstragdo. Pela Proposicédo 3.3, temos que se (xn) é uma solugdo da recorréncia
(6), entdo toda solugéo é dada por (xn) = ((xg—Xg)q" +Xn). De acordo com a Proposicéo

A r ] ~ . A
3.7, a sequéncia (?) € uma solucéo particular da recorréncia (6), portanto segue
que

(xn) = ((xo—ﬁ) q" + (%’)) = (xp) = (xoq”+r- C;n__11) .

Segue um tipo de exemplo bastante abordado no Ensino Médio:

Exemplo 3.14. Considere que a partir de um certo més uma pessoa decida depositar
em seu banco uma quantia de R$100,00 em todo o dia 10 do més. Sabendo que o
banco gera por més um juro composto de 2% ao més sobre o valor total guardado,
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calculado sempre no 1° dia de cada més, qual valor esta pessoa possuira no banco ao
final de um més t?

Solucédo: Como a cada més o banco gera 2% de juros sobre o valor guardado e em
seguida séo depositados 100 reais, temos que a cada més (t + 1) o valor presente v;, 1
no banco em relacdo ao valor do més anterior ¢, v¢, € dado pela recorréncia

Vi1 = 1,02v; + 100.

Como inicialmente foi depositado R$100,00, temos que o valor inicial é de vy =
100.Temos entao que solucao da recorréncia € dada por:

1,02t -1

_ .1.02t (Pe =1
(vt)_<100 1,0204100- 30—

) = (5100 - 1,021 - 5000).
Portanto, apds t meses, a pessoa possuira o valor de 100(51 - 1,02 —50) reais.

3.2 EQUILIBRIO E ESTABILIDADE

Nao sao todas as recorréncias que possuem um método analitico geral para se
obter a sua solugdo, como é o caso das recorréncias nao lineares. Portanto, ao invés
destas recorréncias serem estudadas de forma quantitativa pela sua solugéo, elas séo
estudadas de forma qualitativa, como por exemplo, através da analise da existéncia de
pontos de equilibrio e da estabilidade desses pontos.

Definicao 3.6. Considere a recorréncia de 12 ordem autbnoma x,,1 = f(xp). Um
ponto x* do dominio da funcao f € chamado de ponto fixo (ou ponto de equilibrio) da
recorréncia se x,,1 = Xp = X*, para todo n € Ny, ou seja,

Note que se x,.1 = xp = x*, para todo n € Ny, entdo x* forma uma solugéo
constante (xp) = (x*,x*,x*,...) para a recorréncia.

Exemplo 3.15. Determinar os pontos de equilibrio e as solu¢des constantes da recor-
réncia:
Xne1 = Xn(xn+ 1) —4.

Solugdo: Sendo X, 1 = Xp = X*, segue que x* = x*(x*+1)—4 = (x*)2—4 =0 = x* =2
ou x* = 2.

Portanto, a recorréncia dada possui dois pontos de equilibrio, xj = -2 e x5 = 2.
Temos assim duas sequéncias constantes que sdo solugbes da recorréncia X, =
Xn(Xn + 1) —4, as sequéncias (-2,—2,-2,...) € (2,2,2,...).
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Exemplo 3.16. Encontrar os pontos de equilibrio da recorréncia linear nao homogénea

Xny1 =QXn+r,paraq#1.
Solugdo: Sendo x,,1 = Xn = x*, segue que:

*

X'=qx*+r=(1-qx"=r

Logo, os pontos de equilibrio sdo da forma

r
* —
X = 1= q.
Exemplo 3.17. Encontrar os pontos de equilibrio da recorréncia xp,,1 = (xn)3.
Solugéo: Sendo x,,.1 = Xn = X*, segue que:

x* = (x*)2 = x*[(x*)°=1]=0
=xy=-1 ou x3=0 ou x3=1.
Portanto, x* = -1, x* = 0 e x* = 1 s&0 0s pontos de equilibrio de x,,,1 = (xn)®.

Vamos agora analisar a estabilidade nos pontos de equilibrio de uma recorrén-
cia, ou seja, estudar o comportamento das suas solugdes proximas aos pontos de
equilibrio.

Definicdo 3.7. Um ponto de equilibrio x* é chamado de estavel® se dado um ¢ > 0,
existir um 6 > 0 tal que, se |xg — x*| < 6, entdo |xn — x*| < €, para todo n € Ny. Caso x*
nao for estavel, dizemos que x* é instavel.

Um ponto de equilibrio ser estavel significa que sempre é possivel encontrar
um valor inicial xg préximo ao ponto fixo tal que a sequéncia esteja toda dentro de um
intervalo de raio €, centrado no ponto fixo (Figura 2a). O ponto de equilibrio ser instavel
significa que para todo valor inicial xo @ uma distancia 6 > 0 do ponto fixo existird algum
N € Ny em que a disténcia entre xn e o ponto fixo ficara maior que ¢ (Figura 2b).

Exemplo 3.18. Determinar a estabilidade do ponto de equilibrio x* = 5 da recorréncia
Xns1 =—Xn + 10 (Figura 2a).

Solugéo: A recorréncia x,,1 = —xn + 10 € uma recorréncia linear ndo homogénea de
solugdo xp = (xg—5)(—1)" + 5, portanto

Xn=x*| = (xo = 5)(-1)" + 5-5| = |(xg = 5)(-1)"| = [xo = 5II(-1)"| = X0 — 5] = [xo — X"|.

Sendo assim, |xp— x*| = |xg — x*|, para todo n € Ny. Portanto, para todo ¢ > 0, temos
que existe 6 = ¢ tal que, |xg— x*| < 6 = |xn— Xx*| < &, concluindo que x* = 5 & um ponto
estavel.

2Esta definicdo é conhecida na literatura como estabilidade de Lyapunov, ver mais em Elaydi (2000).
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Figura 2 — Pontos fixos estavel e instavel

. L 4
Q 7 A 2 YR R S SRV S S T
4 PSS N A S S U — — LY O e
Toe & & 4+ e ¢
£r = 5 D SN S S I D B SN NN SN NN BED BN BN NN GEN NS SN . :L‘ - 5 | e Ll S
* ¢ . * .
_________________________________ RN < S NN I S SN N N —
L 2
g [ S A S S SR WM S T¥ — € bbbl Lo -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(a) Ponto fixo x* = 5 estavel na recorréncia (b) Ponto fixo x* = 5 instavel na recorréncia
Xpi1 =—Xp+ 10 (parae =4¢e 6 = 2). Xpe1 =—1,2x7 + 11.

Fonte: O autor.

Definicao 3.8. Um ponto de equilibrio x* estavel € chamado de assintoticamente
estavel se existe algum n > 0 tal que |xg—x*| <n = nli_)moo Xn=X".

Vemos entdo que um ponto de equilibrio x* € assintoticamente estavel se para
valores iniciais xg proximos a x*, a sequéncia xp converge para x* (Figura 3).

Figura 3 — Ponto fixo assintoticamente estavel na recorréncia x,,1 = —-0,8xp + 9

Fonte: O autor.

Exemplo 3.19. Determinar a estabilidade da recorréncia x,,,.1 = gxn+ r,emque q # 1,
s 0 r

no ponto de equilibrio x* = it

Solucédo: Como se trata de uma recorréncia linear, podemos analisar a estabilidade do

ponto x* = ﬁ pela sua solugao, que no caso ndo homogéneo com q # 1 é dado por

n_
(xn) = (xoq”+r- %_11) :



Capitulo 3. Recorréncias de 12 ordem 30

Note que se |g| < 1, entdo para qualquer valor de xp, temos que

n
n“j]oo<xoq tr q—1)_1—q’

Ou seja, a sequéncia converge para x* = ﬁ. Portanto, este € um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel. J4, se |q| > 1, para qualquer valor inicial xo a sequéncia ira
divergir e portanto, x* = ﬁ € um ponto de equilibrio instavel.

No exemplo da Figura 2b temos a recorréncia x,,.1 = —1,2xp + 11, que possui
o ponto de equilibrio x* = 5. Como esta recorréncia possui o coeficiente g = —1,2,
temos que x* =5 é um ponto de equilibrio instavel. Ja no exemplo da Figura 3, temos
arecorréncia x,,1 = —0,8xnp+9, que também possui o ponto de equilibrio x* = 5. Como
esta recorréncia possui o coeficiente g = —0,8, temos que aqui x* = 5 é um ponto de

equilibrio assintéticamente estavel.

Como néo temos um método geral para a obtencdo da solucédo geral para
recorréncias x,,.1 = f(xn) em que f(xn) € ndo linear, muitas andlises feitas sobre estas
recorréncias se tornam mais complexas. Porém, em alguns casos, se aproximarmos a
funcao f(x) a uma funcao polinomial do 1° grau em torno de um ponto de equilibrio x*,
poderemos identificar algumas caracteristicas da recorréncia.

Definicao 3.9. Seja f(x) uma fungéao diferenciavel no ponto x*, chamaremos de apro-
ximagao linear® da recorréncia Xns+1 = f(xn) No ponto de equilibrio x*, a recorréncia
Xn+1 = L(Xn), em que L(x) é a fungéo cujo grafico representa a reta tangente ao grafico
de f no ponto x*. Portanto:

L(x) = f'(x*)(x — x*) + x*,
onde f'(x*) é a derivada de f(x) no ponto x*.

Exemplo 3.20. Determinar os pontos de equilibrio e as respectivas linearizagdes da
recorréncia x,,, 1 = axn— b(xn)2.
Solugdo: Sendo x,,.1 = Xn = x*, temos que:
X* = ax* —b(x*)2 = x*(a—1-bx*) =0
a-1
=x*=0 ou x"=—-.
b

Portanto, x{ =0 e x5 = % sao os pontos de equilibrio da recorréncia. Vamos agora
determinar as derivadas de f em xj e x5.

Como f(x) = ax — bx2, temos que f'(x) = a—2bx. Portanto, f(xj)=a-2b-0=a

e f(x3)=a-2b (i‘%) =2-a.

3A aproximagéo linear est4 baseada na interpretacdo geométrica da derivada, isto &, a reta tangente
aproxima a curva f(x) localmente, para mais conhecimentos sobre derivadas, recomendamos Lima
(2014b).
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Temos, entdo, que as aproximagées lineares da recorréncia x,,1 = axn — b(xn)?
nos pontos de equilibrio x; =0 e x5 = a‘T1 sdo dadas, respectivamente, por:

c . S > a1)?
Xpy1=8Xn € xn+1=(2—a)xn+(—r).

Em alguns casos, a andlise da estabilidade do ponto de equilibrio x* de uma
recorréncia pode ser realizada através da aproximacao linear da recorréncia em torno
de x*. De acordo com Elaydi (2000), a estabilidade de um ponto de equilibrio x* para
uma recorréncia nao linear x,,1 = f(xn) € equivalente a estabilidade da recorréncia
linearizada préxima a x* que, conforme vimos, possui a forma X, = f'(x*)(Xn—x*)+x*,
que se trata de uma recorréncia linear nao homogénea com coeficientes constantes
q=f(x*)er=—f(x*)x*+ x*.

No Exemplo 3.19, vimos que se g = |f'(x*)| < 1, o ponto de equilibrio x* é
assintoticamente estavel e, portanto, as solugoes préximas ao ponto x* se aproximam
de x*. Jase g = |f'(x*)| > 1, entdo x* € um ponto de equilibrio instavel e, portanto, as
solucdes se afastam de x*.

A Proposicao 3.9 nos fornece portanto um método para determinar a estabili-
dade dos pontos de equilibrio de algumas recorréncias nao lineares.

Proposicao 3.9. Seja f uma fungéo diferenciavel e x* um ponto de equilibrio hiperbé-
lico da recorréncia x,,1 = f(xn). Temos entdo que

i) Se |f'(x*)| < 1, entdo x* € um ponto de equilibrio assintoticamente estavel;

ii) se |f'(x*)| > 1, entdo x* é um ponto de equilibrio instavel.

A demonstracao sera omitida e pode ser encontrada em Elaydi (2000).

Exemplo 3.21. Analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio da recorréncia x,,1 =
(xn)3.
Solucéo: Pelo Exemplo (3.17), sabemos que a recorréncia xp, 1 = (xn)3 possui os
pontos de equilibrio x{' = -1, x; = 0 e x3 = 1. Vamos, entao, encontrar as aproximagoes
lineares da recorréncia em torno destes 3 pontos:

Calculando a derivada de f(x) = x3, obtemos f/(x) = 3x2, sendo assim:

Para xj = —1, temos que |f’(x1*)| = |3-(-1)?| = 3 > 1, portanto x{ =-1¢éum
ponto de equilibrio instavel.

Para x5 = 0, temos que |f’(x§)| =|3-02| =0 < 1, portanto X5 = 0 & um ponto de
equilibrio assintoticamente estavel.

Por dltimo, para x3 = 1, temos que |f'(x})| = |3 12| = 3 > 1, portanto x} = 1
também é um ponto de equilibrio instavel.

Neste capitulo, exploramos as recorréncias de primeira ordem autbnomas, apre-
sentando suas solugdes no caso linear e discutindo o conceito de ponto de equilibrio
e estabilidade. Apesar da analise de estabilidade para as recorréncias nao lineares ter
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sido realizada com o uso de derivadas, que nao faz parte do escopo do Ensino Médio,
ela servira como um instrumento de andlise das propriedades qualitativas do Modelo
de Verhulst, apresentado no préximo capitulo. Ressaltamos que este tema n&o cons-
titui o foco central desta dissertagdo, mas sim um recurso adicional para enriquecer
a compreensao dos modelos. Para aprofundar o tema de derivadas, recomendamos
Lima (2014b).
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4 MODELOS POPULACIONAIS

As recorréncias estudadas no Capitulo 3 possuem aplicagdes na modelagem
para representar modelos que descrevem fendémenos que variam ao longo de um
tempo discreto. Estudaremos agora modelos de dindmica populacionais discretos, ou
seja, modelos que descrevem a variacéo populacional de um grupo de individuos ao
longo de um tempo discreto. Daremos énfase aos modelos de Malthus e Verhulst,
como segue.

4.1 MODELO POPULACIONAL DE MALTHUS

O Modelo Malthusiano € um modelo demografico que foi proposto no final do
século XVIII durante a primeira revolucao industrial pelo economista inglés Thomas
Robert Malthus, considerado o pai da demografia, em seu trabalho intitulado "Um
Ensaio sobre o Principio da Populacéo".

No Modelo de Malthus, considera-se que a taxa de variagao populacional rela-
tiva P”%;P" de um determinado grupo de individuos entre quaisquer dois instantes n e
n+ 1 é uma taxa constante. De acordo com Bassanezi (2002), em tempo discreto, o
modelo é descrito pela seguinte relagdo de recorréncia:

P..1—Pn
% = q,

A diferenca populacional P, — Pn de um grupo de individuos é causada por
4 fatores principais: nascimentos N, imigracdes /, mortes M e emigracdes E, sendo
os dois primeiros positivos e os dois ultimos negativos. Vamos, entao, considerar que
Ppii—Pn=(N+1)—(M+E).

Note que M + E < Pp, afinal € impossivel haver mais dbitos e emigragdes do
que a populagédo em si. Supondo que ndo hajam nascimentos ou imigragdes, temos
que Pp.1—Pn=—M+ E) > —Pp e portanto, P”%:P" > —1, 0 que explica a restricao
a > —1. Rearranjando o Modelo de Malthus, podemos determinar o valor da populagéo
no instante n+ 1 em relagdo ao valor da populagao no instante n pela recorréncia

o> -1,

Ppi1 = (1 +0a)Pn.

Note que o Modelo de Malthus se trata entdo de uma recorréncia linear homo-
génea com coeficiente constante. Sendo assim, a populacao varia de acordo com uma
progressao geomeétrica de razéo g = 1 + a e termo inicial Py € R*, cuja solugao geral
vista no Capitulo (3) é dada por

Pn=Py(1+a)?, PyeR*.

O Modelo de Malthus é aplicado também em outras &reas além da demografia,
como, por exemplo na biologia, em que é usado para estudar o crescimento popula-
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cional e a interacao entre espécies em um ecossistema. Nesse contexto biol6gico, o
coeficiente (1 + a) do modelo é chamado de potencial bidtico da espécie.

A seguir é apresentado um exemplo elaborado pelo autor com base no Modelo
de Malthus.

Exemplo 4.1. Suponha que uma populagéo de inicialmente 100 lebres ter4d um au-
mento percentual de 20% ao més nos proximos 10 meses. Escreva, utilizando o Modelo
de Malthus correspondente a esta populacdo e use-o para calcular a estimativa de
lebres apds os 10 meses.
Solucdo: Temos que a populacéo inicial de lebres é dada por Py = 100 e, como o
aumento percentual desta populacdo é de 20% ao més, temos que a sua taxa de
variacao relativa é dada por a = 0,2. Portanto, temos o seguinte modelo de Malthus
para esta situacao

Ppi1 =1,2Pp

Py =100

Resolvendo esta recorréncia, vemos que o termo geral da solugéao € dado por
P, =100 -1,2". Sendo assim, a estimativa da populagéo desse grupo de lebres apds
os 10 meses é de P;p =100 (1,2)'0 = 100 - (6,1917) ~ 619 lebres.

Exemplo 4.2. (Divisdo celular) Além da variacdo populacional de espécies, o Modelo
de Malthus pode ser usado também para descrever outros fendbmenos, como a divisao
celular. A divisao celular € o processo pelo qual uma célula-méae se divide para formar
duas células-filhas geneticamente idénticas. Podemos, entdo, calcular o niumero de
células da geracao n+ 1 de uma amostra em relagdo ao numero de células da ge-
racao n pela recorréncia N,,.1 = 2Np. Temos aqui novamente uma recorréncia linear
homogénea de coeficiente constante, cuja solugédo geral € dada por

Nn = N2,

Em seu trabalho, Malthus também apresentou a sua teoria, conhecida hoje como
teoria Malthusiana ou Malthusianismo. Thomas Malthus argumentava que, enquanto a
populacdo humana crescia de acordo com uma progressao geométrica, a producao de
alimentos crescia em uma progressao aritmética. Analisando os dados demograficos
de sua época, Malthus estimou que a populacdo mundial dobraria a cada 25 anos e,
sendo assim, em algum momento a demanda de alimento da populagéo iria superar a
producéao, causando fome, pobreza e guerras, concluindo que a humanidade estaria
destinada a miséria.

Supondo que cada individuo demande a mesma quantidade y de alimento, a
demanda de alimento Dp da populagado no tempo n € dada por D = yPn. Como a
populagéo é dada por Pp = Py(1 + a)”, temos que Dp é determinado pela progressao
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Figura 4 — Teoria Malthusiana

@ Ponto de Crise
= Demanda
Producéo

Fonte: O autor.

geomeétrica:
Dp =yPy(1 +0a)".

Seguindo a Teoria de Malthus, a producao de alimentos cresceria de acordo
uma progressao aritmética. Portanto, sendo r o aumento da produgéo de alimentos,
temos que a recorréncia que descreve a disponibilidade de alimento para a populagao
em cada tempo n é dada por A,,1 = An + r, cuja solugéo geral vista no Capitulo (3) é
dada por

Ai=Ag +nr.

O instante em que a oferta de alimento seria superada pela demanda da popu-
lag&o ficou conhecido como ponto de crise e é determinado pelo instante n € Ny em
que Dp se torna maior ou igual a Ap.

Exemplo 4.3. Suponha que um certo pais com atualmente 1 milhdo de habitantes
possua uma taxa de crescimento populacional de 10% ao ano e produza anualmente
uma quantidade constante de 3 milhées de toneladas de alimentos. Supondo ainda
que cada habitante consuma 1 tonelada de alimentos durante o ano, determine o ponto
de crise dessa populacédo de acordo com a Teoria Malthusiana.
Solucao: Temos que a demanda anual de alimentos dessa populagdo é dada por
Dnh=1-1(1+0,1)"=1,1" milhdes de toneladas.

Ja a producéo anual de alimentos é dada pela sequéncia constante de termo
geral Ap = 3 milhdes de toneladas. Vamos procurar um instante n tal que Az = Dj;:

Portanto, A;, > D;,, se n =12 e A, < D;,, se n = 11. Sendo assim, o ponto de
crise ocorrera em n = 12 anos.
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Hoje vemos que a Teoria Malthusiana nao se concretizou. De acordo com Bassa-
nezi (2002), isto se deu principalmente pelo fato de que Malthus ndo previu a segunda
revolucdo industrial, o que gerou inovacdes tecnoldgicas que aumentaram a taxa de
producao de alimentos. Outro fator que Malthus nao levou em conta foi de que, depen-
dendo do meio em que o grupo de individuos se encontra, 0 aumento da densidade
demografica gera uma inibicdo na taxa de variagdo de sua populagdo. Este fenémeno
faz com que o crescimento populacional deixe de seguir uma progressao geométrica,
0 que sera abordado na préxima secao.

Do ponto de vista didatico, a Teoria Malthusiana pode ser uma ferramenta para
contextualizar diversos temas da matematica no Ensino Médio, com destaque para
as Progressdes Geométrica e Aritmética. Sendo assim, estudar as recorréncias dos
modelos de tal teoria pode ser uma oportunidade de desenvolver habilidades da BNCC
como a habilidade (EM13MAT508) "Identificar e associar sequéncias numéricas (PG)
a funcdes exponenciais de dominios discretos para andlise de propriedades, incluindo
deducao de algumas formulas e resolugéo de problemas"e a habilidade (EM13MAT507)
Identificar e associar sequéncias numéricas (PA) a func¢des afins de dominios discretos
para andlise de propriedades, incluindo dedugao de algumas férmulas e resolugao
de problemas. No Quadro 1 € proposta uma atividade de duas questdes baseada no
modelo de Malthus aplicado ao crescimento de colénias de insetos, permitindo aos
professores trabalharem com seus alunos objetos do conhecimento do componente
curricular da matematica, como as progressoes, as propriedades da poténcia e os
logaritmos. O gabarito desta atividade assim como o das atividade propostas nas
proximas sec¢des se encontra no Apéndice A.

Vamos agora aprofundar o tema de dindmica populacional através de um exem-
plo que elaboramos contendo a modelagem da populagdo de peixes em um pesque-
pague.

Exemplo 4.4. Um pesque-pague é um local com lagos onde visitantes podem praticar
pesca esportiva e, entdo, pagar por quilo de peixe pescado. Vamos supor que em um
pesque-pague a populacdo de uma espécie de peixe, sem o fator da pesca, aumente
de acordo com o Modelo de Malthus, ou seja, P,,.1 = (1 + a)Pn, em que a > 0. Vamos
agora analisar como essa dinamica € afetada por um fator de pesca e como o pesque-
pague pode evitar a extingdo dos peixes pela pesca.

a) Suponha que a quantidade de peixes pescada no tempo (n+1) seja proporcio-
nal a populacao total de peixes no tempo n. Neste caso, sendo a a taxa de crescimento
da populagéo de peixes e 0 < 8 < 1 a taxa de peixes pescados, temos 0 seguinte
modelo que descreve a populacao dos peixes no tempo n+ 1:

Ppi1=(1+a)Pn—BPn = Ppy =0 +a-p)Pn.

Portanto, o0 modelo continua sendo uma recorréncia linear homogénea de coefi-
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Quadro 1 — Proposta de atividade sobre modelo de Malthus

Questao 1: Considere que a populacdo Fn de uma certa col6nia de formigas
cresce exponencialmente em seu 12 ano, aumentando a sua populagédo em 25% a
cada quinzena. Sendo Fy = 20 a populagéo inicial de formigas, responda:

a) Calcule a populacao de formigas nas 3 primeiras quinzenas.

b) Modele esta situacao através de uma recorréncia linear.

c) Dé o termo geral da solucdo do modelo obtido.

d) Em qual quinzena de vida do formigueiro a populacao de formigas ultra-
passara a quantia de 2500 formigas? (Use a aproximagéo log{g 2 ~ 0,301).

Questao 2: Considere uma colonia de cupins em que a populagéo Cn cresce
exponencialmente em seu 12 semestre, aumentando a sua populagdo em 50% a
cada quinzena. Sendo Cj = 48 a populagéo inicial de cupins, responda:

a) Escreva a recorréncia linear correspondente a esta situagéo e entdo en-
contre o termo geral da sua solugéo.

b) Use o termo geral obtido para estimar o niumero de cupins ao se comple-
tarem 8 quinzenas (Use 39 = 19683).

Fonte: O Autor.

ciente constante, cuja solucao é dada por:
Pn = Py(1 +a-B)".

Considerando que a populacédo de peixes em um lago, sem pesca, aumente
20% ao més e, supondo que a cada més sao pescados uma média de 32% dos peixes,
em quantos meses a populacao de peixes caira para 10% do seu valor?

Solucdo: O modelo que descreve a populacao de peixes nesse lago a cada més
n é dado por P, = (1 +0,2-0,32)Pn = 0,88Pp, cuja solugéo geral & a sequéncia
Pn = Py0,88". Sendo assim, para Pp = 0,1P, temos

0,1Py = P,0,88" = n= :1”0—(?’818 ~ 18 meses.

b) Pelo modelo do item a), vemos que se 8 > a, a populagdo de peixes decres-
cera, causando a extingcdo desses peixes. Vamos supor que para evitar a extincao dos
peixes, a administracdo do pesque-pague decida criar peixes e soltar no lago. Caso
criem uma quantidade constante y de peixes a cada tempo n, o modelo sera dado por

Ppi1=(1+a=B)Pn+y.

Portanto, temos agora uma recorréncia linear ndo homogénea, com coeficientes
constantes, cuja solucao vista no Capitulo 3 é dada por:

(1 +o(;—_,?”—1}_

Po=Pol1 +a=p"+ |
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Para que a populacédo seja nao decrescente, devemos ter Pp < P, 1, para todo
n € Np. Portanto, sendo r = 1 + a—f3, segue que

rn—1 rn+l o rn+l o rn—1
n < n+1 n_ n1 —
Por +y[r_1}_Por +y[r_1 ]:Por Por _y[ P ] Y{r—1}
(r=1)r"

= Pyr"(1-r) <y { 1 = Pyr"(1=r) <yr" =y > Py(B-a).

r—1

Sendo assim, devem ser inseridos no lago y > Py (8 — o) peixes a cada tempo n
para que a populacao nao decresca.

Considerando o exemplo a), em que a = 0,2 e 8 = 0,32 e considerando também
que a populagéo inicial € de Py = 100 peixes, qual o numero minimo de peixes que
devem ser adicionados mensalmente ao lago para que a populacédo de peixes nao
decresga?

Solugdo:y =100-(0,32—-0,2) =100 - 0,12 = 12 peixes.

Tanto no empreendedorismo quanto na educacgao financeira, a habilidade de
entender e resolver recorréncias oferece uma base sélida para tomar decisées financei-
ras mais informadas, prever resultados e otimizar recursos. Os exemplos apresentados
podem ajudar a explorar como as equagodes de recorréncia podem ser aplicadas para
modelar e resolver problemas tipicos nesses campos, ajudando a tomar decisées mais
estratégicas e eficazes sobre seus empreendimentos e/ou financgas.

4.2 MODELOS POPULACIONAIS DE VERHULST

O Modelo de Verhulst € um modelo populacional elaborado pelo matematico
belga Pierre Francgois Verhulst, em 1838. Ap6s um estudo estatistico da populagcéo
ao longo dos anos de alguns paises, como a Bélgica, Verhulst pode constatar que o
Modelo de Malthus ndo estava completo pois percebeu que, conforme a densidade
populacional de um grupo de individuos aumenta, a taxa de variagdo populacional
tende a diminuir, fazendo com que a populagédo chegue a um limite e deixando de ser
uma progressao geométrica, como deveria ser de acordo com o Modelo de Malthus.
Verhuslt comecgou entéo, propondo que a taxa de crescimento relativa de uma popula-
¢ao que foi proposta por Malthus diminui em fungé@o da propria densidade populacional.
De forma discreta, temos entao que:

Perceba que a unica diferenca em relacdo ao Modelo de Malthus é o termo
¢@(Pn), uma funcdo de variavel Pp que representa uma inibi¢do no crescimento popula-
cional. No contexto bioldgico, esta inibicao da taxa de variagdo da populagéo conforme
uma populacdo aumenta é causada pela resisténcia do meio, ou seja, existem diversos
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fatores no ambiente que freiam o crescimento populacional, tais como disponibilidade
de alimento e abrigo, espaco fisico e condi¢cdes climaticas. Esta escassez de recursos
faz com que individuos da mesma espécie acabem competindo entre si por estes re-
cursos, fendmeno este chamado de competicao intraespecifica. Ja para a demografia,
estas questdes podem ser melhor explicadas através de fatores sociais como desem-
prego, acesso a moradia, saude, saneamento e alimentacao de qualidade, que afetam
significativamente a densidade populacional.

Apo6s um estudo estatistico, Verhulst elaborou entdo o seu primeiro modelo,
conhecido hoje como Modelo de Verhulst, ou Modelo Logistico, em que ele considera
que a inibicdo que a taxa de variacao populacional relativa sofre em um instante n é
proporcional a populagao no instante n. Portanto, neste modelo, Verhulst considera
que ¢@(Pn) é dada por uma funcéo linear 8Pp, fazendo com que a taxa de variagéo
relativa da populagao tenha a forma

Pn+‘| — Pn

Pn =a—ﬁPn.

De acordo com Almeida e Oliveira (2015), Verhulst assume em seu trabalho que
a resisténcia ao crescimento humano € proporcional ao quadrado da velocidade com
que a populacéo tende a crescer, o que pode ser observado rearranjando os termos
deste modelo:
Ppi1 = (1 +O‘)Pn—,3P2,

onde S é o coeficiente de inibicdo do crescimento populacional causado pelo meio e
(1 + a) é o potencial bi6tico da espécie. Note que esta recorréncia nao € linear, pois
apresenta um termo P2 e, sendo assim, ndo ha um método geral para a obtencdo de
sua solucdo. Portanto, no caso do tempo discreto, este modelo é estudado de forma
qualitativa. Vamos determinar os pontos de equilibrio do Modelo de Verhulst, ou seja,
os valores P* para que a populacéo nao se altere ao longo do tempo.

Seja P* € R, tal que P, 1 = Pn = P*, para todo n € Ny, segue que:

P* = (1 +a)P* —B(P*)? = 0 = aP* - B(P*)? = 0 = P*(a—pP")

=~ P'=0 ou P'=2

B

Portanto, Py =0 e P; = % sao os pontos de equilibrio do Modelo de Verhulst.
Sendo assim, as sequéncias (0) = (0,0,0,---) e (%) = (%%% --+) sdo solugdes cons-
tantes deste modelo. A solucéo (0,0,0,---) nos mostra que, se uma populagado nao
possui individuos, ela ird se manter sem individuos, o que € trivial, j& que ndo havera
nascimentos. O que nos interessa entdo, é a solugdo de equilibrio (%%% --+), que
nos indica que se um grupo de individuos possuir uma populacdo dada pela razao

entre os coeficientes a e 3, entdo a populagdo permanecera constante ao longo do
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tempo. Caso este ponto de equilibrio seja estavel, uma populacédo que esta proxima
da razéo % tendera a se manter sem muitas alteragdes ao longo do tempo.

Vamos agora analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio. Para isto, line-
arizaremos 0 modelo em torno destes pontos, ou seja, calcularemos a derivada de
f(P) = (1 +a)P—BP? nos pontos P} =0 e Pj = §- Para Pj = 0, temos que:

f(P)=(1+a)—2B8-0=1+a.

Veja que se -1 < a < 0, temos que |1 + a| < 1. Portanto, perto de P; = 0 0
modelo é assintoticamente estavel quando —1 < a < 0 e instavel quando o > 0.
Para P; = % temos que:

f'(P5) = (1 +a)—2,8-%= 1—a.

Como [1—a|l <1< 0 < a< 2, temos que perto do ponto P} = ¢, o modelo é
assintoticamente estavel quando 0 < a < 2 e instavel quando a < 0 ou o > 2.

Com isso, vemos que se a populagdo possui uma taxa a negativa, a populacao
tende a diminuir e se aproximar a extincao (Pp = 0). Porém, caso a populagéao possua
uma taxa a positiva e menor que 2, a populagao tende a se aproximar de forma assin-
tética de uma populacao limite dada por Pp = % Esta populacéo limite € comumente
chamada de populagao suporte k = % Podemos notar ainda que a populagao tende a
Pn = k de forma assintoticamente crescente, se Py < k e de forma assintoticamente
decrescente, se Py > K.

Por fim, temos que, se a > 2, 0 modelo é instavel para ambos pontos fixos, o
que acaba dificultando a analise do modelo, podendo ocorrer uma extingdo da popu-
lagcdo ou uma exploséo populacional. Como a populagdo suporte k representa uma
caracteristica interessante do Modelo de Verhulst, € comum ela aparecer no modelo
ao invés do coeficiente 8. Como 8 = %, segue que 0 modelo pode ser escrito da forma

=

aP?
Pno1=(1 +a)Pn—Tn.

Ou entao:

Pn+1=Pn+aPn(1—%).

Na analise da populagdo de uma espécie, o Modelo de Malthus, P, = (1+a)Pn
descreve seu potencial bibtico, ou seja, o crescimento em condi¢des ideais sem limita-
¢bes ambientais. J& o0 Modelo de Verhulst considera o crescimento real da populacao,
levando em conta a resisténcia ambiental e a capacidade de suporte k. A Figura 5
ilustra essas caracteristicas do crescimento populacional, comparando o crescimento
ideal com o crescimento ajustado pelas restricdes do ambiente.

Os exemplos a seguir foram criados pelo autor com o objetivo de ilustrar de
forma pratica a aplicacao das recorréncias nos contextos bioldgicos. Esses exemplos
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Figura 5 — Modelo de Verhulst

Resisténcia do Meio

Crescimento
Real

&)

Fonte: O autor.

foram elaborados para proporcionar uma compreensao mais clara de como as equa-
cbes de recorréncia podem ser usadas em situagdes naturais e aproveitar conteados
da BNCC referentes a vida e ecologia.

Exemplo 4.5. No processo de criagdo de uma nova coldnia, a formiga rainha comega
gerando algumas dezenas de operarias que saem em busca de recursos para a criagao
do formigueiro e alimentacao de novas larvas. Conforme os recursos no formigueiro
vao aumentando, a rainha gera cada vez mais operarias, porém 0s recursos em um
ambiente nao sao ilimitados, fazendo com que a producao de novas formigas diminua,
chegando a uma populacao suporte dentro do formigueiro, podendo variar desde
milhares até a casa dos milhdes de formigas.

Considere uma col6nia de formigas inicialmente com 10 individuos. Assumindo
que, sem a resisténcia do meio a populacao desta colénia cresca 30% por més e que
a disponibilidade de recursos no meio limite esta populacao em 9000 formigas, temos
0 seguinte Modelo de Verhulst

F
Fp.1=Fn+0,3F, (1 ——9080) ,  Fy=10.

A Figura 6a apresenta o grafico contendo a simulacdo da populacdo de formigas
nos 5 primeiros anos. Esta simulacdo, assim como todas as simulacdes que serao
apresentadas neste trabalho foram realizadas em planilhas eletrdnicas através do
software LibreOffice Calc.

O gréfico desta simulacao ilustra como esta populacao de formigas cresce inici-
almente de maneira exponencial, mas com o tempo sua taxa de crescimento diminui a
medida que se aproxima de um limite superior conhecido como populacao suporte ou
capacidade de carga do ambiente.
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Figura 6 — Simulagdes de formigas dos Exemplos 4.5 e 4.6
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Fonte: O autor.

Apés elaborar seu primeiro modelo, Verhulst percebeu que nos primeiros ins-
tantes n, o crescimento populacional de um grupo de individuos segue praticamente
uma progressao geométrica, pois 0 meio em que a populacao esta inserida ainda nao
afeta a variacdo desta populacao, passando a afetar significativamente apenas apés
a populagao atingir certa densidade populacional. De acordo com Almeida e Oliveira
(2015), em 1846 Verhulst escreveu um 2° modelo, onde considera que, antes da popu-
lag&o atingir um certo limiar b, que nomeou de populagdo normal, a populagcéo segue o
Modelo Malthusiano e, ap6s Pn = b, 0 meio comega a inibir o crescimento populacional.
Desta vez Verhulst considerou que a inibicdo do crescimento da populagéo ¢(Pn) é
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proporcional a razao entre a populacao em excesso afetada pelo meio (P, —b) e a
populacdo total Pp, ou seja, ¢(Pn) = ,8%.
Temos, entdo, o seguinte modelo, que chamaremos aqui de 2° Modelo de

Verhulst
Pni1—Pn _ a—ﬁ(Pn_b).
Pn Pn
Rearranjando os termos deste modelo, temos que a populacédo no tempo n + 1
em relacdo a populacao no tempo n é dada pela recorréncia

Pny1 = (1 +a)Pn—B(Pn—b),

onde (1 + a)Pn representa o crescimento Malthusiano e B(Pn— b) representa a inibicao
causada pelo meio, apés a populacao Pp ultrapassar a populacao normal b. Fazendo
a substituicdo a = 1 + a — 8 e reorganizando novamente o modelo, temos a seguinte
recorréncia linear ndo homogénea:

Pp.1 = aPn+ 3b.

Se comecarmos a analisar uma populacédo a partir de um instante em que
Py > b, entdo a solugdo deste modelo para o # 8 (ou seja, a # 1, de acordo com a
analise feita no Capitulo 3, € dada por
a’-1
a-1

Pn=Poan+le'

Se a < 3, temos que este modelo, assim como o 12 Modelo de Verhulst, também
possui uma populagéo suporte, ja que

lim (Poa”+,8b- an_1> _ Py lim (@) + L2 tim @ -1y = Lo PP

N—00 a—1 n—00 a—1n—c “1-a B-a

Portanto, k = If—_% € a populacao suporte no 2° Modelo de Verhulst. Note que

% = —k. Substituindo na solugédo deste modelo, temos

a'-1
a-1

Pn=Poa"+pb- = Pn=Poa~k(@"-1) = Py=(Py—K)a"+k.

Adaptaremos agora o modelo das formigas do Exemplo 4.5 usando o 22 Modelo
de Verhulst.

Exemplo 4.6. Suponha que a populagéo de formigas do Exemplo 4.5 cresga de forma
exponencial até atingir a populagao de 3000 formigas (populagdao normal) e, a partir
de entao, siga o 2° Modelo de Verhulst, com uma populagéo suporte de 9000 formigas.
Sendo a = 0,3, b =3000 e k = 9000, temos:

_ Bb _ 3000
k=gog = 9000= =0

Portanto, seguindo o 2° Modelo de Verhulst, a populacao de formigas é de:

= [ =0,45.
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1,3Fn, se Fp <3000
1 =
) 1,3F, - 0,45(F, —3000), se Fpn > 3000

A Figura 6b apresenta a populacao de formigas nos 5 primeiros anos para uma
populagéo inicial Fy = 10. Comparando com o grafico da Figura 6a, podemos notar
caracteristicas semelhantes nos 2 modelos, tais como um crescimento inicial mais
acelerado, seguido de uma suavizagao e entao estabilizacdo na populacdo suporte.

Como as duas sentencas desse modelo sao lineares, podemos determinar a
sua solugéo. Para Fy = 10, temos que a recorréncia Fp,1 = 1,3Fp possui a solugéo Fp =
10 - 1,3 e sendo assim, temos que Foq ~ 2470 formigas e Foo = 3211,83887795486
formigas. Portanto, a partir do 23° més, a populacao das formigas seguira a 22 sentenca
do modelo, com Fyp = 3211,83887795486.

A 22 sentenca é dada por Fp,1 = 1,3F—0,45(Fp—3000) = F,,¢ = 0,85F,+1350,
cuja solucéo geral é dada por

(0,85)"—1
-0,15

Como Foo = 3211,83887795486, temos que

Fn = Fp(0,85)" + 1350 = (Fy —9000)(0,85)" + 9000.

-5788,16112204514

Fo—9000)(0,85 22,9000 = 3211,83887795486 = (Fy—9000) =
(Fo )(0,85)°“+ (Fo ) (0.85)22

Portanto,

- (—5788,16112204514
n- (0,85)22

> (0,85)"" +9000 = -5788,16112204514 - 0,85722 1+ 9000.

Sendo assim, a solugéo deste modelo € dada por

10-1,3", sen<23
—5788,16112204514 - 0,8522 4+ 9000, se n > 23

O exemplo a seguir apresenta a modelagem de uma populagao de abelhas,
considerando o 2% Modelo de Verhulst para uma populacao inicial acima da populacéo
suporte b.

Exemplo 4.7 (Enxameagéo). O processo de formagdo de uma colmeia de abelhas &
chamado e enxameacao. Apds uma colmeia entrar em superpopulacéo, a abelha rai-
nha sai da colmeia juntamente com um enxame de milhares de abelhas para procurar
um local com novos recursos e formar uma nova colmeia, enquanto que a colmeia
antiga fica liderada por uma nova rainha.

Suponha que no processo de enxameacao, um enxame de 5000 abelhas, na
falta de um ambiente melhor, encontrem um local em que a resisténcia do meio afete a



Capitulo 4. Modelos populacionais 45

populacéo de abelhas a partir de uma populacado normal de b = 3000 abelhas, fazendo
com que essa populacao evolua ao longo de n meses de acordo com 0 modelo

An.1 = 1,6An—0,7(An—3000).

Determine o numero de abelhas apos n meses.
Solucao: Calculando a populacdo suporte deste modelo, temos que k = 21000 abelhas.
Portanto, a solucdo deste modelo para Ay = 5000 é dada por

An = (5000 —21000)(1,6 —0,7)" + 21000 = Ap, = —16000(0,9)" + 21000.

Por ser um modelo linear, o segundo Modelo de Verhulst também pode ter utili-
dade como ferramenta didatica para o Ensino Médio, abordando recorréncias lineares
ndo homogéneas para além das PAs e PGs, um tema pouco explorado nesse nivel de
ensino. Embora esse tépico seja incomum, ele oferece importantes vantagens, como
a possibilidade de interdisciplinaridade entre a matematica e a biologia, uma vez que
modelos populacionais com populacao de suporte sdo, em muitos casos, mais rea-
listas do que o Modelo de Malthus. O Quadro 2 apresenta uma proposta de questao
que pode ser utilizada por professores do Ensino Médio que possuam interesse em
aprofundar este tema com seus estudantes com exemplos ou exercicios.

Quadro 2 — Proposta de atividade sobre modelo de Verhulst

Questao 1: Considerando que apds o processo de enxameagao, a popu-
lacdo de Ay = 2000 abelhas encontra um ambiente para uma nova colmeia, que
inicia um crescimento populacional mensal dado pelo modelo abaixo, responda:

An,1 = 0,8An +2000

a) Qual o termo geral da solugéo deste modelo?

b) Use o termo geral para estimar a populagédo de abelhas apds 8 meses.

c) Qual a populacao suporte fornecida pelo meio de acordo com este mo-
delo?

d) Se b = 2000 é a populagédo normal em que o0 meio n&o afeta o crescimento
populacional dessas abelhas, qual o potencial bidtico dessa colmeia?

Fonte: O Autor.
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5 RECORRENCIAS DE ORDEM K

Até aqui estudamos as recorréncias de 12 ordem, ou seja, recorréncias em que
cada termo de uma sequéncia é determinado pelo termo anterior. Veremos agora as
recorréncias de uma ordem k, aquelas em que cada termo é determinado pelos seus
k termos anteriores.

Definicao 5.1. Uma recorréncia de ordem k € N é uma relacdo que determina o
valor de um termo x,,,, de uma sequéncia em fun¢do dos seus k termos anteriores,
podendo ou ndo depender também de n € Ny, ou seja:

Xn+k = f(Xn+k—1 Xnt+k—2>""" ,ann)-

Caso x,,,x ndo dependa de n, a recorréncia € chamada de recorréncia de ordem
k autbnoma, possuindo a forma:

Xnik = F(Xnik—1:Xnsk=2> " +Xn)- (8)

Nas recorréncias de ordem k, ao tomarmos n = 0, o primeiro termo de uma
sequéncia a ser determinado pela relagdo de recorréncia é o termo x;, que serd
definido em funcdo dos termos X, X1, - - - ,Xx_1. Sendo assim, estes termos ndo seréo
definidos pela recorréncia, precisando serem dados para determinarmos uma solugao
particular desta recorréncia.

Exemplo 5.1. A recorréncia x,,o = Xp,.1Xn € uma recorréncia de 22 ordem que de-
termina, por exemplo, a sequéncia (xg,X1,XpX1,X1X2,...) = (2,3,6,18,..), caso x5 = 2 e
x1 =3, como também determina a sequéncia (xg,X1,XpX1,X1 X2,...) = (2,2,4,8,...), caso
Xp =Xy =2.

Exemplo 5.2. A recorréncia X,,3 = (Xn,0)2 + 2X,,1 — Xn € uma recorréncia de 32
ordem que possui a sequéncia (1,1,1,2,5,...) como uma de suas solucdes, para quando
Xo =X{ =Xo = 1.

Definicao 5.2. Uma sequéncia (xp) € R*° é dita uma solugéo real de uma recorréncia
de ordem k se xp satisfaz a relagé@o de recorréncia para todo n € Ny. Da mesma forma,
uma sequéncia (xp) € C* é dita uma solucao complexa de uma recorréncia se o termo
Xn.k Satisfaz a relagéo de recorréncia para todo n € Np.

Como f(Xpik—1:Xn+k—2,- - »Xn) € uma funcdo, temos que cada valor x,,, da
solugdo da recorréncia € unicamente definido para cada k-upla ordenada de termos
anteriores (Xp,k—1,Xn+k—2, - - - »Xn). Desta forma, temos que, fixados os valores inciais
(Xg,X{1,---»Xk—1), @ solucdo da recorréncia de ordem k autbnoma é unica.
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Definicao 5.3. Uma recorréncia de ordem k € chamada de linear se

Xn+k = f(xn+k—1 Xn+k—25 """ ,xn,n)

for da forma:

Xnik = f—1 (MXpik—1 + T2 (MXppk—p + - - + fo(N)Xn + g(n). 9)

Onde fx_1(n),fk_o(n), - -- ,fy(n),g(n) séo fungcdbes Ny — R e fy(n) # 0 (caso f(n) = O,
Xnyk Seria definido em relagéo a apenas k — 1 elementos anteriores, se tratando entéo
de uma recorréncia de ordem k—1). Se g(n) = 0, a recorréncia linear é entdo chamada
de homogénea.

Exemplo 5.3. A recorréncia x,,4 = NXp,o — Xn € uma recorréncia linear de 42 ordem
homogénea em que f3(n) = 0, fo(n) = n, f{(n) =0 e fy(n) =—1.

Dentre as recorréncias lineares de ordem k, analisaremos a seguir as autono-
mas, ou seja, as recorréncias lineares que possuem coeficientes constantes.

Definicao 5.4. Se f,_1(n),fx_o(n),--- ,fp(n) forem constantes e g(n) = 0, a recorréncia
(9) é entdo chamada de recorréncia linear de ordem k homogénea com coeficientes
constantes, podendo ser escrita na forma:

Xnik + 8k—1Xnek—1 + @k—2Xpsk—2 + -+ doXn = 0, (10)
onde ax_1,ax_2, -+ ,a9 € R, ay # 0 s&o os coeficientes da recorréncia linear.

Exemplo 5.4. A recorréncia x,,3 + 3X,,.1 —2xn = 0 € uma recorréncia linear de 32
ordem homogénea com coeficientes a» =0, a; =3 e gy = —2.

As Proposicdes 5.1 e 5.2 a seguir nos mostram que o0 conjunto das solucdes
das recorréncias lineares de ordem k homogéneas de coeficientes constantes formam
um espaco vetorial de dimenséao k, o que sera extremamente 0til para determinarmos
todos os termos deste conjunto solucédo, ao encontrarmos uma base deste espaco
vetorial.

Proposicao 5.1 (Principio da Superposicao). Sejam as sequéncias (yn) € (zn) solugcdes
complexas da recorréncia (10), entdo a sequéncia (&) = Cy(y¥n) + Co(2n) em que
C4,Co € C também € uma solugdo complexa.

Demonstragdo. Como (tn) = C1(yn) + Co(2n), temos que:
ik + 8k—1lpek—1 + -+ 80Xn
= (C1¥nek + CoZnyk) + Ak-1(C1¥nsk—1 + CoZnyk—1) + - + 89(C1yn + Cozn)
= C1(Vnek + @k—1Ynsk=1 + -+ ao¥n) + Co(Znik + Ak—1Zpsk—1 + -~ + 30Zn)
= C10+ C50=0.
Portanto, (t;) também é solucao complexa da recorréncia (10). O
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Exemplo 5.5. Sabendo que as sequéncias (yn) = (3) = (3,3,3,...) e (zn) = (2" =
(2,4,8,...) sdo solucdes da recorréncia linear de 22 ordem X,,o — 3Xp,.1 + 2xn = O,
determine uma 32 solucéo.

Solugéo: Pela Proposi¢éo 5.1, temos que (tn) = C1(yn)+Co(2n) € solu¢do da recorréncia.
Fazendo, por exemplo, C; = Co = 2, segue que (tn) = (2-3+2-2" = (6 + 2™1) =
(10,14,22,...) é também uma solugéo da recorréncia X,,o —3Xp,1 + 2Xn = 0.

Proposicao 5.2. Seja S o conjunto de todas sequéncias reais (xp) que sdo solugdes
da equacao (10), temos que S € um subespaco vetorial de R e dim(S) = k.

Demonstracdo. Vamos mostrar que o conjunto de solugbes S é um subespago vetorial
de R isomorfo' a RX.
Note que o vetor nulo (xp) = (0,0,0,...) esta em S, pois:

Xnik + A1 Xnsk=1 + Ak—2Xnik—2 + -+ dpXn = 0+ ak_10 + ak_20 + -+ aOO =0.
Ademais, temos que a operacao de adicao de vetores € fechada em S pois,
dados (yn),(zn) € S, temos que:
(Ynsk + Znek) + 81 Vnek—1 + Znik—1) + @k—2(Vnsk—2 + Znsk—2) + -+ + ao(¥n + 2n) =

Yn+k+8k—1Ynik—1+8k—2Yn+k—2+" - +akYn+Znik+8k—12Zn+k—1+8k—2Znsk—2+ - +80Zn = 0,

e, portanto, (yn + zn) € S. Por ultimo, dado a € R e (xp) € S, temos que:
AXpyk + B—1(AXpyk—1) + Bk—2(AXpy k—2) + - - - + @p(OXn) =
A(Xpik + Bk—1Xnsk—1 + 8—2Xnsk—2 + -+ + 8gXn) = a0 = 0.
Portanto, (axn) € S e, sendo assim, a multiplicagao por escalar também é fechada em

S. Concluimos entao que S é um subespaco vetorial de R*°.
Seja a transformagédo T : S — RX tal que:

T(Xn) = (XOJX‘I y " an—‘I )

Vamos mostrar que T € linear, injetora e sobrejetora. Com efeito, sejam (yn),(zn) €
Seac R, temos que

T(yn) +aT(zn) = (Yo.Y1, -+ Yk=1) + (20,29, -+ ,Zk—1)

= (Vo +aZo, Y1 +OZ, -+ \Yk—1 + AZk—1)

= T(yn+0a2zp).

Portanto, T € linear. Ademais, como para cada k-upla de valores iniciais (xp, X1, - - - ,Xk—1)
existe uma unica solucao (xp) € S, temos que o vetor nulo (0,0,...) é o Unico elemento
de S que possui 0s termos iniciais (xg,X1, - - ,Xk—1) = (0,0,...,0). Sendo assim

T(xn) =(0,0,---,0) = (xn) =(0,0,...) = Ker(T) = {0},

'Dois espacos vetoriais U e V sdo isomorfos se existe uma transformagcéo linear T : U — V bijetora.
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e, portanto, T & injetora. Por fim, como (xg,X1, - - - ,Xx_1) S80 0S k primeiros elementos
de (xn) € S, para todo (xg,Xq, - ,Xk—1) € RX, temos que existe (xp) € S tal que
T(xn) = (Xg,X1, -+ ,Xxk_1) €, sendo assim, T é sobrejetora.
Temos entado que existe uma transformacao linear bijetora entre S e RK,
Portanto, pelo Teorema da Dimens&o de Isomorfos?, concluimos que dim(S) =
dim(Rk) = k. O

5.1 SOLUCOES DAS RECORRENCIAS LINEARES DE 22 ORDEM

As recorréncias de segunda ordem sao equacodes que relacionam um termo de
uma sequéncia com os dois termos anteriores. Elas sdo uma extensdo natural das
recorréncias de primeira ordem, permitindo modelar fenébmenos mais complexos e
dindmicos, onde a evolucdo de uma variavel depende nao apenas do valor imediato
anterior, mas também de valores passados.

Definicao 5.5. Tomando k = 2, a; = a e gy = b na recorréncia (10), temos que as
recorréncias lineares de 22 ordem com coeficientes constantes séo as recorréncias da
forma

Xpyo + @Xpyq +bxn=0, b#0, (11)

onde a, b € R sao os coeficientes da recorréncia linear.

Exemplo 5.6. A recorréncia x,,» —5x,,.1 + 6Xxn = 0 € uma recorréncia linear de 22
ordem homogénea com coeficientes a=-5¢e b = 6.

Vamos, agora, determinar as solugdes reais da recorréncia (11). Como vimos
no Capitulo 3, x5 = A" é uma solugdo da recorréncia linear de 12 ordem homogénea
Xn41 = AXn. Com esta motivacao, testaremos se a sequéncia da forma A" também pode
ser solucao da recorréncia linear homogénea de 22 ordem (11), para algum A € R.
Substituindo o termo geral A" na recorréncia, segue que:

A2 ™l pAT=0 = A"(A2+ar+b)=0.
Portanto, A" é solugao da recorréncia (11), se
AM=0 ou A +al+b=0.

Se A" = 0, temos a solugao trivial (0,0,...). Nos interessa entdo A2 + a\ + b = 0.

Vemos entdo que o polindmio de 22 grau A2+ a\ + b, cujos coeficientes sao dados
pelos coeficientes da recorréncia linear de 22 ordem x,,» + axn,1 + bxp = 0, esta ligado
as solucdes desta recorréncia.

2Dois espacos vetoriais U e V sdo isomorfos se, e somente se, dim(U) = dim(V), ver Lima (2014a).
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Definigdo 5.6. O polindmio de 2° grau A2 + a) + b associado a recorréncia linear de 22
ordem Xxp,o + axn,.1 + bxn = 0 € chamado de polindbmio caracteristico da recorréncia.

Exemplo 5.7. A recorréncia x,,o —5x,,1 + 6xp = 0 possui o polinémio caracteristico
A2 -5} + 6.

A Proposicao 5.3 apresenta solugdes da recorréncia (11) que poderao formar a
base do seu conjunto solugao.

Proposicdo 5.3. Se A; é uma raiz complexa do polindmio caracteristico A2 + aA + b,
entdo a sequéncia ()\Q’) € uma solucédo complexa da recorréncia (11).

Demonstracdo. Sendo A; uma raiz de A2 + a\ + b, temos que:
A2+ a4+ bAT = A0(0F + ady + b) =AT -0 =0.
Portanto, A] € uma solugéo particular complexa da recorréncia (11). O

Exemplo 5.8. Como a recorréncia X,,o —5xp,1 + 6xp = 0 possui o polinbmio caracte-
ristico A2 — 51 + 6, de raizes A1 = 2 e A, = 3, temos que as sequéncias (2") = (1,2,4,...)
e (3" =(1,3,9,...) sdo duas de suas solugdes complexas (e também reais), sendo que
0 12 caso sedaquando xg =1e x;y =2e02°%casosedaquando xp =1e xq =3.

Exemplo 5.9. O polindmio caracteristico da recorréncia x,,» + xp = 0 é dado por A2 +1,
sendo que Ay = i € uma de suas raizes. Temos, entdo, que uma de suas solu¢des
complexas € dada por (i") = (1,i,—1,...).

A seguir sdo determinadas as solu¢6es da recorréncia (11) para quando seu
polinbmio caracteristico possuir duas raizes reais e distintas.

Proposicdo 5.4. Sejam A1 e A, raizes do polinémio caracteristico A2+ a\ + b, com b + 0.
Se a2 —4b > 0, entdo todas as solugdes reais da recorréncia (11) sdo dadas por

Xn = C1A?+02Ag, C1,C2 € R.

Demonstracéo. Pela Proposigcdo 5.2, temos que o conjunto de solugdes reais S da
recorréncia (11) forma um espaco vetorial de dimensao 2 sobre o corpo R. Portanto,
sera suficiente que {(un)(vn)} seja um subconjunto linearmente independente® de S,
para que todo elemento de S seja dado pela forma:

(Xn) = C1(un) + Co(vn), Cy,Co cR.

Pela Proposicao 5.3, temos que A{,AJ € S. Vamos, entdo, mostrar que {A{,A5} é
um conjunto linearmente independente. Sejam a{,as € R, suponha que

aiAf + agAg = (0).

SEm um espago vetorial de dimens&o 2, qualquer subconjunto {(u,)(v,)} linearmente independente
formara uma base, ver Lima (2014a).
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Considerando os dois primeiros termos da sequéncia aA] + apAZ, temos

a4 +O(2=0

G1A1 +O(2A2 =0

Como a®—4b > 0e b+ 0, temos que A e Ao, sdo reais, distintas e ndo nulas temos
aj = ap = 0 e, sendo assim, {(A]),(A5)} € um conjunto linearmente independente.
Portanto, toda solugéo (xp) real da recorréncia (11) quando a?-4b>0eb # 0% se
escreve como xp = C1A] + CoAJ, onde Cy,Cp € R. O

Exemplo 5.10. Como visto no Exemplo 5.8, as sequéncias 2" e 3" sdo solugbes da
recorréncia xp,,» —5x,,1 + 6xp = 0. Sendo assim, as solu¢des desta recorréncia séo
todas dadas por

Xn = C1 2"+ Cg3n, C1 ,Cz e R.

Conhecendo os valores iniciais xp e x1, podemos determinar os valores de Cy
e C» e encontrar sua solugéo particular. Por exemplo, se xg = 4 e xq = 10, temos:

C1 +CQ=4
2C; +3C, =10

Resolvendo o sistema, temos que C;y = Co = 2 e, portanto, a solugéo particular & dada
por xp = 2™1 +2.37=(4,10,26,...).

A Proposicdo 5.4 s6 é valida se o polinémio A2 + aA + b admitir duas raizes reais
e distintas. Vamos entao analisar a solucédo da recorréncia (11) para quando A2 + aA + b
admitir apenas uma raiz real.

Proposicdo 5.5. Seja A1 raiz do polinémio caracteristico A2 + aA + b. Se a2 —4b=0e
b #0, entdo (n)\’f) € uma solucédo particular real da recorréncia (11).

Demonstragdo. Como a? —4b = 0 e A4 é raiz do polindmio caracteristico A2 + aA + b,
segue que

1=—F—"=—5

(n+2A7*2 + a(n+ DATT + brdl = M2 + 22142 4 amA*1 + aA™ 1 + b7
= MJ(A2 + aAq + b) + AD(2A% + aky)
= M- 0 +A7(2A% + aAy)
= A0(222 + a)y).

4Se b = 0, a recorréncia pode ser reduzida de ordem e remete aos casos ja estudados.
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Como Ay =4, segue que

AN(2\2 + ahy) = AT {2 (—g>2+a<—g>] = A7 (%2—32—2> = 0.

Concluimos entao que (nAY) € solugéo da recorréncia (11). O

Proposicdo 5.6. Seja A1 raiz do polinémio caracteristico A% + aA + b. Se a2 —4b=0e
b # 0, entdo todas as solucdes reais da recorréncia (11) sdo dadas por

Xn = C1)\7 + Czn)\?, C1 ,Cz € R.

Demonstracdo. Analogo a Proposicao 5.4, temos que se {A”,n)\?} € um subconjunto
linearmente independente do conjunto de solugdes reais S, entdo todo elemento de S
é da forma x, = C1AY + ConAY, em que Cy,C; € R. Vamos, entdo, provar que {A],nAY}
€ um conjunto linearmente independente. Com efeito, sejam a4, as € R, suponhamos
que:

aiAf + agmy = (0).

Considerando os dois primeiros termos da sequéncia a1Af + agnAY, temos:
agy+0=0
017\1 +O(2)\1 =0

Como b # 0, temos que A4 # 0 e portanto, resolvendo o sistema, temos que o = as = 0.
Sendo assim, {A{,nA]} é um conjunto linearmente independente. Sendo assim, toda
solucdo (xn) real da recorréncia (11) quando a® —4b = 0 se escreve como

Xn = C1)\? + Czn)\?, C1 ,Cz € R.
[

Exemplo 5.11. Encontrar a solu¢do particular da recorréncia x,,o —4xp,1 + 4xn = 0,
para xp =2e xqy =6.

Solugdo: O polinémio caracteristico de x;,,0 — 4X,, 1 + 4xp = 0 é dado por A2 —4A + 4,
de raiz A4 = 2. Portanto, a solugédo geral desta recorréncia € dada por

Xn=C1-2”+an-2”, C1,026R.
Para xp = 2 e x; = 6, temos que

Ci=2
201 +2Cz=6

e, portanto, Cy =2 e C, = 1. Sendo assim, a solucdo particular de x,,0—4x,,.1+4xn = 0,
para xp =2 e xq =6 édadapor xh =(2+n)-2"=(2,6,16,---).



Capitulo 5. Recorréncias de ordem k 53

Com as Proposicdes 5.4 e 5.6, podemos determinar todas as solucdes da re-
corréncia (11) para quando o polindmio A2 + a\ + b admitir raizes reais. Falta, porém,
analisarmos as solugdes para quando este polinbmio ndo admitir raizes reais.

Proposicao 5.7. Sejam Ay = p(cos(6) + i sin(B)) e Ao = p(cos(6) — i sin(B)) raizes com-
plexas do polinémio A2 + a) + b. Temos que p cos(nB) e p" sin(nB) sdo solugdes reais
da recorréncia (11).

Demonstragdo. Pela Proposicao 5.3, temos que (AQ),(Ag) sao solugdes complexas da
recorréncia (11). Pela Férmula de Moivre®, segue que

Al = p"(cos(nB) + i sin(nB)) e AJ = p"(cos(nb) — i sin(nov)).
Portanto, pela Proposicao 5.1, a sequéncia da forma
Xn = C1p"(cos(nB) + isin(nb)) + Cop"(cos(nB) —isin(nv)), Cy,Co € C
também é uma solu¢do complexa da recorréncia (11). Fazendo Cy = Co = % temos

que

. 1 -
% - (p"(cos(nB) + i sin(ne))) + 5 (0" (cos(nB) — i sin(nB))) = (p" cos(nA)).
Portanto, p" cos(n@) é uma solugéo real da recorréncia (11). Ademais, fazendo Cy = —%
e Co = é temos que:

—é - (p"(cos(nB) + i sin(nB))) + é - (p"(cos(nB) — i sin(nA))) = (p" sin(nm)).
Sendo assim, p" sin(nB) também é uma solugado real da recorréncia (11). N

Exemplo 5.12. O polindmio caracteristico de x,,,0—2x,, 1 +2xp = 0, dado por A2—21 +2,
possui as raizes complexas A1 = 1 +/ e Ax = 1 -, cujas formas trigonométricas séo
dadas por Ay = V2 - (cos(¥) +isin(Z)) e Ap = v2 - (cos(§) — i sin(¥)). Portanto, temos
que as sequéncias (v2" sin(77) =(0,1,2,---) e (V2" cos(7)) = (1,1,0, - --) sdo duas
de suas solugdes reais.

Proposicao 5.8. Sejam Ay = p(cos(6) + isin(B)) e Ao = p(cos(B) — isin(p)) as raizes
complexas do polindmio caracteristico A2 + aA + b. Se a® —4b < 0 e b #0, entdo todas
as solucdes reais da recorréncia (11) sdo da forma

xp = C1p" cos(nB) + Cop"sin(nB), Cy,Co € R,

Demonstragdo. Anélogo a Proposicéo 5.4, temos que se {(p" cos(ne)),(p" sin(ne))} é
um subconjunto linearmente independente do conjunto de solugdes reais S, entdo todo
elemento de S pode ser escrito por x, = C1p" cos(nd) + Cop" sin(nb), com Cy,Co € R.

SA Férmula de Moivre diz que se z = p(cos 6 + isinB) € C, entdo z" = p"(cos(nd) + i sin(ne)), para todo
n € Np. Para mais propriedades de nimeros complexos, ver Soares (2009).
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Vamos entdo provar que o conjunto {(p"(cos(nB)),(p"(sin(nB))} é linearmente indepen-
dente. Com efeito, sejam a4,ao € R, suponhamos que

ayp"sin(nB) + anp’ cos(nB) = (0).
Como b # 0, temos que p # 0, portanto
a4 sin(nB) + as cos(nb) = (0).

Considerando os dois primeiros termos da sequéncia a4 sin(né) + as cos(no),
temos
0+ Qo = 0
a4 sin() + as cos(B) =0

Da primeira igualdade do sistema, segue que a» = 0. Substituindo na segunda
igualdade, temos que a4 sin(6) + 0cos(6) =0 = aqsin(6) = 0.

Como &° —4b < 0, temos que sin6 ndo pode ser nulo® e, portanto, a; = 0.
Concluimos entdo que o conjunto {p sin(nB),p cos(nO)} é linearmente independente.
Segue que toda solugéo (xp) real da recorréncia (11) quando a® —4b < 0 é escrita
como

xpn = C1p" cos(nB) + Cop"sin(nB),  Cy,Co € R.
O
Exemplo 5.13. Determinar a solug¢ao particular da recorréncia xp, 0 —2Xn.1 + 2Xpn =0
para xp = x{ = V2.
Solugzo: Pelo exemplo (5.12), temos que as sequéncias v2" sin () e v/2" cos (1)

sdo duas solugdes reais de x,,»—2xp,1 +2Xn = 0. Portanto, segue que a solucdo geral
desta recorréncia € dada por:

Xn=CV2  sin (%) + Cov/2" cos (?) , C1,CoeR.

Para xg = Xy = V/2 temos que

Co =2
C1+Cz=\/§

e, portanto, Cy = 0 e C» = v/2. Concluimos assim que a solugéo particular da recorrén-
cia X0 — 2Xp,1 + 2xp = 0 para xp = x4 = V2 é dada por

xn=v2™" cos (%T) .

A Tabela 1 apresenta o resumo das Proposi¢des 5.4, 5.6 e 5.8.

8Pois sin6 = 0 implica que A1,A2 € R e usamos as proposicdes anteriores
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Tabela 1 — Solugdes reais de x,,0 + axp,1 + bxn=0

Discriminante Solucao
a&—4b>0 Xn = CiAT + CoAD
a&-4b=0 Xn = CiA7 + Com]
a>—4b<0 | xp= Cyp"cos(nB) + Cop" sin(no)

Fonte: O autor.

Uma interessante recorréncia linear de 22 ordem é a recorréncia cuja solugéao
€ dada pela Sequéncia de Fibonacci. No século 13 o matematico italiano Leonardo
Fibonacci enunciou diversos problemas matematicos em seu livro Liber Abaci. Den-
tre eles, 0 mais famoso é hoje conhecido como problema dos coelhos de Fibonacci,
apresentado no exemplo a seguir.

Exemplo 5.14 (Problema dos Coelhos de Fibonacci). / Considere que um homem
adquiriu um casal de coelhos recém nascidos em um determinado més n =0 e serdo
adotadas as seguintes hipéteses:

i) Os coelhos comecam a se reproduzir ao completarem seu segundo més de
vida;

i) Apds o inicio da vida reprodutiva, cada casal de coelhos gera, a cada més,
exatamente um novo casal de coelhos;

iif) No intervalo de tempo estudado, os coelhos nunca morrem.

Seguindo o que foi descrito no enunciado, em n =0 h& 1 casal de coelhos. Em
n =1 o casal de coelhos amadureceu mas ainda nao gerou um novo casal, pois ainda
nao completou 2 meses. Em n = 2 o casal inicia a sua vida reprodutiva, gerando um
novo casal. Portanto, em n = 2 h4 2 casais de coelhos, sendo 1 de adultos e 1 de
filhotes. Em n = 3 o casal adulto gera seu 2° casal de coelhos e o casal filhote ainda
nao iniciou sua vida reprodutiva, temos entdao 3 casais de coelhos. Em n = 4 o casal
inicial gera seu terceiro casal de filhotes e, além disso, o casal que foi gerado em n =2
gera seu 1¢ casal de filhotes. Temos entdo 5 casais de coelhosem n=4. Emn=5
todos os 3 casais que existiam em n = 3 passam a ser adultos reprodutivos, gerando 3
casais a mais do que em n = 4, totalizando 8 casais.

Portanto o numero de casais de coelhos em um instante n é dado pela soma
dos casais presentes em n—1 com 0s novos casais gerados que, por sua vez, é dado
pelo numero de casais de coelhos em n—2. Sendo assim, o problema dos coelhos de
Fibonacci se resume a seguinte recorréncia:

Fn=Fnq+ Fpo,

cuja solugéo para Fy = F; = 1 é conhecida como Sequéncia de Fibonacci. Podemos
entéo resolver o problema dos coelhos utilizando a recorréncia para calcular o numero

’Os Exemplos 5.14 e 5.15 se encontram em Leopoldino (2016).
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Figura 7 — Problema dos coelhos de Fibonacci

Fonte: O autor.

de casais de coelhos em cada um dos proximo meses n até obtermos a resposta do

ndmero casais em um ano:
F7=F6+F5=21,

Fg = Fy + Fg = 34,

Fg = Fg + Fy = 55,

Fio = Fo + Fg = 89,
Fiq = Fio+ Fg = 144,
Fio = Fyq + Fyq = 233.

Portanto, em um ano havera 233 casais de coelhos.

Vamos agora estender este problema e determinar o0 numero de casais de
coelhos em um tempo n qualquer, ou seja, vamos encontrar o termo geral da Sequéncia
de Fibonacci. Note que rearranjando os termos, podemos reescrever a recorréncia de

Fibonacci na forma
Fnio—=Fpni1—Fn=0.

Temos entdo uma recorréncia linear de 22 ordem homogénea, cujo polinémio
caracteristico € dado por A2 —A — 1, que possui as raizes Ay = 1+T\G el = %@
Portanto, a solugéo geral da recorréncia Fp,o — F,,1 — Fn = 0 é dada por

n n
Fn = Cy <1+£> +02(1"£) , Cy,Co€R.

2 2

Vamos usar esta solucao geral para encontrar o termo geral da sequéncia de
Fibonacci, ou seja, determinar os valores de Cy e Co para Fy = F{ = 1. Temos entdo o
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seguinte sistema de equacoes lineares:

Ci+Co=1
o (%) s ()

Resolvendo este sistema, temos que Cq = 1;\}? e Co = 12\\?, portanto o termo

geral da Sequéncia de Fibonacci® é dado por:

F_L 1+\/§ n+1_L 1_\/5 n+1
"B\ 2 N AW '

Além do problema dos coelhos de Fibonacci, podemos encontrar a Sequéncia
de Fibonacci em outros fendmenos da natureza. O exemplo a seguir apresenta a
Sequéncia de Fibonacci na arvore genealdgica de um zangéo.

Exemplo 5.15 (Antepassados de um zangao). As abelhas rainhas podem depositar
ovos fecundados ou nao fecundados. Ovos fecundados geram abelhas fémeas e ovos
nao fecundados, geram abelhas macho (zangbes). Sendo assim, abelhas fémeas
possuem pai € mae, enquanto que zangdes possuem apenas mae.

Portanto, um zang&o possui um antepassado de 1° grau (a sua abelha rainha
mae), 2 antepassados de 2° grau (avd e avo maternos) e 3 antepassados de 3° grau
(pai e mae da abelha avé e a mae do zangao av0). Seguindo este raciocinio, podemos
verificar que 0 zangao ira possuir 5 antepassados de 4° grau, sendo o pai e a mae de
cada abelha bisavé e a mae do zangao bisavd. Sendo A, 0 niumero de antepassados

Figura 8 — Antepassados de um zangéo

/0
|

Fonte: O autor.

de n-ésimo grau do zangao, temos que An = Zn + Rp, onde Z, e Ry sdo, respectiva-
mente, 0 nimero de seus antepassados machos (zangdes) e fémeas (abelhas rainhas)

8Uma das curiosidades interessantes da Sequéncia de Fibonacci é a sua relagdo com o Nimero de
Ouro ¢, que pode ser vista em Leopoldino (2016).
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de n-ésimo grau. Note que, Z,,1 = Rn e Rp.1 = Rn + Zn, portanto, temos que

Anio = Zpyo + Rpio = (Rnyq) + (Rpp1 + Zpyt) =
(Rn+Zn) + (Rny1 + Zpi1) = Ayt + An.

Como Ap =1 (0 proprio zangéo), Ay =1 e Ap,o = Apiq1 + An, concluimos que o
nuamero de antepassados de grau n de um zangao segue a sequéncia de Fibonacci.

Exemplo 5.16 (Propagacao anual de plantas). Plantas anuais s&o aquelas que comple-
tam seu ciclo de vida no periodo de um ano, passando pelos processos de germinagao,
crescimento, produgcédo de sementes e morte, onde as sementes que sobreviverem ao
inverno e forem germinadas darao vida a novas plantas que repetiréo este ciclo no ano
seguinte. Vamos descrever a seguir um modelo que realize a estimativa da populacao
de plantas P, ap6és um certo ano n, dadas as seguintes condigdes®:

i) Cada planta produz uma quantidade y > 1 de sementes;

i) Antes de germinar, as sementes primeiramente devem passar por um inverno,
sendo que apenas uma fracdo 0 < o < 1 sobrevive a um determinado inverno;

iif) Apenas uma fragdo 0 < a < 1 das sementes germinam ao conseguirem
sobreviver ao primeiro inverno;

iv) Caso uma semente nao germine em seu primeiro ano e consiga sobreviver
a um segundo inverno, sua taxa de germinagdo cai paraumvalor0 <3 < 1;

v) E considerado nulo o nimero de sementes que germinam apds passar por
um terceiro inverno.

Para simplificar a modelagem, consideraremos que a, 3, y € o séo todos para-
metros constantes. Sendo S}, o0 numero de sementes de 1 ano, antes da germinacao
e sendo S% 0 numero de sementes de 2 anos, também antes da germinacgao, a popu-
lacéo de plantas P, em um certo ano n é dada por

Pn=aS) +BS2.

Vamos determinar os valores de S} e S2. Denotando por S9 o nimero de
sementes produzidas no ano n, temos que

Sl =08 (12)

+1 ~
Ou seja, o numero de sementes de 1 ano em um determinado tempo (n+1) é
igual ao numero de sementes produzidas no ano anterior n que sobreviveram a um
inverno.
Agora, considerando que uma fracdo a das sementes de um ano tenham germi-
nado no primeiro ano, temos que uma fragcao (1 —a) de sementes que nao germinaram
irdo enfrentar um segundo inverno, sendo assim, temos que

S2., =o(1-a)S}, (13)

9Esta modelagem encontra-se em Diniz (2011).
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ou seja, 0 numero de sementes de 2 anos é dado pela quantidade de sementes de 1
ano que nao germinaram e que sobreviveram a mais um inverno. Substituindo (12) em
(13), temos que:

S2.,=0(1-a)S} | = o(1—a)oSY = 01 - ) S, (14)

e, portanto,
Ppio = aoS 1+,80 (1- )32.

Para finalizar, devemos lembrar que cada planta em um tempo n gera y sementes,
sendo assim SY = yPp, concluindo que

Pnio = 00oyPp,4 +:802(1 —a)yPn.

Figura 9 — Propagacao anual de plantas

] 1
ISH2 (1-a)osi.,=(1—-a)c’yP,

1
S; e S cyPr| sL,=os’
< ’ \ ’ ‘ NZZQSHZ-FISSHZ
| ’ P r+1 J’Pr+1 Yod
I S: - I S}+2:05?+1:03’Pr+1

t

t+1

| |!verno Inverno Inverno

Fonte: O autor.

Vamos agora procurar a solugao para este modelo, ou seja, vamos determinar
o termo geral do numero de plantas Pn em fungdo do ano n. Sendo a = —aoy e
b= —,802(1 — a)y, temos que o modelo € determinado pela recorréncia linear de 22
ordem:
Ppn.o+aPp.4 +bPn=0.

Calculando as raizes do polinbmio caracteristico da recorréncia, temos que:

—a+Vva?-4b
M= 5
aoy + \/ a202y? + 4B302(1 — a)y
=M2= 5
4B(1
aoy + \/ a202y? + alg?y? (%)
= Ao =

o= (14T,

em que
S (8)3-)
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. . 4 . ~
Vamos analisar o sinal de 6. Note que <Y—§> > 0, pois os parametros a, S ey
sao todos nao negativos. Ademais, foi imposto inicialmente que 0 < a < 1 e, portanto,
<% — 1) > 0. Como o produto de dois nUmeros nao negativos é também nao negativo,
temos que 6 > 0. Sendo assim, concluimos que A1 e A» sdo duas raizes reais e

distintas e, portanto, a solucao da recorréncia é dada por
Pn = C1A? + C2Ag,
onde Cq e C, séo obtidos tendo conhecimento dos dados inciais Py e Py.

A seguir € apresentado um exemplo elaborado pelo autor com base na modela-
gem feita no Exemplo 5.16.

Exemplo 5.17. Considere uma espécie de planta anual onde cada individuo produz
20 sementes. Suponha que a taxa de sobrevivéncia ao inverno dessa espécie € de
87,5% e suponha que a fracdo de plantas de um ano e de dois anos que germinam
sejam, respectivamente, % e % .

Considere agora a estimativa de uma populacéo de 20 plantas no ano n=0 e de
35 plantas no ano n = 1. Vamos determinar o numero de plantas desta plantacao apés
n anos, seguindo o modelo do exemplo 5.16. Pelas hipbteses, temos os parametros
y =20,0=0,875,a = £ e B = 2. Portanto, 0 modelo ¢ dado por

Po.o= % .0,875 - 20P,,, 1 + % .0,8752 - <1 - %) . 20Pp = 3,5P,,,1 + 2Pp,
cujo polinémio caracteristico € dado por A2 — 3,51 — 2, de raizes A; = 4 e A, = —0,5.
Temos entéo a seguinte solugao geral:

Pn = C1 47 4 CZ . (—0,5)”, C1 ,CQ eR.
Como Py =20 e Py = 35, podemos determinar os valores de C; e Co por:

C1 + 02 20
4C{-0,5C, = 35

cuja solugéo é dada por C; = C> = 10. Concluimos entdo que o numero de plantas
apos n anos presentes nesta plantacao € de

Pn=10-4"4+10-(-0,5)".
5.2 SOLUGOES DAS RECORRENCIAS LINEARES DE ORDEM K HOMOGENEAS

Vamos agora discutir algumas solug¢des reais das recorréncias lineares de or-
dem k homogéneas e de coeficientes constantes.
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Definigdo 5.7. O polinémio AK + a,_4AK~1 + a,_oAK2 + ... + a5, associado & recor-
réncia linear de ordem k homogénea (10), é chamado de polindmio caracteristico da
recorréncia.

Esta definicdo € uma generalizacdo do polindbmio caracteristico apresentado na
Definicao 5.6, para recorréncias lineares de ordem k.

Exemplo 5.18. A recorréncia de 52 ordem X5 + Xp, 4 — 2Xp43 — Xpyq1 + 5Xn = 0 possui
o polindmio caracteristico A% + A4 =243 -2 + 5.

Como visto na segéo anterior, se A4 é raiz do polindmio caracteristico da recor-
réncia linear de 22 ordem X,,» + axp,1 + bxp = 0, entdo a Progresséo Geométrica A7 é
uma de suas solugdes particulares. Veremos agora que esta propriedade se estende
para as recorréncias lineares de ordem k.

Proposicao 5.9. Seja A{ uma raiz complexa do polinbmio caracteristico da recorréncia
(10), temos que a sequéncia
Xn = A

€ uma solugao complexa da recorréncia (10).
Demonstracdo. Note que
A{IHK + ak_17\f+k_1 + ak_27\7+k_2 +--- 4+ 807\” = 7\?()\4( + ak_17\4‘_1 + ak_qu(_z +--- 4+ ao).

Como A4 é raiz do polindmio caracteristico AX + a;_{AF1 + a,_oAKk2 + ... + a5, segue
que:

AMAK—a M 1 a2 4 v ag) =T 0=0.
Portanto, xp = A] € uma solugéo complexa da recorréncia (10). O

Exemplo 5.19. A recorréncia x,,4 — xn = 0 possui como polinémio caracteristico o
polindmio A — 1, que possui as raizes Ay = 1, Ao = —1, A3z =i e A4 = —i. Portanto, as
sequéncias (1) = (1,1,1,...), (k1)) = (1,-1,1,...), (i = (1,i,—-1,..) e (<)) = (1,=i,1,...)
sdo solugbes complexas particulares da recorréncia xp,4 — Xn = 0.

Vamos agora determinar a solucao geral de um grupo de recorréncias lineares
de ordem k homogéneas, as que possuem o polindmio caracteristico com k raizes
reais distintas.

Proposicao 5.10. Se o polinbmio caracteristico da recorréncia (10) possui k raizes
reais distintas, ent&do todas as suas solugdes reais possuem a forma

Xn = C‘IA? + CQ)\Q +--- 4+ CkAn,

onde Cq,Co,--- ,Cx € ReAq,A0, -+ Ak S&0O raizes reais distintas do polinémio caracte-
ristico da recorréncia (10).
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Demonstragcdo. Pela Proposicao 5.2, temos que o conjunto de solugdes reais S da
recorréncia (10) forma um espaco vetorial de dimensao k sobre o corpo dos reais.
Ademais, pela Proposicéo 5.9, )\’17,)\5’, e ,AZ € S, vamos, entdo, provar que o conjunto
{A{.AD,--- AL} é linearmente independente.

Sejam aq,ao, - -+ ,ak € R, onde k € N, suponhamos que

317\? + 32)\g + -+ ak)\z = (O)

Considerando os k primeiros termos da sequéncia ajA{ + aAJ + - - - + a,A}, temos

/

ay+a+---+a=0

31)\1 +a27\2+---+ak)\k=0

k—1 k=1 .. k=1 _
\317\1 +aA5T e+ agAp 0
que formam um sistema de equacoes lineares VA = 0, onde

1 1 A

Ve Ay A X
k=1 yk—1 k1
AT AT e X

af

a
_2 . Pelo determinante de Vandermonde, temos

é a matriz de Vandermonde'® e A =
ak
que
det(V) = [1<jcj<k(Aj —A)).

Como Aq,A0, - -+ ,A) s@0 duas a duas distintas, cada termo do produto € diferente de
zero, logo det(V) # 0 e, sendo assim, a Unica solugéo do sistema de equagdes lineares
V.-A=0¢dadaporas = a =--- = g = 0. Concluimos, entdo, que o conjunto
{A1.AD,--- AL} é linearmente independente e, sendo assim, se o polinémio caracteris-
tico da recorréncia (10) possui k raizes reais distintas, toda solugéo (xp) real de (10)
se escreve como

Xn = C1A?+ CzAg+---+ CKAZ, C1,Cg,--- ka € R.

]

10A matriz de Vandermonde é uma matriz real no singular importante nas aplicacées de algebra linear,
ver mais sobre a matriz de Vandermonde e seu determinante em Martins (2015).
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Exemplo 5.20. Determinar a solugéo geral da recorréncia Xp,4 — 5Xp.0 + 4xp = 0.
Solucéo: Esta recorréncia possui o polindmio caracteristico A* — 5)2 + 4. Fazendo a
substituicdo A2 =y, temos que A* —5A2 + 4 = y2 — 5y + 4. Note que, y2 -5y +4 =0 =
y = 1 ouy =4, concluindo que Ay = 1,1 = -1, A3 = 2 e A4 = -2 s&o as raizes do
polinbmio A% —5)2 + 4. Sendo assim, pela Proposi¢cao 5.10, temos que a solugao geral
da recorréncia xp,4 —5xp,0 + 4xnp = 0 é dada por

Xn = C1 174 C2(—1)n + C32n + C4(—2)n, C1 ,CQ,C3,C4 e R.

Usaremos agora os conceitos vistos para determinar algumas solugdes das
recorréncias lineares homogéneas de 32 ordem com coeficientes constantes.

Definicao 5.8. Se tomarmos k = 3, a» = a, a; = b e ag = ¢ na recorréncia (10), temos
que as recorréncias lineares homogéneas de 32 ordem com coeficientes constantes
séo dadas por

Xpy3 + @Xppo + bXpq +0Xp =0, c#0.11 (15)

As proposicdes a seguir determinam as solugdes gerais da recorréncia (15) para
quando seu polinémio admitir apenas raizes reais.

Proposicdo 5.11. Se r é uma raiz de multiplicidade m do polindmio A3 + aA%2 + bA + c e
¢ # 0, entdo sao solugdes da recorréncia (15)

i) (r"), se me {1,2,3};

iy (nr"), se m € {2,3};

i) (n?r"), se m = 3.

Demonstracdo. i) Consequéncia direta da Proposicao 5.9.
iiy Como r é raiz de A3 + aA2 + bA + ¢, temos que r3 + ar? + br + ¢ = 0. Ademais,
como r tem multiplicidade m € {2,3}, entdo A3 + aA\2 + bA + ¢ = (A — r)2(A — s). Temos:

Bira2sbr+c=NA=rPA=s)=23=(2r + )% + (r? + 2sr)A — sr°.
Pela igualdade de polinbmios, segue que

=—(2r +s)

(16)
b=r?+2sr

e, portanto,
b=r?+2(-a-2rr = 3r°+2ar+b=0.

Substituindo nr na recorréncia (15), temos:
(n+3)r"™3 + a(n+2)r™2 + b(n+1)r"™1 + cnr”
=nr(r3 + ar? + br + ¢) + r"1(3r2 + 2ar + b)

""Observe que ¢ = 0 acarreta em uma redugéo da ordem, onde podemos usar os resultados anteriores.
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= nr"0 + r™10 =0,
concluindo que nr é solugao da recorréncia (15).
iif) Neste caso temos r = s. Portanto, de (16), segue que

a=-3r 4ar = —12r2 0
= = 9r°+4ar+b=0.
b =3r2 b=23r2

Ademais, pelos itens i) e ii), temos que r® + ar? + br + c =0 e 3r2 + 2ar + b = 0.
Sendo assim, substituindo n?r"” na recorréncia (15), temos:

(n+3)2r™3 + a(n+2)2r™2 4 p(n+1)2r™71 4+ cn?r"

= n?r(r3 + ar? + br + ¢) + 2nr™1(3r2 + 2ar + b) + r™1(9r? + 4ar + b)

= n2r"0 + 2nr™10 + rM10 = 0,
concluindo que (n?r") é solucéo da recorréncia (15). O

Exemplo 5.21. A recorréncia X,,,3 + 3Xp,2 + 3Xp,1 + Xn = 0 possui o polinbmio carac-
teristico A3 + 332 + 3A + 1 = (A + 1)3, que possui a raiz A; = —1, de multiplicidade 3.
Sendo assim, as sequéncias ((-1)7) = (1,—1,1,-1,...), (n(-1)") = (0,-1,2,-3,...) e
(n?(=1)" = (0,—1,4,-9,...) sdo solugdes de Xp,3 + 3Xp,2 + 3X.1 + Xn = 0.

Proposicdo 5.12. Sejam A1,A5,A3 c ResejaA3 +ar2+bA+c = (A=A1)(A=A2)(A—A3) 0
polinbmio caracteristico da recorréncia (15), entdo a solucao geral da recorréncia (15)
€ dada por

i) Xn = C1A] + CoAD + C3A3,  se Ay # A, Ay #A3 € Ap #Ag;

ii) Xn = C1A] + CoAJ + C3nA],  se Ay #Ap = Ag;

iii) Xn = C1A] + ConAY + C3n27\7, se A1 =2As =A3.

Demonstracao. Por ser de 32 ordem, pela Proposicao 5.2 temos que o conjunto de
solucdes reais S da recorréncia (15) forma um R-espaco vetorial de dimensao 3. Por-
tanto, sejam (un), (vn) € (Wn) solugdes reais de (15) linearmente independentes e sejam
C1,Co,C5 € R, todo elemento de S se escreve como

(Xn) = C1(un) + Co(vn) + C3(wp).

Portanto, temos 0s seguintes casos:
i) Pelo fato de A1, A»> e A3 serem raizes distintas ndo nulas, pela Proposicdo 5.10,
temos que a solugcao da recorréncia (15) é dada por

Xn = C1A? + CzAg + CSAQ

i) Como A4 é raiz de multiplicidade 1 e A5 é raiz de multiplicidade 2, pela Propo-
sicdo 5.11, temos que AY, A7 e nAJ s&o solugdes da recorréncia (15).

Vamos ent&o provar que {A{,A3,nAZ} € um conjunto linearmente independente.
Com efeito, sejam aq,a0,03 € R, suponhamos que

aiAf + aoAd + aznij = (0).
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Considerando os 3 primeiros termos da sequéncia a4A + asA7 + agnAj, temos

a4 +(12+0=0
0{1)\1 +02A2+O(3A2 =0

0(1)\% + 0(2)\5 +20a3)5 = 0

Pela 12 igualdade, temos que a1 = —ap, sendo assim

(A1 —)\2)&1 +A2(}3 =0 2A2(7\1 —7\2)0(1 + 27\%03 =0
=
(A? —7\%)0{1 + 27\%0(3 =0 (A? —)\S)oq + 27\%0(3 =0

= [AF-25)-2(0 1 —Ao)lar =0 = [(AF-2A5)—(2A1A,-235)]aq = 0 = (A1—A2)%ay = 0.

Como Aq # Ao, temos que (A{—Ao)2 # 0 e, portanto, oy = 0. Segue que aq = A =
ag = 0, concluindo que {A7,A0.nAZ} é um conjunto linearmente independente. Temos
assim que a solucao da recorréncia (15) é dada por

Xn = 017\,17 + 027\5 + CSI’])\g.

iify Como A4 é uma raiz ndo nula de multiplicidade 3, pela Proposi¢éo 5.11, temos
que Af, M7 e nZAQ’ sdo solugdes da recorréncia (15). Vamos provar que {A”,n)\?,nz)\’{'}
é linearmente independente. Sejam a,a0,03 € R, suponhamos que

oA} + o] + agn?Al = (0).

Considerando os trés primeiros termos da sequéncia oA} + axrAf + a3n2)\?,
temos:

a1 +0+0=0 ay =0 aqg =0

01A1 + aoA{ +agAqy =0 = § OoAq{ +a3Ay =0 = § OoA{ +a3A; =0

cxM? + 20{27@ + 40(37\? =0 20(27\‘12 + 40(37@ =0 ooAq +203A1 =0
= Aqagz =0.

Como A #0, segue que a3 = as = a1 = 0, concluindo que {A?,nA(I’,nQA’{'} € um conjunto
linearmente independente. Portanto, temos que a solugao da recorréncia (15) é dada
por

Xn = CIAT + ConA + C3nPAT.

A Tabela 2 apresenta o resumo dos resultados obtidos na Proposigéo 5.12.
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Tabela 2 — Solucdes reais de X3 + axp,o + bXp,1 + €Xn =0, paraAq,A0,Az3 e Re c#0

Raizes Solucao
7\1 #AQ ?/A3 Xn = C1A(|7 + CQAS + C3Ag
7\1 _T/AZ = )\3 Xn = C1)\(]7 + CQ)\g + C3n)\g
A1 =22 =23 | Xp = CyA] + ConA + C3n°ATl
Fonte: O autor.

Exemplo 5.22. Sabendo que A = —1 é uma raiz de A3 — 3A2 + 4, vamos determinar a
solugéo da recorréncia x,,,3 — 3X,,0 + 4xp = 0. Como Ay = —1 & raiz de A3 — 3)2 + 4,
podemos fatora-lo por A+ 1. Temos entdo que A3—3)2+4 = (A+1)(A2—4A +4) e, portanto,
As = A3 = 2 s&o as demais raizes de A3 — 302 + 4. Sendo assim, a solugdo geral de
Xn43 —3Xn4o +4xn = 0 é dada por

Xn = C1 (—1)” + Cz2n + C3n2”, C1 ,C2,C3 e R.

Exemplo 5.23. Determinar uma recorréncia de 32 ordem na qual a sequéncia (xp) =
(2 -3n+ n?) seja uma solucao.
Solucgéo: Note que

Xp=2-3n+n?=2-1"-3n-1"+ 1% - 1" = C;AT + Com\] + C3nPAY,

emqueA; =1, Cq =2, Co =-3 e C3 = 1. Portanto, (xn) € uma solugéo da recorréncia
linear homogénea de 3% ordem cujo polinémio caracteristico possui a raiz A1 = 1, de
multiplicidade 3, ou seja, o polindbmio caracteristico de (xp) € dado por

A=1)°=23-3A2+31-1,

2

portanto, x, = 1 —3n+ n~ é uma solugdo da recorréncia x,,3 —3X,.2 + 3X.1 —Xn = 0.

Exemplo 5.24 (Dinamica populacional com 3 faixas etarias). '2Algumas espécies de
animais, como muitos exemplos de insetos, possuem faixas etarias bem definidas ao
longo de sua vida. Suponha que uma certa espécie de inseto possua uma populagao
de fémeas em 3 faixas etarias diferentes, todas com a mesma duragéo de tempo.

Vamos denotar por (F}), (F3) e (F?), respectivamente, a populagéo de fémeas
das fases 1, 2 e 3 em um certo instante n. Supondo que apenas uma quantidade o4
de fémeas da fase 1 sobrevivam e cheguem na fase 2, temos que F2_, = o1 F}. Além
disso, se considerarmos que uma quantidade o, de fémeas da fase 2 sobrevivam e
cheguem na fase 3, temos que F3_, = 0oF3.

Por fim, se considerarmos que as fémeas da fase 2 gerem y4 fémeas da fase 1
e que as fémeas da fase 3 gerem y, fémeas da fase 1, temos que F,1,+1 =y1F2 +yoF3.

Fazendo algumas substituicoes, segue que:

F3.0=00F2,5 =0001F}, 4 = 0201(y1F4 +Y2F3) = Y101(02F3) + 0201y2F3

12Este exemplo se encontra em Diniz (2011).
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3 3 3
= Fn+3 =Y101 Fn+1 +Y20102Fn.
Desta forma, modelamos a populacédo de fémeas da ultima faixa etaria em um
certo tempo n + 3 através de uma recorréncia linear de 32 ordem

F3 —(y101)FS

S —(y20102)F3 = 0.

A seguir € apresentado um exemplo elaborado pelo autor com base na modela-
gem feita no Exemplo 5.24.

Exemplo 5.25. Considere que uma espécie de besouro alemao viva no maximo 3
meses, sendo que as fémeas se dividem em 3 faixas etarias: ninfas (12 més), juvenis
(2° més) e adultas (3° més). Suponha que cada juvenil produza 14 ninfas fémeas e que
cada adulta produza 20 ninfas fémeas. Suponha ainda que a taxa de sobrevivéncia das
ninfas € de 50% e que das juvenis é de 60%. Sendo Fp a populacao de fémeas adultas
em um determinado tempo n, pelo modelo do Exemplo 5.24, temos a recorréncia

Fpyz—(14-0,5)Fp1 —(20-0,5-0,6)Fn =0

= Fn+3—7Fn+1 —6Fn=0.

Como a recorréncia possui 0 polindmio caracteristico A3 — 7A — 6, de raizes Ay = —2,
Ao =—=1 e Az = 3, temos que o0 modelo possui a solu¢éo:

Fn= C1 (_2)1’) + C2(—1)n + 033n, C1 ,02,02 e R.

No Quadro 3 propomos uma atividade com duas questdes envolvendo recorrén-
cias de 22 ordem aplicadas a problemas populacionais. No Ensino Médio, € comum
que professores de matematica, ao buscar contextualizar conceitos como equagdes
polinomiais de 2° grau, recorram a aplicacdées na fisica, como a queda livre. As re-
corréncias de 22 ordem nao sao muito exploradas no Ensino Médio, geralmente se
fazendo apenas uma rapida mengéao a Sequéncia de Fibonacci. Porém, vimos que es-
tas recorréncias trabalham uma vasta quantidade de conceitos do Ensino Médio, tais
como potenciacao, polinbmios, equacdes quadraticas, numeros complexos, funcoes
trigonométricas e sistema de equacdes. Portanto, estudar estas recorréncias também
pode ser uma maneira de desenvolver habilidades da BNCC, tais como a habilidade
(EM13MAT302) "Resolver e elaborar problemas cujos modelos sdo as fungdes polino-
miais de 12 e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou ndo tecnologias digitais"e
a habilidade (EM13MAT301) "Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matema-
tica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equagdes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e graficas".

Embora o estudo de recorréncias de 22 ordem exija que os alunos ja tenham
uma boa compreensdo sobre recorréncias, suas aplicagbes em modelos populacio-
nais oferecem uma oportunidade de ilustrar como estes conteudos estao ligados com
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outras areas do conhecimento, como a biologia. Isto permite aos alunos visualizar a
conexao entre diferentes componentes curriculares e a utilidade pratica de conceitos
matematicos mais complexos. Esta proposta € indicada para professores que desejam
trabalhar os conteudos de equacdes quadraticas e sistemas de equacdes em paralelo
com as recorréncias de 22 ordem, apresentando a seus alunos exemplos e exercicios
aplicados a biologia.

Quadro 3 — Proposta de atividade sobre recorréncias lineares de 22 ordem homogénea

Questao 1: Suponha que o problema dos casais de coelhos de Fibonacci
possui a seguinte alteracdo: cada casal adulto gera, por més, 2 novos casais de
coelhos ao invés de apenas 1. Neste caso, a recorréncia sera dada por Fp,o =
Fn.+1 + 2Fn. Responda:

a) Qual o polinbmio caracteristico da recorréncia e quais sdo suas raizes?

b) Qual a solugéo geral da recorréncia?

c¢) Qual o termo geral da solu¢édo da recorréncia para Fo = F{ =17

d) Determine o numero de casais de coelhos apds 11 meses.

~— = ~— ~—

Questao 2: Considere que em um ambiente haja uma espécie de besouro
que vive dois meses, um més na fase de larva e outro na fase adulta, onde cada
adulto produz 18 larvas e metade dessas larvas sobrevivem até a fase adulta.
Sendo Ap e Lp, respectivamente, as populacoes de besouros adultos e de larvas
em uma geracao n, temos que A,,1 =0,5Lp e L,,1 = 18An. Com isso, vemos que
Anio=05L,,1=05-18An = 9Ap, ou seja, Ao —9An = 0. Responda:

a) Solugéo geral da recorréncia A,,o —9An = 0.

b) Supondo que neste ambiente em uma determinada geracao n = 0 haviam
70 besouros adultos e 60 larvas, qual a estimativa de adultos apés n geragbes?

c) Use o termo geral obtido para estimar o nimero de besouros apo6s 7
geragoes.

Fonte: O Autor.
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5.3 SOLUCOES DAS RECORRENCIAS LINEARES DE ORDEM K NAO HOMOGE-
NEAS

As recorréncias lineares de ordem k ndo homogéneas sao uma classe mais
geral e complexa de equagdes que descrevem a evolucdo de uma sequéncia em
funcédo de seus k termos anteriores, com a presenca de um termo nao-homogéneo,
que pode ser uma fung¢éao de n ou uma constante. Essas equacdes tém ampla aplicacao
em areas como a modelagem de dinamica populacional

Definicao 5.9. Se f,_{(n),f_o(n),--- ,fy(n),g(n) forem constantes e g(n) for ndo nula,
a recorréncia (9) € entdo chamada de recorréncia linear de ordem k nao homogénea
com coeficientes constantes, podendo ser escrita na forma

Xnik + 8k—1Xnek—1 + k—2Xnpk—2 + -+ doXn =1, ap,r #0, (17)
onde ay_1,ak_o,- - ,ap,r € R.

Exemplo 5.26. A recorréncia x,,.o + 3X,.1 — Xn = 5 € uma recorréncia linear de 22
ordem ndo homogénea de coeficientes a; =3, ag=-1er=5.

A Proposicao 5.13 nos mostra que podemos obter a solugao geral das recorrén-
cias lineares ndo homogéneas a partir de apenas uma solugéo particular, em conjunto
com a solu¢ao da homogénea associada.

Proposicao 5.13. Seja (xp) uma solucdo particular qualquer da recorréncia nao ho-
mogénea (17) e (yn) a solucao geral da recorréncia linear homogénea (10), entao a
solucao geral da recorréncia (17) é dada por

(Xn) = (Yn + Xn).

Demonstragcdo. Sejam (xp) e (xn) solugdes quaisquer da recorréncia (17), temos que
(vn) = (Xn — Xn) é solucdo da recorréncia linear homogénea (10). De fato, pois

Ynik * @8k—1Ynik—1 + 8k2Ynik—2+ -+ aoYn =

(Xnak = Xnak) + k-1 (Xnsk=1 = Xnak—1) + 8x—2(Xpsk—1 — Xnpk=1) + -+ + 80(Xn — Xn) =
(Xnak + 8kt Xnak—1 +8k—2Xnsk—1 +* - +80Xn)~(Xpsk +8k—1 Xpk—1 +—8k—2Xpsk—1+* * *+80Xn)
=r—r=0.

Note que (yn) = (Xn— Xn) = (xn) = (¥n + Xn). Sendo assim, concluimos que se (Xp)
€ uma solucao qualquer da recorréncia (17) e (yn) € a solugéo da recorréncia linear
homogénea (10). Portanto, a solugéo da recorréncia (17) é dada por (xn) = (yn+Xn). O

A Proposicao 5.14 nos lista solugdes particulares para a recorréncia linear nao
homogénea de 22 ordem que podem ser usadas para obter a sua solugéo geral, de
acordo com a Proposicao 5.13.



Capitulo 5. Recorréncias de ordem k 70

Proposicao 5.14. Sendo a,b,r € R,com b #0 e r # 0, as seguintes sequéncias sdo
solugdes particulares da recorréncia linear de 22 ordem X,,o + axp.1 + bxn=r

/) (ﬁ) sea+b+#-1;

rm
ii) (m) sea+b=-1ea#-2;
rn?

fif) > ,sea=-2eb=1.

Demonstracdo. i) Note que se a+ b #—1, entao

(157235) "2 Grass) 2 (Fravp) - r?:::f)

portanto (1-%.5) € uma solugéo particular da recorréncia X,,p + axp,1 + bxp =r.
i) Se a+b=-1e a+#-2,temos que

r(n+2) rin+1) rn
< 2+a )+a( 2+a )+b(2+a)

rm+2r+arn+ ar + brn

2+a
+ar+(1+a+bym 2+ar+(1-1)rn

2+a _ - ' 2+a -
portanto (/=) é uma solugdo particular de X, + axp,1 + bxn =r.
iii) Por dltimo, se a+b = —1 e a = —2, temos que a recorréncia X, o +axp,1+bxn =

r € dada por Xp,o —2Xn.1 + Xn = r . Sendo assim, temos que

(r(n+2)2> _2 (r(n+1)2) . (ﬁ) _ r(n® +4n+4—-2n2—4n-2+ n?) _,

b

2 2 2 2 ’

. 2 , ~ .
concluindo que (%) é uma solugéo particular de X, + ax,,1 + bxp = r. O

Exemplo 5.27. Determinar a solucao geral da recorréncia linear de 22 ordem néao
homogénea x,,» + ax,1 + bxp = r paraquando @ —4b>0e a+b #—1.
Solugéo: Como a?—4b > 0, a solugao da recorréncia homogénea x,, 1 + axy,{ +
bxn = 0 é dada por CyA] + CoA3, onde Cy,Cp € R e Aq A, s&0 as raizes de A% + ak + b.
Ademais, como a+ b # —1, temos que m € uma solucao particular de
Xny1 + @Xpy1 + bxp = r. Portanto, pela Proposigéo 5.13, a solugdo da recorréncia
Xpyo + @Xp,q + bxn=rparaa®—4b>0e a+b#-1édada por:

Xn = C1A?+02Ag+ C1,CQ e R.

r
1+a+b’

O Quadro 4 apresenta uma proposta de exercicio sobre recorréncias lineares
de 22 ordem ndo homogénea. Com ela, professores e alunos poderao contextualizar,
além dos conteudos de equacgdes quadraticas e sistemas de equacdes ja trabalha-
dos na proposta do Quadro 3, outros objetos do conhecimento da matematica, tais
como numeros complexos e fungdes trigonométricas, além de trabalhar a habilidade
da BNCC (EM13MAT306) "Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem
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fenémenos periddicos reais, como ondas sonoras, ciclos menstruais, movimentos cicli-
cos, entre outros, e comparar suas representagdes com as fungdes seno e cosseno, no
plano cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria". Ademais,
o fato de termos aqui uma forma de integrar conceitos de nimeros complexos com si-
tuacoes problemas é mais um argumento para a valorizagdo do ensino de recorréncias
e de modelagem no Ensino Médio.

Além de ser uma proposta pensada para que o professor utilize com seus
alunos como forma de contextualizar conceitos matematicos, espera-se que ela sirva
de inspiragdo para que o professor pesquise ou desenvolva suas proprias questdes
envolvendo modelos discretos.

Quadro 4 — Proposta de atividade sobre recorréncia linear de 22 ordem nao homogé-
nea

Questao 1: Suponha que um agricultor cultive uma espécie sazonal de
planta, onde a colheita é realizada da seguinte maneira: A cada ano n, em algum
momento antes da geragdo de sementes, ele colhe uma quantidade de plantas
proporcional ao numero de plantas que existiam na plantacao dois anos antes (n-2).
Além disso, para garantir que a populacdo de plantas ndao seja completamente
eliminada, ele realiza o plantio de 60 mudas anualmente. Assim, se P, = 0,5P,,1—
0,25Pp + 60 representa o numero de plantas em um determinado ano (n + 2),
responda:

a) Encontre uma solugéo constante para a recorréncia.

b) Determine a solugao geral da recorréncia.

c¢) Determine a solug&o para Py = 80 e Py = 200.

d) Descreva o que se pode notar sobre o numero de plantas colhidas pelo
agricultor com o passar dos anos.

Fonte: O Autor.
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6 SISTEMAS DE RECORRENCIAS

Em varios fenébmenos da natureza podemos notar a presenca de duas ou mais
grandezas distintas interagindo entre si, como por exemplo, a interacao entre as po-
pulacdes de duas espécies de animais no mesmo habitat. Sendo assim, estudaremos
agora sistemas com mais de uma recorréncia.

Definicao 6.1. Um sistema de recorréncias é um conjunto com k recorréncias de k
incognitas ((x1)n),((X2)n), - - - ((Xx)n), onde o termo (xx)n,,1 de cada incognita é deter-
minado em funcéo dos termos anteriores de todas as incégnitas do sistema, ou seja,
determinado em func¢ao de (x1)n,(Xo)n, - - - ,(Xx)n, podendo ou n&do ser determinado
também por n, isto é,

(Xne1 = FHX)n(2)ns -+ J(Xk)nN)
(X2)ne1 = F((X1)n,(X2)n, - - ,(Xk)n,N)
Xidne1 = F((X1)ns(X2)ns -+ (X))

Exemplo 6.1. O sistema

{Xn+1 = Xn¥n

Ynt1 = Xn+ Yn’

€ um sistema de recorréncias de 2 incégnitas, (xn) e (yn), cujas funcbes sdao dadas
por fy(Xn,¥n) = Xn¥n € fo(Xn,yn) = Xn + yn. Note que para n =0, temos que X1 = Xpyg €
Y1 = Xg + ¥p- Sendo assim, para determinar os termos das sequéncias que formam a

solugdo do sistema, é necessario conhecermos os valores iniciais xp € yg. Se xg =1 €
Yo = 1, por exemplo, temos como solugéo o par ordenado de sequéncias

(anyn) = ((XO!XOyO’X'ly'I !"')!(.yO’XO + Y0:X1 + /1 ’)) = ((1 !1 ’2!"')!(1!2a3!"'))'

Exemplo 6.2. As populacbes das 3 faixas etarias de insetos fémeas do Exemplo 5.24
seguem 3 recorréncias interdependentes, podendo ser escritas na forma do seguinte
sistema

Fre =V1F +Y2F)

Fr%+1 =01 Ff17

3 _ 2
Fn+1 =02Fp

6.1 SISTEMA HOMOGENEO DE RECORRENCIAS LINEARES DE 2 INCOGNITAS
Definicao 6.2. Um sistema homogéneo de recorréncias lineares de 2 incégnitas com
coeficientes constantes reais € um sistema da forma

Xns1 = A11Xn+ai12yn
Yns1 = ao1Xn+asoyn

., a11,812,821,822 € R, (18)
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que pode ser escrito na forma matricial
Xps1 = AXn,
onde

Xn+1 = [Xn+1 , A=

Yn+1

a a X
1 a2 X, = nl
dpy ao2 Yn
Nesta forma matricial, chamaremos a matriz A de matriz dos coeficientes do sistema.

No sistema (18), cada incégnita depende do termo anterior de ambas as incog-
nitas do sistema. A seguir, mostraremos que este sistema pode ser desacoplado, ou
seja, cada equagao pode ser reescrita por uma equagao de apenas uma incognita.

Proposicao 6.1. O Sistema (18) pode ser reescrito de forma desacoplada como:

0

0’ (19)

Xpyo + @Xppq + bXn
Yn+2 + @Yns1 + bYn

onde a = —(811 + 322) eb= aq1doo — aqodaoq.

Demonstragdo. Da igualdade Xx,,1 = as1Xn + @yo¥n, S€egue que Xp,o = a11Xpsq +
aio¥n+1, portanto

Xns2 = @11Xps1 + a@12(821Xn + @22¥n)

= 811 Xp41 + 12821 Xn + 822812)n

= a11Xp41 + 812821 Xn + @22(Xpy1 — @11 Xn)

= (811 + @22)Xps1 + (812821 — @11822) Xn.
Sendo assim, X,,» + axp,,1 + bxp = 0. De forma analoga

Yni2 = @21 Xn41 + 822Y 011

= ap1(a11Xn + a12¥n) + @2Yn+1

= a811821Xn + a12821Yn + a22¥n+1

= a11(Yns1 — @22¥n) + @12821Yn + @20V n4

= (@11 + @22)Yns1 + (821821 — @11322)¥n-
Portando, y,.o + ayn,1 + byn = 0, concluindo que:

Xnyo + @Xpeq + bXn
Yns2 + @/ny1 + bYn

o
o O

]

Note que a = —(aqq + asp) € b = aj1aso —ayoaq Sao, respectivamente, o oposto
do traco —tr(A) e o determinante det(A) da matriz dos coeficientes A.

Reescrevendo o sistema na forma desacoplada, o transformamos em duas
recorréncias lineares de 22 ordem X, + X1 + bxn =0 € Yo + apy1 + byn =0 que
possuem mesmo polindmio caracteristico A2 + aA + b. Portanto, as sequéncias (xn) e
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(yn) possuem a mesma solugao geral (estudada no Capitulo 5), sendo diferenciadas
apenas pelos seus valores iniciais.

Note que nessa forma desacoplada, para n = 0, os primeiros termos a serem
determinados sé@o xo = —axq —bxg € y» = —ay{—byy, Ou seja, por serem recorréncias de
22 ordem, sa0 necessarios 0s 2 primeiros valores de cada sequéncia para determinar
os proximos termos de forma recursiva. Porém, atraves dos valores de xj e y podemos
calcular os valores de x4 e y4 pelo sistema original (acoplado), onde xy = a{1Xg+a12¥0

€ Y1 = a21Xp + @22)0-

Exemplo 6.3. Determinar, para (xp,)p) = (1,2), a solugao do sistema
Xpe1 = Xn=2¥n
Yne1 = 2Xn—3yn

Solucao: Comecaremos calculando os coeficientes a e b pelo oposto do traco e pelo
determinante da matriz dos coeficientes

Temos entdo que a=—-tr(A)=—(1-3)=2e b=det(A)=1-(-3)—-(-2)-2=1.
Sendo assim, o sistema pode ser escrito na forma desacoplada

Xpyo +2Xpeq +1xp=0

Yni2 +2Yne1 +1yn=0

bl

cujo polindmio caracteristico & dado por A2 + 2) + 1, de raizes A; = A5 = 1. Portanto, os
termos gerais das sequéncias sao dados por

Xn=C111”+C12n1” Xn=C-|-|+C12I7
=
Yn= Cz11n+ szlﬂn Yn = 021 + 022n

em que Cy1,Cy2,Co1,Coo € R. Vamos agora determinar os valores dessas constantes.
Usando o sistema na forma acoplada, temos:

X-|=X0—2y0 X-|=1—2-2 X1=—3
= =
Y1=2x-3% y1=2-1-3-2 y1=—4

Ademais, pela solucéo geral obtida, temos que

[C11+OC12 C11+1C12 _ Xo Xq _ 1 -3
Co1 +0Cy Co1 +1Cp Yo I 2 —4

_ |G G+ Cy2| |1 8
Cot Co1+Cxm| (2 —4|
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Resolvendo o sistema, concluimos que Cy4 =1, Cio = —4, Coq =2 e Cop = —6, OU Seja,
a solugao do sistema € dada por

6.2 SISTEMA DE RECORRENCIAS LINEARES DE K INCOGNITAS HOMOGENEO

Generalizaremos agora o desacoplamento do sistema de recorréncias lineares
vista no topico anterior para recorréncias com k incognitas.

Definicao 6.3. Um sistema de recorréncias linear homogéneo com k incégnitas e de
coeficientes constantes € um sistema da forma

(X1)ns1 = a11(Xq9)n+ aqa2(Xo)n + ... + @1(Xk)n
(X2) n+1 ap1(X1)n + @p2(X2)n + ... + @k (Xk)n

a1 (Xq)n + aka(Xo)n + .. + Ak (Xk)n

(Xk) n+1

que possui a forma matricial

X1 = AXn, (20)
onde
(X1)ns1 ayr ayz .. Ak (X1)n
X aq{ doo .. a X
X\ = ( 2).n+1 A ?1 ?2 | ?k 6 X, (X2)n
(Xk) n+1 a1 k2 - Akk (Xk)n

Chamaremos a matriz A de matriz dos coeficientes do sistema.
Proposicao 6.2. Se X,,,1 = AXp, entdo X, = AKXy, para todo k € Ny.

Demonstragdo. O caso k = 0 € trivial. Supondo que X ; = ARXn, para algum k € N,

k
segue que ) )
k k1
X i = AX = AARXR) = AR X,
Pelo principio de indugao finita, temos que X, = AXXp, para todo k € N. O

Como consequéncia da Proposigéo 6.2, podemos determinar um valor X) qual-
quer da solugéo do sistema a partir de seu valor inicial Xy através da potencia¢do da
matriz dos coeficientes, onde X = AXX;.

Exemplo 6.4. Sendo (ag,by) = (1,2), determinar o valor de (as,bs) do sistema de

recorréncias
ani _ 1 2 an
broi| |3 0| |bn|’
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AR EF R

A seguir, veremos que, assim como o sistema de 2 incognitas (18), o sistema
de k incognitas (20) também pode ser reescrito de forma desacoplada.

Solugao:

Proposicdo 6.3. Seja AX + a,_1AK1 + a,_oAK2 + ... + a4 0 polindmio caracteristico da
matriz A do sistema de recorréncias lineares de k incégnitas (20), temos que o sistema
(20) pode ser escrito na forma desacoplada

Xnik + @k—1Xnik—1 + @k—2Xnik—2 + -+~ + 39 Xn = 0.

Demonstragdo. Como AK + a;_AK=1 1+ a,_o2Ak=2 4 ... + a5 é o polindmio caracteristico
da matriz A, pelo Teorema de Cayley-Hamilton', temos

A ak_1 AR ak_zAk_z +---+389/=0.
Multiplicando por X, ambos os membros da igualdade pela direita, segue que
(A + a1 AR gy AR 2 4 v agh)Xp =0

= AKX + a1 A X + ag o AKX + -+ agXp = 0

Pela Proposicao 6.2, conclui-se que:

Xnik + @k—1Xnik—1 + @k—2Xnik—2 + -+ + 3 Xn = 0.

Exemplo 6.5. Determinar a solugdo do sistema de recorréncias lineares

Xpet = —Xn+Yn
Ynei = —Yn+2n.
Zny = —Zn

Solucdo: A matriz A dos coeficientes desse sistema € dada por

-1 1 0
A=lo -1 1],
0 0 —1

que possui o polindmio caracteristico (A + 1)3 = A3 + 342 + 31 + 1.
Temos entdo que a recorréncia linear de 32 ordem equivalente a cada recorrén-
cia do sistema é a recorréncia up,1 + 3Up,o + 3Up,.1 + Un = 0, que possui também o

10 Teorema de Cayley-Hamilton diz que se p é o polindmio caracteristico da matriz A, entdo p(A) = 0,
ver mais em Lima (2014a).
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polinémio caracteristico (A + 1) que, por sua vez, possui a raiz Ay = —1, de multiplici-
dade 3. Sendo assim, a solu¢do geral da recorréncia up,.1 + 3Upyo +3Up 1 +Un=0¢€
da forma

Un = C1(-1)" + Con(=1)" + C3n?(—1)", C1,C5,C3 € R.

Concluimos, assim, que a solugéo geral do sistema pode ser escrita por:

Xn Ci1 Cyp Cyz| |1
Ya| =D Coy Cop Cog| | N |,
Zn Cat Cs2 Csz] [P

onde Cy1,C12,C13,C21,C22,C23,C31,C32,C33 € R.

6.3 EQUILIBRIO DE SISTEMAS DE RECORRENCIAS

Assim como nas recorréncias de 12 ordem, podemos encontrar também pontos
de equilibrio em sistemas com k recorréncias, conforme abordaremos a seguir.

Definicao 6.4. Um ponto (xj,--- ,x;) € RX é chamado de ponto fixo (ou ponto de
equilibrio) de um sistema de recorréncias com k incognitas se ((X1) p41> - - (Xk)ps1) =
((X1)ns - (X)) = (X§, -+ ,Xg), paratodo n € Np.

Exemplo 6.6. Determinar o ponto de equilibrio do sistema de recorréncias lineares de
2 incégnitas (18).
Solugéo: Sendo (Xp,1,¥Yn+1) = (Xn,¥n) = (x*,y*), temos que:

X* = ayx* +appy” (@11 —1)x* +apy* =0
=
y* = ap X" + agy” ap X" +(agpp—1)y* =0

cuja unica solugéao, se (a1 — 1)(aso — 1) —ajnanq # 0, € dada por (x*,y*) = (0,0).

Exemplo 6.7. Determinar os pontos de equilibrio do sistema de recorréncia nao linear
de 2 incégnitas

Yn+1 = Xn¥n

Solugéo: Sendo (x*,y*) = (Xpy1:Yne1) = (Xn,y¥n), temos que

X*=2X*—y* X*—y*=0
=
y* — X*y* X*y* — y*
Caso y* = 0, temos que a solugao do sistema é dada por (x*,y*) = (0,0) e, caso y* #0,
temos que:

{Xn+1 =Xn=JYn
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Portanto, a solucao é dada por (x*,y*) = (1,1). Concluimos que os pontos de equilibrio
do sistema s&o dados por (x3,y7) = (0,0) e (x3,y5) = (1,1).

Assim como os pontos de equilibrio das recorréncias de 12 ordem, os pontos
de equilibrios dos sistemas de recorréncias também sao classificados em estaveis,
caso o0s pontos do sistema se mantenham proximos ao ponto de equilibrio, instaveis,
caso os pontos se afastem e assintoticamente estaveis, no caso dos pontos serem
atraidos pelo ponto de equilibrio. Para conhecer mais sobre a estabilidade de sistemas
de recorréncias, ver Elaydi (2000).

Veremos mais exemplos de pontos de equilibrio dos sistemas de recorréncias
nos modelos que serdo apresentados no capitulo a seguir.
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7 MODELOS DE RELACOES ECOLOGICAS

Relagdes ecoldgicas sao classificacoes da interacdes entre as espécies de um

ecossistema. As principais relagoes sao:

a) Competicdo interespecifica: Acontece quando individuos de espécies dife-
rentes competem por recursos parecidos dentro do ecossistema, afetando
negativamente uns aos outros. Temos como exemplo os ledes e as hienas,
que competem pelas mesmas presas.

b) Mutualismo: Acontece quando espécies diferentes se beneficiam quando co-
locadas juntas no mesmo ecossistema. Por exemplo, as flores e as abelhas.

c) Comensalismo: Esta relagdao ocorre quando uma das espécies envolvidas
se beneficia da interacdo enquanto a outra nao é afetada significativamente.
Temos como o exemplo mais classico as rémoras e o tubardo, em que as
rémoras comem os restos de alimentos que o tubardo deixa para tras ao
mesmo tempo que nao fazem parte da dieta do tubaréo.

d) Amensalismo: Ocorre quando uma das espécies € prejudicada enquanto
a outra ndo é afetada significativamente. Por exemplo, o eucalipto libera
substancias quimicas que acabam prejudicando outras plantas ao seu redor.

e) Predac&o: Nesta relacdo uma espécie € beneficiada as custas do prejuizo
da outra, sendo um exemplo, a predacdo que ocorre entre os ledes e as
zebras.

7.1 MODELO PRESA-PREDADOR DE LOTKA VOLTERRA

O modelo presa-predador de Lotka-Volterra foi desenvolvido em 1925 de forma
independente por dois estudiosos, o0 matematico e fisico italiano Vito Volterra e o bio-
matematico e fisico-quimico americano Alfred Lotka. Volterra propds seu modelo que
descreve a interacao entre presas e predadores apds analisar um estudo estatistico
sobre as populacdes de tubardes e peixes em uma porcao do Mar Adriatico, na ltalia
que foi desenvolvido pelo Zoologista Umberto D’Ancona. Ja Alfred Lotka apresentou
um estudo sobre interagdes entre espécies em seu livro Elements of Physical Biology,
onde descreve 0 mesmo modelo de presa e predador que Volterra, de forma paralela.

De acordo com Souza (2017), o modelo de Lotka-Volterra assume hipéteses que
serao descritas a seguir. A populacao N de presas, na auséncia de predadores, cresce
seguindo o modelo Malthusiano. Usando recorréncias, temos a seguinte modelagem:

Np.1—Nn

% - q,
onde a é a taxa de crescimento da populagéo de presas na auséncia de predadores.
Porém, este crescimento é afetado negativamente pela populacéo de predadores P.
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Sendo assim N N
% = o — P,

em que (3 é a taxa de predacao sofrida pelas presas na presencga dos predadores.
Reorganizando os termos do modelo, temos que

Npiq = (1 +O‘)Nn—/3PnNn-

Ja a populacao de predadores P decresce de forma exponencial na auséncia
de presas, pois sem presas nao ha alimento para sua sobrevivéncia. Portanto, temos
0 modelo discreto

onde y € a taxa de mortalidade dos predadores na auséncia de presas. Porém, a
populacao de predadores é afetada positivamente com a presenca de presas. Sendo
assim, o modelo de predadores é dado por

Pn+1_Pn

P —y + O6Np,

em que 6 é a taxa de crescimento da populagéo de predadores na presencga das presas.
Reorganizando o modelo, temos

Pne1 = (1 =y)Pn+6PnNp.

Portanto, 0 modelo presa-predador de Lotka-Volterra em sua forma discreta' é
dado pelo seguinte sistema de recorréncias nao linear

Npiq = (1 +O‘)Nn—,3PnNn
Pny1 = (1=Y)Pn+6PnNp

(21)

Essas taxas a, 8, y e 6 séo parametros obtidos, por exemplo, através de ensaios
experimentais realizados por bidlogos ao estudarem as espécies e suas interacoes.

Neste modelo, o produto PhNp pode ser interpretado como o encontro entre 0s
predadores e as presas em determinado tempo n, em que, quanto maior o nimero de
predadores P, ou 0 numero de presas Np, maiores sdo as chances do encontro entre
predadores e presas PpNp, 0 que afetara negativamente as presas a uma taxa 8 e
positivamente os predadores a uma taxa 6.

A seqguir é apresentado um exemplo elaborado pelo autor contendo uma simula-
¢cao de predacao com base no modelo (21).

Exemplo 7.1 (Joaninhas e pulgdes). Pulgbées sdo pequenos insetos sugadores de
seiva que, em grandes quantidades, sdo considerados pragas para plantagées. Um

Este modelo pode ser obtido também através da discretizacdo do modelo de Lotka-Volterra continuo
mostrado em Silva (2022).
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dos predadores naturais dos pulgdes é a joaninha, muito usada para fazer o controle
dos pulgdes nas plantacées.

Considere uma arvore com uma populacédo de pulgdes (presas) P e uma po-
pulacdo de joaninhas (predadores) J, onde a populacao de pulgdes, na auséncia das
joaninhas, aumenta 2% a cada més e a populagao de joaninha, na auséncia dos pul-
gbes, diminua 20% por més. Assumindo que no modelo (21), a predagao afete os
pulgbes a uma taxa B = 0,0001 e afete as joaninhas a uma taxa 6 = 0,0002, temos
entao o seguinte sistema que modela as populagdes de pulgdes Pp e joaninhas Jp ao
longo de n semanas

Ppeq = 1,02P, —0,0001PpJpn
Jn+1 = O,8Jn + 0,000ZJnPn

A Figura 10 apresenta uma simulacédo das populag¢des de pulgdes e joaninhas
em fungao do tempo para as proximas 200 semanas conforme o modelo, considerando
as populagoes iniciais de 1060 pulgdes e 280 joaninhas.

Figura 10 — Simulacao de Pulgdes e Joaninhas ao longo do tempo
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Fonte: O autor.

Através da simulacéo feita no Exemplo 7.1, pode-se observar uma interessante
caracteristica: os termos da sequéncia sao imagens de fungdes oscilatérias. Uma
interpretacao biolégica para essa oscilacdo € que, a medida que a populagao de
predadores aumenta, o numero de presas diminui devido a maior mortalidade por
predacdo. Com a escassez de presas, 0 crescimento da populacdo de predadores
comeca a ser inibido, pois ha menos alimento disponivel no ambiente. Eventualmente,
a falta de presas se torna tao severa que os predadores comegam a morrer de fome,
resultando na redugéo de sua populacdo. Com menos predadores, a populagéo de
presas comeca a se recuperar, ja que a pressao da predacao é menor. Conforme as
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presas voltam a crescer, a disponibilidade de alimento para os predadores melhora,
favorecendo o aumento da sua populagao, fazendo com que o ciclo se reinicie.

Vamos determinar os pontos de equilibrio deste modelo, ou seja, para quais
valores populacionais de presas e predadores as duas espécies se mantém sem
alteracdes em seu numero de individuos.

Para fins praticos, consideraremos que os coeficientes a, 3, y € 6 s&o ndo nulos
pois, de toda forma, do ponto de vista biolégico € incomum as taxas de crescimento das
presas e de mortalidade de predadores serem nulas. Além disso, se os coeficientes
de predacgédo 8 e 6 fossem nulos, ndo haveria de fato a predacdo. Sendo (N*,P*) =
(Nn,Pn) = (Npy1,Pps1), temos

N* = (1 + a)N* — BP*N* N*(a—BP*) =0
=
P* = (1—y)P* + 6P*N* P*(y —5N*) = 0

Temos entao os seguintes casos possiveis:

i) Se N* = P* = 0, temos que (0,0) é um ponto de equilibrio;

Na pratica, se N* = 0, os predadores ficardo sem presas e, portanto, teremos
que a populacao de predadores decrescera de acordo com o Modelo de Malthus, cujo
unico ponto de equilibrio (se y # 0), € dado por P* = 0. Ja se P* = 0, entdo as presas
nao possuirdo predadores e sua populacao crescera de acordo também com o Modelo
de Malthus, cujo ponto de equilibrio (se a # 0), é dado por N* = 0.

i) Se N* #0 e P* #0, temos, entdo, que

a—-BP*=0
y—6N*=0
).

,0) e (N3,P5) = (’é%) sdo os pontos de equilibrio do

cuja solugao é dada por (’3’

Portanto, (N{,Pj) =
Modelo de Lotka-Volterra (2

= S B

Exemplo 7.2. Determinar os pontos de equilibrio do modelo do Exemplo 7.1 de forma
que os pulgdes e as joaninhas coexistam.

Solucao: Para que os pulgdes e as joaninhas coexistam, descartaremos o ponto (0,0),
temos entdo o ponto de equilibrio:

Yy« 0,2 0,02
Yy ay _ _ oo
(6’/3) (o,oooz’o,ooo1 (1000,200)

Sendo assim, o sistema se mantém em equilibrio com 1000 pulgdes e 200
joaninhas.

Além do gréfico apresentado na Figura 10, que mostra a evolu¢ao das popu-
lagdes de presas e predadores ao longo do tempo n, podemos analisar o modelo de
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Lotka-Volterra por meio de outras representagdes graficas. Uma das mais comuns é o
grafico de fase, que relaciona diretamente a populacéo de predadores com a correspon-
dente populacdo de presas. Graficos de fase séo Uteis para identificar comportamentos
ciclicos e padrdes de equilibrio de um sistema. A Figura 11 apresenta o grafico de fase
do modelo do Exemplo (7.1):

Figura 11 — Grafico de fase Lotka-Volterra
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Fonte: O autor.

Pelo gréfico da Figura 11 podemos notar que as populacdes de presas e pre-
dadores formam uma espiral crescente em torno do ponto de equilibrio (1000,200),
mostrando que este é um ponto de equilibrio instavel, ou seja, os pontos (Nn,Pn) se
distanciam do ponto fixo, indicando um aumento da oscilacdo das populacdes de pre-
sas e predadores vista na Figura 10, com o passar do tempo. Para mais analises da
estabilidade dos pontos fixos do modelo discreto de Lotka-Volterra, recomendamos
Silva (2022).

7.2 MODELOS DAS DEMAIS INTERAGOES INTERESPECIFICAS

O Modelo de Lotka-Volterra descreva a relagao ecolégica de presa-predador,
vamos agora analisar alguns modelos que descrevem as demais interagdes entre
espécies (competicdo, mutualismo, comensalismo e amensalismo). Para isto, vamos
assumir as seguintes hipoteses para adaptar o Modelo de Lotka-Volterra para estas
outras relagdes ecoldgicas: Se cada espécie analisada cresce de acordo com o Modelo
de Malthus na auséncia da outra espécie e considerarmos que ao serem inseridas no
mesmo ambiente, as populacdes de duas espécies, A e B, se afetam de acordo com
as taxas 8 e 6, o Modelo de Lotka-Volterra para as demais relagdes interespecificas
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possuira a generalizacao:

Aps1 = (1 +)An +BAnBp
Bpi1 = (1+y)Bn+6AnBn
ou seja,
Ani1 =An(1 +a+ BBp)
Bni1 = Bn(1+y +6Ap)

(22)

No caso da competicao interespecifica, como ambas as espécies sédo afetadas
negativamente pela presenga uma da outra, temos que 8 < 0 e y < 0. Ja no mutualismo,
como as duas espécies se beneficiam na rela¢do, temos que 3 >0ey > 0.

J& para os casos de comensalismo e amensalismo, se considerarmos que A
é a espécie ndo afetada pela relagdo, temos que 8 = 0. Neste caso, 0 comensalismo
ocorre quando 6 > 0 e o amensalismo ocorre quando 6 < 0. Por ultimo, podemos
notar que o Modelo Presa-predador de Lotka-Volterra (21) é um caso particular deste
modelo,emquea>0,8<0,y<0e6>0.

A seguir é apresentado um exemplo elaborado pelo autor contendo uma simula-
¢ao de competicao com base no modelo (22).

Exemplo 7.3. Considere um ambiente cujos recursos sao competidos por duas colé-
nias diferentes de formigas, de populacdes iniciais Ay = 3000 formigas e By = 2000
formigas. Para a = 0,02, 8 = —0,00002, y = 0,021 e 6 = —0,00002, temos que as
populacoes An e By evoluem ao longo de n semanas de acordo com o modelo

An,1 = An(1,02=0,000028))
B,.1 = Bn(1,021 — 0,000024,)

Cujo grafico para das populacdes para as 100 primeiras semanas € mostrado na Figura
12.

Apesar das duas populacdes possuirem potenciais bidticos positivos e seguirem
um crescimento Malthusiano, pela simulagao feita na Figura 12, vemos que a popu-
lacéo B foi levada a extingdo com o passar das semanas. Um questionamento que
pode surgir € se existe algum par de valores iniciais (Ap,By) de forma que as duas
populacdes coexistam. Caso existam pontos fixos do sistema em que os valores das
duas populacdes sejam positivos, uma resposta desse questionamento pode estar
nesse ponto de equilibrio do modelo.

Vamos determinar os pontos de equilibrios do modelo (22). Se considerarmos
0s casos de competicdo e mutualismo, temos que 8 # 0 e 6 # 0. Se assumirmos ainda
que a # 0 ey # 0, temos que os pontos de equilibrios (A*,B*) sdo dados por
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Figura 12 — Simulacao de duas popula¢des de formigas ao longo do tempo
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Fonte: O autor.

A* = (1 +a)A* + BB*A* A*(a+pB*) =0
=
B*=(1+y)B* + 6B*A* B*(y +6A") =0
Seguem entao os seguintes casos:
i) Se A* = B* = 0, entao (0,0) € um ponto de equilibrio;
iy Se A* #0 e B* #0, temos que <—’3’, - %) € um ponto de equilibrio.

No caso do mutualismo, temos que (—’3’, - %) sé € um ponto de equilibrio se
a populacao de ambas espécies decresce ao longo do tempo pois, caso contrario,
teremos a, B, y e 6 todos positivos e, portanto, —% <0e —% < 0, que néo faz sentido
para valores de populacdes.

Para os casos de amensalismo e comensalismo (sendo A a espécie ndo afetada
pela rela¢do), temos que = 0 e 6 # 0. Considerando ainda que a # 0 e y # 0, temos
que os pontos de equilibrios sdo dados por

A* = (1 +a)A* aA* =0 A =0
= =
B*=(1+y)B* + 6B*A* B*(y + 6A") =0 B*=0
Portanto, para os casos de amensalismo e comensalismo, 0 modelo (22) possui apenas
o ponto de equilibrio (A*,B*) = (0,0).

Concluimos entdo que (0,0) é um ponto de equilibrio do modelo (22) para todos
0s casos (competicdo, mutualismo, amensalismo e comensalismo) e (—g, — %) € um
ponto de equilibrio para o caso de competicdo e para o caso de mutualismo em que
a<0ey<O.
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Exemplo 7.4. Determinar o ponto de equilibrio do Exemplo 7.3 de forma que as duas
populacdes de formigas coexistam.

an- (Y _ 0,021 0,02 _
Solugo: (—%,— %) = (—=g4inz: — =005z ) = (1050,1000).

7.2.1 Modelo de interacoes interespecificas com resisténcia do meio

O modelo (21) considera que as populacdes Ap € Bp, quando isoladas, crescem
de acordo com o Modelo de Malthus. Se assumirmos como hipétese que as populacoes
das espécies analisadas nas interagdes interespecificas, quando isoladas, crescem de
acordo com o Modelo de Verhulst, teremos:

2
aAs

Apt =(1+a)An— K +BAnBn

Bni1=(1+y)Bn— YKB;'% +6AnBn

ou, entao,
Aneq = An(1 +a - 0‘k—‘1‘n +BBp)

Byt = Bn(1 +y - Y2 + 6Ap)

em que kq e ko séo, respectivamente, as populagdes suporte das espécies de popula-
cdes A e B, quando isoladas.

(23)

Exemplo 7.5. [Mirmecofilia entre formigas e besouros] Uma categoria interessante de
relagéo ecoldgica € a mirmecofilia, que acontece quando uma espécie se beneficia da
presenca de formigas, podendo esta relacdo ser mutualista, quando a formiga também
€ beneficiada, comensalista, quando a formiga nao é afetada na interacdo ou entéao
parasitista, em que a formiga é prejudicada. Um exemplo de mirmecofilia acontece
com algumas espécies de besouros. Besouros mirmecéfilos possuem tamanhos e
formatos parecidos com os das formigas, além de liberam substancias quimicas que as
confundem, achando que os besouros sao parte da colénia. Dessa forma, os besouros
mirmecéfilos conseguem abrigo e comida dentro do formigueiro, formando com as
formigas uma relacao de parasitismo (a formiga € prejudicada) ou de comensalismo (a
formiga nao é afetada), dependendo da espécie do besouro. Para maiores detalhes de
mirmecofilia, sugerimos Diehl (2017).

Considere um ambiente com uma espécie de formiga e uma espécie de besouro
onde os besouro vivem dentro do formigueiro parasitando os recursos das formigas.
Suponha uma populagéo inicial de 2500 formigas e 80 besouros e que as populagdes
de formigas Fp e besouros Bp, evoluem ao longo de n quinzenas de acordo com o
modelo

Fret = (1,104 = &9 F — 0,00001Bp) P
Bpy1 = (1,06 — %26 B, + 0,000004F;) By

A Figura 13 apresenta as populag¢des de formigas e besouros nas 50 primeiras
quinzenas. Pela, vemos que as populacdes de formigas e besouros tendem a se
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estabilizar em 5000 formigas e 400 besouros, 0 que nos leva a desconfiar de que estes
séo pontos de equilibrio do modelo.

Figura 13 — Simulacao de Formigas e Besouros ao longo do tempo
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Fonte: O autor.

Vamos determinar os pontos de equilibrio do modelo (23), considerando nova-
mente que os coeficientes a, B, y e 6 sdo todos nao nulos. Sendo (N*,P*) = (Nn,Pn) =
(Nnt1,Pnyt), temos:

At = A*(1 + a— 955 + BBY) N At(a— %A+ BB =0
B* = B*(1+y-Yg +6A") B'(y— Yo +6A*) =0
Seguem entdo os seguintes casos:
i) Se A* = B* = 0, entao (0,0) € um ponto de equilibrio;
i) Se A* =0 e B* #0, temos que (0,ko) € um ponto de equilibrio;
iy Se A* #0 e B* =0, temos que (ky,0) € um ponto de equilibrio;
iv) Se A* #0 e B* #0, temos o sistema de equacodes lineares

A*
a—O?;T+,BB* =0 _ KA -BB =qa
YB* * _ Y R*
y—k—2+6A =0 —6A +k_28 =y
Da 12 igualdade desse sistema, segue que
a _ kala+BBY)
o

como consequéncia, pela 22 igualdade, temos que

—Oky(a+BB*) yB*
+ =
(0 k2

Y
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ou seja,
g+ _ kealy +6kq)
ay —Boki kg
Como A* = w, segue que
Bkoa(y+6ki)
A - ki ja+ ay—Bokiko
(04
e, portanto,

a _ Kiylo BRo)
ay —f6kikp’
concluindo assim que

x pxy _ [ Kiy(a+Bks) kea(y+6kq)
(A ’B ) - <(X1Y—,36k1 ;2 ’az)/—ﬁ6k1 llg > ’

€ um ponto de equilibrio do modelo (23) para a, 3, y € 6 ndo nulos e ay — 36k ko # 0.

Exemplo 7.6. Calcular o ponto de equilibrio do modelo do Exemplo 7.5, de forma que
as formigas e os besouros coexistam.

Solugéo:
£ Kiy(a + BK>) _ 5200(0,06)(0,104 — 0,00001(300)) _ 5000
oy —36k1ke  0,104(0,06) —0,00001(0,000004)(5200)(300) ’
B - Koa(y + 6Ky) 300(0,104)(0,06 + 0,000004(5200)) _ 400,

~ oy —PBSkiko ~ 0,104(0,06) —0,00001(0,000004)(5200)(300)

Portanto, as populagbes de formigas e besouros do Exemplo 7.5 coexistem em
equilibrio com 5000 formigas e 400 besouros.

Por serem sistemas néao lineares, os modelos (22) e (23) ndo possuem um
método analitico geral para encontrar suas solucdes, sendo estudados de maneira
qualitativa. Para fins didaticos, vamos fazer uma simplificacdo do modelo (22), supondo
que os encontros ApBp ndo afetam diretamente na competicao das duas espécies, mas
sim apenas a densidade da populagao rival. Temos entdo o seguinte modelo linear
como adaptacao do modelo (22)

{A,,+1 = (1 +)An+BBn 24

Bpi1 = (1+Y)Bn+06An
que se trata de um sistema de recorréncias lineares de duas incégnitas homogéneo.

Exemplo 7.7 (Mirmecofilia entre formigas e pulgdes). Um outro exemplo de mirmecofi-
lia, desta vez mutualista, € a interacao entre formigas e pulgdes. Ao sugar a seiva de
plantas, os pulgdes liberam um liquido agucarado que chama a ateng¢ao de formigas
que veem nesse liquido uma importante fonte de nutrientes, fazendo com que elas



Capitulo 7. Modelos de relagbes ecoldgicas 89

cuidem dos pulgdes e afugentem seus predadores. Sendo assim, formigas e pulgdes
formam uma relagao mutualista. Considere o modelo

Pn+1 = 1,3Pn+0,5Fn
FI’I+1 = 1,2Fn+0,12Pn

em que Pp e Fp sdo as populagdes de pulgdes e formigas no decorrer dos proximos n
meses. Determine a solu¢do deste sistema para (Py,Fg) = (500,500).
Solucao: Temos aqui um sistema de recorréncias linear cuja forma matricial é dada por

Pt _[1,3 0,5] [Pn

Fn+1

0,12 12| |Fp

que possui o polinémio caracteristico A2—2,51 + 1,5, de raizes Ay = 1,5 e A, = 1. Sendo
assim, o sistema possui a solugao geral
Pn| _ [C“] 1,57+ [C12] , C41,C12,C21,Cop € R.
Fn Co1 Co2
Como (Py,Fp) = (500,500), temos que Py = 1,3(500) + 0,5(500) = 900 e Fq =
0,12(500) + 1,2(500) = 660, sendo assim
[cﬁ +C12 15Cy +Cya| _ [500 9oo]

021 + 022 1,5021 + C22 500 660
e, portanto, Cy1 = 800, Cy5 =—-300, Cry = 320 e Cos = 180, concluindo que
Pn _ 800 1574 -300 .
Fn 320 180
A Figura 14 apresenta o grafico de pulgbes e formigas para os préximos 8
meses.

Os alunos do Ensino Médio frequentemente desejam entender a aplicabilidade
de certos conteudos da matematica que ndo possuem uma utilizagao tao trivial de
ser observada, como € o caso das matrizes, mais especificamente quando se trata do
produto e da potenciagdo de matrizes, ou entdo dos determinantes.

O Quadro 5 apresenta propostas de questdes sobre dindmica populacional
com interacdes entre espécies, indicadas para o professor que ja trabalhou com seus
alunos as recorréncias lineares de 12 e 22 ordens e deseje explorar com eles diversos
objetos do conhecimento da matematica do Ensino Médio de forma contextualizada se
utilizando agora de sistemas de recorréncias lineares homogéneos.

Essa proposta foi elaborada para ser utilizada por professores do Ensino Médio,
ou de outros niveis, como exemplos ou exercicios que promovam no aluno o desen-
volvimento de importantes conceitos matematicos e aprimoramento das habilidades
da BNCC mencionadas nos capitulos anteriores. Entre os topicos abordados estao
progressbées geométricas, operagbes com matrizes, determinantes, sistemas lineares
e equacoes quadraticas.
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Figura 14 — Simulacao de Formigas e Pulgbes ao longo do tempo
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Fonte: O autor.
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Quadro 5 — Proposta de atividade sobre sistemas lineares homogéneos

Questao 1: Além do néctar de flores, abelhas fabricam mel a partir do
liquido acucarado que saem das colchonilhas, pequenos insetos que sugam seiva
de arvores. Em troca do liquido, as abelhas oferecem protecdo a esses insetos,
gerando uma relagdo mutualista. Suponha que as populagcbes An e Ch de abelhas
e colchonilhas em um ambiente sejam estimadas, ao longo de n meses de acordo
com o0 modelo

Apiq =1,3Ap+0,14Cp
Cni1 =0,1An+1,34Cp

Sendo A = 440 e Cy = 1400 as populagdes iniciais, responda:

a) Reescreva o sistema na forma matricial e calcule o determinante e o trago
da matriz dos coeficientes desse sistema.

b) Anote o polinémio caracteristico associado ao sistema e determine suas
raizes.

c) Resolva o sistema, determinando as populacdes ap6s n meses.

d) Usando uma calculadora cientifica, faca a estimativa de abelhas apés 10
meses.

e) Se as colchonilhas néo estivessem no ambiente, qual seria a populagéo
de abelhas ap6s 10 meses?

Questao 2: Na presenca de insetos sugadores de seiva, as formigas e as
abelhas podem entrar em competicao pelo liquido agucarado que eles liberam.
Supondo que as populacdes de abelhas e formigas An € F, em um ambiente sdo
descritas ao longo de n meses pelo modelo

An.1 =1,23A,—0,03F,
Fp.q =1,22F,—0,02A,

Determine a solugéo deste sistema para Ay = 4000 e F = 3200.

Questao 3: Considere que em um formigueiro haja uma populac¢édo de formi-
gas Fp e uma populacao de besouros mirmecéfilos By, cuja interacdo no decorrer
de n quinzenas é dada pelo modelo

Fpo=1,1Fn
Bp.1 = 0,01F, + 1,028,

Sendo (Fp,Bp) = (2000,50), Responda:

a) Classifique esta relacdo em mutualismo, comensalismo, competi¢cdao ou
amensalismo. Justifique.

b) Use potenciacao de matrizes para estimar as populagdes de formigas e
besouros em cada uma das proximas 3 quinzenas.

c) Determine a solucéo este sistema de recorréncias.

d) Use solugao obtida no item b) e uma calculadora para estimar a populacao
de besouros dentro do formigueiro ap6s 8 quinzenas.

Fonte: O Autor
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7.3 MODELAGEM DE RELAGOES ECOLOGICAS COM MAIS DE DUAS ESPECIES

Em uma comunidade nem sempre encontraremos apenas duas espécies in-
teragindo. Vamos modelar as relagdes entre mais de duas espécies acrescentando
mais recorréncias e incégnitas aos modelos. Por exemplo, no modelo de interacdes
interespecifica (23) para k espécies, temos que:

((X1 Jnet =[1+0q +a11(Xq)n + aj2(X2)n + - + a1 k(X )nl(X1)n

(X2)rf+1 =[1+az +axi(xXq)n+ ana(X2)n + - - - + Ak (Xk)nl(X2)n (25)

| (Xi)net = [1+ 0k + @K1 (xX1)n + aka(x2)n + - - - + @k (Xic)nl (X )n
Note que cada populacdo x; (i € {1,2,--- ,k}) em um instante t + 1 pode ser
obtida, entdo, pela recorréncia

k
(Xi)pst = [1 +aj+ Y aij(xj)n] (Xi)n.

Jj=1

Neste modelo, o, representa o potencial bidtico da espécie x;. Temos que a; > 0
indica que a populacdo da espécie x; aumenta na auséncia das outras espécies e
a; < 0 indica que a populagéo de tal espécie diminui na auséncia das outras espécies.

Ja o coeficiente aj;, para i # j, representa a taxa em que a populagao da espécie
x; é afetada pela interagdo com a espécie x;, sendo que g;; > 0 indica que a espécie
X; se beneficia com a relagdo com a espécie x;, como é o caso do mutualismo e
do comensalismo e dos predadores na predagao. Por outro lado, se a;; < 0, temos
que a espeécie x; € prejudicada por tal relagcdo, como € o caso da competigéo, do
amensalismo e das presas na predacao. Além disso, se ajj = 0, temos que a especie X;
ndo ¢ afetada diretamente com a relagdo com a espécie x;. Por Ultimo, se / = j, entao
ajj = ajj representa a taxa de competicao intraespecifica da espécie x;, que de acordo
com o modelo de Verhulst é dada por a;; = —%’ onde k; € a populagdo suporte da
espécie x; fornecida pelo meio (sendo assim, a; <0, Vi € {1,2,--- ,k}).

A seguir é apresentado um exemplo elaborado pelo autor contendo uma simula-
¢ao de interacado entre 3 espécies, com base no modelo (25).

Exemplo 7.8 (Abelha, cochonilha e formiga). Como visto nos exemplos anteriores
e na Questao 1 proposta no Quadro 5, tanto abelhas como formigas possuem inte-
resse no liquido produzido por insetos sugadores de seiva. A Figura 15 apresenta,
para (Ag,Fg,Co) = (8500,3000,8000), o grafico das populacdes An de abelhas, Fp de
formigas e C,, de cochonilhas descritas ao longo de n meses pelo modelo:

Ani1 =(1,4-0,0001A,—0,00005F, + 0,00005Ch)An

Fns1 =(1,41-0,00005A,—0,0001Fp + 0,00004Cn)Fn

Cns+1 = (1,75 + 0,00005A, + 0,00005F, —0,0002Cp)Ch



Capitulo 7. Modelos de relagbes ecoldgicas 93

Figura 15 — Simulacao de Abelhas, Formigas e Cochonilhas ao longo do tempo

9000
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8000 ¢ 4 Formigas

7000 # Cochonilhas

*
6000 .:‘000000000000000000000000000

.
5000 9000000000000 00000000000

4000 e s IIIIIEIOIIIIIIIIIIIINY
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2000
1000

0
0 5 10 15 20 25 30

Fonte: O autor.

Pela simulagdo, vemos que as populagdes estdo se estabilizando em 5000
abelhas, 4000 formigas e 6000 cochonilhas, conjecturando que (5000,4000,6000) é
um ponto de equilibrio deste modelo.

Vamos analisar os ponto fixos do modelo (25). Note que a k-upla ordenada
nula (0,0,0, - - - ,0) € um ponto de equilibrio deste modelo. Porém, néo se trata de um
ponto de equilibrio interessante, ja que indica que ndo ha individuos de nenhuma
espécie na comunidade estudada. Vamos analisar os pontos de equilibrio para quando
ha individuos em todas as espécies da comunidade, ou seja, os pontos de equilibrio
((x1)*(X2)*,(X3)", - - - ,(Xk)¥), em que (x1)*,(x2)*,(x3)*,--- ,(Xx)" s@o todos n&o nulos.
Temos entao que

( (
(X1)" =[1T+aq +a110q)" + -+ aye(xe)*1(xq)" art(xq)* + -+ age(xyg)* = —oy
(X2)" =[1+00 + a1 (x1)" + - + aok(Xk)"1(%2)" _ )z (X1)" + - + agg(x)* = -0
| ()™ = [1+ 0+ @peq (X9)™ + - -+ @i (Xi) "1 (X)) Akt (1) + -+ A (X)) " =~
e, portanto, o ponto de equilibrio do modelo (25) para (x1)*,(X2)*,(X3)*, - - - ,(Xk)* néo

nulos, caso exista, é dado pela solugao do sistema de equacgdes lineares
apr aiz o ak| | () —0

apq ap - a| |(x2)* —0ip

k1 ak2 - agk| [(Xk)* —Qlk



Capitulo 7. Modelos de relagbes ecoldgicas 94

Exemplo 7.9. Determine o ponto de equilibrio do modelo do Exemplo 7.8, de forma
que as 3 populacdes coexistam.

Solucao: O ponto de equilibrio (A*,F*,C*) para A*, F* e C* nao nulos é dado pela
solucao do sistema de equagdes lineares

’ -10 -6 5 A* -0,4
J— — * = —
100000 5 10 4 F 0,411,

5 20| [C* -0,75

e, portanto, (A*,F*,C*) = (5000,4000,6000).

Como vimos, para determinar o ponto de equilibrio do modelo (25), onde as
populagdes sao todas ndo nulas, devemos resolver um sistema de equacgdes lineares.
Portanto, questdes que exigem a obtencao deste ponto de equilibrio se tornam mais
uma aplicagdo que o professor pode usar com seus alunos para exercitar conceitos
de algebra linear e a habilidade da BNCC (EM13MAT301) "Resolver e elaborar proble-
mas do cotidiano, da Matematica e de outras &reas do conhecimento, que envolvem
equacles lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e gréficas, incluindo ou
nao tecnologias digitais". O Quadro 6 apresenta um exemplo desse tipo de questao,
que o professor pode utilizar como referéncia em suas aulas, seja como um exemplo
de aplicacao, exercicio ou como questdo de avaliacao.

Quadro 6 — Proposta de atividade sobre Ponto de equilibrio

Questao 1: Pulgdes, pequenos insetos sugadores de seiva, sdo presas das
joaninhas, porém, na presenca de formigas, eles recebem protecdo em troca de
um liquido agucarado que eles exalam. Observamos assim uma curiosa relagao
entre formigas e joaninhas, pois apesar de ndo competirem diretamente pelos
mesmos recursos, as formigas buscam defender produtores de acucar contra as
joaninhas, as deixando sem alimento. Considerando um ambiente com a presenga
das populacoes de pulgbes Pp, de formigas Fp e de joaninhas Jj se interagindo de
acordo com o modelo:

Pn.1 =(1,41-0,00002Pp + 0,00002F, —0,00001Jp) Pn
Fn.q1 = (1,402 + 0,00001 P, —0,00003F, —0,000002Jn) Fn
Jns1 = (0,61 +0,00002P, —0,00002F, —0,00001Jp)Jn

Determine as populagdes de pulgdes, formigas e joaninhas para que as trés
espécies coexistam em equilibrio.

Fonte: O Autor
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8 CONCLUSAO

A partir deste estudo, verificamos que, embora a teoria por tras das recorréncias
possua certo grau de complexidade, suas aplicacdes em modelos bioldgicos permitem
a exploracdo de uma ampla gama de conteudos do componente curricular de Matema-
tica do Ensino Médio. Esses conteudos incluem sequéncias, progressdes aritméticas e
geomeétricas, potenciagéo, equacdes exponenciais, logaritmos, polindbmios, equagdes
quadraticas, operacdes com matrizes, determinantes, sistemas de equacoes lineares,
nameros complexos e fungdes trigonométricas.

Além de abordar diversos conteudos matematicos, percebemos que esses mo-
delos promovem a interdisciplinaridade com a Biologia, ampliando o leque de aplica-
cOes da matematica para além das areas tradicionais, como a Fisica. Dessa forma,
conseguimos responder a recorrente pergunta dos estudantes do Ensino Médio: "Para
que serve este conteudo de mateméatica?"

Nesta dissertacao, nosso objetivo foi analisar a aplicabilidade dos modelos bio-
l6gicos, como o Modelo de Malthus, o Modelo de Verhulst e o Modelo de Lotka-Volterra,
como ferramentas didaticas para o ensino de conceitos matematicos do Ensino Médio.
Para alcancar este objetivo, realizamos um estudo aprofundado sobre recorréncias e
sistemas de recorréncias que formam esses modelos, com destaque para as solugdes
de recorréncias lineares com coeficientes constantes e para a analise de pontos de
equilibrio.

Com base nesse estudo, elaboramos diversas questdes sobre modelos popula-
cionais e de interacbes entre espécies, com o intuito de fornecer aos professores do
Ensino Médio materiais que auxiliem no ensino de diferentes conceitos matematicos.
Essas questbes podem ser utilizadas de diversas formas: como exemplos resolvidos
em sala, atividades praticas, exercicios avaliativos ou até como introducdes a novos
conteudos. Também incentivamos que esses problemas sirvam como inspiragéo para
que os professores desenvolvam suas préprias questdes, em colaboragdo com cole-
gas da area de Biologia, explorando interagdes ecoldgicas interessantes e curiosas
observadas nos ecossistemas.

Por fim, esperamos que este trabalho e as questdes propostas contribuam para
a formacéo continuada dos professores, ajudando-os a despertar o interesse dos
alunos pela matematica, facilitando o entendimento dos conceitos através de suas
aplicagbes praticas e interdisciplinares.
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APENDICE A - RESOLUCOES DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

Quadro 1, Questao 1:
a) Fy =1,25-20 = 25; F = 1,25 - 25 ~ 31; F3 = 1,31 - 25 ~ 39.
b) Fm — 1,25F;.
c) F; =20-1,251,
t t 5\ _ 3 3
d)20 1,25t = 2500 = 1,25 =125;»(—) =5 :>t=log§<5)
2

log1o ( 3) 3log1g ( ) _ 3 [log1p(10) —log1o(2)] _3(1-0,301)

l0g1q (5> log1g (1 ) log1(10) —logqo (23) ~ 1-3-0,301

O formigueiro ultrapassara a populagéao de 2500 formigas na 222 quinzena.
Quadro 1, Questao 2:

a)Recorréncia: Cy,1 = 1,5 C4.

Termo geral: C; = 48 - 1,51

b) Cg = 481,58 = 48 - (g)8=24.3.3_§=g_2=%z 1230 cupins.
Guadro 2: 0,8! -1 2000-0,8! 2000

a) A =2000 - 0,8'+2000 - "o = 2000 0,8' + === =5

= Ay =-8000 - 0,8! + 10000.

=t=

8 9
b) Ag = —8000 - 0,88 + 10000 = -8 - 1083 - (8) 1oooo_—%+1oooo

10
1342 .10°

= Ag ~ 5t 10000 ~ 8658 abelhas.

~ 21,6.
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c) Conforme t aumenta, podemos perceber que A; = —8000 - 0,87 + 10000 se aproxima
cada vez mais de 10000, portanto 10000 abelhas é a populacéo suporte fornecida pelo

meio.

d) Pelo 2° modelo de Verhuslt, temos que A;.1 = (1 + a)A;—B(An—b),onde (1 +a) é o
potencial bidtico, b é a populagdo normal e 3 € o coeficiente de inibigdo do meio sobre

a populacao que excede a populagcao normal.

Como A;,.1 = 0,8A; + 2000, temos Bb=2000e 1 +a—=0,8. Se b=2000 ¢é a
populag&o normal, entdo segue que 8 = 1 e, portanto, (1 +a) = 1,8 é o potencial biotico

dessa colmeia.

Quadro 3, Questao 1:
a) Polindmio: A2 =2 — 2;
Raizes:

r o TEDEVED?-A()(2) 143
2T 2(1) =73
c) Fy = Cy(-1)' + C2(2)!, em que Cy,C; € R.
C1(-1)0+ C5(2)% = F Ci+Co=1
1)+ G2 = Fo T = (C4 Cz)=(1,g),
Ci(=1)! + Ca(2)" = F —Cy+2C5 =1 33

Tt 20t
5(—1) +§(2)-

= A1 =—1 e)\2=2.

portanto, o termo geral € dado por F; =
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e) Fyq = %(—1)11 + 2(2)11 _ 1 20% _ 4365 casais de coelhos.

Quadro 3, Questao 2: 3
a) O polindmio caracteristico A2 — 9 possui as raizes Ay = -3 e A,
solucéo é dada por A; = C1(=3)! + Co(3)!, em que Cy,Cs € R.
b) Ay =0,5L5 =0,5-60 = 30, sendo assim:
C1(-3)0+ C5(3)0 = A _ )G+ Ce=T0
C1(=3)" + C»(3)" = A4 —3C; +3C, =30
Portanto, A; = 40(=3)! + 30(3)".
c) A7 = 40(-3)7 +40(3)” = 40-(—2187) +30-2187 = (40—30) - (2187) = 21870 besouros.

3, portanto a

= (C-| ,Cg) (30,40)

Quadr6%4:
a) K = m = 80. i} _
b) O polindmio caracteristico A2—0,51+0,25 possui as raizes:Ay = 0,5 (cos 3 +isin 5).
Portanto, a solugdo é dada por Pn = (0,5)" [01 cos (%) + Co sin (’;—nﬂ +80, C1,Cs €
R

, 9 Cycos (%) + Cosin (%) | +80 =80 _Jei-o

(05)" |Gy cos (1) + Cpssin (1) | +80 = 200 1Ci+¥2C, =160

= (C4,Co) = (0,160).

Temos que a solucéo é dada por: Pp, = (0,5)"160+/3 sin (%") + 80.

d) Conforme n aumenta, (0,5)" diminui, fazendo com que (0,5)"160+/3 sin (”3—"> fique

cada vez mais perto de zero, restando a parcela 80. Portanto, com o passar dos anos,

o numero de plantas colhidas pelo agricultor sera cada vez mais préximo de 80.
Quadro 5, Questao 1:

3

. . .. |A 1,3 0,14 |A . .
a) O sistema possui a forma matricial B t , Cujo determinante e
o1 0,1 1,34| |C;

traco da matriz A = 1,3 0,14 séo dados por:
0,1 1,34
det(A) = 1,3-1,34-0,14.0,1 = 1,728;
tr(A) = 1,3+ 1,34 = 2,64.
b) O polindmio dese sistema é dado por A2 —2,64A + 1,728, cujas raizes sdo A = 1,2 e
Ap = 1,44,
K11
Ka1

Kio
Koo

At
t

= 1 ,2t+ 1 ,44t, emque K1 1 ,K12,K21 ,K22 €

c) A solucéo geral é dada por [

Como Aj = 440 e Cy = 1400, pelo modelo temos que
A4 =13-440+0,14-1400 =768 e Cy = 0,1 -440 + 1,34 - 1400 = 1920. Portanto
Ki1 + Kio = 440 o K1 + Koo = 1400
1,2Ky1 +1,44K1o = 768 1,2Ko¢ + 1,44K5o = 1920
Cujas solugbes sao dadas por Ky4 = 1000, K1» = =560, Ko1 = 1000 e Koo = 400,
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concluindo que o numero de abelhas e colchonilha em um determinado tempo t é
dado por

Al _ |1 1000 - 1,21 + 7 80 - 1,44t
C 1 5

d) Ao =1000-1,210-560 - 1,4410 ~ 34870 abelhas.
e) Teriamos entdo a recorréncia A; = 1,34y, cuja solugdo para Ay = 440 € dada por
A; = 440 - 1,31. Em 10 meses haveria uma populacéo de Ay = 440 - 1,310 ~ 6065
abelhas.
Quadro 5, Questao 2:

Calculando o determinante e o traco da matriz dos coeficientes associada a este
modelo linear, temos que o determinante é dado por 1,23 -1,22—-(-0,03) - (-0,02) = 1,5
e o traco € dado por 1,23 + 1,22 = 2,45. Sendo assim, o polindémio caracteristico deste
sistema é dado por A2 -2 45) + 1,5, de raizes Ay =1,2e A =1,25. Temos entdo um
sistema cuja solucéo geral é dada por
Ar C11 1,20+ C12 1,25!, em que C11,C12,C21,Co0 € R.
Ft Co1 Co2
Para (Ag,Fg) = (4000,3200), temos que (A4,F1) = (1,23 - 4000 - 0,03 - 3200,1,22 -
3200 -0,02 - 4000) = (4824,3824). Sendo assim, podemo calcular as constantes pelos
sistemas

C11 + C12 = 4000 o 021 + 022 = 3200

1,2Cy1 +1,44C4o = 4824 1,2Co¢ +1,44Cos = 3824
Cujas solugéo sao dadas por Cy4 = 3520, C1» = 480, Coq1 = 3520 e Cop = —320,
concluindo que a solugao do sistema é dado por

Atl _ 3520 | 1,2t + 160 3 1,25!.
F; 1 2

Quadro 5, Questao 3:
a) Comensalismo, pois de acordo com o modelo a interacado entre as formigas e os
besouros ndo afeta a populacao de formigas e afeta a populagéo de besouros de forma

positiva.
2
b) Fr| [1.1 0 |[2000] [2200] [F] [1.1 0 |"[2000] [2420]
By| [0,01 1,02|| 50 | | 71 | |By| 0,01 1,02 | 50 | | 94 |’
3
Fs| [1.1 0 | [2000] [2662
Bs| ~|0,01 1,02] | 50 | | 121 |

c) O polindmio caracteristico associado a este sistema é dado por A2 —2,12A + 1,122,
de raizes Ay = 1,1 e A» = 1,02. Para (Fy,By) = (2000,50), temos que (F1,B4) =
(1,1-2000,0,01 - 2000 + 1,02 - 50) = (2200,71). Portanto, temos os sistemas
{cﬁ+c12=2ooo Co1 + Cap = 50

1,2C41 + 1,44C45 = 2200 ° 1,2Coq +1,44Co0 = 71
Verificando que Cq¢ = 2000, Cy5 = 0, Co1 = 250 e Coo = —200, concluindo assim que
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a solugao do sistema € dada por

Ft =250 8 1,17 =200 0 1,02".
B; 1 1
d) Bg =250-1,18-200- 1,028 ~ 301 besouros.
Quadro 6:
Temos o sistema:
-2 2 1 P* —0,41
1
2 2 1 J* 0,39

De solugéo: (P*,F*,J*) = (5000,4000,6000).
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