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Resumo

Este trabalho tem como objetivo integrar o conceito de otimizagao ao ensino de
funcgoes polinomiais, utilizando jogos como uma ferramenta pedagdgica para tornar
a aprendizagem mais atrativa e significativa. A proposta apresenta uma sequéncia
didatica que se baseia no uso do jogo “Bridge Constructor”, que simula a cons-
trucao de pontes, para introduzir o conceito de otimizacao de maneira pratica
e intuitiva. Através do jogo, os alunos tém a oportunidade de explorar a ma-
ximizacao e minimizagao de recursos, conceitos fundamentais na otimizacao de
funcoes, aplicados tanto as situacoes do dia a dia quanto a desafios matematicos.
Além disso, a dissertacao ressalta a importancia de incluir a otimizacao atrelada
a resolucao de problemas de maximos e minimos de fungoes no curriculo de ma-
tematica do ensino médio, destacando como esse conteido pode contribuir para
o desenvolvimento do pensamento critico, a tomada de decisoes informadas e o
maior engajamento dos estudantes. A proposta da sequéncia didatica é detalhada
com algumas atividades que buscam fixar e aprofundar o aprendizado dos alunos,
conectando a teoria a pratica de maneira lidica e interativa.

Palavras-chave: Otimizacao; Fungoes; Méaximo e Minimo; Games



Abstract

This work aims to integrate the concept of optimization into the teaching of poly-
nomial functions, using games as a pedagogical tool to make learning more attrac-
tive and meaningful. The proposal presents a didactic sequence based on the use
of the game “Bridge Constructor”, which simulates bridge construction, to intro-
duce the concept of optimization in a practical and intuitive way. Through the
game, students have the opportunity to explore the maximization and minimiza-
tion of resources, fundamental concepts in the optimization of functions, applied
to both everyday situations and mathematical challenges. Moreover, the disserta-
tion emphasizes the importance of including optimization tied to solving maximum
and minimum function problems in the high school mathematics curriculum, high-
lighting how this content can contribute to the development of critical thinking,
informed decision-making, and greater student engagement. The proposed didactic
sequence is detailed with some activities that aim to consolidate student learning
by connecting theory to practice in a playful and interactive manner.

Keywords: Optimization; Functions; Maximum and Minimum; Games



Conteudo

Introducao 1
1 Gamificagao na introdugao ao conceito de otimizacao 7
1.1 Jogos e o conceito de otimizagao . . . . . . . . ... 7
1.1.1 Otimizacao e o Jogo Bridge Constructor . . . . . ... ... 9

1.1.2  Quiz Sobre Otimizac¢ao Baseada no Jogo Bridge Constructor 12

2 Valores de Maximo e Minimo de uma Funcao Aplicados a Oti-
mizagao de Problemas. 14
2.1 O Célculo no Conceito de Otimizacao . . . . . . . . .. . ... ... 14

2.1.1 Introducao ao Conceito de Otimizacao com Anadlise de Si-

tuagao-Problema . . . . . . ... ... oL 14
2.1.2  Definicao de Maximos e Minimos de uma Fungao . . . . .. 18
2.1.3 Taxade Variagao . . . . . . . ... ... ... 22
2.1.4 Problemas de Otimizagao . . . . . . . . . . ... ... ... 33

3 Sequéncia Didatica: valores maximos e minimos aplicados na

solugao de problemas de forma 6tima 38
3.0.1 Objetivo da Construgao de uma Sequéncia Didéatica . . . . . 38
3.1 Sequéncia Didética . . . . . . ... .. ... 39
3.1.1 Objetivos Especificos . . . . . . .. ... ... ... 39
3.1.2  Procedimentos Metodolégicos . . . . . ... ... ... ... 39
3.1.3 Metodologia . . . . . .. ..o 40
3.1.4 Materiais Utilizados . . . . . . ... ... ... ... .. .. 40
3.1.5 Estrutura da Sequéncia Didatica . . . . .. ... ... ... 41

3.1.6 Atividade 1 . . . . .. ..o 42



3.1.7 Atividade 2 . . . . ... 44

3.1.8 Atividade 3 . . . . ... 48

3.1.9 Atividade 4 . . . .. ..o 52

3.1.10 Atividade 5 . . . . . ... 54

3.1.11 Avaliacdo . . . . . ... 57

4 Consideragoes finais 58
Apéndice 61
4.1 Gabarito da Atividade 2 . . . . . . ... ... L 62
4.2 Resolucao da Atividade 4. . . . . . . . . ... 63

4.3 Resolucao da Atividade 5. . . . . . .. . ... ... L. 67



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

4.1

Bridge Constructor . . . . . . . . . .. ... .. ... . 9
Mapa de fases do Bridge Constructor . . . . . . . .. ... ... .. 10
Disposicao dos materiais para Desafio 1 . . . . . . . .. . ... ... 10
Resultado da contrugao Desafio1 . . . . .. .. .. ... ... ... 11
Disposicao dos materiais para Desafio2 . . . . . .. ... ... ... 11
Resultado da construcao Desafio2. . . . . .. ... ... ... ... 12
Jogo Wordwall . . . . . . .. ... . 13
Comportamento das vendas dos tablets em fungao do preco. . . . . 16
Posicao da parabola de acordo com o sinal da funcao. . . . . . . .. 19
Parabola do lancamento . . . . . . .. ... oL 22
Comportamento de f(x) e f'(x) . . . . . .. ..o 29
Grafico da fungao f(z) =23 —2% . . . . .. ... ... ... ... 30
Esquema do trajeto dodrone . . . . . ... ... ... ... 34
Base para construgao da caixa . . . . . . .. ... L 35
Questao 1 . . . . . . . 44
Questao 2 . . . . . 44
Questao 3 . . . . L 45
Questao 4 . . . .. 45
Questao b . . . . L 45
Questao 6 . . . . . .. 46
Esbogco do tanque . . . . .. ..o 5}
Gréfico da fungao P(t) = —t3+6t — 9t +4 . . . . . . ... ... .. 68



Introducao

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio BRASIL
(2020) e as orientagoes curriculares implementadas a partir de 2018 para o en-
sino médio, descritas no documento Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
o aluno deve seguir um caminho pedagodgico que permita alcancar competéncias
e habilidades nos componentes curriculares, de forma a garantir uma aprendiza-
gem satisfatoria nessa etapa escolar. Uma das competéncias estabelecidas pela
BNCC BRASIL (2018) para a érea de Matemadtica e suas Tecnologias é utilizar
estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos. Isso inclui analisar
a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas, com o ob-
jetivo de construir argumentacao consistente. Ainda segundo a BNCC BRASIL
(2018), dentro dessa competéncia, uma das habilidades esperadas ¢ resolver e ela-
borar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas do conhecimento,
que envolvem equacoes e funcoes, usando técnicas algébricas e graficas, com ou
sem apoio de tecnologias digitais.

Partindo dessas recomendacoes, o ensino da Matematica tem, mais do que
nunca, adotado a resolucao de problemas contextualizados e modelados com si-
tuacgoes de facil aplicabilidade, como forma de aproximar a Matematica da sala
de aula com sua utilidade no mundo pratico e, assim, agucar a curiosidade e a
atengdo dos alunos para o objeto de estudo. Segundo POLYA (1978),“... se o
professor desafia a curiosidade do aluno apresentando problemas compativeis com
o seu conhecimento, podera incutir-lhe o gosto pelo raciocinio independente”.

Um dos contetddos de Matemadtica a ser trabalhado no 12 ano do ensino médio
sao as funcoes polinomiais de 1° e 22 grau, onde a andlise de todos os seus ele-

mentos é feita de forma sistémica, incluindo o estudo de graficos e seus pontos



importantes. Dentro desse contetido, uma parte de grande importancia, principal-
mente em relacao as fungoes quadraticas, é a resolugao de problemas de méximos e
minimos. A partir dessas defini¢oes, podemos introduzir o conceito de otimizacao,
que ainda é pouco explorado no ensino médio, podendo estender-se as fungoes do
32 grau como um aprofundamento, embora esse conteido nao esteja previsto no
curriculo da educacao basica.

Otimizacao refere-se ao processo de tornar algo o mais eficiente, eficaz ou satis-
fatorio possivel, geralmente através da maximizacao de recursos ou minimizacao de
custos. Esse processo pode ser aplicado em diversos campos, como otimizacao de
processos industriais, algoritmos e recursos energéticos. A abordagem desse tema
ocorre nos cursos de Calculo, aplicados ao conteido de Derivadas. Como descrito
em STEWART (2006), a otimizagdo de fungoes é definida como a &drea da ma-
temaética que se dedica a encontrar o maximo e o minimo de uma funcao de forma
6tima. Em outras palavras, busca-se o valor de entrada (varidavel independente)
que resulta no maior ou menor valor possivel da func¢ao (varidvel dependente).

Apesar de o conteudo de otimizacao em matematica ser mais utilizado em
calculos avangados e especificos de algumas areas do conhecimento, pode-se introduzi-
lo na educacgao basica ao aplicar ao estudo da funcao quadratica. Isso proporciona
uma visao mais aprofundada de problemas de maximos e minimos, possibilitando
modelar problemas com aplicacao pratica em diversas areas profissionais. A titulo
de aprofundamento, pode-se introduzir, ainda que de forma rudimentar, as regras
de derivacao de funcoes polindmiais e aplicd-las nas funcoes de 2° e 3° grau, es-
tendendo os problemas de otimizacao matematica. A primeira derivada de uma
funcao do 32 grau se torna uma funcao quadréatica e pode ser trabalhada nas séries
finais do ensino médio.

Em relacao as fungoes polinomiais, a otimizagao geralmente envolve encontrar
os valores de entrada que maximizam ou minimizam a fung¢ao. Isso pode ser feito
utilizando técnicas como encontrar os pontos criticos da func¢ao (onde a derivada
é zero), verificar os intervalos de aumento e diminuigao da fungao e determinar os
valores extremos. Dependendo do contexto e das restrigoes, podem ser utilizados
métodos como o da primeira e segunda derivada, além de técnicas especificas para
polinémios. No ensino médio, a derivada nao faz parte do curriculo da educagao

bésica, portanto, a abordagem dos méximos e minimos para funcoes do 2° grau é



trabalhada analisando as coordenadas do vértice (z,,y,) e, a0 demonstrar como a
formula do x, é encontrada, o conceito de derivada pode ser abordado de forma
primitiva, mencionando apenas a regra para derivar uma funcao polinomial de
grau 2. Em seguida, esse conceito pode ser aplicado no cédlculo de otimizagao de
funcoes de 3° grau, a titulo de aprofundamento. A otimizacao de problemas é uma
area fundamental da matematica aplicada que busca encontrar os valores extremos
de uma funcao em um determinado intervalo. Esses problemas sao frequentemente
modelados por fungoes matematicas, e a determinacao dos extremos dessas fungoes
desempenha um papel crucial em diversas dreas, como engenharia, economia, fisica
e biologia.

A otimizacao de funcoes de 2° grau pode ser ilustrada com problemas comuns,
como a determinagao do ponto de maximo ou minimo de uma funcao de custo
em relagao a um determinado parametro. Por exemplo, se uma empresa deseja
determinar a quantidade ideal de um produto a ser produzida para maximizar seu
lucro e essa situacao puder ser modelada por uma funcao quadratica, o vértice da
parabola representara o ponto de producao ideal para otimizar o lucro da empresa.

Além das fungoes de 2° grau, as fungoes de 3° grau, ou fungoes cibicas, também
aparecem na modelagem de problemas de otimizagao. Essas funcgoes sao expressas
na forma f(z) = az® + bx® + cx + d, onde a, b, ¢ e d sdo constantes e a # 0. As
funcoes ctbicas possuem curvas mais complexas do que as funcoes quadraticas e
podem ter até dois pontos de minimo ou maximo.

A otimizacao de funcoes de 3° grau é essencial para resolver problemas mais
intricados, onde a relagao entre as variaveis é mais complexa. Por exemplo, na
modelagem de fendmenos fisicos ou bioldgicos, é comum encontrar fungoes de 3°
grau que representam o comportamento de sistemas dinamicos. A identificacao
dos extremos dessas funcoes é crucial para compreender e controlar tais sistemas
de forma eficaz.

Portanto, a otimizacao de problemas com énfase em funcoes de 2° e 3° graus
desempenha um papel fundamental na resolugao de uma ampla gama de situagoes-
problema em diversas areas do conhecimento. A capacidade de identificar e ma-
Ximizar ou minimizar os pontos criticos dessas funcoes é essencial para encontrar
as solucoes mais eficazes para situacoes complexas. Compreender os principios

por tras da otimizacao de funcoes de 2° e 3° graus permite abordar problemas do



mundo real com maior precisao e eficiéncia, contribuindo para avangos significati-
VOs.

O estudo das fungoes em matematica proporciona uma ampla gama de conhe-
cimentos e habilidades para a resolucao de problemas, abrangendo conceitos de
matematica discreta que antes nao eram amplamente explorados, como relagoes li-
neares e a interpretacao de graficos. Abordar problemas de otimizacao matematica
no ensino médio traz diversos beneficios educacionais e contribui para o desenvol-
vimento de habilidades cruciais nos estudantes. Dentre elas, destacam-se algumas

de grande relevancia:

e Desenvolvimento do Pensamento Critico: Problemas de otimizacao exigem
que os alunos analisem situacoes, identifiquem variaveis relevantes e desenvol-
vam estratégias para encontrar solugoes 6timas. Isso estimula o pensamento

critico e a capacidade de resolucao de problemas complexos.

e Aplicacoes Praticas: Os problemas de otimizacao tém muitas aplicacoes
praticas em diversas areas, como economia, engenharia, logistica e ciéncias
sociais. Isso ajuda os alunos a perceberem a relevancia da matemaética no
mundo real e a entenderem como podem aplicar o conhecimento matematico

em diferentes contextos.

e Habilidades Analiticas: O estudo de otimizagao envolve o uso de ferramentas
matematicas avancadas, como algebra, calculo e geometria. Isso melhora as
habilidades analiticas dos alunos e os prepara melhor para estudos futuros

em disciplinas como: ciéncia, tecnologia, engenharia e matematica.

e Tomada de Decisao: A otimizacao esta frequentemente relacionada a tomada
de decisoes eficientes. Aprender sobre otimizacao ajuda os alunos a desenvol-
ver habilidades de tomada de decisao informada, pesando diferentes opcoes

e considerando restrigoes.

e Interdisciplinaridade: Os problemas de otimizacao podem ser usados para
conectar a matematica a outras disciplinas, como fisica e biologia, promo-

vendo uma abordagem interdisciplinar ao ensino e aprendizagem.



e Engajamento e Motivacao: Problemas desafiadores e baseados em situagoes
reais podem ser mais interessantes e motivadores para os alunos. Trabalhar
com esses problemas pode aumentar o engajamento dos alunos e seu interesse

pela matematica.



Capitulo 1

Gamificacao na introducao ao

conceito de otimizacao

1.1 Jogos e o conceito de otimizagao

A educacao atual estd permeada por uma ampla discussao sobre novas metodolo-
gias de ensino e aprendizagem. De acordo com (MORAN et al. (2015)), uma das
mais discutidas e que vem ganhando espaco ¢ a das metodologias ativas, que con-
sistem em dar maior protagonismo ao estudante na construcao do conhecimento,
diferente dos métodos tradicionais, nos quais o professor é a peca central desse
processo. Apesar de a BNCC nao citar explicitamente as metodologias ativas, ela
preconiza varias praticas pedagogicas que estao de acordo com os objetivos destas.

Entre elas, podemos citar:
e Protagonismo do estudante;

e Desenvolvimento de habilidades e competéncias;

Contextualizagao;

Interdisciplinaridade e transversalidade;
e Uso de tecnologias de informacao e comunicacao.

Assim, quando a tecnologia € inserida no fazer pedagdgico, seja na forma de

comunicac¢ao e informagao ou de games, de acordo com (MORAN et al. (2015)),

7



“a tecnologia traz a integracao de todos os espacos e tempos, o ensinar e aprender
acontece de forma simbidtica, profunda e constante.” A sala de aula se estende além
das suas paredes fisicas e alcanca o mundo digital. A proposta do uso das tecno-
logias na educacgao é mesclar a aula tradicional e expositiva com um mundo ainda
pouco explorado, o digital, que pode trazer ganhos consideraveis na construcao do
conhecimento.

A gamificacao é uma dessas vertentes tecnolégicas que, no ensino, se tornou
uma tendéncia de forte apelo no ambiente de aprendizagem, uma vez que traz o
conteudo para dentro de uma realidade que os estudantes muitas vezes dominam,
e oferece uma nova perspectiva sobre o jogo. Segundo (SIGNORI; GUIMARAES
2016), “a gamificagdo tem demonstrado seu potencial e se destacado cada vez mais
em diversas areas, sendo um fenomeno emergente com muitas potencialidades de
aplicagao em varios campos da atividade humana.”

Como explicado por (SURENDELEG et al. 2014), ao apreciar o fato de que
as novas tecnologias tém uma poderosa influéncia sobre todos os aspectos da soci-
edade, como marketing, entretenimento, comércio e saude, percebe-se que, neste
contexto, a educagao também sofre a influéncia dos avancos tecnolégicos. Dessa
forma, a gamificacao se destaca pelo grande impacto na forma como se ensina e se
aprende, sendo considerada uma tendéncia emergente na educacao.

O fomento do uso de jogos na Matematica, além de resgatar o lidico, também
promove a aprendizagem colaborativa, seja individual ou em equipe. Incentiva
os alunos a trabalharem juntos, compartilharem estratégias e socializarem o que
entenderam uns com os outros, proporcionando uma melhor compreensao dos con-
ceitos matematicos. Além disso, desenvolve habilidades sociais e de comunicacao.
Para (BORGES et al. 2014), quando a gamificacao é utilizada com o objetivo
de motivar o aprendizado do estudante, diversos aspectos estao implicitamente

envolvidos nesse conceito de motivagao, como:

e Dominio de competéncias: melhorar determinadas capacidades dos alunos;

e Desafiador: propor desafios que deem um sentido extra ao processo de apren-

dizagem;

e Envolvimento: envolver os alunos em atividades de aprendizagem mais inte-

ressantes e faceis de acompanhar, maximizando a aquisi¢cao de conhecimento.



1.1.1 Otimizagao e o Jogo Bridge Constructor

A introducao do conceito de otimizacao de forma intuitiva, construido a partir do
ponto de observacao do estudante e baseada na dinamica aplicada a um jogo online
de facil acessibilidade e com graficos coloridos e intuitivos, tende a ser mais eficaz
do que a abordagem tradicional, na qual os conceitos sao trabalhados e aplicados
de forma mecanica. Com a introdugao do jogo, serao estimulados estratégias,
competitividade e raciocinio légico, entre outros aspectos.

O jogo escolhido para a construcao do conceito de otimizacao, dentre muitos que
poderiam servir para esse fim, ¢ o (BRIDGE-CONSTRUCTOR (2024)). Este é
um jogo online que pode ser instalado gratuitamente em smartphones ou tablets,
disponivel nas lojas de aplicativos para as plataformas Android e iOS. O icone do

jogo esta representado na Figura 1.1.

Bridge Constructor

Figura 1.1: Bridge Constructor

A escolha de aplicar esse game no desenvolvimento do tema otimizacao baseou-
se, sobretudo, na facilidade de compreensao das regras de funcionamento e das
etapas de execucao, que sao dinamicas e apresentam graficos intuitivos. O jogo
é composto por varias fases, nas quais a dificuldade e os desafios aumentam a
cada conquista. As fases estao divididas em mapas, como mostra a Figura 1.2, e
subdivididas em desafios que vao da letra A a H. A etapa estara completa quando
o jogador concluir com sucesso todos os desafios, desbloqueando assim a proxima

fase.



Figura 1.2: Mapa de fases do Bridge Constructor

A dinamica do (BRIDGE-CONSTRUCTOR (2024)) consiste na utiliza¢ao dos
recursos disponibilizados, que variam de acordo com cada fase do jogo. No jogo
em questao, os recursos sao representados pela quantidade de estrelas disponiveis
na partida, e devem ser utilizados para a construcao de pontes de forma eficiente
e funcional. O desafio sera otimizado se o jogador usar o minimo de material
possivel, gerando como resultado uma ponte eficiente que, ao ser testada, deve
permitir que o veiculo a atravesse sem derrubé-la. Como mostra a Figura 1.3(a),
o jogador projetara a ponte, colocando os materiais disponiveis de acordo com

a estratégia tracada por ele. Sera possivel conferir o resultado do projeto, como

mostra a Figura 1.3(b), antes do teste de eficiéncia da ponte.

BED e
= P Soiam, cost

(a) Projeto 1 (b) Resultado 1

Figura 1.3: Disposicao dos materiais para Desafio 1

Apoés a verificagao da construcao, o jogador testara a eficiencia da ponte ao
colocar o veiculo, indicado no desafio, para atravessar a ponte, como mostra a
Figura 1.4(a). Se, ao final do trajeto, a ponte permanecer intacta, o desafio serd
concluido com sucesso e a pontuagao sera exibida. Se o desafio for cumprido com

a otimizacao dos recursos, a pontuacao serd maxima, como mostrado em 1.4(b).
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(a) Eficiéncia da ponte 1 (b) Resultado final

Figura 1.4: Resultado da contrugao Desafio 1

Dependendo do desafio, a quantidade de recursos disponiveis para a construcao
da ponte é reduzida e o projeto deve contar com uma estratégia mais eficiente para
contencao de gastos. Como mostra a Figura 1.5(a), o projeto dessa ponte foi feito
com quase a totalidade dos materiais disponiveis, conforme indicado pelo anda-
mento da barra de custo na parte superior da Figura 1.5(a). Assim, a quantidade
de estrelas também diminui, indicando que os gastos foram excedidos. Na Figura
1.5(b), pode-se observar o resultado do projeto com uma ponte bem reforgada em

estrutura, porém com custos nao otimizados.

BEE o
= N = & \cos/

(a) projeto 2 (b) Resultado 2

Figura 1.5: Disposicao dos materiais para Desafio 2

No teste de eficiéncia da ponte do desafio 2, observa-se na Figura 1.6(a) que o
projeto resultou em uma ponte eficiente, pois o veiculo indicado na fase a atravessa
sem derruba-la. No entanto, o resultado final nao foi satisfatério, como se vé na
Figura 1.6(b), pois a estratégia de execugao nao levou a otimizagao de recursos em

consideracao.
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(a) eficiencia da ponte 2 (b) Resultado Final 2

Figura 1.6: Resultado da construcao Desafio 2

A efetiva execugao das etapas do jogo (BRIDGE-CONSTRUCTOR (2024))
deve observar alguns pontos para que haja uma otimizacao dos resultados dese-
jados. Ao aplicar o jogo em sala de aula com o objetivo de construir o conceito
de otimizagao, esses pontos e restricoes devem ser elencados para que o jogador se

atente a alcancar um melhor resultado. Os pontos a seguir sao relevantes:

e Distribuicao do peso e Analise de tensao

e Uso de materiais ) .
e Comprimento dos vaos

e Custos
e Flexibilidade
e Estrutura
e Pontos de fixagao e Criatividade e inovagao

O objetivo é levar o jogador a perceber que levando em conta essas varidveis

destacadas ele atingird um resultado 6timo em cada fase do jogo.

1.1.2 Quiz Sobre Otimizacao Baseada no Jogo Bridge Cons-
tructor

A aplicacao do jogo (BRIDGE-CONSTRUCTOR (2024)) para construgao do con-

ceito de otimizacao atuard como a parte préatica. Apds a execucao das fases do

Bridge Constructor, a fixagao e discussao do que é otimizacao se darao por meio

da aplicacao de um questionario em formato de jogo digital. Esse questionario serd
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desenvolvido na plataforma online (WORDWALL (2024)), que permite a criacao
de atividades interativas como jogos, quizzes, questionarios e exercicios variados.
Também é possivel escolher o formato da atividade online, como caga-palavras,
roleta, enigma de palavras, entre outros.

Nesta atividade, serao abordada e avaliada a compreensao dos conceitos apli-
cados na construcao das pontes no Bridge Constructor, conectando a teoria com
a pratica a fim de consolidar o aprendizado e estimular uma reflexao critica so-
bre o conceito que se pretende construir. O questiondrio digital sera em formato
de jogo ranqueado (WORDWALL (2024) registra o desempenho dos jogadores,
permitindo a comparacao dos melhores resultados). Como mostrado em (SOUZA
et al. (2023)), essa pratica aumenta o engajamento e a participagdo nas etapas
do aprendizado, tornando-o mais prazeroso e atraente, além de incentivar a com-
petitividade e, consequentemente, um maior empenho na construcao do conceito
proposto, fornecendo também um feedback sobre o que foi compreendido pelo

aluno.

(a) Questindrio Wordwall (b) Qrcode de acesso ao questionario

Figura 1.7: Jogo Wordwall

As atividades descritas em (WORDWALL (2024)) podem ser compartilhadas
com grupos ou individualmente através de links, QR codes ou incorporadas as
plataformas como por exemplo ” Google Sala de Aula (Classroom)“. O questionério
sobre otimizacao, baseado no jogo BRIDGE CONSTRUCTOR, estéd disponivel no
QR code da Figura 1.7(b)
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Capitulo 2

Valores de Maximo e Minimo de
uma Funcao Aplicados a

Otimizacao de Problemas.

2.1 O Calculo no Conceito de Otimizacao

2.1.1 Introducao ao Conceito de Otimizacao com Analise

de Situacao-Problema

Para oferecer uma visao mais abrangente sobre o conceito de otimizagao ma-
tematica, especialmente relacionado as func¢oes quadraticas, apresentaremos uma
situacao-problema onde sera analisado, ponto a ponto, o comportamento do mer-
cado. Nesse caso, a quantidade de produtos vendidos depende diretamente do

preco ou da variagao de preco do produto.

Exemplo Adaptado (ZATTONI; CARVALHO, 2022)

Considerando um site que negocia e vende eletronicos, a empresa vende men-
salmente 800 tablets a um preco de R$900 cada. Através de um programa de
computador e de pesquisa com consumidores, foi verificado que, se o preco do ta-
blet reduzisse para R$870, teriamos 850 pessoas dispostas a comprar um ao longo

do més. Além disso, se o preco atingisse R$840, a quantidade de pessoas dispostas
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a comprar passaria a ser 900.

Com base nessa pesquisa e assumindo que a tendéncia de compra se mante-
nha para qualquer quantidade de tablets menor ou igual a 2300 (estoque méaximo
mensal da empresa) e considerando que toda intengao de compra se concretize, foi
possivel identificar a variagao das vendas em funcao do prego. Observou-se que,
a cada reducao de R$30 no preco do tablet, vendem-se 50 unidades a mais. Para
uma analise mais detalhada dos dados, apresentaremos as informacgoes em tabelas

e verificaremos o comportamento resultante.

PRECO UNIDADE | QUANTIDADE VENDIDA | ARRECADACAO TOTAL
900 800 720000
870 850 739500
840 900 756000
810 950 769500
780 1000 780000
750 1050 787500
690 1150 793500
660 1200 792000
630 1250 787500
600 1300 780000
570 1350 769500
540 1400 756000

Tabela 2.1: Variacao da venda de tablets em funcao do prego

A anélise da tabela mostra que a arrecadagao cresce até um determinado mo-
mento e, a partir dai, comeca a decair. Como o objetivo da analise é identificar o
ponto de arrecadagao maxima, conclui-se que isso ocorre quando o tablet é ven-
dido a R$1.150,00 e sao vendidas 690 unidades, resultando no valor otimizado
da arrecadacao. Para ilustrar a variagao ponto a ponto, ela sera apresentada em

forma de grafico, conforme as variacoes descritas nas tabelas
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Figura 2.1: Comportamento das vendas dos tablets em funcao do prego

Diante dos dados, podemos representar a situacao usando fungoes. A funcao

que descreve o preco do tablet a cada x vezes que se reduz o valor em R$30 é:

p(z) =900 — 30z.

E a funcao que descreve a quantidade de tablets vendidos em funcao de z é:

Q(x) = 800 + 50z.

Portanto, a funcao que descreve a arrecadacao A em funcao de x é:

A(z) = P(z) - Q(x)
= (900 — 30z)(800 + 50x)
= —150022 + 21000z + 720000.

Uma vez definida a fungao que representa a arrecadacao em funcao de x, pode-
se otimizar o resultado da arrecadacao calculando o seu valor maximo e quantas
unidades devem ser vendidas para que isso ocorra. Para isso, utilizamos as coor-
denadas do vértice da parabola, que indicam esses resultados.

O valor de x no vértice é dado por:
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. - b —21000 .
Y22 2-(—1500)

E o valor maximo da arrecadacao A, é:

_ dac — b? 4. (—1500) - 720000 — 210002

A, =
4a 4. (—1500)

= 793500

Assim, temos o seguinte cendrio para essa situagao:

e Quando z = 7, o preco que o tablet deve ser vendido para atingir a arre-
cadagao maxima é P(7) =900 — 30 - 7 = 690 reais.

e A quantidade de tablets que devem ser vendidos para atingir a arrecadacao
méaxima ¢ dada por Q(7) = 800 + 50 - 7 = 1150.

e A arrecadacao maxima é dada por A, = 793500, 00 reais.

Ressaltamos que a arrecadacao méxima nao é o mesmo que lucro maximo. O
lucro, nesse caso, vai depender do custo do produto. Considerando, hipotetica-
mente, que a loja pagou R$ 330,00 por unidade, a funcao custo pela compra de n

tablets onde n corresponde a funcao Q(x) é:
C(n) = 330n
substituindo n pela fun¢ao Q(x)
C(Q(z)) = 330Q(x).

A funcao lucro é dada por:

logo
L(z) = (—=1502% + 21000z + 720000) — (800 + 50z) - 330

Desenvolvendo a funcao lucro tem-se que:
L(x) = —15002* + 4500z + 456000
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Para encontrar o ponto de maximo da funcao lucro acharemos o x, da funcao

—b
Ty = —
2a
~ —4500
2 (—1500)
=1,5.

Substituindo x = 1,5 na fun¢do L(z) tem-se

L(1,5) = —1500 - (1,5)% + 4500 - (1, 5) + 456000
= 459375

Portanto o lucro maximo possivel é R$459375, 00.

2.1.2 Definicao de Maximos e Minimos de uma Funcao

Segundo (MUNIZ (2018)), no livro “Fundamentos de Calculo”, a definicao de

maximos e minimos absolutos e locais de uma fungao é a seguinte:

Definigao 2.1. Uma func¢io f : D — R tem um mdximo absoluto em c se f(x) <
f(c) para todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor de f(c) é chamado de

valor mdzimo de f em D.

Definigao 2.2. Uma funcao f: D +— R tem um minimo absoluto em c se f(x) >
f(c) para todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor de f(c) é chamado de

valor minimo de f em D.

Defini¢ao 2.3. Uma funcgdo tem um mdzximo local (ou mdximo relativo) em um
ponto ¢ de seu dominio se existe um intervalo aberto I tal que c € I e f(z) < f(c)

para todo x € I. Neste caso, dizemos que f(c) € o valor mdzimo local de f.

Definicao 2.4. Uma funcao tem uwm minimo local (ou minimo relativo) em um
ponto ¢ de seu dominio se existe um intervalo aberto I tal que c € I e f(x) > f(c)

para todo x € I. Neste caso, dizemos que f(c) € o valor minimo local de f.

Ainda colocando as defini¢oes de maximos e minimos da funcao quadratica

numa linguagem mais acessivel para aplicacao no ensino médio, com base no
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moédulo de matemética da (ZATTONI e CARVALHO (2022)), temos que (z, y,)
representa o vértice da pardbola da fungao quadratica. Se a funcao quadratica
tem concavidade para baixo, entao y, é o maximo da funcao e x, é a abscissa do
ponto maximo. Por outro lado, se a funcao tem concavidade para cima, entao y,

é¢ o minimo da funcao e x, é a abscissa do ponto minimo. Isso é ilustrado nas

Figuras 2.3(a) e 2.3(b)

Figura 2.2: Posicao da parabola de acordo com o sinal da funcao.

4 Ay

PONTO DE MAAIMO

\y.”lb th
7 1=

PONTO DS MU KIMO
(a) Fungdo crescente. (b) Fungao decrescente.

Teorema 2.5. Considerando a fungdo quadrdtica f(z) = ax®+br+c e A = b¥?’—4ac

temos que

I) Sea <0, a fungio admite o valor mdzimo absoluto y, = f para T, = 3.

II) Se a >0, a fungio admite o valor minimo absoluto y, = f para T, = 3.
Demonstracao. Dada a funcao quadratica:
f(z) =az® + bz +c.

1. Fatoramos o coeficiente a dos termos quadratico e linear:

b
y=a(az2+—x)+c.
a
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2. Completamos o quadrado dentro dos parénteses: tomamos o coeficiente de

x, que é —, dividimos por 2 e depois elevamos ao quadrado:
a

2

Agora, adicionamos e subtraimos 12 dentro dos parénteses para completar o
a

(2 b b b2>
y=alx"+-x+ +c
a

quadrado:

4a®  4a?

3. Reescrevemos a expressao quadratica como um quadrado perfeito:

b\%  »?
Yy=a <£L‘+Z> —@ +c

4. Simplificar: Agora, distribuimos o a e combinamos os termos constantes:

b\ b
yza(x—i——) —a-— t¢
2a

N VO A N
— O\ 2a a 4a?

2+ ()

Essa é a forma canonica da funcao quadratica y = ax? 4 bx + ¢, onde: o vértice

da parabola esta no ponto (—%, f), com A = b® — 4ac.

Assim, separando em dois casos temos:

I) Se a < 0, o valor de y serd tanto maior quanto menor for o valor da diferenga
(x + %)2 — %. Nessa diferenca, ﬁ é constante (porque nao depende de z; sé
depende de a, bec) e (z+ %)2 > 0 para todo = real. Entao a diferenca assume o
menor valor possivel quando (z + %)2 = 0, ou seja, quando x = ;—5
IT) Para a > 0, a prova é feita de modo anélogo.
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Calculando y,, temos

—al0?+ =
{ + 4a2}
A
" da
—b —A
Em ambos os casos temos que y, = f | — | = —. O
2a 4a

Como a otimizacao de funcao esta estreitamente ligada a maximizagao ou mini-
mizacao da funcao, na fungao quadratica, para obter o calculo otimizado utilizam-

se as formulas de y, e , ja demonstradas.

Exemplo 2.6. Um projétil é lancado verticalmente para cima com uma velocidade
inicial de 50 m/s a partir do solo. Sua altura (h) em metros apdst sequndos € dada

por h(t) = —=5t* + 50t. Qual a altura mdxima que esse projétil pode atingir?

SOLUCAO:

Para determinar a altura méaxima, é necessario calcular h,. Como a funcao que
descreve o movimento do lancamento é uma funcao quadratica, a parabola que
a representa estd ilustrada na Figura 2.3. Podemos, entao, aplicar a féormula ja

demonstrada:

—A
hv_—z;
_ (502 —4-(=5)-0)
a 4-(=5)
~ —2500
=20
= 125,
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h(t) = -5t +50t

Figura 2.3: Parabola do lancamento

logo o projétil atinge a altura maxima de 125m.

2.1.3 Taxa de Variacao

Suponha que y seja uma quantidade que depende de outra quantidade x. Assim, y
é uma fungao de x e escrevemos y = f(x). Se x variar de z; a x5, entdo a variagao

em z (também chamada incremento de ) serd

Ar =19 — 11
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e a variacao correspondente em y serd
Ay = f(x2) — f(21).

O quociente das diferencas de f nos pontos x; e 2 é chamado de taxa de variacao

média no intervalo [z1, xs], dado por

% . f(z2) — f21)

Az To — T1
A taxa instantanea de variacao da funcao y no tempo z = x; é:
Ay

v= lim —2 = lim M
Az—0 Az w2—an Ty — T

Agora definiremos a derivada de uma funcao,

Definicao 2.7. A derivada de uma funcao f em um nimero a € Dy, denotada

por f'(a), ¢
@) — tim 1) = 1(@)

r—a Tr — a

Observe que para x = a + h, temos que * — a se, e somente se h — 0, assim

f/(a) — lim f(ZE) B f(a)

T—a Tr—a
_ i Flat ) — fla)

h—0 h

Mudando o ponto de vista e deixando a variar e substituindo a por = temos

o St h) = fx)
f'(z) = lim e

h—0

a funcao derivada de f.

Definigao 2.8. Uma fungdo f € derivdvel ou diferencidvel em a, se f'(a) existir. A

fungao f € derivdvel ou diferencidvel em um intervalo aberto I se for diferencidvel

em cada numero do intervalo I.
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Proposigao 2.9 (Derivada de uma Fungao Constante). Se f(z) = ¢,Vz € R,
entio f'(x) = 0.

Demonstracao. temos que

]

Proposicao 2.10 (A Regra da Poténcia ). Se n for um inteiro positivo e f(x) =

n

z", entao

f'(x) = na" ',

Demonstragao. A derivada de f(x) = 2™ é dada por:

flz+h) - f(x)

N
fiz) = Jim h
— lim (x 4+ h)" —2a"
h—0

onde a expansao binomial de (x + h)™ é

Observe que:



Agora, calculando f’, obtemos

b (x 4+ h)" — 2"
fiz) = Jim h
h—0 h
S (e
h—0 h

T Y n-1;0 — (n n—kpk—1
_flblg(l)(l)m h—i-;(k)m h™ .

Quando aplicamos o limite h — 0, todos os termos que contém h desaparecem,

exceto o primeiro termo nax™!. Assim, temos:
. n _
f'(z) = lim (1)56" 'h0

]

Proposicao 2.11 (A Regra da Multiplicacao por Constante). Se ¢ for uma cons-

tante e f uma funcao derivdvel, entdao

(cf(x)) = cf'(z).

Demonstracao. Se g(x) = cf(x), entao
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g'(x) = Jimy h

_ lim cf(x+h)—cf(x)

7h%0 h

SILECE )
h—0 h

o flath) = f(z)

=cjim h

= cf'(v)

]

Exemplo 2.12. Aplicando a regra da poténcia temos que a derivada da fungao
f(x) =3zt ¢
f/(z) = 3(2") =3 - 42° = 122°.

Proposicao 2.13 (A Regra da Soma). Se f e g forem ambas derivdveis, entao

[f(x) + g9(2)] = f'(z) + ¢'(x).

Ou seja a derivada de uma soma € igual a soma das derivadas das parcelas.

Demonstracao. Se F(x) = f(z) + g(x), entdo

F(z +h) — F()

) = iy
~ im [f(x+h)+g(x+h)] —[f(z)+ g(x)]
h—0 h
[ fl@+h) = f(x)  glxz+h)—g(z)
= i h + h
. flx+h)—f(x) .. gle+h)—g(z)
=i h + hm h
= ['(x) + ¢'(2).
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]

Portanto a darivada da soma se d& pela célculo da derivada de cada termo

desta soma.

Exemplo 2.14. Seja f(z) = 42° + 2* calculando f'(x), temos:

f(x) = [4383 + :1:2}/
— (4333)/ + (332)/
= 122% 4 2z.

Por inducao, a regra da soma pode ser estendida para qualquer ntimero finito
de parcelas.
Agora escrevendo f — g como f + (—g) e aplicando a regra da soma e a regra

da multiplicacao por uma constante, obtemos a regra da subtracao.

Proposicao 2.15 (A Regra da Subtracdo). Se f e g forem ambos derivdveis,

entao

(f —9) () = f'(z) = ¢'(2).

Demonstragao. Seja F(x) = f(z) + (—g(z)). Entao pela regra da soma,
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Exemplo 2.16. A derivada da fungio f(z) = 2% — 5z é

f(z) = (2* — ba)’
= (z°)" + (=5z)’
=2z + (—5H)
=2x — 5.

Observando o comportamento de uma fungao f continua num intervalo aberto

I temos

Teorema 2.17. (Fermat) Seja f : I — R uma fungdo continua definida em um
intervalo aberto I. Se f tem mdzimo ou minimo local em x = ¢, ¢c € [ e [ €

derivdvel em ¢, entao f'(c) =0

Observagao 2.18. A demonstracao do Teorema de Fermat pode ser encontrada

no livro GUIDORIZZI (2001)

Definicao 2.19. Um ponto ¢ no dominio de uma funcao f é chamado ponto critico

se ocorre um dos dois sequintes casos:
a) f nao € derivdvel em x = c.
b) f € derivavel em c e f'(c) = 0.

Proposicao 2.20 (Teste da Derivada Primeira). Seja a funcao f : [a,b] — R

continua e derivdvel em (a,b) e seja ¢ um ponto critico de f.
(i) Se f' passa de positiva para negativa em c entao f tem mdzimo local em c.
(ii) Se f" passa de negativa para positiva em ¢ entdo f tem minimo local em c.

(i1i) Se f" nao muda de sinal em ¢ entdo nao tem nem mdzimo nem minimo local

em c.
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frv=3x—4x+1 O f(x)=6x

(a) Grafico de f(x) (b) Gréfico de f’(x)

Figura 2.4: Comportamento de f(x) e f’(x)

Exemplo 2.21. Encontre os valores de mdzimo e minimo locais da func¢io f(z) =
3x% — 4z + 1.

Vamos encontrar os pontos criticos de f. Calculando a primeira derivada,

temos
f'(z) = 6x — 4.

Igualando f'(z) = 0 para determinar os pontos criticos de f obtemos

0= f(z)
0=6x—14
U

_2
33—3.

2
Como f(x) é derivdvel em 3¢ f'(x) passa de megativa para positiva em 3

2
como mostra o grdafico da Figura 2.4(b), entdo 3 ¢ o minimo local de f(x).
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Definigao 2.22 (Derivada de Segunda Ordem). Se f for uma func¢do diferencidvel,
entao sua derivada f' também € uma funcao, de modo que [’ pode ter sua prdpria
derivada, denotada por (f') = f". Esta nova fungio f" é chamada de Derivada

Segunda ou derivada de ordem dois de f.

Proposicao 2.23 (Teste da Derivada Segunda). Seja f uma fungdo derivavel em

um intervalo aberto I e seja c € I tal que f'(c) = 0. Se f"(c) existe entao:
(i) Se f"(c) <0, entao f possui um mdximo local em c.

(ii) Se f"(c) >0, entao f possui um minimo local em c.

Observacgao 2.24. O teste é inconclusivo caso f"(x) = 0.

Exemplo 2.25. Encontre os pontos de mdximo e minimo local da funcdo dada

por f(z) = 2% — 22

Figura 2.5: Grafico da fungao f(x) = 23 — 2?
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Derivando f obtemos f'(x) = 3z — 2x. Iqualando f'(x) a zero temos que os

pontos criticos de f sao:

2
r1 =0 ou x2:§.

Derivando novamente, obtemos f"(x) = 6x — 2. Usando o teste de derivada

sequnda no ponto critico 0, obtemos

F'(0)=6-0—2

como —2 < 0 entao x =0 é ponto maximo local.

Aplicando agora no ponto critico 3’ temos

(6)-+()-

=2

como 2 > 0 entao x = % € ponto minimo local.

O resultado a sequir conhecido como Teorema 2.26 nos fornece que nem sempre

o mdzrimo e minimo local é também o mdximo e minimo global.

Teorema 2.26 (O Teorema do Valor Extremo). Se f for continua em um intervalo
fechado [a,b], entao f assume um valor mdzimo absoluto f(c) e um valor minimo

absoluto f(d) em certos nimeros ¢ e d em |a,b]. Neste caso, ¢ e d sdo pontos
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criticos ou extremos do intervalo.

Observacgao 2.27. A demonstracao do Teorema do Valor Médio pode ser encon-
trada no livro STEWART (2006)

Exemplo 2.28. Agora encontraremos os pontos de mdximo e minimo global da
funcao f(x) = x® — 22 no intervalo [—1;0,9].

Para encontrar os pontos de mdximo e minimo global da funcdo mno intervalo
[—1;0,9] , utilizamos o Teorema do Valor Extremo, que garante que uma fun¢do
continua em um intervalo fechado atinge seus valores mdximo e minimo nesse in-
tervalo. Os pontos criticos encontrados anteriormente sao 2/3 e 0, fazendo o teste

dos extremos e pontos criticos temos

f(ov 9) = (O’ 9>3 - (Oa 9)2
= —0, 081.
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Portanto 0 é o mdzimo global e —2 é o minimo global da funcao f(x) = x> —z*
no intervalo [—1;0,9].

Podemos obter o vértice da parabola utilizando as regras do calculo diferencial
vistas. Dada uma funcgao
f(z) =az® +bx+c

calculando sua derivada, obtemos

f'(z) = 2ax + 0.

Para encontrar o vértice, igualamos a derivada a zero e resolvemos para x:

f(2)=0 = 2ax+b=0
ou seja,

a2
2a°

A coordenada y sera calculada conforme demonstrada no Teorema 2.5

Tr =

Portanto, o vértice da pardbola tem coordenadas:
b A
V=l—-—,——|.
2a°  4da

2.1.4 Problemas de Otimizacao

Os problemas de otimizagao envolvem a modelagem de uma fungao com o objetivo
de maximizar ou minimizar seus resultados, utilizando os maximos e minimos dessa
funcao. Para resolver esses problemas, geralmente seguimos o seguinte roteiro

MUNIZ (2018):

(i) Identificar as varidveis do problema, isto é, as grandezas que representam as
situacgoes descritas. Graficos e desenhos podem ser utilizados para auxiliar

nesse processo.

(ii) Determinar os intervalos de valores possiveis para as varidveis. E importante

estabelecer os limites dentro dos quais as varidveis podem variar.

33



(iii) Descrever as relagoes entre as varidveis por meio de uma ou mais equagoes.
Normalmente, uma dessas equagoes fornecera o méaximo ou minimo procu-

rado.

(iv) Utilizar a primeira e a segunda derivada para determinar os pontos criticos

e identificar aqueles que resolvem o problema.

Exemplo 2.29. (Adaptada ZATTONI; CARVALHO) Um drone terrestre de pes-
quisa realiza incursoes tanto no interior do solo quanto na superficie, utilizando
sistemas de escavacgao, locomocdo terrestre e locomocao aérea. Durante uma de
suas incursoes, foi registrado que, apos atingir a profundidade mdxima no solo, o
drone subiu até uma altura de 6 metros acima do nivel do solo. O trajeto percor-
rido pelo drone pode ser descrito pela funcdo quadrdtica y = x*> — 16z + 55, onde
y representa a altura em metros e x representa a posi¢cao horizontal em metros.
Analisando o trajeto do drone descrito na Figura 2.6 e identificar a profundidade
madxima que ele atingiu no solo, o valor minimo da funcdo y corresponderd a pro-

fundidade mdxima que o drone alcancou abaizo do nivel do solo.

Figura 2.6: Esquema do trajeto do drone
Fazendo o teste da primeira derivada:
y'(x) =22 —16

Para calcular os pontos criticos faremos y'(x) =0
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20 —16=0

Fazendo o teste da sequnda derivada, temos
y// — 2
para x = 8 temos
y"(8) =2 >0,

logo 8 ¢ ponto de minimo. Substituindo x = 8 em y(x) = x? — 16x + 55 obtemos
y(8) = 8% — 16(8) + 55 = —9

Portanto, o drone atinge 9m de profundidade.
Neste exemplo pode-se utilizar a formula, jd vistas, do (z,,y,) para calcular a

profundidade atingida pelo drone.

Exemplo 2.30. (MUNIZ) Uma caiza retangular aberta deve ser fabricada a partir
de uma folha de papelao de 12cm x 32c¢m, recortando quadrados nos quatro cantos
e depois dobrando a folha ao longo das linhas determinadas pelos cortes. Qual € a

medida do corte que produz uma caiza de volume mdximo?

____________

____________

Figura 2.7: Base para construcao da caixa
Para encontrar a medida do corte que produz uma caixa de volume mdrimo,
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sigamos estes passos:

Seja x a medida do lado do quadrado que é cortado de cada canto da folha
de papel. Apds cortar os quadrados e dobrar as bordas, a caixa terd uma base
retangular com dimensodes (12 —2x) e (32 — 2x) e altura .

O volume V da caiza pode ser expresso como:

V=x-(12—-2x)- (32— 2x),

com x € [0, 6].
FExpandindo a fun¢ao volume, temos

V=x (12 -2x) (32 - 2x)
= 1 - (384 — 64x — 24z + 42?)
= - (384 — 881 + 4x?)
= 384z — 88z% + 4a°

Como a funcao que representa o problema é cubica, nao € possivel utilizar as
formulas do (x,,y,) da pardbola, portanto utilizaremos as regras diferenciais jd
vistas.

Para encontrar o mdximo, deriva-se a funcao volume em relagdo a x e iguala

a Zero:

0 ='(z)
0=122% — 176x + 384
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Resolvendo a equagao quadrdtica, obtemos

—b +Vb? — dac
2a
176 & /(—176)% — 4 - 12 - 384
212
176 + /30976 — 18432
24
176 + /12544

24
176 £ 112

24

onde as duas solucoes da equacao sao

64 8
r=—=-.
24 3
Note que x = 12 nao € vidvel, pois x nao pode ser maior que 6.
O valor x = — € vidvel e deve ser verificado se realmente mazimiza o volume,
utilizando o teste da sequnda derivada.

Observe que:

V'(x) = 24z — 176

)
8 8
=) =24=)—176
" (5) =)
= —112.
8 8
Como v" (5) = —112 < 0 entao 3 € ponto de mdximo, e assim o corte que

produz uma caixa de volume madximo € gcm ou aproximadamente 2,67cm. Observe

ainda que se fizermos os cortes nos extremos teriamos uma caiza de volume 0.
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Capitulo 3

Sequéncia Didatica: valores
maximos e minimos aplicados na
solucao de problemas de forma

otima

3.0.1 Objetivo da Construcao de uma Sequéncia Didatica

A sequéncia didatica tem como objetivo detalhar, passo a passo, o caminho pe-
dagogico a ser percorrido para garantir a compreensao do objeto de estudo de
forma étima e sem improvisos. Para isso, este documento deve analisar e detalhar
o publico-alvo da proposta, os objetivos desejados e os recursos que serao empre-
gados para assegurar que o percurso trilhado leve a construgao do conhecimento
desejado.

Desenvolver uma sequéncia didatica baseada na Base Nacional Comum Cur-
ricular BNCC (BRASIL2018) para problemas de otimizagao com fungoes pode
ajudar a garantir que as aulas estejam alinhadas com os parametros educacionais
propostos.

Habilidades e competéncias desejadas:

e (EM13MAT401) Resolver e elaborar problemas que envolvam o célculo de

maximos e minimos de fungoes de uma varidvel real, utilizando diferentes
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estratégias e recursos tecnolégicos.

o (EM13MAT402) Utilizar conceitos de derivadas e integrais para resolver pro-

blemas de otimizacao.

Os conceitos de maximos e minimos aplicados na solucao de problemas de
otimizacao serao ministrados para as turmas da 12 série do ensino médio como

parte do curriculo da educacgao basica, orientado pela BNCC e pelos PCNss.

3.1 Sequéncia Didatica

3.1.1 Objetivos Especificos

Afim de estabelecer uma visao abrangente sobre o processo de otimizagao com
funcoes do 2° e 32 grau, desde a formulacao de problemas & andlise critica dos

resultados, destacaremos os seguintes objetivos especificos:

e Compreender e aplicar formulas e conceitos para encontrar maximos e minimos

das funcoes, além de definir pontos criticos das mesmas, quando possivel.
e Identificar e formular problemas de otimizacao.
e Resolver problemas praticos de otimizacao utilizando fungoes.

e Utilizar recursos tecnolégicos para entender o conceito de otimizacao e re-

solver problemas.

e Interpretar e analisar as solugoes encontradas.

3.1.2 Procedimentos Metodolégicos

A proposta de ensino de problemas de otimizacao com fungoes, focando em va-
lores maximos e minimos, serd desenvolvida em varias etapas. Primeiramente,
abordaremos o conceito de otimizacao de forma intuitiva, com o auxilio de games
e jogos online. Em seguida, utilizaremos a modelagem matemaética para aplicar o

conceito através de problemas representados por casos a serem analisados ponto
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a ponto, tabulando seus resultados e, posteriormente, analisando o grafico gerado
pela funcao quadratica que representa o problema.

No terceiro momento, serao apresentados os métodos de calculo de maximos
e minimos locais e globais de fungoes quadraticas e, em nivel mais aprofundado,
de funcgoes ctbicas, incluindo as féormulas do vértice da parabola e as regras do
calculo diferencial. Para auxiliar na resolucao, estudaremos os graficos dessas
funcoes, analisando seus elementos.

Em sala de aula, os alunos serao solicitados a construir graficos das diferen-
tes fungoes quadraticas e cubicas propostas nos problemas. Utilizando o software
GEOGEBRA, os estudantes poderao analisar os gréaficos dessas funcoes, identifi-
cando pontos de maximos e minimos, bem como os pontos criticos e empregar os
conceitos estudados na resolucao das atividades propostas. Ainda considerando o
esbogo dos graficos, se nao tiver acesso ao software GEOGEBRA pode-se executar
na folha de papel milimetrado o que possibilitaria um melhor dominio da turma

nesta etapa.

3.1.3 Metodologia

A metodologia para a aplicacao dessa sequéncia didatica serd composta pelas se-

guintes acoes:
e Aulas expositivas e dialogadas.
e Uso de recursos tecnoldgicos, como softwares matematicos e jogos online.
e Atividades individuais e em grupo.

e Estudo de casos e projetos.

3.1.4 Materiais Utilizados

Para a execucao dessa sequéncia didatica, os materiais e recursos utilizados serao:

e (Quadro branco e canetas para quadro branco.

e Wi-Fi, tablets ou Chromebooks, softwares matematicos (GEOGEBRA) e jo-

gos online (Bridge Construction), plataforma digital de jogos online (Wordwall).
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e Folhas de papel milimetrado (para constru¢ao manual dos graficos, se ne-

cessario), 1dpis, borracha e régua.

e Caderno e atividades impressas.

3.1.5 Estrutura da Sequéncia Didatica

A Sequencia didatica serd divida em quatro momentos que serao descritos abaixo
nos itens, Aula 1, Aula 2, Aula 3 e Aula 4.

AULA 1

Introducao ao jogo BRIDGE CONSTRUCTOR,
2024

Tema

Tempo total 2 h/aula

Sugestao de . o ,
Inclusao Digital, Iniciacao Cientifica, Para além dos

colaboragao entre
Nuimeros (PAN)

disciplinas

Tempo por Atividade
atividade

80 min Atividade

(20 min) Seguir o roteiro disponibilizado na Atividade 1
em anexo, dos itens 1 a 3.

(60 min) Seguir o roteiro disponibilizado na Atividade 1

em anexo, item 4.

20 min Quiz
Seguir o roteiro disponibilizado na Atividade 2 em

anexo.
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3.1.6 Atividade 1

Roteiro de aplicagao do jogo BRIDGE-CONSTRUCTOR (2024)

direcionado ao conceito de otimizacgao

1. Explicacao breve sobre o conceito a ser trabalhado e sua importancia em
diversas areas do conhecimento, especialmente na engenharia, que é o foco

do jogo.

2. Demonstracao do jogo: utilizando o tablet do professor projetado em uma
SMART TV ou com o auxilio de um projetor, abrir o jogo Bridge Cons-
tructor para demonstrar os objetivos basicos. Explicar claramente o desen-
volvimento do jogo; mostrando como construir a ponte, onde encontrar os
materiais, como os recursos sao mensurados e como verificar o resultado do

projeto e sua eficacia.
3. Apresentar os conceitos tedricos contidos no jogo, abordando tépicos como:

a) A estrutura de cada ponte a ser construida, os pontos de tensdo a se-
rem observados em cada fase, e a importancia da escolha dos materiais

disponiveis.
b) Estratégias para projetar a ponte observando a geometria da cons-
trucao.

4. Execucao da tarefa:

a) Dividir a sala em grupos de 3 a 4 integrantes.

b) Cada grupo deve criar uma ponte capaz de suportar a maior carga
possivel, levando em conta o orgamento limitado para otimizar o resul-
tado.

¢) Conceder tempo para a execugdo da etapa de construgao e, apds a
conclusao de todos os grupos, socializar as estratégias de design e os

materiais escolhidos.

d) Concluir com uma discussao sobre o conceito de otimizagao e como ele

impactou no resultado do jogo.
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e) Solicitar feedback sobre a atividade e o que os alunos aprenderam com

a aplicacao dos jogos.
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3.1.7 Atividade 2

Questionario WORDWALL (2024) para fixagao do conceito de otimizagao
relacionado ao jogo BRIDGE-CONSTRUCTOR (2024)

1. Aplicar o Questionario 1.7(a) confeccionado no WORDWALL (2024) e dispo-
nibilizado para o aluno através do QRCODE 1.7(b), projetado na SMARTTV

ou com auxilio de um projetor.

2. Apresentar o ranking de resultado com os 10 primeiros colocados.

O questionario disponibilizado em forma de quiz com multiplas opgoes é com-

posto das seguintes questoes apresentadas em sequéncia aleatoria:

resultados apos;a mplem'entagao d

umal solugao ot:mnzagao no Jogo""

.wlt

Para’
garantir;

Por que é importante analisar 65:‘

verificar'se |f

Rara mudar a solugao
olclima’ atendeitodas; (B
doljogo asirestricoes (|

e otimiza o

resultado

aumentar
0INUMeEro)
dejveiculos

queiaiponte ||
sejalbonita’

Figura 3.1: Questao 1

I“‘(':f@mo a escolha dos 4 atenal \|
1 ‘Mﬁact s@fotnmuzagao da
construgao de pontes no Jogo'?

DEHEEY
velocidade
dos’
veiculos

8| Impacta

olcustoiela |B

capacidade apenis
delcarga acorda ||
daponte ponte:

Determina
ol clima’
do jogo

Figura 3.2: Questao 2

44
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NUmero NUmero de
de total dos) |8 cliques do (¥

veiculos || materiais Jogador: c (e

Figura 3.3: Questao 3

Cor dos

material z
veiculos

vsado

Mlnlmlzar Mlnlmlzar o N MaXIl'Y'IlZaI’ ‘ MaX|M|Zar a
oltempo de custoltotal a estética velocidade
construcao da ponte da ponte doesiveiculos

Figura 3.5: Questao 5
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AULA 2

Tema

Aplicagoes praticas da otimizagao

Tempo total

2 h/aula

Sugestao de
colaboragao entre

disciplinas

Empreendedorismo, Iniciagao Cientifica, Para além dos
Nimeros (PAN)

Tempo por Atividade
atividade
50 min Estudo de caso
Roteiro e casos a serem estudados disponibilizados na
Atividade 3 em anexo.
30 min Projeto em grupo
Dividir a turma em grupos e propor que cada grupo
formule e resolva um problema de otimizagao baseado
em situagoes possiveis.
20 min Estudo orientado

Socializagao dos resultados entre os grupos.

Cada grupo apresenta seu problema de otimizacao, a
estratégia escolhida e as solucoes encontradas.

Reflexao sobre as impressoes da otimizagao e as habili-

dades desenvolvidas durante o projeto em grupo.
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3.1.8 Atividade 3

Roteiro de aplicacao de estudo de caso com problemas de otimizagao com funcoes

1. Exposigao sobre o que é um estudo de caso. (Simplificado e voltado para

problemas com fungbes quadraticas e ctbicas)
2. Dividir a turma em dois grupos e destacar um caso para cada.

3. Elencar, de forma breve, quais aspectos devem ser abordados no estudo dos
casos propostos:
e Identificacao do problema, compreendendo suas varidveis.

e Defini¢ao clara da funcdo que precisa ser otimizada (maximizada ou
minimizada).
e Verificagao de restricoes que devem ser atendidas.

e Elaboracao da resolucao, tabulando os pontos da fungao e encontrando

as raizes da mesma para delimitar, no caso da funcao quadratica.

e Estudo do grafico da fungao utilizando o software GEOGEBRA. De-
terminacao, a partir da observacao dos resultados obtidos, do ponto de

maximo ou minimo e como isso impacta a solug¢ao do caso proposto.

Os casos a serem analisados estao divididos em Caso 1 e Caso 2, conforme apre-

sentados a seguir:
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Colégio:
Disciplina: Série/turma:
Professor(a): Data:
Aluno(a):

CASO 1

(UEG-GO): Um lava-jato tem 50 clientes fixos por semana e cada lavagem custa
R$20,00. Sabe-se que, para cada real que o dono aumenta no preco da lavagem,
ele perde 2 clientes. Qual o valor do aumento que maximiza a arrecadacao semanal
desse lava-jato? Qual serd essa arrecadacao?

onde x representa o valor do aumento
1. PRECO = (20 + z)
2. NUMERO DE CLIENTES = (50 — 2z)

3. ARRECADACAO f(z) = (20 + z)(50 — 2z)

Valor de = | (20 + ) | (50 — 2x) | f(z) = (20 + x)(50 — 2x)
25
20
15
10
5)
0
-5

—10
—15
—20

Tabela 3.1: Relacao de preco x nimero de clientes X arrecadacgao

CASO 2

(UFPR) Para atrair novos clientes, um supermercado decidiu fazer uma promogao

reduzindo o preco do leite. O gerente desse estabelecimento estima que, para cada
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R$0,01 de desconto no preco do litro, serd possivel vender 25 litros de leite a
mais que em um dia sem promoc¢ao. Sabendo que, em um dia sem promogao, esse
supermercado vende 2600 litros de leite ao preco de R$1,60 por litro. Qual é o
preco do litro de leite que fornece a esse supermercado o maior valor arrecadado
possivel? De quanto é esse valor

onde z representa o valor do litro de leite
1. PRECO = (1,60 — x)

2. LITROS DE LEITE VENDIDO = (26004 25002) ONDE % ¢ arazao entre

os litros de leite vendidos ao més em funcao do desconto.

3. ARRECADACAO f(x) = (1,60 — z)(2600 + 2500z)

Valor de = | (1,60 — x) | (2600 + 2500x) | f(x) = (1,60 — z)(2600 + 2500x)
1,60
1,50
1,40
1,30
1,20
1,10

1
0
—1
~1.04

Tabela 3.2: Relagao de preco x litros de leite vendido x arrecadacao
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AULA 3

Tema

As derivadas e a otimizacao

Tempo total

2 h/aula

Tempo por

atividade

Atividade

20 min

Apresentagao dos conceitos que estao descritos
no texto:

Taxa de variagao (Segao 2.1.3)

O que é derivada, como é representada na Matematica,

e suas aplicacoes. (Proposicao 2.9)

20 min

Regras basicas de derivagao:
Regra da Poténcia. (Proposigao 2.10)
Regra da Constante. (Proposigao 2.11)
Aplicagao no (Exemplo 2.12)

Regra da Soma. (Proposicao 2.13)
Aplicagao no (Exemplo 2.14)

Regra da Subtragao. (Proposicao 2.15)
Aplicagao no (Exemplo 2.16)

30 min

Maximos e minimos com derivadas:

Teorema de Fermat. (Teorema 2.17)

Teorema do Valor Extremo. (Teorema 2.26)

Aplicacao nos Exemplos (2.25 e 2.28)

Teste da Primeira e Segunda derivadas. (Proposic¢ao
2.20 e Proposicao 2.23)

Aplicacao nos Exemplos (2.21 e 2.23)

30min

Aplicagcao dos Conceitos de derivadas na re-
solugao de problemas de Otimizagao

Lista de Exercicios. (Atividade 4 em anexo)
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3.1.9 Atividade 4

Colégio:
Disciplina: Série/turma:
Professor(a): Data:
Aluno(a):
Lista de exercicios
Questao 1

Considere a fungao f(x) = 3z? — 5x + 2. Determine a derivada f'(z).
Questao 2
Encontre a derivada da fungdo g(z) = —42® + 72? — x + 6 no ponto = = 5.
Questao 3
Calcule a derivada de h(z) = 223 — 92 + 42 — 1 e determine o valor da derivada
em x = 2.
Questao 4
Dada a fungao p(z) = 23 — 32? + 2x — 7, encontre a primeira e segunda derivadas
da funcao.
Questao 5
Seja a fungao q(x) = 5x? — 8x + 3. Encontre a segunda derivada ¢”(z).
Questao 6
Determine a derivada da fungao r(z) = —2x3 + 42? — 6x + 1 e encontre o ponto
em que a derivada é zero.
Questao 7
Considere a fungao cibica f(z) = 223 —32% —122+5, definida no intervalo fechado
[0,3]. Determine os valores extremos (méximos e minimos) de f(x) no intervalo

[0, 3] utilizando o Teorema do Valor Extremo.
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AULA 4

Tema

Problemas de otimizacao e as areas de conhecimento

Tempo total 2 h/aula
Tempo por Atividade
atividade
20 min Separagao em duplas
A turma serd dividida em duplas e recebera uma lista
de problemas, disponivel na Atividade 5 em anexo,
para construcao dos graficos das fungoes de cada
problema com o auxilio do software GEOGEBRA,
analisando-os e identificando possiveis pontos criticos.
60 min Analise de estratégias
Cada dupla discutira e aplicara a melhor estratégia
para solucionar os problemas propostos na Atividade 5.
20 min Discussao final

A turma discutird em conjunto as diferentes

abordagens e solucoes apresentadas pelas duplas.
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3.1.10 Atividade 5

Colégio:

Disciplina: Série/turma:
Professor(a): Data:
Aluno(a):

Proposta de lista de problemas relacionados as diferentes areas do

conhecimento

Questao 1 (Economia)

Uma empresa deseja minimizar os custos totais C' em milhares de reais asso-
ciados a producao de ¢ unidades de um produto. Os custos totais sao expressos
pela funcao C(q) = 0,25¢* — 30g +50. De quanto deve ser a producio de unidades

desse produto nessa empresa para minimizar os custos totais?

Questao 2 (Biologia)

Suponha que a populacao de formigas Tucandeiras da Amazonia seja mode-
lada por uma fungao ciibica no tempo t. A fun¢ao P(t) descreve o tamanho da po-
pulagao P em centenas em funcao do tempo ¢ em dias, onde P(t) = —t3+6t2—9t+4.

Qual a populacao maxima obtida no intervalo 0 <t < 4.

Questao 3 (Fisica)
Um objeto em movimento retilineo uniformemente variado tem seu desloca-
mento (S) em metros em fungao do tempo (¢) em segundos. A funcdo que repre-

senta o deslocamento em funcao do tempo é:
S(T)=2t*—8t+5
Qual o tempo minimo para que o deslocamento do objeto seja maximizado?

Questao 4 (Quimica)

A producao P em gramas de um produto quimico em um reator depende de
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concentragao ¢ em mol/L do reagente de acordo com a seguinte func¢ao quadratica
P(c) = —0,1¢* 4 3¢ + 20

Determine a concentracao ¢ que maximiza a producao P do produto quimico.

Questao 5 (Engenharia Civil)
Um tanque cilindrico deve ter a capacidade de 50rm?. O material da tampa
e base do tanque custa R$25,00 por m?, enquanto que o material com o qual os

lados sao feitos custa R$20,00 por m?. Encontre o raio da base e a altura do

tanque para minimizar o custo do tanque.

/

—f——

i

EE
e

Ti = 1

Figura 3.7: Esboco do tanque

Questao 6 (Administragao)

Um empresario deseja abrir uma pequena fabrica. Segundo um estudo feito
por ele, se x funciondrios forem contratados, seu lucro L(x) anual em reais serd de
L(z) = 9022 — 2%, 0 < 2 < 80. O estudo considera a possibilidade de contratar
até 80 funcionarios. Quantos funcionarios devem ser contratados para que o lucro

anual seja o maior possivel? E qual o valor desse lucro?
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Questao 7 (Urbanismo)

Durante varias semanas o departamento de transito de uma cidade vem regis-
trando a velocidade dos veiculos que passaram por certo cruzamento. Os resulta-
dos mostram que entre 13 e 18 horas, a velocidade média nesse cruzamento é dada
aproximadamente por V(t) = t3 — 10,5t? 4+ 30t + 5 em Km/h, onde ¢ é o niimero
de horas apds o meio dia. Qual o instante, entre 13 e 18 horas, em que o transito

¢ mais rapido?
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3.1.11 Avaliacao

A avaliacao serd feita de forma processual e continua levando-se em conta os se-

guintes aspectos:
e Participacao nas atividades propostas.
e Qualidade das solugoes apresentadas nos exercicios e no projeto em grupo.

e Capacidade de formular e resolver problemas de otimizacao.
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Capitulo 4
Consideracoes finais

O trabalho apresentado teve como objetivo introduzir o conceito de otimizacao
no ensino médio, utilizando jogos como ferramenta pedagdgica, em particular o
jogo BRIDGE CONSTRUCTOR, 2024. A intencao foi demonstrar como a
gamificagao pode ser uma abordagem eficaz para ensinar conceitos matematicos
desafiadores de forma lidica e acessivel. Além disso, o estudo evidenciou que
os jogos podem ser uma poderosa ferramenta para aumentar o engajamento e a
motivacao dos alunos.

A sequéncia didatica desenvolvida, junto com a organizacao do trabalho ao
longo das aulas, destacou a importancia de um estudo pratico e interativo para a
compreensao dos conceitos de maximos e minimos em fungoes polinomiais, bem
como a resolucao de problemas aplicando o conceito de otimizacao e métodos do
calculo para identifica-los. Essa abordagem assegurou uma conexao sélida entre a
teoria aprendida e sua aplicacao pratica.

A metodologia sugerida indica que, ao incorporar tecnologias e metodologias
ativas no ensino da matematica, os professores podem criar um ambiente de apren-
dizagem mais envolvente, facilitando a introdugao dos métodos necessérios para a
resolucao de situacoes-problema, isso nao sé proporciona um entendimento tedrico
do tema, mas também desenvolve habilidades de pensamento critico essenciais para
a formagao dos alunos.

Este trabalho tem como objetivo contribuir para as praticas docentes, propondo

novas abordagens na educagao matematica e integrando tecnologias e metodologias
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inovadoras para enfrentar os desafios do ensino dessa disciplina.
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Apeéendice

4.1 Gabarito da Atividade 2

o
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4.2 Resolucao da Atividade 4

Questao 1

Aplicando a regra de derivacao para funcoes polinomiais, temos que

f'(x) = (32%) = (52)" + (2)'
=320 =512 +0
= 6x — 5.
Questao 2

Fazendo a derivada ¢'(x) temos

d () = (—42® + T2° —x + 6)’
=433 472227 -1
= —122° + 142 — 1.

Agora, substitua x = 5 na derivada:

g (5) = —12(5)* 4+ 14(5) — 1
=-12-25+70 -1
=-300+70—1
= —231.
Questao 3

Calculando a derivada h/(z) temos

R'(z) = (20% — 92% + 42 — 1)
=233 —9.2221 44
= 62> — 18z + 4.

Agora, substitua x = 2 na derivada:
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R(2) =6(2)* —18(2) + 4
=6-4—-36+14
=24-36+4
= —8.

Questao 4

Primeira derivada:

p'(z) = (2* — 32% + 22 —7)
= 32” — 6z + 2.

Segunda derivada:

p'(z) = (32% — 62+ 2)'
=3-2x—6
= 6x — 6.
Questao 5

Primeira derivada:
¢ (v) = (52> — 8v + 3’
=5-2x—8
= 10x — 8.

Segunda derivada:

Questao 6

Primeira derivada:

(1) = (—22° + 42 — 67 + 1)
=231 4+4. 22>t -6
= —622 + 8z — 6.
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Para encontrar o ponto onde a derivada é zero, resolva:
—62° + 8z — 6 =0

Dividindo por -2:
32° —4x+3=0

temos que
4+ 2i/5
Ty =——""—
6
2+ ivb
To = T

Portanto, a derivada é zero em niimeros complexos %5

Questao 7

Calcularemos a derivada da funcao e determinaremos seus pontos criticos:
f'(z) = 62 — 62 — 12.

Igualando a derivada a zero para encontrar os pontos criticos:

622 —6xr—12=0 = z2—1—-2=0.

Temos que

r=2oux=—1.

O valor x = —1 esté fora do intervalo [0, 3], entao descartamos esse ponto. O
unico ponto critico relevante é x = 2.

Agora, avaliamos a fun¢ao nos extremos do intervalo e no ponto critico:

f(0) =2(0)* —3(0)> - 12(0) +5 =5
f(2) =2(2)° —3(2)* —12(2) + 5 = —11
f(3)=2(3)*-3(3)* - 12(3)+5 =2

Portanto, os valores extremos da fun¢ao no intervalo [0, 3] sao:
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Valor minimo: f(2) = —11, Valor méaximo: f(0) = 5.
Resposta: O valor minimo de f(z) no intervalo [0, 3] é —11 e o valor maximo
é 5.
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4.3 Resolucao da Atividade 5

Questao 1

Para minimizar os custos totais C(q) = 0,25¢* — 30¢+ 50, precisamos encontrar
o valor de ¢ que minimiza essa fun¢ao. usando a férmula do ¢,

onde a = 0,25, b = —30, e ¢ = 50.

b

2

—30
" 2.0,25
=30
05
= 120.

Gy =

Entao, a produgao que minimiza os custos totais é ¢ = 120 unidades.

Questao 2
Solucao com a Derivada
Fazendo o teste da derivada primeira e segunda da fungao P(t) = —t3+6t>— 9t +4.
obtemos
P'(t) = =3t + 12t — 9.

Para achar os pontos criticos da fungao faremos P'(t) =0

0= P'(t)
0=—3t*+12t — 9.
Dividindo a equacao por 3

—t?+4t—-3=0
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3 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 2 6 8 10 12 14

P(t)= —t*+6t°— 9t +4

Figura 4.1: Gréfico da funciao P(t) = —t3 + 6t — 9t + 4

cujas raizes sao

442 =9
—9 —9
—4-2 —6

t = = — = 3
2 ) 9

Fazendo a segunda derivada temos
P"(t) = —6t + 12,

donde
P”(tl) =—61+12=6
P"(tz) =—-63+12=-6

Como —6 < 0 entao t = 3 dias é o tempo para obter a populagdo méaxima de

formigas Tucandeiras no intervalo 0 < ¢ < 4. Para calcular a populagao maxima
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consideraremos ¢ = 3 na funcao P(t) = —t> + 6t* — 9t + 4

P(0) = —(0)* 4+ 6(0)* — 9(0) + 4

P(4) = —(4)> +6(4)> —9(4) + 4

A populagao maxima no intervalo 0 <t < 4 é de 4 centenas de formigas Tucan-

deiras como pode ser analisado na Figura 4.1

Questao 3

Para encontrar o tempo que minimiza o deslocamento, observamos que a funcao
representada por S(t) é uma fungdo quadratica entdo podemos utilizar a férmula
128

onde a=2,b=—-8,ec=05.

69



Portanto, o tempo que minimiza o deslocamento é ¢t = 2 segundos.

Questao 4

Para determinar a concentracao ¢ que maximiza a producao P do produto
quimico, dado que a producao P ¢é descrita pela funcao quadratica podemos utilizar
a férmula c¢,, onde a = —0,1, b = 3, e ¢ = 20.

Substituindo a = —0,1 e b = 3:

Cp = ———

Portanto, a concentracao ¢ que maximiza a produgao P é ¢ = 15 mol/L.

Questao 5

e Volume do tanque: V = 507 m?
e Custo do material do topo e da base: R$25 por m?

e Custo do material das laterais: R$20 por m?
Achando volume V' do cilindro
V = 7r’h

Como V' = 50m, temos
7r?h = 507
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segue que

50
r’h=50=h=—

r2
A 4rea da base e do topo é mr? segue que as duas

2
Atopo e base — 2mr

entao o custo é
Ctopo e base — 27TT2 X 25 = 5071'7’2
A area lateral é 2mrrh. Substituindo h = ;’3—8 temos que

50 100
Alateral = 27r (_2) = T
T r

O custo para a area lateral é:

1 2
Clonors = 007 90 — 0007
r

r

O custo total C' é a soma dos custos das areas da base, do topo e das laterais:

2000
C =507 + ——
r
Para minimizar o custo, vamos derivar C'.
2000
C' = 100mr — =
,
Fazendo C’ = 0 temos
2
10077 — OOQOW =0
r
2
100r — 020 =0
r
1007 = 2000
3 =20
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Portanto:

r=+v20~27lm
Para achar h substituindo r &~ 2.71 na expressao de h:

50
(2.71)?

h = ~ 6.83m

e Raior~2.71m
e Altura h ~ 6.83m

Essas sao as dimensoes que minimizam o custo do tanque.

Questao 6

Para maximizar o lucro anual L(x) da fabrica, onde L(x) é dado por:

L(z) = 902* —

Primeiro, calculamos a derivada da fungao lucro L(x) para encontrar os pontos

criticos. A derivada é

L'(z) = [902* — 2% = 1802 — 32°.

Para encontrar os pontos criticos, igualamos a derivada a zero

180z — 32% = 0,
cujas solugoes sao
xr=0
x = 60.

Além dos pontos criticos, devemos também verificar os valores de L(z) nas

extremidades do intervalo dado, que sao z =0 e z = 80.
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Agora, calculamos L(z) em cada um desses pontos:

Para . = 0:
L(0) = 90(0)* — (0)°
=0
Para z = 60:
L(60) = 90(60)* — (60)?
=90 - 3600 — 216000
= 324000 — 216000
= 108000.
Para x = 80:

L(80) = 90(80)% — (80)?
= 90 - 6400 — 512000
= 576000 — 512000
= 64000.

O maior valor de lucro ¢ 108000, e ocorre quando z = 60.
Portanto, para maximizar o lucro anual, o empresario deve contratar 60 fun-

ciondrios. O valor méximo do lucro anual é R$ 108000.

Questao 7
Para determinar o instante em que o transito é mais rapido, precisamos encon-

trar o valor méximo da fungao que representa a velocidade média, V' (¢). A funcao
dada é

V(t) =t* —10.5t> + 30t + 5
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Fazendo o teste da primeira derivada

V'(t) = 3t* — 21t + 30

Para encontrar os pontos criticos faremos V'(t) = 0:

3t2—21t+30=0

cujas solugoes sao

7+3
:—:5

2

7—3
:—:2
t 2

Assim, os pontos criticos sao t =2 et = 5.

Achar a velocidade em t = 2 e t = 5, bem como nas extremidades do intervalo

t=1et=06:
- Parat=1:
V(1) =1*-105-1>430-1+5
= 25.5.
- Para t = 2:
V(2)=2-105-22+30-2+5
= 31.
- Parat =5:

V(5) =5"—10.5-52+30-545
=17.5.
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- Para t = 6:

V(6) =6%—10.5-6*+30-645
= 23.

O valor méximo é V(2) = 31.

Portanto, o transito é mais rapido no instante de ¢ = 2, que corresponde a 14h.

75



	Introdução
	Gamificação na introdução ao conceito de otimização
	Jogos e o conceito de otimização
	Otimização e o Jogo Bridge Constructor
	Quiz Sobre Otimização Baseada no Jogo Bridge Constructor


	Valores de Máximo e Mínimo de uma Função Aplicados à Otimização de Problemas.
	O Cálculo no Conceito de Otimização
	Introdução ao Conceito de Otimização com Análise de Situação-Problema
	Definição de Máximos e Mínimos de uma Função
	Taxa de Variação
	Problemas de Otimização


	Sequência Didática: valores máximos e mínimos aplicados na solução de problemas de forma ótima
	Objetivo da Construção de uma Sequência Didática
	Sequência Didática
	Objetivos Específicos
	Procedimentos Metodológicos
	Metodologia
	Materiais Utilizados
	Estrutura da Sequência Didática
	Atividade 1
	Atividade 2
	Atividade 3
	Atividade 4
	Atividade 5
	Avaliação


	Considerações finais
	Apêndice
	Gabarito da Atividade 2
	Resolução da Atividade 4
	Resolução da Atividade 5




