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Resumo

Este trabalho de conclusao de curso tem o intuito de auxiliar os docentes do en-
sino basico com uma didatica nao convencional, fomentando o interesse dos es-
tudantes do Ensino Médio de uma instituicao ptblica do estado da Bahia em
relacao as progressoes aritméticas e geométricas a partir de uma didéatica baseada
na perspectiva da Geometria Fractal. O desenho metodoldgico foi delineado por
meio de uma sequéncia pedagogica estruturada em termos dos elementos historicos,
epistemoldgicos e desafiadores que justificam a razao de ser destes objetos ma-
tematicos, tanto das progressoes quanto da geometria fractal. Na parte experi-
mentagao, observou- se que os discentes absorveram o assunto sem o convencional
método de memorizacao de férmulas, assim, tornando o aprendizado desafiador e

interessante extraindo da matéria sua mais pura esséncia.

Palavras-chaves: Progressao Aritmética; Progressao Geométrica; Geometria Frac-

tal; Ensino Médio; Sequéncia didética.



Abstract

This final project aims to assist elementary school teachers with an unconventional
teaching method, fostering the interest of high school students from a public institu-
tion in the state of Bahia in arithmetic and geometric progressions from a teaching
method based on the perspective of Fractal Geometry. The methodological design
was outlined through a pedagogical sequence structured in terms of the historical,
epistemological and challenging elements that justify the reason for these mathe-
matical objects, both progressions and fractal geometry. In the experimental part,
it was observed that the students absorbed the subject without the conventional
method of memorizing formulas, thus making learning challenging and interesting,

extracting the purest essence of the subject.

Keywords: Arithmetic Progression; Geometric Progression; Fractal Geometry;

High School; Didactic sequence.
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Introducao

A matematica é uma ciéncia vital para a sociedade contemporanea, pois, esta
presente e inerente em todo seu cotidiano sendo uma importante forma de lingua-
gem e o pilar de uma vida organizada. Os usos da matematica podem variar desde
as tarefas mais simples até problemas mais complexos, desempenhando papel im-
prescindivel em todos os aspectos da vida, seja em questoes cotidianas, como rastre-
amento de tempo, conducao, culinaria ou trabalhos como contabilidade, finangas,

bancos e pagamentos.

“Sem nuimeros e evidéncias matematicas, nao podemos resol-
ver muitos problemas em nossas vidas diarias. H4 horarios,
medidas, taxas, saldrios, licitacoes, descontos, sinistros, su-
primentos, empregos, acoes, contratos, impostos, troca de
dinheiro, consumo, entre outros, e na auséncia desses dados
esportivos, temos que enfrentar confusao e caos” . (BAIL,
2002)

Devido a sua importancia na construcao da cidadania, nos conhecimentos ci-
entificos e recursos tecnoldgicos, o ensino da matematica deve ser meta prioritaria
no trabalho docente, procurando desenvolver nos alunos competéncias para compre-
ender e transformar a realidade.

Mas, apesar da sua relevancia, dificuldades relacionadas a aprendizagem da ma-
tematica sao encontradas corriqueiramente, consequéncia de um ensino de memo-
rizacao, repeticao e reproducao. Os discentes nao conseguem compreender os conhe-
cimentos abstratos ou até concretos apresentados, nao “visualizam” a aplicacao do
conteudo em sua realidade, tem dificuldade no desenvolvimento construtivo da ex-
periéncia matematica, nao entendem nocoes basicas, operacoes e criam obstaculo na
analise, compreensao e resolucao de problemas, como resultado, transformam a ma-
tematica em algo incompreensivel, desinteressante e para poucos; um “demonio” que
deve ser evitado. “Na minha geracao de brasileiros do Nordeste, quando se falava em
matemadtica, nés estdvamos falando algo sobre deuses” (FREIRE; D’AMBROSIO;
MENDONCA, 1997).

Em vista desta dificuldade no aprender e visando uma melhoria na absorcao
do conteudo, o docente precisa adequar o trabalho escolar a essa realidade com o
intuito de amenizar as barreiras perante esta ciéncia exata chamada matematica.

Além disso, ainda é muito presente na sala de aula o desinteresse e desmotivacao



dos alunos em relacao a aprendizagem dessa disciplina. Portanto, esse trabalho
justifica-se pela necessidade de propor um ensino que fuja do padrao habitual, traba-
lhando contetidos de uma forma mais interessante e nao tradicional. Partindo deste
contexto, desenvolveu-se nessa dissertacao a apresentacao de conceitos do Ensino
Médio como Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas com um desenho
pedagdgico delineado de uma perspectiva da Geometria Fractal. Desse modo, tem-se
uma tentativa de auxiliar os docentes com uma concepcao nao habitual e o intuito
de despertar o interesse do aluno, favorecendo o aprendizado e fugindo da didatica
convencional. Pois, ensinar e aprender nao s6 dependem do conhecimento técnico,
da habilidade e metodologia do professor, mas, além de tudo, precisa do desejo e
dedicacao do aluno, por consequéncia, precisa ser atrativo, agradéavel, cativante e
desafiador.

Pensando nisso, esse estudo de conclusao esta dividido em cinco capitulos: no
primeiro, foi apresentada a historia das progressoes aritméticas e geométricas desde
os seus supostos inicios nas sociedades antigas até as aplicagoes contemporaneas. A
ideia principal é contextualizar o ensino da matematica, mas especificamente, das
progressoes.

O segundo capitulo apresenta a Ciéncia do Caos, na qual, dar-se origem e associa-
se uma nova area da matematica que sera uma das bases dessa dissertacao, a denomi-
nada Geometria Fractal. Em vista disso, neste capitulo concentra-se as informagoes
pertinentes a esta geometria, desde suas propriedades e classificacoes até a historia
do seu surgimento.

No terceiro capitulo, serd abordada a fundamentacao tedrica essencial para o
bom desenvolvimento deste projeto. Definicoes, conceitos, classicacoes e todas as
informacoes pertinentes de sequéncias, séries, Progressoes Aritméticas e Progressoes
Geométricas. Em outras palavras, neste capitulo estd o alicerce de todo o trabalho.

O quarto capitulo é um trecho vital e indispensavel deste estudo de conclusao
de curso, pois, é nele que estudamos a matematica envolta nos fractais ou denomi-
nados “monstros matematicos”. De outro modo, é nesse capitulo que apresentamos
os fractais escolhidos para compor o projeto, demonstrando sua classificacao e cons-
trucao. Consequetemente, é nesta parte que estudamos e analisamos as possiveis
progressoes existentes nesses objetos matematicos.

O quinto e ultimo capitulo é a descricao de todo o processo para se colocar
a proposta na pratica. Desenvolvimento das aulas, andlise dos acontecimentos e
consideragoes de tudo que se sucedeu. O intuito é fazer um estudo de caso da
didatica apresentada, analisando se, realmente, consegue obter éxito com os edu-
candos fazendo-os evoluir nos seus conhecimentos tedricos e praticos a respeito das
progressoes. Em outras palavras, o capitulo é um relato das aulas e atividades basea-
das neste estudo sendo aplicadas na realidade, por consequéncia, tem-se a finalidade
de vivenciar tudo que foi fundamentado no trabalho, focando em toda experiéncia

vivida e sentida pelos estudantes.



Capitulo 1

Historia das Progressoes

Aritmética e Geométrica

Na contextualizacao da histéria da matematica nao se sabe ao certo seu inicio, pois,
devido a falta de comunicagao rapida entre os povos e a perda de informacoes perante
o tempo, a questao de por onde comegar se impoe. Corriqueiramente, se considera
como a matematica mais antiga aquela, cronologicamente, resultante dos primeiros
empenhos do homem para sistematizar os conceitos de grandeza, forma e quantidade,
ou seja, comega-se focalizando de inicio o surgimento no homem primitivo o conceito
de nimero e o processo de contar.

Nao é dificil de imaginar que sociedades muito antigas tenham tido nocoes de
quantidade e contagem, isto devido ao fato de se ter uma necessidade de subsisténcia
e sobrevivencia. Consequentemente, é razodvel admitir que a espécie humana,
mesmo nas épocas mais primitivas, tinha algum senso numérico, pelo menos ao
ponto de reconhecer mais e menos quando se acrescentavam ou retiravam alguns ob-
jetos de uma colecao pequena, pois, ha estudos que mostram que alguns animais sao
dotados desse senso. O conceito de niimero e o processo de contar desenvolveram-se
antes dos primeiros registros histéricos. Segundo algumas evidéncias arqueoldgicas,

os homens, ha uns 5000 anos, eram capazes de contar.

Figura 1.1: Osso Ishango, com mais de 8000 anos.

10



”Com a evolucao gradual da sociedade, tornaram-se ine-
vitdveis contagens simples. Uma tribo tinha que saber
quantos eram seus membros e quantos eram seus inimigos
e tornava-se necessario a um homem saber se seu rebanho
de carneiros estava diminuindo. E provavel que a maneira
mais antiga de contar se baseasse em algum método de re-
gistro simples, empregando o principio da correspondéncia
biunivoca. Para uma contagem de carneiros, por exem-
plo, podia-se dobrar um dedo para cada animal. Podia-se
também contar fazendo-se ranhuras no barro ou numa pe-
dra, produzindo-se entalhes num pedaco de madeira, como
na Figura 1.1, ou fazendo-se numa corda. Entao, talvez
mais tarde, desenvolveu-se um arranjo de sons vocais para
registrar verbalmente o numero de objetos de um grupo pe-
queno. E mais tarde ainda, com o aprimoramento da es-
crita, foram surgindo arranjos de simbolos para representar
esses numeros. Esse desenvolvimento hipotético encontra
respaldo em relatérios de antropdélogos que estudaram po-

vos primitivos em nossa época”. (EVES, 2004)

1.1 Primeiros Indicios de Progressoes na Histoéria

Nota-se entao que a histéria da matematica confunde-se com as necessidades e
evolucoes da sociedade humana e suas constantes “lutas”, nao muito distante disso
surge o conceito de progressoes aritméticas e geométricas, as quais serao apresenta-
das em conjunto, pois, a historia das duas estao entrelacadas.

Nao se sabe ao certo quais os primeiros povos a usarem o conceito de progressao,
no entanto, um dos primeiros indicios do estudo das progressoes se deu com o0s
egipcios ha 5000 anos atras, os quais estabeleceram padroes caracteristicos do Rio
Nilo, como eram comum ocorrer enchentes, eles precisavam saber quando haveria
inundacao, para poder plantar na época certa e garantir seus alimentos. Havia,
portanto, a necessidade de se conhecer o padrao desse acontecimento. Eles observa-
ram que o rio subia logo depois que a estrela Sirius se levantava a leste, um pouco
antes do Sol. Notando que isso acontecia a cada 365 dias, os egipcios criaram um
calendario solar composto de doze meses, de 30 dias cada més e mais cinco dias de
festas, dedicados aos deuses Osiris, Horus, Seth, [sis e Nephthys. Além disso, divi-
diram os doze meses em trés estacoes de quatro meses: periodo de semear, periodo
de crescimento e periodo da colheita.

O papiro de Rhind (Papiro de Ahmes), aproximadamente de 1650 a.C., é um
texto matematico na forma de manual pratico que contém 85 problemas copiados
em escrita hieratica pelo escriba Ahmes de um trabalho mais antigo. Este papiro foi
adquirido no Egito pelo egiptélogo escocés A. Henry Rhind, razao de seu nome, sendo

mais tarde comprado pelo Museu Britanico. O manuscrito foi outra fonte primaria
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rica sobre progressoes, deixando evidéncias de que os egipcios sabiam utilizar este
conceito. Uma das evidencias se da devido ao problema “divida 100 paes entre 5
homens de modo que as partes recebidas estejam em Progressao Aritmética e que
um sétimo da soma das trés partes maiores seja igual a soma das duas menores”.
Outro problema encontrado cita apenas: “sete casas, 49 gatos, 343 ratos, 2041
espigas de trigo, 16 807 hectares”. E presumivel que o escriba estava tratando de
um exercicio bem conhecido, em que uma das sete casas havia sete gatos, cada um
deles come sete ratos, cada um dos quais havia comido sete espigas, cada uma delas
teria produzido sete medidas de grao. No Papiro de Rhind, também aparece uma
progressao geométrica muito interessante formada pelas fragoes 1/2, 1/4, 1/8, 1/16,
1/32, 1/64 do Hekat, (unidade comum do volume usada para medir quantidade de
graos). Os termos dessa sequéncia sao conhecidos como fragoes dos olhos do deus

Horus.

Figura 1.2: Olhos do Deus Hérus.

Na Mesopotamia surgiram varias tabletas babilonicas muito interessantes, mas
nenhuma delas foi tao extraordindria quanto a tableta Plimpton 322 (1900 a 1600
a.C.), na qual, a soma de uma progressao geométrica 142! +22+...4-29 é encontrada.

Os gregos também mostraram conhecimentos nas progressoes, o indicio que mais
se destaca se deve ao mateméatico Pitdgoras, pois, além de conhecer o conceito das
progressoes aritméticas e geométricas, ele associou a musica, surgindo a “progressao
harmonica”.Na geometria, o nimero de pontos em certas configuracoes se da por
uma progressao aritmética. Um destes exemplos sao os chamados ntimeros triangu-
lares (T'n) = (1,3,6,...), os quais podemos ver na Figura 1.3.

Evidentemente o enésimo nimero triangular T'n é dado pela soma dos n primeiros
termos de uma Progressao Aritmética, lembrando que a soma dos termos de uma
Progressao Aritmética finita é a metade do produto do nimero de termos pela soma
dos dois termos extremos, sendo essa:

1
Tn=1+2+3+---+n=@.

12



. e @
. a e e a ©°
™ e . et | A - -
1 3 6 10

Figura 1.3: Numeros Triangulares.

Por volta de 300 a.c., em Alexandria, um grego chamado Euclides produziu a
obra Os Elementos, a qual, teve sua primeira edicao em 1482. Nenhum trabalho,
exceto a Biblia, foi tao largamente usado ou estudado e, provavelmente, nenhum
exerceu influéncia maior no pensamento cientifico, afinal, por mais de dois milénios
esse trabalho dominou o ensino de geometria.

Nesta obra, composta por 465 proposicoes distribuidas em treze livros, encontra-
se, no livro VIII, a progressao geométrica expressada da seguinte forma: se temos
uma propor¢ao continua a : b =0b0:c=c:d, entao a,b, ¢, d formam uma Progressao
Geométrica.

A proposicao 35 do livro IX, o tdltimo sobre teoria dos nimeros, contém uma
formula para a soma de nimeros em “progressao geométrica”, expressa em termos
elegantes mas poucos usuais:

“Se tantos numeros quantos quisermos estao em proporcao continuada, e se
subtrai do segundo e ultimo ntimero iguais ao primeiro, entao assim como o excesso
do segundo estd para o primeiro, o excesso do tultimo estara para todos os que o

precedem”.

ap — a1 ag — a1

a1+ as + ... +ap ap

Esse enunciado é equivalente a féormula:

g a; —arr”
" 1—r

1.2 A Lenda da Origem do Jogo de Xadrez

Segundo a lenda, reinou na India um principe chamado ladava, senhor da provincia
da Taligana, dificil serd descobrir, dada a incerteza dos documentos antigos, a época
precisa em que viveu, porém, os historiadores hindus narravam o rei como um dos
soberanos mais ricos e generosos de seu tempo. Devido ao dever que lhe impunha a
coroa de zelar pela tranquilidade de seus suditos, viu-se o monarca forcado a empu-

nhar a espada para repelir o pequeno exército do principe de Calia. Iadava tinha o
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maior talento para a arte militar, sereno em face da invasao iminente, elaborou um
plano de batalha, e tao habil e feliz foi em executé-lo, vindo a vencer e restaurar a
paz de seu reino. O triunfo custou-lhe, infelizmente, a vida do seu filho o principe
Adjamir, consequentemente, o rei, entrou em profunda depressao, se isolou em seus
aposentos e s6 aparecia para atender aos ministros e sabios bramanes quando algum
grave problema nacional o chamava. As peripécias da batalha em que perdeu o
principe Adjamir nao lhe safam do pensamento. O infeliz monarca passava longas
horas tracando, sobre uma grande caixa de areia, as diversas manobras executadas
pelas tropas. Vindo de uma aldeia muito distante, um sudito chamado Lahur Sessa,
para tirar o seu rei da depressao e angustia pela perda de seu filho e sabendo do amor
do monarca por estratégias, inventa o jogo de xadrez e presenteia seu soberano. Ao
se maravilhar com aquele jogo, o rei oferece ao jovem rapaz uma recompensa a sua
escolha, entao, Lahur Sessa faz a seguinte proposta:

“Dar-me-eis um grao de trigo pela primeira casa do tabuleiro; dois pela sequnda,
quatro pela terceira, oito pela quarta, e assim dobrando sucessivamente, até a se-
ragésima quarta e ultima casa do tabuleiro. Peco-vos, ¢ Rei, de acordo com a vossa
magnanima oferta, que autorizeis o pagamento em graos de trigo, e assim como
indiquei!” (Malba Tahan, p.134).

Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas, a recompensa pedida pelo jovem Lahur
Sessa se tratava da soma dos 64 termos de uma Progressao Geométrica. A mesma
daria um valor imensuravel, inevitavelmente, era impagavel, pois a quantia de trigo
superava as suas colheitas nos préoximos 2 000 anos. Visto que era impossivel para
o rei ladava pagar a sua divida e vendo da incapacidade de seu rei, o jovem Lessa

recusou a recompensa educadamente com as seguintes palavras:

"Meditai, 0 Ret, sobre a grande verdade que os bramanes prudentes tantas vezes
repetem: 0s homens mais avisados iludem-se, nao so diante da aparéncia enganadora
dos numeros, mas também com a falsa modéstia dos ambiciosos. Infeliz daquele que
toma sobre os ombros o compromisso de uma divida cuja grandeza nao pode avaliar
com a tabua de calculo de sua propria argicia. Mais avisado é o que muito pondera
e pouco promete.” (Malba Tahan, p.140).

Apesar de nao receber sua merecida recompensa, foi oferecido ao jovem Lessa

um cargo de conselheiro real, o qual foi aceito com grande prontidao e respeito.

1.3 A soma de Gauss

Mais recente, temos o matemético, astronomo e fisico Johann Friederich Carl
Gauss (1777 - 1855) que aos trés anos de idade j4 sabia ler e fazer célculos aritméticos
mentalmente. Perguntado, durante uma aula de matematica, por seu professor a
soma dos numeros de 1 a 100, Gauss apresentou o resultado correto em poucos
minutos se utilizando de uma estratégia que, gracas a ele, se usa até hoje na con-

temporaneidade. Ele observou que a soma dos numeros nas extremidades é sempre
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constante, ou seja, a soma do primeiro e iltimo termo ou a soma de quaisquer dois
termos equidistantes, como o segundo e o pentltimo, tinha sempre como resultado

o mesmo numero 101, e de 1 a 100 haviam 50 pares de somas desse tipo.

(1, c, 3, 4, g7, 88, 959, 100)
A A A A
T 4+ 97 =101 T
3+98 =101
2 +99 =101
1+ 100 = 101

Figura 1.4: Estratégia de Gauss.

Entao, ele multiplicou a constante 101 por 50, quantidade de vezes que essa soma
aparece. Na verdade, Gauss percebeu que o 50 era nimero de termos da sequéncia
dividido pela metade, criando assim a féormula da soma dos termos de uma pro-
gressao aritmética finita, a qual se resume em somar o 1° termo mais o ultimo,

multiplicar esta soma pelo nimero de termos e dividir tudo por dois, logo, temos:

(a1 +ay) - n

Sp = 5
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Capitulo 2
Geometria Fractal e sua Historia

A matematica é uma ciéncia que tenta compreender e transformar a realidade
do mundo em que vivemos. Realidade esta que nao estd, na grande maioria das
vezes, em uma forma convencional ou perfeita , mas sim, de forma cadtica, com-
plexa, irregular, aleatéria e imprevisivel. A vista disso, surge o desenvolvimento
de uma ciéncia denominada “Caos”, na qual, bidlogos, fisicos, matematicos e cien-
tistas de varias especialidades deram enfoque para as questoes da natureza e sua
complexidade. A Ciéncia do Caos trouxe consigo o ver ordem e padrao na desor-
dem, pois, em toda a natureza, coexistem o determinismo (ordem) e o imprevisivel
(caos). Nesta ciéncia, criou-se e associou-se uma nova area da matematica chamada
de Geometria Fractal que é uma linguagem descritiva, analitica e modeladora das
formas geométricas encontradas na natureza. Por desafiarem o enquadramento nas
defini¢oes convencionais da geometria classica, as formas geométricas geradas foram

¢

apelidadas de “monstros matematicos” ou “casos patolégicos”.

“A geometria fractal fard com que vocé veja as coisas
diferentes. E perigoso ler mais. Vocé arrisca a perder a
visao infantil de nuvens, florestas, flores, galaxias, folhas,
penas, rochas, montanhas, torrentes de agua, tapetes,

tijolos e muito mais. Nunca mais vocé interpretara os
objetos da mesma forma.” (BARNSLEY, 2014).

O termo fractal foi criado em 1975 pelo matematico francés Benoit Mandelbrot
(1924-2010) que vem do adjetivo fractus, do verbo frangere em latim, que signi-
fica partir, quebrar e fracionar em segmentos irregulares que, apesar de estarem
em tamanhos menores, mantém um padrao que representa o todo. A Geometria
Fractal influenciou decisivamente para o rompimento do determinismo, ampliou a
abrangéncia da geometria e possibilitou ao homem trabalhar com partes das comple-
xidades da natureza. Na contemporaneidade, o estudo dos fractais tem uma larga
aplicagao em diversos campos da ciéncia e tecnologia como: a utilizacao de antenas
para equipamentos moéveis; misturador de fluidos; a analise de solos; nebulosidade
da area; movimentos dos rios; estrutura de varios cristais; fisiologia animal; as rami-

ficagoes pulmonares; veias e artérias; ritmo cardiaco que, apesar de aparentemente
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constante, tem variagoes aleatorias, porém, identificaram-se padroes fractais nessas
variacoes em diferentes escalas; andlise de imagens no diagnéstico precoce de cancer
e do Mal de Alzheimer; estrutura de plantas e micro-organismos e muitas outras

areas da ciéncia.

2.1 Propriedades dos Fractais

2.1.1 Auto-Semelhanca ou Auto-Similaridade

E a semelhanca que uma parte tem com o todo, em outras palavras, mesmo
alterando-se a escala do objeto observado, podemos identificar numa parte a auto-
semelhanca ou auto-similaridade com o todo completo. Existem dois tipos de auto-
similaridade: a exata e a estatistica. Na exata, as partes sao copias exatas dos
padroes em diferentes ampliacoes. Na estatistica, forma mais encontrada na natu-
reza, os padroes nao se repetem com exatidao sendo uma aproximagao com sutis
diferencas. Mas, em qualquer um desse casos, mantém uma semelhanca indepen-
dente da escala que observamos o objeto, ou seja, um fractal é uma figura que pode

ser representada por uma de suas partes sem perder suas caracteristicas iniciais.

2.1.2 Complexidade Infinita e Iteracao

O processo ou iteracao de quebrar ou dividir em partes menores que se asse-
melham com o todo é recursivo e infinito. Quando se executa um determinado
procedimento, no decorrer do mesmo encontra-se como subprocedimento o préprio
procedimento anteriormente . E através desta propriedade que hé o contraste entre
complexidade e a simplicidade de um fractal. Consiste em repetir o mesmo ato ou

principio infinitamente em uma espécie de feedback.

Figura 2.1: Fractal e sua perspectiva de infinito.

2.1.3 Dimensao Nao - Inteira

Na geometria classica, os objetos estudados tem dimensoes inteiras, também
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chamada de dimensao Euclidiana. Um ponto tem dimensao 0 (zero), uma reta tem
dimensao 1 (um), uma drea tem dimensao 2 (dois) e um volume dimensao 3 (trés).
Mas, na Geometria fractal, a maioria dos objetos estudados apresentam dimensao
nao-inteira, dimensao esta quantificada, de certo modo, pelo grau de irregularidade,
fragmentacao ou intensidade do conjunto considerado. Esta ¢ chamada de dimensao

de Hausdorff, pois, vem do matematico alemao Felix Hausdorff.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

AN =N

Figura 2.2: Curva de Koch com Dimensao de 1,262.

2.2 Classificacao dos Fractais

Podemos agrupar os fractais em trés grupos de acordo com a forma de geracao

e o grau de auto-similaridade observada.

2.2.1 Fractais por Sistemas de Funcoes Iteradas

Denominado fractal deterministico ou geométrico, possui uma regra fixa de subs-
tituicao geométrica bem definida. Os fractais gerados por Fungdes Iteradas possuem
auto-semelhanca exata, caracteristica marcante e evidente, ele é idéntico em dife-
rentes escalas. Alguns fractais desse grupo bastante conhecidos sao Conjunto de
Cantor, a Curva de Peano, a Curva e a Ilha de Koch, o Tapete e Triangulo de Sier-
pinski, entre outros. Estes podem ser divididos em grupos de acordo com as formas
geradoras: fractais pela fronteira, fractais por remocao, fractais tipo Diirer e fractais

tipo Arvore.

1. Fractais pela Fronteira:

As funcoes iteradas para construcao de fractais pela fronteira sdo definidas a
partir da substituicao de uma determinada parte pelo seu gerador, aumentando-se

assim o seu comprimento ou area a cada iteracao.

Exemplo 2.1. A curva de Koch, a qual mencionamos sua dimensao, tem a seguinte
iteragao:

Passo 1: Considere um segmento de reta;

Passo 2: Divida o segmento em trés partes iguais, retire a parte central, substituindo-
a por dois segmentos de mesmo tamanho, inclinados como se fosse formar um

triangulo equilatero sem base;
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Passo 3: Considere os segmentos de reta e retorne para o Passo 2, repita o processo

sucessivamente.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

AN N

Figura 2.3: Curva de Koch.

2. Fractais por Remocao:

Os fractais por remocao, conforme o nome sugere, sao objetos em que sao remo-

vidas partes do mesmo de forma iterativa.

Exemplo 2.2. O Tapete de Sierpinski tem a seguinte iteracao:

Passo 1: Considerar inicialmente um quadrado de lado (L) ;

Passo 2: Divida-o em 9 quadrados;

Passo 3: Remova o quadrado central;

Passo 4: Repetir em cada um dos quadrados nao eliminados os passos 2 e 3;

Passo 5: Repetir o passo 4 sucessivamente.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Figura 2.4: Tapete de Sierpinski.

3. Fractais Tipo Diirer:

Na construcao de fractais Tipo Diirer, utilizamos inicialmente um poligono re-
gular, e a cada iteragao substituimos cada vértice por um poligono regular com a
mesma quantidade de lados. Os novos poligonos sao semelhantes e devem estar

igualmente espagados.
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Exemplo 2.3. O Hexagonal tem a seguinte iteracgao:

Passo 1: Considere um hexégono regular;

Passo 2: Em cada um dos 6 (seis) vértices, insira novos hexdgonos regulares de
escala menor;

Passo 3: Repita o Passo 2 nos novos hexagonos, e assim sucessivamente.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Figura 2.5: Fractal Hexagonal.

4. Fractais Tipo Arvore:

Os fractais Tipo Arvore tém em seu processo de iteracao ramificagoes que geral-

mente se assemelham as drvores, originando assim o seu nome.

Exemplo 2.4. A Arvore Pitagorica tem a seguinte iteragao:

Passo 1: Construa um quadrado;

Passo 2: Usando como base o lado de cima deste quadrado, construa um triangulo
retangulo tendo como hipotenusa o lado do quadrado;

Passo 3: Em seguida, nos dois catetos restantes do triangulo, construa dois novos
quadrados cujos lados sao exatamente os catetos;

Passo 4: Repita os 3 passos anteriores para os dois novos quadrados, e assim suces-

sivamente.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Figura 2.6: Arvore Pitagdrica.
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2.2.2 Fractais por Relacao de Recorréncia

Denominados de fractais de fuga de tempo, possuem uma forma mais livre de si-
milaridade definida como quase auto-similaridade, pois, apresentam pequenas copias
do fractal inteiro de maneira distorcida ou degenerada. O fractal simbolo dos fractais
gerado por Mandelbrot e Julia é um exemplo deste grupo.

Para a construcao dos Conjuntos de Mandelbrot e Julia é utilizado o conjunto
dos niimeros complexos, z = x +iy = (z,y), onde i*> = —1 e a relagao de recorréncia
2z, : C'— C definida por 2,41 = (2,)? + ¢, onde, n € Ne c € C, isto é, c = a + ib =
(a,b).

Figura 2.7: Conjuntos de Mandelbrot e Julia ampliado varias vezes.

2.2.3 Fractais Aleatorios

Denominados de fractais naturais, sao gerados por processos aleatorios ao invés
de processos determinados, esses fractais sao relacionados aos estudos da Teoria do
Caos, aos fractais encontrados na natureza e associados as simulacoes de imagens
na computagao grafica.

Possuem auto-similaridade estatistica, a qual nao é exata e sim aproximada, mas
as medidas numéricas ou estatisticas sao preservadas em diferentes escalas, tendo
como consequéncia a preservagao da dimensao fractal. E a forma menos evidente de
auto-semelhanca.

Apesar de terem caracteristicas de um fractal, geralmente, os fractais aleatérios

sao pseudo-fractais naturais, pois, esses objetos exibem uma estrutura auto-similar,
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mas ¢ finito, perdendo uma das principais caracteristicas de um fractal que é a
Complexidade Infinita.

Num ramo de uma arvore ou na folhagem de uma samambaia pode ser obser-
vada uma réplica nao idéntica, porém semelhante ao todo. Existem diversos casos
encontrados na natureza que possuem este tipo de caracterisitica: terrenos, costas,
plantas, um floco de neve, as veias de um corpo humano, os raios de uma tempestade

e uma flor com camadas quase que idénticas sao exemplos de fractais desse grupo.

Figura 2.8: Samambaia.

2.3 Histdoria da Geometria Fractal

Apesar de Mandelbrot ter criado o termo fractal na década de 70, a existéncia dos
fractais ja era conhecida e estudada por muitos matematicos. O préprio Mandelbrot,
na década de 60, quando trabalhava na IBM (International Business Machines) —
Centro de Pesquisas Thomas Watson, solucionou o problema dos ruidos nas linhas
telefonicas se utilizando de um famoso “monstro matematico” chamado de Conjunto
de Cantor.
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Em vez de tentar eliminar o ruido, Mandelbrot fez o caminho inverso, considerou-
os inevitaveis. Percebeu que os erros vinham em blocos que, se ampliados, revelavam
outros blocos menores em sua estrutura intercalados pelos dados da transmissao.
Dessa forma, tratou os erros de maneira semelhante a poeira de Cantor. Progra-
mando os computadores para trabalhar assim, conseguiu fazer com que os receptores
diferenciassem a informacao transmitida e o ruido indesejavel. Mesmo nao elimi-
nando a chegada dos erros, eliminou a maior parte da interferéncia. Apods isto,
Mandelbrot reuniu todos os seus trabalhos e direcionou-os para o que conhecemos

como Geometria Fractal.

2.3.1 Cronologia:

e 1500 - O Matematico, fisico, botanico, zodlogo, desenhista e pintor alemao Albre-

cht Diirer desenvolve fractais a partir de poligonos regulares;

e 1883 - Georg Cantor, mateméatico alemao, publica o primeiro objeto fractal a

Curva de Cantor;

e 1890 - Giuseppe Peano, famoso matematico conhecido pelos axiomas de Peano,
publica seu ”demonio” matematico, a Curva de Peano que tinha o objetivo de cobrir

totalmente uma superficie plana quadrangular;

e 1891 - David Hilbert, professor alemao, publica a Curva de Hilbert montros ma-
tematico que também tinha a intencao de cobrir a superficie quadrada, sem in-
tersecao de pontos. Conhecida como curva de preenchimento, hoje é utilizada em

técnicas de compressao de imagens;
e 1904 - Helge von Koch, matematico sueco, cria a Curva de Koch que aplicada
aos lados de um triangulo equilatero gera a Ilha de Koch ou floco de neve, pois é

bastante semelhante a flocos de neve naturais;

e 1918 - Felix Hausdorff, professor polonés, publica resultados sobre estudos to-

poldgicos e com isso cria a Dimensao de Hausdorff;

e 1918 - Gaston Julia, matematico fracés, publica um artigo sobre o seu conjunto

gerado num plano complexo;

e 1918 - Pierre Fatou, outro matematico frances, publica trabalho semelhante ao

de Julia, porém, sem muita repercussao;

e 1926 - Karl Menger, professor e matematico austriaco, apresenta a Esponja de

Menger explorando o conceito de dimensao topolégica. Como cada face da Esponja
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de Menger apresenta o Tapete de Sierpinski cuja linha central representa o Conjunto

de Cantor, é considerado uma expansao tridimensional desses outros objetos fractais.
e 1938 - Pierre Lévy, matemaético franceés, descreve sobre a propriedade de auto-
similaridade de algumas curvas, além disso, representou e forneceu o modelo de

construcao da Curva de Lévy ou Curva C;

e 1967 - Mandelbrot publica seu artigo sobre a topologia da costa da Gra-Bretanha,

iniciando um novo capitulo sobre a Geometria Fractal.
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Capitulo 3

Fundamentacao Tedrica

3.1 Sequéncias Numéricas

Antes de falarmos de progressoes, precisamos de um conhecimento prévio sobre
sequéncias numéricas, as quais, geralmente, possuem uma lei de formacao ou lei de

recorréncia com especificidades, caracteristicas ou ordenamento a ser seguido.

Definicao 3.1. Uma sequéncia de ntumeros reais é uma funcao a : N — R que
associa a cada numero natural n um numero real a(n), indicado por a,, o qual é

chamado de n-ésimo termo da sequéncia.
Exemplo 3.2.
1. (2,4,6,8...,2n,...) — sequéncia dos nimeros pares de a,, = 2n.
2. (1,3,5,7...,2n — 1,...) — sequéncia dos numeros impares de a,, = 2n — 1.

Observacao 3.3. E preciso clareza na lei que define os termos de uma sequéncia,
embora nem sempre seja possivel ter uma férmula especifica para isto, como por

exemplo, a sequéncia dos ntmeros primos.

3.1.1 Sequéncias Limitadas e Ilimitadas

Muitas sequéncias tem todos os termos confinados em um intervalo limitado,
enquanto que outras nao tem seus termos confinados em nenhum intervalo, o que

nos conduz a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.4. Uma sequéncia (a,) é dita limitada, se existe & > 0, tal que |a,| < k,
para todo n € N. Quando uma sequéncia (a,) nao é limitada, dizemos que ela é
ilimitada.
Exemplo 3.5.

1. (-1,1,-1,1...,(—1)",...) = sequéncia limitada de a, = (—1)".
1 1

111 e B
313> 4+ s ) — sequéncia limitada de a, = .

3. (1,2,3,4...,n,...) = sequéncia ilimitada de a,, = n.
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3.1.2 Sequéncias Convergentes e Divergentes

123 n_
120394 pl

for a variavel n, mais préximo o valor da sequéncia se aproxima de 1, em outras

Note que a sequéncia (0 .) tem a propriedade de que quanto maior

palavras, ela converge para um determinado ntimero real, consequentemente, temos:

Definicao 3.6. Sejam (a,) uma sequéncia de numeros reais e L um ndmero real.

Dizemos que (a,,) converge para L, ou é convergente, e escreve-se ILm a, = L quando
n (o]

para qualquer intervalo aberto I contendo L (por menor que ele seja) é possivel

encontrar um inteiro ng > 1, de modo, que a,, € I para todo n > ng. Quando nao

existir o nimero real L. para o qual a, convirja, dizemos que a sequéncoa ¢ dita

divergente.

Exemplo 3.7.

1

1. (1,5,4, 5. 37, ---) — sequéncia convergente de a, = 5

2_n .

2. (1,2,4,8...,2",...) — sequéncia divergente de a,, = 2" .

3.1.3 Sequéncias Moné6tonas

Existem sequéncias em que de um termo para o préximo nunca descresce, ou seja,
ela é sempre nao-decrescente ou crescente. Do mesmo modo, existem as sequéncias
em que de um termo para o préximo nunca cresce, neste caso, ela é sempre nao-

crescente ou decrescente. Estes tipos de sequéncias sao chamadas de Mondtonas.

Definicao 3.8. Dizemos que uma sequéncia é monotona nao—decrescente ou cres-
cente se, para todos os naturais m, n tais que m < n implicar, respectivamente,
ay, < a, ou a, < a, E dizemos que a sequéncia é mondétona nao—crescente ou

decrescente se m < n implicar, respectivamente, a,, > a, ou a,, > a,.

Exemplo 3.9. A sequéncia (1,1,2,3,5,8...) é conhecida como Sequéncia de Fibo-
nacci, podemos observar que ela é uma sequéncia monotona nao-decrescente e os

termos sao obtidos pela relacao de recorréncia a; =1, as =1 e

Opi2 = Qpy1 + Gy

3.2 Séries Numericas

Definicao 3.10. Seja a,, uma sequéncia numérica infinita, a soma dos seus infinitos

termos
o

Zan:a1+a2+a3+a4+....

n=1

¢ definida como série numérica de termo geral a,,.
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As séries podem ser convergentes ou divergentes, dizemos que uma série é con-
vergente quando existir um niimero real S que é a soma da série, ou seja, a série
converge para S quando

lim S, =S,

n—oo
onde,
n
Sn: E a;.
i=1

Se o limite de S,, nao existir, ou for infinito, dizemos que a série é divergente.

3.3 Progressoes Aritméticas

Na contemporaneidade, temos varios casos em nosso cotidiano ou no universo
cientifico que relacionam grandezas que crescem ou decrescem se somadas ou sub-
traidas por uma constante, grandezas estas que sofrem variacoes iguais. Medir
distancias percorridas de forma gradativa, planejar um orgamento familiar, pagar
uma divida, calcular investimentos por juros simples, realizar censo de crescimento
populacional e até mesmo ler um livro de forma progressiva sao exemplos que po-

demos recorrer ao conceito de progressao aritmética.

Definicao 3.11. Progressoes Aritméticas ou, simplesmente, PA é uma sequéncia na
qual a diferencga entre cada termo e o seu anterior é uma constante, esta diferenca
constante é chamada de razao (r). Em outras palavras, a variagdo de um termo para

o préximo é sempre constante.

3.3.1 Classificacao de uma Progressao Aritmética

As progressoes aritméticas podem ser classificadas como crescente, decrescente
ou constante.
1. Crescente.

Uma PA é crescente quando cada termo, a partir do segundo, é maior que o termo

que o antecede. Para que isto acontega, é necessario que a razao seja positiva (r > 0).
Exemplo 3.12.
1) (2,4,6,8,...) é uma PA crescente de razao r = 2.

2) (—25,—21,—17,—13,...) é uma PA crescente de razao r = 4.

2. Decrescente.

Uma PA é decrescente quando cada termo, a partir do segundo, é menor que o
termo que o antecede. Para que isto aconteca, é necessario que a razao seja negativa
(r <0).
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Exemplo 3.13.
1) (8,4,0,—4,-8,...) é uma PA decrescente de razao r = —4.

2) (=1,—4,-7,-10,...) é uma PA decrescente de razao r = —3.

3. Constante.

Uma PA ¢é constante quando todos os seus termos sao iguais. Isso sé ocorre quando

sua razao ¢ 0.

Exemplo 3.14.
(25,25,25,25,...) ¢ uma PA constante de razao r = 0.

3.3.2 Termo Geral de uma Progressao Aritmética

Em toda Progressao Aritmética, um termo pode ser expresso em funcao do pri-
meiro ou de outro termo qualquer. Pois, em uma PA, para avancar um termo basta
somar a razao, para avancar dois termos basta somar a razao duas vezes e assim por

diante. Logo, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.15. (Férmula do Termo Geral:) Dada uma progressao aritmética (ay,),

seu termo geral pode ser determinado por
a, =a; + (n—1)r.

Demonstragao:

ap = aq

a = a1+7r
as = a9 +7r
ay, = as+r
Qp = Qp_1+7T.

Somando os termos do lado direito entre si e igualando a soma dos termos do

lado esquerdo da equacao, temos:

ajt+astaztas+...+a,_1+a, = a+(a;+r)+(ay+r)+(az+r)+(as+r)+...+ (a1 +7)

an+(a1+ast+azt+ag+...+a,_1) = a;+(r+r+r+r..+r)+(a;+as+az+ag+...+a, 1)
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Observe que ao passar de a; para a,, avangamos (n—1) termos, ou seja, somamos

a razao (n — 1) vezes, assim, temos:
an+ (a1 +as+as+ag+...+a,1)=a;+(n—1)r+ (a1 +as+as+as+ ... + a,_1)
Subtraindo tudo por (a; + ag + a3 + a4 + ... + a,_1), temos:
an = a1+ (n — 1)r.

Demonstragao por Indugao:

Por hipétese, considere a(n) = a(1) + (n — 1)r, com n € N. Observemos inicial-

mente que para n = 1:

al)=a(l)+ (1 —=1)r=a,+0-r=a(l);

a expressao € verdadeira.

Suponha que a expressao do termo geral a(n) seja verdade para algum n € N.

Vejamos se vale para n + 1:

Por hipétese, temos:

an+1) = al)+n—1)r+r

Mostrando assim que a expressiao para a(n + 1) é verdadeira.

Exemplo 3.16. Em um ginasio de esportes, a contagem dos torcedores que entra-
vam passou a ser feita por catracas que registraram o ingresso de 400 pessoas por
hora, até completar a capacidade maxima do ginasio, que é de 4000 espectadores.

Quantas horas se passaram para lotar o gindsio?
Solugao: a, = a; + (n — 1)r, onde a; = 400 , pois, é o nimero de pessoas

que entraram apos 1 hora. Sabendo que o gindsio lota com 4000 pessoas, queremos

achar a posicao deste valor na PA. Logo, a, = 4000 e a razao r = 400, pois entra
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esta quantidade a cada hora, entao, temos:

an, = a1+ (n—1)r
4000 = 400+ (n — 1)400

4000 = 400 + 400n — 400

4000 = 400n
S 4000
400
n = 10 horas.

Foérmula alternativa do Termo Geral:

Seguindo uma ideia similar, podemos ter uma férmula, na qual nao nos prende-

mos ao primeiro termo, para isso, considerando n,k € N, n > k, temos:

a, = ar + (n — k)r.

Onde, seguindo o mesmo raciocinio, para avancarmos de ay para a,, daremos

(n — k) passos.

Exemplo 3.17. Pedro Augusto tem um saldo em sua poupanca com o valor de R$
18.500,00. Como precisou de dinheiro, sacou R$ 200,00 na terceira vez, R$ 250,00
na quarta, R$ 300,00 na quinta vez e assim sucessivamente na mesma razao. Quanto

ele sacara no décimo oitavo saque?
Solugao: ajs = a4 + (18 — 4)50, pois, ao passar do 4° saque para o 18°, estamos

saindo do a4 para o a;g. Além disso, como ele sacou R$250 na quarta vez, temos

as = 250 e de um saque para o préximo aumenta R$ 50, temos r = 50, logo, temos:

ais = 250 + (18 — 4)50
alg — 250 + 14.50
ag — 250 4 700

aig = 950 reais.
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3.3.3 Propriedade de uma Progressao Aritmética

Em toda Progressao Aritmética finita, a soma de dois termos equidistantes dos

extremos ¢ igual a soma dos extremos.

Exemplo 3.18.

(3, 8, 13, 18, 23, 28, 133, 38, 43, 48, b3, 658, B3]

A A h A A A
28 + 38 = 66

23 + 43 =66

18 + 48 = 66

13 + 53 =66

8+ 58=266

3+63=266

Demonstragao:

Seja a PA finita (aq, ag, a3, ..., Ak, i1y ey Aypy ---, Ay ) de Tazao ¢, com n, K € N,
temos que os termos ag.1 € a,_j sao equidistantes dos extremos, pois antes de ax1
existem k termos e depois de a,,_j existem, também, k termos. Logo, mostraremos

que Ag+1 + Ap— = A1 + Ay,

g1+ anry = a1+ (k+1)—Dr+a+((n—Fk)—1)r

ps1+anp = ay+kr+r—r+a+nr—kr—r
g1+ Qg = a+r—r—+a+nr+kr—kr—r
Qg1 +App = a1 +ay+nr—r

g1+ anp = a1+ (a1 + (n—1)r)

Ak+1 T Ap_r = a1+ ay

Observagao 3.19. Uma sequéncia de trés termos, em que o primeiro é diferente de
zero, € uma PA se, e somente se, o termo médio € igual a média aritmética entre os

outros dois, isto é:
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3.3.4 A Soma dos Termos de uma Progressao Aritmética

A soma dos n primeiros termos de uma Progressao Aritmética (aq,as, as, ..., ay, ...)
de razao r # 0 é igual a:

(an, +ai)n

Sp = 5

(3.3.1)

Demonstragao:

Tomando a soma dos n primeiros termos de uma PA, temos

Sp = art+astaz+...+a, 1+ a, (I
Sp = Qp+an1+ano+...+ax+a. (1)

Somando (/) com (1), obtemos:

2.5, = (a1 + a,) + (ag + an—1) + (a3 + ap—2) + ... + (an + a1)

Observando que em cada expressao entre parénteses temos a soma dos extremos
ou a soma de dois termos equidistantes dos extremos, entao, pela Propriedade 3.3.3,

podemos escrever da sequinte maneira:

2.5, = (a1 + a,) + (a1 + a,) + (a1 + ap) + ... + (a1 + ay),

onde a soma (a; + a,,) se repete n vezes. Logo, temos:
2.5, = (a1 +ay)n

B (an + a1)n
S, = 5

Demonstragao por Inducao:

Considere S(n) a soma dos n primeiros termos da PA. Observemos inicialmente

que, para n = 1:

S(1) = a
sy = 2o
S(1) = —<a1;‘“>.

Logo a expressao 3.3.1 é verdade para n = 1.
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Suponha que a expressao 3.3.1 seja valida para algum n € N, ou seja,

(an + ay)n

S(n) =8, = 5

Vejamos para n + 1:

Sn+1)=a1+ay+az+ ...+ ay_1+ ap + Gpyi1-

Por hipétese, temos:
Sn+1) = Sn)+apn

ay + a,
= %"’anﬂ

(al + An + 2an+1)
2

(nay + na, + apy1 + api1)
2

(nay + n(apy1 —7) + a1 + (a1 + (n+1—=1)r)
2

(nay + nayy1 — nr + ap1 +ap +nr)
2

(nay + napyq + apyr + a)
2

(@(n+1) +anp(n +1))
2

(a1 + apy1)(n+ 1)'
2

Mostrando assim que S(n + 1) é verdadeira.

Exemplo 3.20. Em um prédio comercial, o niimero de salas é organizado de ma-
neira especial. Cada andar possui uma quantidade diferente de salas comerciais para
aluguel. No primeiro andar, existem 5 salas; no segundo andar, ha 10 salas; e no
terceiro andar, 15 salas. De acordo com essas informacoes, quantas salas havera no
prédio todo sabendo que existem 10 andares?

Solucgao: Sabemos que o a; = 10 e a razao r = 5, pois, de um andar para o

outro aumentam 5 salas. Com isso, sé resta encontrar o nimero de salas do 10°
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andar, ou seja, o ajg que é o ultimo termo desta PA. Entao, temos:

Al — 5+ (10— 1)5

ajpg — 5+ 9.5
alp — 5+ 45
a9 = 50 salas.

Apos achar o 10° termo, usaremos a Férmula da Soma dos Termos de uma PA
para saber o total de salas no prédio, pois, o nimero de salas é a soma de cada

andar (termo) da progressao, logo, temos:

(a1 + Glo) .10

S = 2

g _ (6450110
2

5 - (55;.10

S, = 275 salas.

3.3.5 Representacao Grafica de uma Progressao Aritmética

Em uma Progressao Aritmética, o Termo Geral é dado por um polinomio em
n,a, =a+(n—1)-r=r-n+ (ag —r). Com efeito, se a, = an + b, a, é uma
progressao aritmética na qual a = r e b = a; — r. Em outras palavras, uma PA ¢é
uma funcao que associa a cada natural n o valor de a,, ou, simplesmente, a restricao
aos naturais da Funcao Afim:

a(n) = ap + nr

O grafico desta fungao é formado por uma sequéncia de pontos colineares no
plano, de outro modo, a, é uma PA, se, e somente se, os pontos do plano que tém

coordenadas (1, a;), (2, az), (3, ag)... estdo em linha reta.

Exemplo 3.21. Considere a PA (2, 4, 6, 8, ...). Como vimos, o termo geral é dado

por a, =2+ (n—1) -2, com isso, a, = 2+ 2n — 2, logo, a, = 2n.
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(4, 8)
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(3, 6)
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(2, 4)
L]

Figura 3.1: Representacao grafica da PA.

3.4 Progressoes Geométricas

Existem casos em nosso cotidiano ou no universo cientifico em que as grandezas
crescem ou decrescem se multiplicadas por uma constante, em outras palavras, a taxa
de crescimento ou decrescimento de cada termo para o seguinte é sempre a mesma.
Aplicacao de juros, crescimento populacional de alguns seres vivos, o decaimento
da radiacao emitida por um material radioativo e estimar a propagacao de doencas
sao exemplos deste conceito que, necessariamente, exige o conhecimento de um tipo

especial de sequéncia chamada de progressao geométrica.

Definicao 3.22. A Progressao Geométrica ou, simplesmente, PG é toda sequéncia
numérica em que cada termo, a partir do segundo, ¢ igual ao produto do termo
anterior por uma constante chamada de razao da progressao geométrica (q). Por
outro lado, é uma sequéncia na qual é constante o quociente da divisao entre um

termo e o seu antecessor.

3.4.1 Classificagcao de uma Progressao Geométrica.

As progressoes geométricas podem ser classificadas como crescente, decrescente,

constante, oscilante ou quase nula.

35



1. Crescente.

Uma PG é crescente quando cada termo, a partir do segundo, é maior que o termo
que o antecede. Para que isto aconteca, é necessario e suficiente que a; > 0e ¢ > 1,
oua; <0elO<qg<l.

Exemplo 3.23.

1) (4,8,16,32,...) ¢ uma PG crescente de razao q = 2.

2) (=2,—1, —%, _?11’ ...) ¢ uma PG crescente de razao q = %

2. Decrescente.

Uma PG ¢ decrescente quando cada termo, a partir do segundo, é menor que o
termo que o antecede. Para que isto aconteca, é necessario e suficiente que a; > 0 e
O0<g<l,oua; <0eqg>1
Exemplo 3.24.

1) (8,4,2,1, %, ...) é uma PG decrescente de razao q = %

2) (—1,-3,-9,-27,...) é uma PG decrescente de razao q¢ = 3.

3. Constante.

Uma PG é constante quando todos os seus termos sao iguais. Isso sé ocorre quando

sua razao ¢ 1 ou quando todos os seus termos sao nulos.
Exemplo 3.25.

1) (14,14,14,14, ...) é uma PG constante de razao ¢ = 1.

2) (0,0,0,0,...) ¢ uma PG constante de razao indeterminada.

4. Oscilante.

Uma PG ¢ oscilante quando todos os seus termos sao diferentes de zero e dois termos

connsecutivos quaisquer tém sinais opostos. Isso s6 ocorre quando al #0e g <0
Exemplo 3.26.
1) (1,-2,4,-8,...) é uma PG oscilante de razao ¢ = —2.

2) (—1,3,-9,27,...) é uma PG oscilante de razao g = —3.

5. Quase Nula.

Uma PG é quase nula quando o primeiro termo é diferente de zero e os demais sao

iguais a zero. Isso sé ocorre quando al #0e g =10

Exemplo 3.27.
(4,0,0,0,...) é uma PG quase nula
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3.4.2 Termo Geral de uma Progressao Geométrica

Em toda progressao geométrica, um termo pode ser expresso em funcao do pri-
meiro ou de outro termo qualquer. Pois, em uma PG, para avancar de um termo
para o préximo, basta multiplicar pela razao, para avancar dois termos, multiplica-
se pela razao duas vezes e assim por diante. Note que qualquer termo da progressao
¢ o produto do primeiro termo a; por uma poténcia da razao q. Logo, temos o

seguinte resultado:

Teorema 3.28. (Fdrmula do Termo Geral) Dada uma progressao geométrica (ay,),

seu termo geral pode ser determinado por:

n—1
a, = aj - q( )
Demonstragao:

a; = ap

Gy = ai-q
az = daz-(q
a4 = az-g
anp = Ap-1°4g

Observe que ao passar de a; para a,, avangamos (n—1) termos. Multiplicando
os termos do lado direito entre si e igualando a multiplicacao dos termos do lado

esquerdo da equacao, temos:

ajp - ag - ag - Gq...0p1 - ay =ay - (a1 -q)-(az-q)-(az-q) - (ag-q)...(Qn_1 - q)

n—1

A - (a1 - ag - as-ag...an_1) =ay-q¢" " -(ay-as-as-aq...an_1)

Dividindo tudo por (a; - as - az - ay...a, 1), temos:

an = ay-q"Y

Demonstracao por Indugao:

Por hipétese, considere a(n) = a(1)-¢™ Y, com n € N. Observemos inicialmente

paran = 1:

Assim, a(n) é verdade para n = 1.
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Suponha que a(n) seja verdade para algum n € N. Vejamos para n + 1:

a(n+1)=a(n)-q

Por hipétese, temos:

a(n+1) = a(l)-¢""q

Mostrando assim que a(n + 1) é verdadeira.

Exemplo 3.29. Uma fébrica de doces vende 250 caixas de chocolate em janeiro.
Sabe-se que a quantidade vendida dobrou mensalmente seguindo um padrao de uma
progressao geométrica. Podemos afirmar que a quantidade de caixas vendidas no
meés outubro foi de:

(10—1)

Solugao: ajp =a;-¢q , pois, ao passar de janeiro a outubro, estamos saindo

do primeiro meés para o décimo. Como as vendas dobram a cada meés e no primeiro

meés vendeu 250 ; temos que a; = 250 e a razao q = 2, logo:

ao = ap-200-D

ayp = 250-20
alg — 250 - 512

a9 = 128.000 caizxas.

Foérmula alternativa do Termo Geral:

Consequentemente, seguindo a mesma ideia, podemos ter uma féormula similar,
na qual nao nos prendemos ao primeiro termo, para isso, considerando n,k € N |

temos:

an = ay, - q" "

Onde, seguindo o mesmo raciocinio, para avancarmos de a, para a,, daremos

(n — k) passos.
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Exemplo 3.30. O niimero de bactérias em uma colonia cresce em uma progressao
geométrica. Sabendo que no 4° dia, tinham 1.000 bactérias no total, que, no 5°
dia, passam a ser 5.000 bactérias ao todo e no 6° dia, sobe para um total de 25.000
bactérias. O numero de bactérias no 12° dia serd igual a:

12—-4)

Solucao: a2 = ay - ¢ , pois, ao passar do 4° dia para o 12°, estamos saindo

do a4 para o ajs. Além disso, como as bactérias quintuplicaram sua quantidade de
um dia para o proximo e no 4°dia eram 1.000, temos que as = 1000 e a razao q¢ = 5,

logo:

aj, = 1000-5®)
a, = 1000 - 390625

aa = 390.625.000 bactérias.

3.4.3 Propriedades de uma Progressao Geométrica

Em toda Progressio Geométrica finita, o produto de dois termos equidistantes

dos extremos é igual ao produto dos extremos.

Exemplo 3.31.

(2. L‘l 8, 1B, 32 B4, 128, 256, 512]
A \ A A
T 16 - 64 = 1024 T
B 128 = 1024
4-356 = 1.024
2512 = 1024
Demonstragao:

Seja a PG finita (a1, as, as, ..., g, Qgs1ys -y Gk, .-, Gp) de razao g, com n, K € N,
temos que os termos ag11 € a,_j sao equidistantes dos extremos, pois antes de ay;
existem £ termos e depois de a,,_j existem, também, k termos. Logo, mostraremos

que Gp41.Ap—k = A1.Gp.
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—k—1
Qg41 * Qp— = Q1°q 'al'q(n )

(k+(n—k-1))

= a1-a1q

= a- alq(n_l)

Observagao 3.32. Uma sequéncia de trés termos, em que o primeiro é diferente de
zero, ¢ uma PG se,e somente se, o quadrado do termo médio é igual ao produto dos

outros dois, isto é, sendo a; = a # 0, temos:
(a,b,c) é PG+ b* = ac

3.4.4 A soma dos termos de uma Progressao Geométrica

A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (ay, as, ag, ..., Gn, ...)

de razao q # 1 é igual a:

(1-4q")

R

Demonstragao:

Sp=a1+ay+az+ ...+ a, 1+ a,. (I)

Multiplicando (/) por ¢, obtemos:

q.Sp =as+az+as+ ... + an + appr. (1)

Subtraindo (I) por (II), temos:
Sn_Q'Sn:al_an+1
Sp(l—q)=a1 —ay-q"
Sn(l—q) =ar-(1—¢")

Dividindo os dois lados da equagao por (1 — ¢), temos:
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)
Demonstracao por Indugao:
1 _ oM
Por hipétese, considere S(n) = a(1)- %, com n € N. Observemos inicialmente
—q
para n = 1:
(1-9)
S(1) =a(l) - =a(l
1) =a() - =4 = a(1)

Logo S(1) é verdade.

Suponha que S(n) seja verdade para algum n € N. Vejamos para n + 1:

Sn+1)=a1+ay+az3+ ...+ a, 1+ a, + api1-

Por hipétese, temos:

Sn+1) = Sn)+a(n+1)

= a <1 — qn) aln
_ o). ) Ly e
(1) =g (1)-q

(1—q¢"+q"-(1—-q))
(1-4q)

= a(l)-

(1 _ qn + qn _ qn—l—l)

- o (1-4q)

(1—g¢™)

R =

Mostrando assim que S(n + 1) é verdadeira.

Exemplo 3.33. Vimos, no Capitulo 1 , Secaol.2, a lenda da origem do jogo de
xadrez, na qual, o rei perguntou ao jovem Lahur Sessa, inventor do jogo, o que ele

queria como recompensa por ter inventado o xadrez. O jovem respondeu : “1 grao
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de trigo pela primeira casa, 2 graos de trigo pela segunda cada, 4 graos pela terceira,
8 graos pela quarta casa, e assim por diante, sempre dobrando a quantidade a cada
nova casa’. Qual seria a recompensa de Lahur?

Solugao: Como os graos dobram a cada casa e um tabuleiro de xadrez tem 64

casas, temos a soma de uma PG de 64 termos, onde, a; = 1 e razao q¢ = 2.

(1 — 204)
= 1.2/
(1 — 18.446.744.073.709.551.616)
SG4 =
(1-2)
5 (—18.446.744.073.709.551.615)
64 —

(=1)

Ses = 18.446.744.073.709.551.615 graos.

Soma dos termos de uma PG infinita:

Em geral estamos interessados em séries numéricas infinitas, e no caso da soma
infinita dos termos de uma Progressao Geométrica, temos que a soma dd um nimero

real, ou seja, converge, se e somente se, 0 médulo da razao for menor que 1, |¢| < 1.
ai

1—q

Além disso, se a série converge, sua soma é, S =

Demonstracao:

De fato, consideremos primeiro o caso em que ¢ = 1 e seja a; = a. Neste caso,

temos que a enésima soma parcial é S,, = n-a, e entao lim S, = lim n-a = o0
. L. . n—oo n—oo

a depender do sinal de a ser positivo ou negativo.

Para o caso em que ¢ = —1, temos a série
a—a+a—...,
o que nos da a sequéncia de somas parciais S, igual a
a,0,a,0,...

que diverge. Agora, para |q| # 1, vimos que

(1-4q")

Sy

Além disso, lim ¢" = 0, quando, |¢| < 1, lim ¢" = oo para ¢ > 1 e para ¢ < —1,
n—oo n—oo
lim ¢" nao existe.
n—oo
Assim, se |¢| < 1 a soma dos n primeiros termos tem um limite finito, que é
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Jim Sn = lm ay 1-9q)
(1= lim ¢")
lim S, = a ———2
n—00 (1 — q)
1—
lim Sn = aj- y
n—00 1—gq
a1
S = .
l—q

Portanto, a série converge para |q| < 1, e diverge para os outros casos.

3.4.5 Representacao grafica de uma Progressao Geométrica

Seguindo uma ideia similar as Progressoes Aritméticas, numa Progressao geométrica,
o Termo Geral é dado por a,, = ag - ¢", de certo modo, é uma fungao que associa
a cada natural n o valor de a,, sendo, simplesmente, a restricao aos naturais da
funcao exponencial:

a(n) =ag - q".

Portanto, o gréafico dessa fungao ¢é formado por uma sequéncia de pontos perten-

centes ao grafico de uma funcao exponencial.

Observacao 3.34. Se arazao ¢ de uma PG for negativa ou igual a 1, a representacao
grafica desta é formada pelos pontos (n, a,), que nao pertencem ao grafico de uma

funcao exponencial.

Exemplo 3.35. Considere a PA (1, 2, 4, 8, ...). Como vimos, o Termo Geral é dado

por a, = 1-2=Y logo, a, = 21,
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Figura 3.2: Representacao grafica de uma PG
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Capitulo 4

Progressoes Aritmeéticas e
Progressoes (zeométricas a partir

da Geometria Fractal

Neste Capitulo, iremos tratar de um dos temas principais deste trabalho que é
estudar e analisar a matematica existente nos fractais. A finalidade é explorar os
conceitos de Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas existentes nesses
objetos de um modo que possa ser utilizado pelos docentes do Ensino Médio Basico.
Consequentemente, tem-se o intuito de despertar e estimular o interesse dos discen-
tes, desenvolvendo a compreensao e apredizagem destes conceitos a partir de uma
visao nao tradicional.

A principio, foram escolhidos alguns fractais para serem analisados neste tra-
balho, mas deixamos claro que cada docente pode escolher, a seu critério, qual ou
quais fractais serao desenvolvidos em sua sala de aula, pois, cada fractal tem sua

estrutura especifica e sua iteracao.

4.1 Conjunto de Cantor do Terco Médio

O matematico e professor Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, nascido em
Sao Petersburgo, na Russia, em 3 de marco de 1845, publicou em 1883 um trabalho
no qual havia um conjunto denominado Conjunto de Cantor. Este conjunto talvez
tenha sido o primeiro objeto reconhecido como fractal, ou, especificamente, um
fractal por remogao pois de um nivel para o préximo remove-se uma parte do mesmo.
Apesar de nao possuir o mesmo apelo estético que a maioria dos fractais, é um objeto
bastante fundamental para o estudo dos fractais e Sistemas Dinamicos.

O Congunto de Cantor (K) ou Conjunto de Cantor do Ter¢o Médio é um sub-
conjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido como complementar de uma reuniao de

intervalos abertos, do seguinte modo:
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4.1.1 Construcao

Passo 1: Divide o segmento do intervalo [0,1] em trés parte iguais e retira-se o

12y,
3 3)7
Passo 2: Depois retira-se o ter¢o médio aberto de cada um dos intervalos restantes;

segmento do meio ou seu tergo médio aberto (

Passo 3: Repita o processo infinita vezes.

Nivel 0

Ni?ﬂ] ] I |
MNive] 2 = [ ] ] —
Nivel 3 = = ] - . - .

Figura 4.1: Conjunto de Cantor.

4.1.2 Numero de Extremidades em cada Nivel (F),)

Veja que no Nivel 0 temos 2 extremidades (0 e 1) , no Nivel 1 temos 4 extre-
midades (0; %,% e 1), no Nivel 2 temos 8 e assim em diante. Logo, se chamarmos
de Ey a quantidade de extremidades do Nivel 0, E; do Nivel 1 e assim por diante,

temos uma PG de razao ¢ = 2 e 1° termo Ey = 2, entdo, teremos:

E0:2
E, =4
E2:8

Entao, usando a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

En - EO'q(nio)
B, = 2.2
E, = o
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4.1.3 Quantidade de Segmentos retirados em cada Nivel
(f2n)

Note que no Nivel 1 retira-se 1 segmento, no Nivel 2 retira-se 2 segmentos, no
Nivel 3 sao 4 e assim prosseguindo de um nivel para o proximo. Logo, se chamarmos
de R; o nimero de segmentos retirados no Nivel 1, Ry o nimero no Nivel 2 e assim

por diante, temos uma PG de razao ¢ = 2 e 1° termo R; = 1. Ou seja,

Ri=1
Ry =2
Ry =4

Assim, usando a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

R, = a;- on—1
R, = 1.2n-1
R, = 2

4.1.4 Comprimento dos Segmentos retirados por Nivel (C),)

Perceba que no Nivel 1 retira-se um segmento de tamanho % do comprimento to-
tal, no Nivel 2 o comprimento de cada um dos segmentos retirados é %, no Nivel 3 é
%, e assim sucessivamente. Consequentemente, se chamarmos de C7 o comprimento
do segmento retirado no Nivel 1, C; o comprimento de cada segmento retirado no

Nivel 2 e assim por diante, temos uma PG de razao q = % e 19 termo C} = % Logo,

temos:

1

Cl — g

1

OQ — §

1

Cr = —

797

Ou seja, de modo analogo a quantidade de segmentos retirados, temos:

Co = a ()"
Cn = % ' 3n1*1

1
Cn — 3_n



4.1.5 Soma do comprimento dos segmentos retirados (5),)

Podemos calcular o comprimento de todos os segmentos retirados até um nivel n
e entao ver qual o total do comprimento retirado ao final de todos os niveis, ou seja, o
comprimento total retirado quando n — oo, com n € N. Para isto, basta somarmos
os segmentos retirados em cada nivel. Logo, temos, no Nivel 1, 1 segmento de
tamanho %, no Nivel 2, 2 de tamanho é, e assim por diante. De certo modo, é a
soma da multiplicacao de R, (4.1.3) com C,, (4.1.4) de cada nivel. Iremos chamar

o comprimento total retirado até o nivel n de .S,,, logo, temos:

So = 1tqa by Ly e ]
"o 3 9 21 " 3n
1 1 1
_ 1 2 n—1
S, = §+2 §+2 ~§+ 2 e
1 21 22 2n71
S, = 1 ﬂ
" 3 1—§

Note que temos % multiplicando uma soma de uma PG finita de razao ¢ = % e

1° termo a; = 1, assim, a soma total do comprimento dos intervalos retirados em

todo o processo, ou seja, a soma infinita 3.4.4 ficara:

. 1 1
S:hmn%oosn = g —2
1——
3
1
3
3
=1

Conclue-se que o tamanho retirado ¢ igual ao tamanho do intervalo inicial, logo,
o Conjunto de Cantor do Ter¢o Médio tem tamanho nulo, mas nao é vazio, pois
restam infinitos pontos, dando uma ideia de ”poeira”, por isso, este conjunto também

pode ser chamado de Poeira de Cantor.

4.2 'Triangulo de Sierpinski

Criado em 1916 pelo matematico polonés Waclaw Sierpinski, o Triangulo de Si-

erpinski também chamado de Curva de Sierpinski é um fractal por remocgao, isto se
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deve ao fato de sua iteragao remover partes do mesmo de um nivel para o préximo.
Existem diferentes processos para sua construcao, mas vamos utilizar a mais con-

vencional.

4.2.1 Construcao

Passo 1: Considere, inicialmente, um triangulo eqiiilatero (pode utilizar qualquer
triangulo);

Passo 2: Marcar os segmentos que une os pontos médios dos lados, formando 4
triangulos eqiiilateros;

Passo 3: Remover o triangulo central;

Passo 4: Repetir em cada um dos triangulos nao eliminados os passos 2 e 3;

Passo 5: Repetir o passo 4 sucessivamente.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

A L4

Figura 4.2: Triangulo de Sierpinski.

4.2.2 Quantidade de Triangulos removidos (7))

Observe que no Nivel 1, remove-se 1 triangulo, no Nivel 2, sao removidos 3
triangulos, no Nivel 3, sao 9 e assim sucessivamente. Chamando 7T,,, a quantidade
de triangulos removidos no nivel n, temos uma PG de razao g = 3 e 1° termo T} = 1,

com isso, a sequéncia fica assim:

T =1
T, =3
T5=9
T, =27
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Utilizando-se da Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

T, = Ti- qn_l
T, = 1.3
Tn — 3n—1

4.2.3 Comprimento do lado de cada triangulo removido(L,)

Note que o comprimento do lado do triangulo retirado no Nivel 1 é metade do
triangulo inicial, analogamente, no Nivel 2, cada triangulo retirado tem metade do
comprimento do nivel anterior e assim por diante. Consequentemente, se chamarmos
de L o comprimento inicial e considerando L,, o comprimento no Nivel n, temos uma

PG de razao q = % e 1° termo L, = %, logo, teremos:

L
L1:§
L
LQZZ
L
ngg

Assim, usando a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

Ln = Ll'qnil
I 1 n—1
Ln - — .| =
> (3)
L 1
L, = =
2 2n71
L
L, = —.
2n

4.2.4 Perimetro de cada Triangulo removido em cada nivel
()

Perceba que o perimetro do triangulo retirado no Nivel 1 é 3 vezes o comprimento
de seu lado L; 4.2.3, analogamente, no Nivel 2, o perimetro de cada triangulo
retirado neste nivel é 3 vezes Lo, no Nivel 3 é 3 vezes Lz e assim sucessivamente.
Consequentemente, se chamarmos de P, o perimetro de cada triangulo retirado no

Nivel n, temos uma PG de razao q = % e 1° termo P, = %, logo, teremos:
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pl_?
3L
PQ—Z
3L
Pg—g

P, = Pl'qn_l
n—1
po_ 3L (1
2 2
po_ 8L 1
2 on-l
3L
P, = —
2n

4.2.5 Perimetro Total em cada nivel (PT),)

Consequentemente, podemos obter o Perimetro Total da figura obtida em cada
nivel que é a soma dos perimetros adicionados. Neste caso, teremos de considerar
o perimetro do triangulo inicial no Nivel 0, e temos de multiplicar o perimetro de
cada triangulo removido em cada nivel (P,) 4.2.4 com a quantidade de triangulos
removidos em cada nivel (7},) 4.2.2, logo, temos que:

3L 3L 3L

PT, = 3L+ +3- 224 432
+ 3 o

1 3 301
PT, = 3L+3L(-+>+..
+ (2+4+ + )

1

Note, que temos a soma de uma PG de razao ¢ = % e 1° termo a; = 3,

assim, tem-se:

pr, = 30+3L (159"

1—

N[

PT, = 3L+3L(§.ﬁ)
2

PT, = 3L+3L(-1+(3)")
PT, = 3L—-3L+3L(E)"

3n+1 . L
2n
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4.2.6 Area de cada triangulo removido em cada nivel (4,)

Veja que, inicialmente, temos um triangulo equilatero, logo, sua area é #g, con-
sequentemente, no Nivel 1 temos 1 triangulo removido com i da area do triangulo
inicial, no Nivel 2, temos a area de cada triangulo removido sendo 71; da area do nivel
anterior e assim por diante. Logo, se chamarmos de A, a area de cada triangulo

removido no Nivel n, tem-se uma PG de razao q = }l e 1° termo A;, entao, temos:

s

A, —
! 16
2
AQIL\/g
64
VB
57 956

Desta forma, se usarmos a Férmula do Termo Geral de uma PG, temos:

An = Al'qn_l

123 1

= e @
JRVE

A, = g i
L2

A, = V3
4n+1

4.2.7 Soma das Areas Removidas (Sa)

Para calcularmos a &drea total removida basta somarmos as areas removidas
quando n — oo, com n € N, ou seja, somaremos as areas removidas em cada

’, , . . [N , 2
nivel. Logo, temos que, no Nivel 1, foi removido 1 triangulo de drea A; = %g’ no
, . [N , 2 . . ~
Nivel 2, foram removidos 3 triangulos de area Ay = %ﬁ e assim por diante. Entao,

temos a soma da multiplicacao de T;, (4.2.2) com A,, (4.2.6) de cada nivel. Vamos

chamar esta soma de 5,, logo, tem-se:

L2 L? L?

S, = ‘/§+3- ‘/§+9- \/§+...
16 64 256
I3 (1 3 9

S, = 1 (Z_l+1_6+6_4+)
I2/3 /1 3 32

S, = 1 (Z+E+4—3+>

52



Perceba que temos %ﬁ multiplicando uma Soma de uma PG infinita 3.4.4 de razao

q:%el"termoal:%,entéo:
1
s, = V3| 4
a 4 1_3
] 4
g - V3 (1
a 4 1
4
L*V/3
Se = V3

Conclue-se que a area total removida € igual a area do triangulo equilatero inicial,
logo, assim como o Conjunto de Cantor do Terco Médio, o Triangulo de Sierpinski
tem drea com medida nula, mas também, nao é vazio, pois ao final de todo o processo,

ainda restam infinitos pontos.

4.3 Floco de Neve de Koch

O Floco de Neve de Koch é assim chamado em homenagem a seu criador, o
matematico sueco Niels Fabian Helge von Koch e por se assemelhar a um floco de
neve natural. Este monstro matematico foi baseado na Curva de Koch, a qual foi
citada pela primeira vez em 1904 em um artigo no qual Koch descreve a criacao de
curvas continuas sem tangentes.

E um fractal pela fronteira, ou seja, suas iteracoes de construcao sao definidas a
partir da substituicao de uma determinada parte pelo seu gerador, aumentando-se
assim o seu comprimento e sua area a cada iteracao.

Apesar de ser baseado na Curva de Koch, o Floco de Neve de Koch tem seu
processo de criagao geométrico diferente, pois, em vez de comecar sua construgao
com um unico segmento de reta como na curva, ele inicia sua construcao a partir de

um triangulo equilatero.

4.3.1 Construcao

Passo 1: Considerar inicialmente um triangulo eqiiilatero;
Passo 2: Em cada lado do triangulo dividir o segmento em 3 partes iguais, substituir
o segmento central por uma triangulo equilatero sem base;
Passo 3: Repetir cada um dos passos anteriores para cada um dos segmentos da

nova figura;
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Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Figura 4.3: Floco de Neve de Koch.

4.3.2 Numero de Lados por nivel (NL,)

Observe que no Nivel 1, temos 12 lados, pois cada lado do triangulo equilatero
inicial gerou 4 lados, no Nivel 2, cada lado do nivel anterior ird gerar 4 lados, ou
seja, 48 lados, no Nivel 3, sao 192 e assim sucessivamente. Chamando de NL; o
numero de lados do Floco de Neve no 1° nivel, temos uma PG de razao ¢ =4 e 1°

termo N L; = 12, com isso, a sequéncia fica assim:

NL; =12
NLy =48
NL; =192

Logo, usando a Férmula do Termo Geral, temos:

NL, = NL, ¢!
NL, = 1241
NL, = 3-4-4!
NL, = 340

4.3.3 Comprimento de cada lado (L)

Note que o comprimento do lado no Nivel 1 é % do triangulo inicial, analoga-
mente, no Nivel 2, cada lado adicionado tem % do comprimento do nivel anterior
e assim por diante. Consequentemente, se chamarmos de L o comprimento inicial
e considerando L1 o comprimento no Nivel 1, temos uma PG de razao q = % el®

termo L; = %, logo, teremos:

L
leg
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L
L2:§
L
Ly=—
MDY

Assim, usando a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

Ln = Ll'qn_l
L n—1
Ln = 5-(3)
L 1
Ln g . 3n71
Lo b
3n

4.3.4 Perimetro em cada nivel (F,)

Consequentemente, podemos obter o perimetro em cada nivel. Basta multipli-
carmos o numero de lados de cada nivel (V,,) 4.3.2 com o comprimento de cada lado

(L) 4.3.3, logo, se chamarmos de P; o perimetro no Nivel 1, teremos uma PG de
12L.

razao q = % e 1° termo P, = =%

121
p ==
3

ASL
;5::_§_
9

192L

Py =~
37 o7

= %L'(%)n:l
Po= sy
47
Pn - gn—1

4.3.5 Valor de cada Area adicionada por nivel (4,)

. . . . - A . 7’ 7z 7 2
Veja que, inicialmente, temos um triangulo equilatero, logo, sua area ¢é %g’ con-
sequentemente, no Nivel 1 temos cada area adicionada sendo é da area do triangulo

inicial, no Nivel 2, temos cada area sendo % da &area do nivel anterior e assim por
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diante. Logo, se chamarmos de A; o valor de cada &rea adicionada no Nivel 1,

temos uma PG de razao ¢ = é e 1°termo Ay, entao, tem-se:

123

A, —
! 36
LQ
Ay = v3
324
A3
579916

Desta forma, se usarmos a Férmula do Termo Geral de uma PG, temos:

A, = Al'qn_l

_  L2v3  (1\n-l
Ay = 3?[‘(5)
_ L2/3
An = g5 g
L?*/3
A, = \/_

4.9n

4.3.6 Numero de Areas adicionadas em cada nivel (NA,)

Observe que no Nivel 1, temos 3 areas a mais, pois em cada lado do triangulo
equilatero inicial ird adicionar 1, no Nivel 2, cada um dos 12 lados do nivel ante-
rior iré adicionar 1, no Nivel 3, analogamente, sao mais 48 e assim sucessivamente.
Chamando de NA; o numero de areas adicionadas no 1° nivel, temos uma PG de

razao ¢ = 4 e 1° termo NA; = 3, com isso, tem-se:

NAI = 3
NA, =12
NA; =48

Logo, usando a Férmula do Termo Geral, temos:

NAn = NAl‘qn—l
NA, = 3.471

4.3.7 Area Total (AT)

Para calcularmos a area total do Floco de Neve basta somarmos todas areas
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quando n — oo, com n € N, ou seja, somaremos a area inicial mais todas as areas

adicionadas em cada nivel. Logo, temos que, no Nivel 1, foi adicionada 3 areas de

2 , , 2 . . ~
L2V3 16 Nivel 2. foram 12 dreas L2¥3 ¢ assim por diante. Entdo. temos a soma da
36 ° ) 324 ;

multiplicacdo de NL, (4.3.2) com NA, (4.3.6) de cada nivel. Vamos chamar esta

soma de AT, logo, tem-se:

L%V3 I%V3 L%V/3

AT = . 12 -
24¢_+3 36 + 324 +
L?*/3 1 1

AT = 1 -(1+3-§+12.8—1+...)
L2V/3 1 4 16

AT = I+ =4+ =4+ — 4+ ..
4 (+3+27+243+ )

L2V/3

Perceba que temos multiplicando 1 mais a Soma de uma PG infinita 3.4.4 de

1
razao q = g e 1° termo a, = %, entao:

AT = B3,

AT = A5,

1
19 (1 )
AT = %(H—)
9
L;i/g ( g 5)
AT = = '(1+5)
8
5

[\)
=
B

AT =

ot

Conclue-se, deste modo, que o Floco de Neve é um fractal com um perimetro infinito

e com a area finita.

4.4 Curva de Peano

Criada em 1890 pelo matematico italiano Giuseppe Peano, é chamada de curva
de preenchimento de espago, pois, tinha como principal objetivo passar por todos
os pontos de um quadrado, preenchendo todo um espaco bidimensional.

Este caso patoldgico é um tipo de fractal pela fronteira, pois, suas iteracoes de
construcao sao definidas a partir da substituicdo de uma determinada parte pelo
seu gerador, aumentando-se assim o seu comprimento. A curva é iniciada de um

segmento de reta que serd a diagonal do quadrado preenchido.

4.4.1 Construcao

Passo 1: Comeca com um segmento de reta;
Passo 2 : O segmento ¢é substituido por 9 segmentos de comprimento igual a um
terco do comprimento do segmento inicial;

Passo 3 : Recursivamente, substitui cada um dos 9 segmentos por outros 9 segui-
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mentos, repetindo o processo indefinidamente.

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Figura 4.4: Curva de Peano.

4.4.2 Numero de segmentos por nivel (V,)

Observe que no Nivel 1, o segmento inicial é substituido por 9 segmentos com
% do seu tamanho, no Nivel 2, cada novo segmento ¢é substituido por 9 segmentos
de % do seu tamanho, perfazendo um total de 81 segmentos e assim sucessivamente.
Chamando de N7 o nimero de segmentos no 1° nivel, temos uma PG de razao ¢ = 9

e 1° termo Ny = 9, com isso, temos:

N1:9
Ny =81
N3 =729

Logo, usando a Formula do Termo Geral, temos:

Nn - Nl ' qn_l
9. 9n71
N, = 9"

&
||

4.4.3 Comprimento de cada segmento (C))

Note que o comprimento de cada segmento do Nivel 1 é % do segmento incial,
analogamente, no Nivel 2, cada segmento adicionado tem % do comprimento do nivel
anterior e assim por diante. Consequentemente, se chamarmos de L o comprimento
inicial e considerando C o comprimento no Nivel 1, temos uma PG de razao q = %

e 1° termo C = %, logo, teremos:
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L
Cl:g
L
0225
L
03—2—7

Assim, usando a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

Cn = L'
n—1
Cr = ()
L 1
O?’L E'gn—l
L
Cp = o
3n

4.4.4 Comprimento da curva em cada nivel (CC,)

Consequentemente, podemos obter o comprimrnto total da curva em cada nivel.
Basta multiplicarmos o nimero de segmentos de cada nivel (N,,) 4.4.2 com o com-
primento de cada segmento (C,,) 4.4.3, logo, se chamarmos de C'Cy o comprimento
no Nivel 1, teremos uma PG de razao g =3 e 1° termo C'Cy = 3L:

3
L
co, = 81'§:9L
cC; = 729 L—27L
5T 27

Assim, usando a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

cc, = cort
CcC, = 3L.3"!
cc, = 3L

4.4.5 Area de cada quadrado gerado por nivel (4,)

2 consequente-

Veja que, inicialmente, temos dois quadrados com &area de (%)
mente, no Nivel 2 temos cada area adicionada sendo é da area anterior, no Nivel 3,

temos cada area sendo % da area do 2° nivel e assim por diante. Logo, se chamarmos
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Ol

de A; o valor de cada area adionada no Nivel 1, temos uma PG de razao g =

1°termo A; = %2, entao, tem-se:

L2

Al — ?

L2

Ay = —

2781

L2

Az = —

ST 729

Desta forma, se usarmos a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

A, = Al
2 n—1
A= B ()
_ L 1
An - ?'gn—l
2
4, = &
9n

4.5 Arvore Pitagorica

Construida usando-se a interpretagao geométrica do Teorema de Pitagoras e
por ser um fractal do tipo arvore, onde seu processo de iteragao cria ramificagoes
que se assemelham as arvores, este monstro matematico recebe o nome de Arvore
Pitagérica. Pode ser feita a partir de qualquer triangulo retangulo, mas, para nosso

estudo, vamos utilizar o triangulo retangulo isdsceles.

4.5.1 Construcao

Passo 1: Construa um quadrado;

Passo 2: Usando como base o lado de cima deste quadrado, construa um triangulo
retangulo isésceles tendo como hipotenusa o lado do quadrado;

Passo 3: Em seguida, nos dois catetos restantes do triangulo, construa dois novos
quadrados cujos lados sao exatamente os catetos;

Passo 4: Repita os 3 passos anteriores para os dois novos quadrados.
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Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Figura 4.5: Arvore Pitagorica.

4.5.2 Numero de quadrados adicionados (/N,)

Observe que, no Nivel 1, temos 2 quadrados adicionados, no Nivel 2, cada qua-
drado adicionado no nivel anterior ira receber mais 2 perfazendo 4 quadrados , no
Nivel 3, sao 8 e assim sucessivamente. Chamando de N; o nimero de quadrados
adicionados no 1° nivel, temos uma PG de razao ¢ = 2 e 1° termo N; = 2, com isso,

a sequéncia fica assim:

Ny =2
N2:4
N3:8

Logo, usando a Férmula do Termo Geral, temos:

Nn = Nl ’ qn_l
N, = 2.271
N, = 2"

4.5.3 Comprimento do lado de cada quadrado adicionado

por nivel (L,)

Perceba que, inicialmente, temos um quadrado que chamaremos seu lado de L,
no Nivel 1, cada quadrado adicionado tera o comprimento do lado igual a %i, isto,
baseado no Teorema de Pitagoras, pois, os lados destes quadrados eram os catetos
do triangulo retangulo isdsceles que tinha L como hipotenusa.

No Nivel 2, temos a mesma iteracao com o nivel anterior, consequentemente,
cada quadrado adicionado tera % de lado e assim sucessivamente nos niveis seguintes.

Logo, se chamarmos de L; o valor do comprimento de cada lado dos quadrados
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adicionados no Nivel 1, temos uma PG de razao g = \/75 e 1°termo L = %5, entao,

tem-se:

Li = ——
L

LQZE
L2

L, = L2

Desta forma, se usarmos a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

L, = Ll'qnil

n—1
L\/i \/5

- fg)
2

4.5.4 Perimetro de cada quadrado adicionado (F,)

O perimetro de cada quadrado adicionado é a multiplicacao do comprimento do
seu lado (L) 4.5.3 por 4, pois, o perimetro é a soma dos 4 lados iguais do quadrado.
Logo, se chamarmos de P; o perimetro de cada quadrado adicionado no 1° nivel,

teremos uma PG de razao ¢ = */75 e 1° termo P, = 2L+/2, entéo, tem-se:

P, = 202
P, = 2L
Py = L2

Desta forma, se usarmos a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

P, = Pl'qnil

P, = 202 (?) _
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Substituindo 2 por %, tem-se:

B, = .
2 2

P, = 4L- (£>n
2

4.5.5 Perimetro Total em cada nivel (P7),)

O Perimetro Total em cada nivel que é a soma dos perimetros adicionados. Mas,
neste caso, teremos de considerar o perimetro do quadrado inicial no Nivel 0. Além
disso, temos de multiplicar o perimetro de cada quadrado adicionado em cada nivel
(P,) 4.5.4 com o nimero de quadrados adicionados em cada nivel (NV,) 4.5.2, logo,

temos que:

2
5
PT, = AL+2-2L\V2+4-20 4 ... 42" 4L (\/7_>

2
5
PT, = AL+AL\V2+8L+ .. +2"-4AL - (%)

Note, que temos a soma de uma PG de razio ¢ = v/2 e 1° termo a; = 4L.
Além disso, perceba que temos (n + 1) termos, pois, comegamos nossa sequéncia do

Nivel 0, entao, tem-se:

_.n+l
PT, — al.w
l—g¢q
n+1
1—+2
PT, = 4L~(—\/_)

(1-v2)

4.5.6 Area de cada quadrado adicionado por nivel (A4,)

L2
2

quentemente, no Nivel 2 temos cada quadrado adicionado sendo metade da area

Veja que, inicialmente, temos dois quadrados com &rea de cada um, conse-
anterior, no Nivel 3, temos cada area sendo metade da area do 2° nivel e assim por
diante. Logo, se chamarmos de A; o valor da drea de cada quadrado adicionado no

Nivel 1, temos uma PG de razao q = % e 1°termo A; = &£

%, entao, tem-se:

L2
A=
L2
A=
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Desta forma, se usarmos a Formula do Termo Geral de uma PG, temos:

An — Al‘qnfl
2 n—1
A= E()
L 1
An - 7.21171
2
4, = =
2n

4.5.7 Area Total por nivel (AT},)

A drea total da Arvore Pitagorica em cada nivel é soma da area do quadrado
incial com as dreas dos quadrados adicionados. Logo, chamando de AT; a area
total do 1° nivel, temos que, no Nivel 1, foi adicionado 2 quadrados de %2, ou seja,
ATy =1%+2- %2 = 2L2, no Nivel 2, foram mais 4 quadrados de reas LTQ, ou seja,
ATy =212 + 4 - LZ? = 3L* e assim por diante.

Note que de um nivel para o préximo estamos somando L2, entao, temos uma
PA de razao r = L? e 1° termo AT} = 2L?, logo, tem-se:

ATl - 2[/2
AT, = 3L?
ATg == 4L2

Consequentemente, usando a Férmula do Termo Geral de uma PA, temos:

AT, = ATy +(n—1)r

AT, = 2L*+ (n—1)L?
AT, = 2L?+nlL?—L?
AT, = L?+nlL?

AT, = L*(n+1)
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Capitulo 5

Proposta na pratica: Construcao,

aulas, atividades e analise

Este capitulo é o mais revelador deste trabalho, desde o inicio da construcao
desse estudo final do curso, a principal motivagao sempre foi aplicar em sala de aula
a proposta e metodologia até aqui apresentada neste trabalho. O intuito essencial
é de despertar e estimular o interesse dos discentes, desenvolvendo a compreensao e
apredizagem de conceitos como Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas
a partir da Geometria Fractral, abordando esses conteidos tradicionais com uma
visao diferente e nao convencional. Essencialmente, o capitulo é um relato de todo
o processo de aplicagao da proposta.

Primordialmente, foi ofertada as aulas aos alunos dos 2° e 3° anos do ensino médio
béasico de uma escola publica do Estado da Bahia. Pois, sao os anos que estudam
ou ja estudaram o assunto proposto. Além disso, devido ao ano letivo ja estd em
percurso e nao poder colocar as aulas na grade principal, estas foram ministradas
como grade extra no turno oposto as segundas-feiras com 3 horas de duragao e 7
encontros. Inicialmente, de forma voluntaria, compereceram 30 estudantes, 26 do 3°
ano e 4 do 2° ano. Entretanto, no inicio do processo, surgiu o primeiro problema que
foi a nao permanéncia de muitos, isto devido a alguns comecarem a trabalhar no
turno oposto, dificuldade de transporte, focar em outros estudos e falta de interesse

de outros, fazendo com que o nimero de discentes reduzisse para 10.

5.1 Desenvolvimento e Analise das Aulas

Inicialmente, para ter uma melhor didatica e metodologia, as aulas foram agru-
padas e divididas em trés partes. A primeira parte (Aula 1), tinha o intuito de
contar a historia das progressoes e revisar seus conceitos e defini¢oes; pois, apesar
de serem assuntos ja estudados pelos discentes, nao se sabia até que ponto eles es-
tavam com uma base tedrica bem definida, o que seria essencial para o andamento
da proposta.

Com uma abordagem introdutéria, a segunda parte (Aula 2) deu énfase a Ge-
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ometria Fractal e tinha a intengao de tratar os conceitos, defini¢oes, histéria entre
outras coisas que envolvem esta geometria, pois, todos ali presentes nao sabiam da
existéncia dos fractais e nem o que seriam estes “monstros matematicos”.

Na terceira e ultima parte (Aulas 3, 4, 5, 6 e 7), foram escolhidos e trabalhos
fractais famosos que tem processos de iteracoes diferentes, os quais foram associados
as Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas. O objetivo era diversificar o
estudo, criando maior perspectiva nos alunos e, consequentemente, aumentando o

interesse dos mesmos.

5.1.1 Primeira Parte: Progressoes Aritméticas, Progressoes

Geométricas e Atividade Diagnéstica.

A primeira aula foi dividida em trés periodos, na qual, inicialmente, foi lecio-
nado, através da lousa, os conceitos, definicoes e comportamentos das progressoes.
No segundo periodo, utilizando-se de Datashow, foi apresentado, através de slides,
a histéria das Progressoes Aritmética e Geométrica, desde sua hipotética origem
até os dias contemporaneos. No terceiro e tltimo periodo, foi entregue aos alunos
uma atividade diagndstica com o objetivo de sondar os conhecimentos ou a “ba-
gagem” tedrica e pratica que eles trazem consigo. A atividade foi dividida em 9
(nove) questoes para avaliar os conhecimentos bdsico inerentes para o bom desen-
volvimento do projeto proposto. As questoes tinham por objetivo, determinar e
identificar sequéncias (1* questdo); demonstrar que absorveu os conceitos apresen-
tados na primeira aula e diferenciar uma PA de uma PG (2%, 3% e 4% questoes);
mensurar conhecimentos prévios sobre proporcao, pois serd um conceito bastante
utilizado no decorrer do curso (5% e 6% questoes); reconhecer a razao, termo geral e

soma dos termos tanto de uma PA quanto de uma PG (7%, 82 e 9% questoes).
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Atividade Diagnéstica:

Colégio Estadual Professor Carlos Valadares
Avenida Patricio S8o Paulo, Santa Barbara-BA, 44.150.000
e-mail: carlosvaladares15@vahoo.com.br

|§ Aluno:

|| Data: || Peso:

| Professor (a):_Lucas C. Mascarenhas | | Turnao: || || Nota:

ATIVIDADE 1 - DIAGNOSTICO

1- Camila pretende empilhar esferas de lcm de diametro em um
suporte de base quadrada medindo 10 cm de lado. Para isso, ela
coloca 100 esferas na primeira camada, preenchendo toda a base
do suporte. Cada esfera das camadas superiores serd apoiada em 4
esferas da camada anterior, como na figura:

a) Quantas esferas haverd na 3° camada?

b) As camadas estio ordenadas numa progressio aritmetica,
geometrica ou outro tipo de sequéncia? Justifique!

c) Qual € a quantidade maxima de camadas que essa pilha pode
ter?

2 - Certa companhia de transporte organizou seus pregos de acordo
com a seguinte tabela:
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Os pregos estio organizados como numa progressdo aritmeética ou
geometrica’ Justifique

3 - Quantos palitos serio necessarios para construir 10 tridangulos
seguindo o padrio do desenho abaixo? Que tipo de progressio a
figura obedece?

/\ / \—/ /\7\

4 - Considere um capital de RS 10.000, 00 aplicado a uma taxa de
juros mensal de 2%, qual o juros gerado em cada més sabendo que
a aplicacio durou 3 meses? O juros deum més para o proximo
estd em uma progressio aritmética ou geometrica”?

5 - Visando as elei¢des, o prefeito de Santa Barbara quer construir
uma praca em formato quadrangular com um chafanz em seu
centro, como mostra a figura a seguir:

Sabendo que drea do chafariz & proporcional a drea total da pracga,
vocé saberia dizer qual seria a proporcio ao olhar a figura? Se a
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praca tivesse 81 m?, qual seria a drea do chafariz? Qual a relagio
de proporcio do chafariz em relagio a praca?

6 - Ainda sobre a questio anterior, sabendo que o prefeito quer
construir na mesma praca zonas verdes com diversas plantas como
mostra a figura a seguir:

Qual a drea de cada zona? E qual a proporgio desta drea com a
drea total?

7 -Qual a razio e os proximos 3 termos das Progressdes
Geomeétricas a seguir?

2) (20, 10,5...)
b) (81.27.9. )
o) (100. 40, 16, )

8 - Segundo a lenda da onigem do jogo de xadrez apresentada na
aula, o rei perguntou ao inventor do jogo o que ele queria como
recompensa por ter inventado este jogo. O inventor respondeu ; “1
grio de trigo pela primeira casa, 2 grios de trigo pela segunda
casa, 4 grios pela terceira, § grios pela quarta casa, e assim por
diante, sempre dobrando a quantidade a cada nova casa™. Qual a
quantidade de grios que o inventor teria como recompensa’

9 - (Paradoxo de Zenio) - Imagine que um atleta deva correr, em
linha reta, de um ponto a outro distando lkm. Sabendo que ele so
pode correr metade do que correu no dia anterior & que no primeiro
dia ele correu metade do caminho, Zendo afirmava que ele nunca
chegaria ao seu destino. Vocé concorda com Zenio? Justifique!
(Quantos metros ele correu no 3° dia? Saberia dizer quantos metros
ele correria em infinitos dias? Se sim, justifique!

O fato de contextualizar historicamente o ensino das Progressoes Aritmética e

Geométrica, situando o espaco e o tempo, criou possibilidades de motivar os discentes
para um despertar mais leve e dinamico. Ficou notorio o interesse e a motivagao no
desenvolvimento da atividade proposta. A matematica deixou de ser “memorizagao
e féormulas” passando para uma ciéncia mais real e penetrante, mais humana e com
maior acessibilidade. Apesar da afeicao dos alunos e de demonstrarem facilidades no

aprendizado de parte do conteido, foram encontradas muitas dificuldades inerentes
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a aprendizagem do assunto.

No desenvolvimento do assunto na lousa e na atividade proposta no final da
aula, os educandos apresentaram um misto de entendimento e dificuldade. Nas
Progressoes Aritméticas, eles analisaram com facilidade, identificaram com rapidez
a razao e todo o processo, mas nas Progressoes Geométricas, apresentaram bastante
empecilho tanto na hora de interpretar quanto identificar, principalmente, se a PG
tivesse uma razao 0 < g < 1. Fato este, decorrente de problematicas encontradas
nos discentes, a primeira é ter mais habilidade na soma e subtragao do que na
multiplicacao e divisao, a segunda é dificuldade na interpretacao do que é proposto,
a terceira é a barreira em trabalhar com ntimeros nao inteiros ou fracionarios e, por

ultimo, falta de conhecimento basico como proporcao.

7 - Qual a ruzio ¢ os prisimos 3 termos das Progres siies Geométricas a seguir?

TN [ | 3,25] 0,¢a lo,34 fa,.g
i owlane.) 3l 3] o33lo,ii ] 0,08

o oond0.16..0 6,4 | ,5¢] 508l o, %0l O 16
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primeim casa, 2 pries de g pela segunds casa. 4 grios pela terceir, 8 grilos pela guaria casa. e assin pew !
diante. sempre dobrando a quantidade a cada nova casa™ Qual a quantidade de grios que o inventor teria l
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|
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|
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Figura 5.1: Resolu¢ao de um aluno na 12 atividade.
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Nota-se, na Figura 5.1, que o aluno sabe identificar a sequéncia e o que esta
acontecendo de um termo para o préximo, mas, perguntado ao mesmo se conseguiria
identificar a razao ou o termo geral da progressao, ele disse que nao, pois tinha
dificuldade com numeros fracionarios e que s6 conseguiria ir de um termo para
seu sucessor. Isto nao foi um fato isolado, grande parte dos discentes tiveram a
mesma dificuldade, mostrando que é algo bastante comum devido a uma falta de

conhecimento basico.

5.1.2 Segunda Parte: Geometria Fractal e o Jogo do Caos.

Na segunda aula, foi, inicialmente, lecionado, através de slides, os conceitos,
defini¢coes e caracteristicas dos fractais e sua geometria. Utilizando-se da lousa
como auxilio, estes conceitos foram, minuciosamente, explicados, exemplificados e
detalhados. Apds isso, na lousa e com a ajuda de um dado, foi jogado com os
discentes o chamado Jogo do Caos.

Para o Jogo do Caos, desenhou-se um triangulo equilatero com vértices A, B e
C, e assim, associamos os numeros 1 e 6 ao vértice A, 2 e 5 ao vértice Be 3 e 4
ao vértice C. Posteriormente, através de um sorteio, foi escolhido um aluno, o qual
marcou um ponto aleatorio dentro do triangulo desenhado no quadro. Com todo o
processo inicial preparado, comecamos o jogo. Na sequéncia, outro discente jogou o
dado e com a numeracao que saiu, ele, a partir do ponto feito pelo colega anterior,
tracava um segmento de reta até o vértice associado e, apds isso, marcava o ponto
médio deste segmento. Logo em seguida, o proximo aluno fazia o mesmo processo a
partir do ponto marcado pelo colega anterior e assim por diante. Consequentemente,
o objetivo do jogo era mostrar ordem em um processo totalmente aleatério, mas
apesar de marcados varios pontos, foi com a ajuda de um aplicativo no computador
do professor que conseguiu acelerar o processo e assim, os alunos perceberam que,
mesmo marcando pontos aleatérios, o Triangulo de Sierpinski foi gerado.

Nesta aula, os discentes absorveram bem o conteiido proposto, mostrando todas
as suas curiosidades em descobrir algo novo e nunca visto por muitos ali presen-
tes. Além disso, os fractais, por serem conhecidos como “monstros mateméaticos”
com uma certa complexidade e beleza, instigaram e atrairam os alunos, fazendo-os
sairem da visao cotidiana, metédica e sistematica que tinham da matematica. Con-
ceitos como auto semelhanca, complexidade infinita e dimensao nao - inteira foram
absorvidos e discutidos pelos educandos, os quais relataram vivéncias cotidianas e

opinioes no decorrer da aula, assim, demonstrando total dominio do que foi exposto.

5.1.3 Terceira Parte: Fractais estudados, Atividade do Ta-
pete de Sierpinski, Atividade do Penta Cruz e Ativi-
dade Final.
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Nesta terceira e tltima parte, foram estudados junto com os educandos todos
os fractais que serviram de base para esse trabalho, sendo eles separados pelo seu
processo de iteracao, ou seja, divididos pela sua classificacao. O intuito primordial
era de fazer os discentes analisarem os objetos matematicos e assim, tentar obter
uma conexao com alguma progressao. Além disso, partindo desta premissa, no
decorrer do curso, foram entregues aos alunos atividades para medir o grau de

desenvolvimento dos mesmos perante a proposta.

Conjunto de Cantor (Aula 3), Tridngulo de Sierpinski (Aula 4), Atividade
2 - Tapete de Sierpinski e Atividade 3 - Penta Cruz.

Nas aulas 3 e 4 foram apresentados por slides e com auxilio da lousa, respectiva-
mente, o Conjunto de Cantor Terco Médio e o Triangulo de Sierpinski. Estes fractais
possuem a mesma iteracao, ou seja, sao classificados como Fractais por Remogao
(2.2.1).

No Conjunto de Cantor, os alunos enxergaram logo que a quantidade de seg-
mentos retirados dobrava de um nivel para o outro, com isto, viram que era uma
PG de razao ¢ = 2. Além disso, conseguiram analisar que o tamanho do segmento
retirado de um nivel para o proximo era trés vezes menor, mas, novamente, veio a
tona a dificuldade de associar esta ideia de proporcao a uma razao de ¢ = % Ou
seja, sabiam que o tamanho de um nivel para o proximo era dividido por 3, mas nao
entendiam que a ideia era mesma se multiplicado por %, ou seja, que reduziam na
proporg¢ao de %

No Triangulo de Sierpinski, os discentes continuaram com a mesma problemética
do fractal anterior, eles perceberam, logo de imediato, que o nimero de triangulos
removidos de um nivel para o subsequente triplicava, deste modo, associaram a
uma PG de razao ¢ = 3. Em contrapartida, tanto no comprimento do lado de
cada triangulo removido quanto na area, eles tiveram dificuldades. Inicialmente,
perceberam que o comprimento era metade do nivel anterior, mas, novamente, nao
associaram a uma PG de razao q = % Ja na drea, tiveram um obstaculo ainda
maior, pois, apesar de terem um conhecimento prévio de perimetro, muitos ali nao
tinham uma compreensao bésica de geometria, e nem de areas, o que precisou ser
explicado pelo docente. Apds isso, os alunos notaram que a area de cada triangulo
removido era 4 vezes menor de um nivel para o proximo, mas, como de praxe, nao
observaram que seria outra PG de razao q = }l.

Apoés a aula 4, foi entregue aos discentes duas atividades para medir o aprendi-
zado dos mesmos até entao. Para isso, foi utilizado o Tapete de Sierpinski e o Penta
Cruz, pois, tinham uma metodologia semelhante ao fractal anterior, mas, diferente

do Triangulo de Sierpinski, o Tapete e o Penta Cruz se iniciam com um quadrado.
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Atividade 2 - Tapete de Sierpinski:

ATIVIDADE 2 — Tapete de Sierpinski

Processo de Construgio:

19 - Considerar inicialmente um quadrado delado (L) =1;

2° - Divida-o em 9 quadrados;

3% Remova o quadrado central;

4° - Repetir em cada um dos quadrados nio eliminados os passos

2% e 3%

5° - Repetir o passo 4 sucessivamente.

Nivel 0

Nivel 1

1 - Complete a tabela abaixo:

Nivel 2

Nivel 3

Nivel 4

Niveis Nimero de quadrades | Comprimento do lade Perimetro de cada Area de cada
retirados de cada quadrade quadrade retirade quadrade retirade em
cada passo
Q =
1
2
3
4

itn

n

2 - Qual a area total retirada apdés 5 niveis? E até o nivel n? Se fizermos n crescer

infinitamente qual sera a area total retirada?

3 - Em uma fazenda, existe uma plantacdo no formato do tapete de Sierpinski de nivel 4 e
que, no local dos “quadrados retirados”, foram plantadas hortalicas. Sabendo que Sr.
Jodo, o dono, percorre toda a plantagdo ao longo do dia passando por todos os lugares ndo
plantados e que a area total do terreno é de 100m?. Quantos metros ele percorre ao

terminar sua vistoria? OBS: (Considere que Sr. Jodo ndo passa duas vezes pelo mesmo

lugar)
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Na atividade 2, os alunos se habituaram a didatica proposta e conseguiram ana-
lisar o fractal com maior facilidade. Inicialmente, notaram o processo de iteracao
do objeto estudado, identicaram com precisao as Progressoes Geométricas e suas
razoes. Mas, apesar da facilidade em alguns aspectos, eles apresentaram difuldades
em outros, pois, nao conseguiram enxergar o Termo Geral das Progressoes de ne-
nhum dos itens da tabela, ou seja, novamente, eles conseguiram ir de um termo ao

proximo mas nao conseguiram associar a um nivel n qualquer, como demonstra a

Figura 5.2:
ATIVIDADE 2 — Tapete de Sierpinski
o
Processo de Construgio: o e
( e
1° - Considerar inicialmente um quadrado de lado (L) = 1: o l .
_I:-d_ o
2° - Divida-o em 9 quadrados; -“‘3’ /
3° - Remova o quadrado central;
4° - Repetir em cada um dos quadrados nfio eliminados os passos
[ ]
= Zoean
5° - Repetir o passo 4 sucessivamente.
Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 5
e R e i i a ::_:-: s
- -
.
LA z
la abai : L=V i
1 - Complete a tabela abaixo: AL £k J_-,
!_ Niveis Mimera de quadrados | Comprimento do lado Perimetrs de cada Area de cada
i retiradas - de vuda quadrade quadrado retirada quadrado retirado em i
| i cada passo
:r - —
o 4 £ 3
1 g 3
- s ] > ‘%‘ - 3
TER, - g s X T
o sl N -
A PO T o -
| 4 4 = . -,
- ESGPR . L f) I 3T
5 [ 5 i = o o i
o M L T __263 T LLITL
| M 1
|
. ’ 1 |
. | i
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Figura 5.2: Resolucao de um aluno na 22 atividade.
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Atividade 3 - Penta Cruz:

Processo de Construgdo:

ATIVIDADE 3 — Penta Cruz

17 - Considerar inicialmente um quadrado delade (L)=1;

2°- Divida-o em 9 quadradosiguais:

3°- Bemova 054 quadrados dos cantos;

4° - _Repetir em cadaum dos quadradeosnio eliminados os passos 27 e 37;

5% . Bepetir 0 passo 4 sucessivamente.

Nivel 0 MNivel 1 Nivel 2
1 - Complete a tabela abaixo:
Nivels Numero de Numero de Comprimento do Perimetro de cada Area de cada
guadradez que gquadradez lade de cada guadrado retirade | guadrade retirado

ficam retiradoz guadrado em cada pazso

0 - - -

1

2

3

4

th

Ja na atividade 3, por ser um fractal de maior complexidade, os alunos tiveram
um misto de entendimento e dificuldade. Alguns conseguiram, identificar o niimero
de quadrados que ficam e o nimero de quadrados retirados, observando que eram
duas PG’s de razoes ¢ = 5 e com os 1°° termos iguais a 5 e 4, respectivamente. Mas,
isto, induziu um dos alunos ao erro na hora de encontrar o comprimento do lado
de cada quadrado adicionado, pois, o estudande associou o 1° termo a proporc¢ao de

reducao do lado, ou seja, achou que o lado reduziria i de um nivel para o préximo,

como mostra a Figurab.3.
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MNivel i

Nivel 1

bx5 < ;
1 - Complete a tabela'pbaixo: A2 HXD
T Niveis Namerode | Nemero de Comprimentode | Perimetro de cada Ares de cads
quadrades que quadrades lado de cada quadrada retirads | quadrado retirada
ficam retirados quadrado | em cada passe
b 3 | A
P e o —
! 2 "‘- o Y] e v
T N Y - s {
& 25 20 3l e 256
| 263 N 95 JoO - I W Y T
| v ¢35 500 156 | 1%2__5553@
B 3405 | 900 o O o7 L A N T T
< 7 P T T A ) R iy
B i s ¢ LRSI N U __..Qm'-_'lg-__ __ = I

seja, uma PG de razao ¢ =

Figura 5.3: Resolugao 1 do Penta Cruz.

J& outro estudante conseguiu analisar com precisao o comprimento do lado de
cada quadrado adicionado, notando que é % do comprimento do nivel anterior, ou
%. Consequentemente, ficou facil observar o perimetro e
a area. Apesar disso, ele se equivocou no nimero de quadrados retirados e niimero
de quadrados que ficam, pois, como relatado pelo mesmo, acabou nao fazendo um

de cada vez, confundindo um com o outro, como mostra a Figura 5.4.

Bl =i -3

Nivel v

1 - Complete a tabela abaixo:

il

Sivel 2

__h"_i;-;i_s"" 1T Nimerede | Nimero d:“—r-_('mprimrnmlh | Perimetro de cada [ Areadecads
| quadrsdes que | quadrdos | iadode ends quadrada retirado | quadrado retirado |
| ‘(a..n‘ H relirados | quadrsdo | o cada passt I
D R | R .
b, TENGE T T
o o =—F g —
e Eli_.:_.lnﬂ..__i__:xd_r__!._._,_ -
H 1 @9_4 i h{{ PN — e
_______ B ) U <
TR 5 io&iJ_m._-_-:L%rHﬂx".
| 5 |
b3 ik R ,
Tt | :

Figura 5.4: Resolugao 2 do Penta Cruz.
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Conclue-se, entao, que os discentes, apesar da complexidade do objeto ma-
tematico proposto, consequiram entender a iteracao do mesmo, demonstrando uma
evoluc¢ao do inicio do curso até este momento. Mas continuam com a mesma dificul-
dade de nao observar para um nivel n qualquer, limitando-os a ter que fazer nivel

por nivel.

Floco de Neve de Koch (Aula 5) e Curva de Peano (Aula 6)

Nas aulas 5 e 6, foram usadas as mesmas diddticas e metodologias das anteriores.
Desse modo, através de slides e com o auxilio do quadro, foram apresentados aos
alunos dois “casos patolégicos”, respectivamente, o Floco de Neve de Koch e a Curva
de Peano. Estes objetos matematicos possuem a mesma iteragao e sao classificados
como Fractais por Fronteira (2.2.1).

No Floco de Neve de Koch, os alunos demonstraram um certo desenvolvimento
e uma maior intimidade com os fractais, como resultado, a andlise passou a ser mais
rapida e precisa. O maior exemplo disso foi, antes mesmo do professor perguntar,
observaram que o comprimento do lado de um nivel para o préximo era trés vezes
menor, por consequéncia, associaram a uma PG de razao q = % Além disso, no-
taram que o nimero de lados do nivel seguinte era 4 vezes o do nivel anterior, ou
seja, uma PG de razao g = 4, assim, ratificando ainda mais que haviam sanado pro-
blematicas das aulas antecedentes. Apesar da notéria melhora, ainda apresentavam
dificuldades em identificar dreas, principalmente, pela iteracao do fractal retirar o
segmento que seria a “base” do triangulo equilatero adicionado, revelando, mais uma
vez, que a falta de conhecimento basico é uma grande barreira para o aprendizado
da matematica.

Na Curva de Peano, os educandos estavam totalmente habituados com a dinamina
das aulas e dos objetos matematicos, portanto, observaram logo de cara que cada
segmento gerava 9 novos segmentos, ou seja, uma PG de razao ¢ = 9. Além disso,
notaram também que os segmentos gerados de um nivel para o préximo era 3 vezes
menor, em consequéncia, tinha-se uma PG de razao q = % Em outras palavras,
na Curva de Peano, os discentes nao apresentaram nenhuma dificuldade, mostrando

uma evolucao significativa.

Arvore Pitagérica (Aula 7) e Atividade Final

Mantendo-se o padrao das aulas anteriores, na aula 7 foi apresentado aos alunos
a Arvore Pitagdrica, fractal classificado como do Tipo Arvore (2.2.1).

Nessa aula, ficou bastante evidente que os estudantes ja tinham se acostumado
com a idéia da proposta e, em vista disso, observaram, de forma imediata, que
o nimero de quadrados adicionados dobrava de um nivel para o subsequente, em
outras palavras, tinha-se uma PG de razao ¢ = 2. Apesar de notéria melhora nos

alunos, surgiu uma novo obstaculo. Eles, como foi admitido pelos mesmos, nao
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conseguiram perceber que o comprimento do lado de cada quadrado adicionado de
um nivel para o proximo obedecia uma PG de razao ¢ = \/75 Essa problematica se
dar pela recorrente falta de conhecimento na matematica basica, fazendo com que
eles tenham dificuldades ao trabalharem com raizes e isso se agrava ainda mais por
a raiz estd em uma fragao, pois, como revelado em aulas anteriores, os discentes
nao tem total dominio de ntimeros fraciondrios, o que até foi melhorado mas nao
totalmente.

Além disso, eles também nao tinham entendimento bésico de geometria e muitos
ali nem sabiam da interpretacao geométrica de Pitdgoras ou Teorema de Pitagoras,
por consequéncia, nao notaram que cada quadrado adicionado tinha metade da area
dos quadrados dos niveis anteriores, em outras palavras, uma PG de razao g = %

Apos a aula, foi entregue aos estudantes uma atividade final com o intuito de me-
dir o aprendizado adquirido pelos mesmos. A atividade foi composta por 9 questoes
que envolviam todo o assunto ministrado neste trabalho de conclusao de curso. As
primeiras questoes (1 a 5) foram encontradas em concursos e exames como o Enem,
0 que seria conveniente para testar os alunos. As demais questoes (6 a 9) foram

desenvolvidas pelo docente, o qual se utilizou de cada fractal ensinado na proposta.
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Atividade Final:

ATIVIDADE FINAL

1 - Uma pessoa decide guardar dinheiro todo més man cofrinho. Ela comeca no més de janeiro colocando
FE.310,00 ea cada més subsequente ela coloca o tnplo do que tinha colocado no més anterior. Qual o valor a

ser guardado no més dejulho?

2 - Suponha que, na cidade de Salvador, a quarntidade de guardas mmmicipais em cada posto forma wma
progressdo geométrica. Sabendo que, no 17 posto, ha 10 guardas; no 27 posto, 20; e no 3° posto, 40,

gquantos guardasha no 10 posto? E o total de guardas nos primeiros 10 postos?

3 - Obzerve o fractal abaixo:

Al 1 el 3

Sabendo que o lado do quadrade no nivel ) € 4 an, e que cada quadrado adicionado de wm nivel pam o

proximo temmetade dolado do nivel antenior, qual a area do nivel 27

4 - (ENEM - Adaptada) Uhna maneira muito i de se crar belas figuras decomtivas utilizando a
matematica & pelo processo de autossamelhanca, wma fonma de se crar fractais. Informalmente, dizenos
que uma figura & autossamelhante se partes dessa figura s3o semelhantes 3 figura vista como um todo. Um
exemplo classico € o Carpete de Sierpinski, criado por um processo recursivo, o qual, wm quadrade é divido

em 9 quadradosidénticos eremove-se o quadrado central de cada wm deles. Como mostra a figura a seguir:

Admita que esse processo seja executado 3 vezes. O miimero de quadrados pretos restantes nesse momento

&7
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a)64. b)512. c)568. d)576. e)648.

3 - Um fractal & ma estrutura geométrica que se repete am gqualquer escala. Unindo os pontos médios dos
lados de um tnangulo equiliatero, obtemos outro tningule equilatero. PFepetindo esse processo
mdefinidamente, deterninameos wn fractal bamn simples, lustrado na figura abaixe. Se comeganmos a
constmigio com wm tridngulo equilitero de ladeo de medida & wnidades de comprnmento, o limite pam a

soma dosperimetros dos tnangulos equilateros que compéemo fractal serd, emunidades de comprimernto?

6 - Um parque aquatico resolve criar um conjunto de piscinas seguindo a idéa do fractal Arvore Pitagonica

Izosceles como mostra a figura abaixo:

a W R

Piscina 1 Piscina 2 Piscina 3 Piscina 4

a) Sabendo que a Piscina 1 tem 100m- de area, qual seria a area daspiscinas2. 3 e 47
b} As areas estio emumaprogressio antmetica ou geometnea de wmapiscina para a proxuma?

) Qual a soma dasareas das piscinas?

7 - Fractais s3o0 fonmas geométricas apelidadas de “monstros matematicos™ ou “casos patologicos™ por
desafiaram o enquadramento nas definigdes corwencionais da geometria clissica. Estas estniuras chamam
bastante atengdo por suas esuberancias e assim sendo muito utilizadas na arquitetura e na arte. Baseado
neste pensamento, o organizador do Festival de Invemo de Vitona da Conquista resolveu fazer o palco do
evernto no formato do Floco de MNewve de Eoch, pois, este fractal se assamelha a um floco de neve real Na
sua construcdo, considera-se, inicialmente, um tnangule eqiilatero, em cada lade do tmangulo dividimos o
segmento am 3 partes 1guais, substhimoes o segmento central por wma tnangnle equilatero sem basze e
repetimos cada wm dos passos anteriores para cada wm dos segmerntos da nova figura inde fimdamente como

mostra a figura flustrativa:

Mivel O {zera) . Mivel | — Mivel 2
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Sabendo que o tiangulo inicial { Nivel 0)tem 21m de lado e que o paleo do festival & um floco de neve de

Eochnivel 3, qual sena o perimetro do palco e qual senia sua area?
Cuantosmetros wma pessoa percorrera se ela fizer o mesmo percurso 20 vezes?

% - O padre de Santa Barbara resolven colocar no topo da sua igreja uma cmiz de ago mox no formato do
fractal Penta Cmiz de nivel J, como mostra a figura abamo. Sabendo gque 1m® de ago mox pesa,
aproxtrnadaments, 300ks e que cada quilo de age custa BS 3,30, Quanto g igreja ra gastar numa cniz de

imde comprmento e 3m de largura?

Mivel 0 Mivel 1 Mivel 2

Pamtas Cruz

9 - Sabnna ira fazer uma reforma na faixada de sua casa. Além de pintar o nmro da frente de sua residéncia,
ela pretende colocar mosaicos de piso utilizando como nspiragdo o Tnangulo de Sierpinsk. Sabendo que
ela colocara dois tipos de piso wm branco e um verde que valan, respectivaments, B$ 20,00 e B3 100 o m’
£ que 0 prmeiro mosaico tan 1m de comprimento am seu lado, quanto ela gastara para fazer seu nmro com

os mosaicos abaixo? ((hs: considere todos os tnangnlos equilateros)

A atividade final foi marcada por pontos positivos e negativos, os estudantes
fizeram as questoes de PG “convencionais”, em outras palavras, as questoes que
estamos habituados a trabalhar no nosso cotidiano, com muita facilidade e demons-
trando um certo dominio sobre os conceitos empregados. Essa facilidade é reflexo do
fato de os fractais serem mais desafiadores, forcando e estimulando-os ainda mais.
Além disso, muitos deles conseguiram trabalhar com a Férmula do Termo Geral
3.4.2 e interpretando para um termo n qualquer, mostrando um certo desenvolvi-
mento. Mas, apesar deste desenvolvimento, os mesmos narraram que nao tem total
domininio para um termo n qualquer, entretanto, comecaram a entender o processo,

como ilustra a Figura 5.5:
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M- gt%&m eac cada més subsequente ela coloca o triplo do que tinha colocado no més anterior. Qual o valor a
T35 %050 Tﬁ‘“‘“ = 7390
I- >3 3" E%M%Iﬂﬁra cidade de Salvador, a quantidade de guardas municipais em cada posto forma uma
progress3o geométrica. Sabendo que, no 1 posto, hi 10 guardas; no 2° posto, 20; e no 3° posto, 40,
quantos guardas hd no 10° posto? E o total de guardas nos primeiros 10 postos?

forpoyge  mo gencd do  folhc
3 - Observe o fractal abaixo:

- . 1
sJi] 4 [z
2,5

3g 2 A

T 3

ti J\-:-‘"

= 44236 €,
el O

= ‘n-.\fe|3+ 1“

“l."f' g. +1;_ ['quTY\

_tr,“_;,zq.zu-znzz i

Vel + 4+ +utt =32c
Sabendo qu:’uawmnm cada quadrado adicionado de um nivel para 0

préximo tem metade do lado do nivel anterior, qual a frea do nivel 2? (1§ ¢ "

4 - (ENEM - Adaptada) Uma maneira muito {til de se criar belas figuras decorativas utilizando a
matemitica € pelo processo de autossemelhanga, uma forma de se criar fractais. Informalmente, dizemos
que uma figura é autossemelhante se partes dessa figura s3o semelhantes & figura vista como um todo. Um
exemplo clissico é o Carpete de Sierpinski, criado por um processo recursive, o qual, um quadrado ¢ divido
em 9 quadrados idénticos e remove-se o quadrado central de cada um deles. Como mostraa ﬂsurl a scgui::

widet: > Q Nive Nivel ». el njvel,
llf‘u E’. —2 r

uiyf1:3 -—>6‘f \”

Miwdl: —>52 SJ;. ©.076

¢

64 Q !

mmqummuhewommdtqmpmm restantes nesse momento
&7 .

Figura 5.5: Resolucao 1 da Atividade Final.

Um segundo ponto positivo foi o fato de os alunos conseguirem desenvolver bem
as questoes dos fractais com uma observagao e analise precisas.

Em contrapartida, foi notério que nas questoes envolvendo os fractais, eles ainda
apresentam empecilhos para um nivel n qualquer e, novamente, s6 desenvolvem nivel
por nivel. Outro ponto negativo, é o fato deles nao interpretarem as questoes corre-
tamente e, por consequéncia, se “perdem”ou deixam escapar detalhes acarretando

no erro da resposta final, como mostram as Figuras 5.5 e 5.6:
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Quantos metros cla percorrerd se ela fizer 0 mesmo percurso 20 vezes?

& - O padre de Santa Birbara resclveu colocar no topo da sua igreja uma cruz de a¢o inox no formato do
fractal Pentaminé Cruz de nivel 2, como maostra a figura abaixo, Sah:ndnqucd: 0 inox pesa,
lpmimadaml:n’te 800kg e que cada quilo de ago custa RS 5.50. Quanto a igreja ird gastar numa cruz de

3mdemm ento ¢ 3 Y
3,“ s ek alivrd
J-m =2800K-5, 5"7 - I E
t‘l’ ['GG Mivel 0 Mivel 2

z.400K - 5,50 =J3.200 oy T
1 y A iGrega ity gastar esse N 3lbr

0 - Sabrina ird fazer uma reforma na faixada de sua casa. Além de pintar o muro da frente de sua

residéncia, ela pretende colocar mosaicos de piso wtilizando como inspiragio o Tningulu de Sierpinsk.
Sabendo que ela colocard dois tipos RS

R$-100-0 m? ¢ que o primeiro mosaico tem Im de com mmmzuhdb.qunluch?Mpua&nt
$£U muro com os mosaicos abaixo? (Obs: mnsld:relodnsostnin;uhs equlliln%) Y

6 Eiaﬂ'rn
U:ﬁimﬂ"‘

N

Figura 5.6: Resolugao 2 da Atividade Final.
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Consideracoes Finais

A BNCC (A Base Nacional Comum Curricular), documento que rege e determina
as competéncias (gerais e especificas), as habilidades e as aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver durante cada etapa da educacao basica,
propoe que a Matematica e suas Tecnologias, no Ensino Médio, ampliem e detalhem
as aprendizagens desenvolvidas no Ensino Fundamental, aplicando-a a realidade em
diferentes contextos e as vivéncias rotineiras dos estudantes. Nesse sentido, os assun-
tos ministrados no ensino médio devem ser intrigantes, envolventes e incentivantes,
assim, galgando melhores resultados no ensino e na aprendizagem.

Neste trabalho de conclusao de curso, apresentamos uma proposta de abordagem
para o estudo das Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas a partir de
uma perspectiva da Geometria Fractal. O intuito primordial é auxiliar os professores
de matematica com um método de ensino diferente, interessante e dinamico, fugindo
do convencional, da memorizacao e do mecanico, passando a matematica para uma
ciéncia mais penetrante, estimulante e desafiadora.

Para alcancar nosso objetivo, partimos da apresentacao das progressoes pela
sua histéria, situando o espago e o tempo, tornando os conceitos mais “humanos”,
vividos e presentes na sociedade. Em consequéncia, os estudantes viram que sao
contéudos reais e nao sé abstratos, assim, facilitando a assimilacao. Logo apos,
apresentamos a Geometria Fractal e todos seus aspectos deslumbrantes e visuais
com a ideia principal de chamar a atengao dos discentes, estimula-los para algo
desafiante e complexo como a natureza que vivemos exige. Por fim, associamos um
conceito ao outro, deste modo, se afastando do tradicional e habitual para uma
didatica diferente.

Ao final deste processo, resolvemos aplicar na pratica tudo que foi empregado
nesta dissertacao utilizando uma escola do ensino médio do Estado da Bahia. Dessa
forma, queriamos averiguar e ratificar se, realmente, seria uma proposta positiva,
capaz de alavancar os conhecimentos tedricos dos educandos ou facilitar a absorcao
e o aprendizado.

Apoés a aplicagao, observamos que foi notério o desenvolvimento dos discentes,
eles comecaram a proposta com uma “bagagem”’superficial do assunto ministrado
e foram evoluindo aula por aula, atividade por atividade. Trabalhar com ntmeros
fraciondrios, entender um pouco da geometria classica, encontrar um termo qualquer
e muitas outras barreiras foram sanadas ou minimizadas apés a aplicacao da meto-

dologia deste trabalho. Além disso, foi evidente a satisfacao, o prazer e a motivagao
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dos alunos, eles se sentiram desafiados, obrigados a corresponder e a enfrentar es-
tes desafios, por consequéncia, acarretando num maior empenho e por fim numa

automatica evolucao.
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