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Resumo

Nesse trabalho, aplicamos um plano de aula de matemética, em uma turma de segunda
série do Ensino Médio de uma Escola Publica da Rede Estadual da Bahia. Onde os estu-
dantes trabalharam topicos de geometrias nao euclidianas. No desenvolvimento do plano
de aula aproveitamos o ambiente dinamico oferecido pelo software GeoGebra e fizemos
uso de matérias manipulaveis. A primeira etapa da proposta foi realizada em sala de aula,
através de questionamentos construimos junto aos estudantes o conceito de geodésica. A
segunda etapa foi realizada no Laboratorio de Informética da Escola, os estudantes ti-
veram a oportunidade de verificar a soma dos angulos de um tridngulo em modelos de
Geometria Hiperbolica e Geometria Esférica. Também, fizemos um breve resumo das ten-
tativas de demonstrar o postulado das paralelas de Euclides e o surgimento de geometrias
nao euclidianas. Além disso, realizamos um estudo sobre contetdos que geralmente sao
trabalhados em um curso de Geometria Diferencial, tais como, estudamos sobre curva
regular parametrizada pelo comprimento de arco, superficies regulares, curvaturas e geo-
metria intrinseca das superficies. Por fim, os estudantes responderam uma pesquisa onde
registraram o nivel de satisfagao de aprendizagem a respeito dos seguintes topicos: con-
ceito de geodésica, soma dos angulos internos do triangulo hiperbélico e esférico, superficie

com curvatura positiva e superficie com curvatura negativa.

Palavras-chaves: sequéncia didatica, geometrias nao euclidianas, geometrias nao eucli-

dianas no ensino médio, superficies regulares, propriedades intrinsecas de superficies.

1l



Abstract

In this work, we applied a math lesson plan to a second grade high school class at a
public school in the state of Bahia. The students worked on non-Euclidean geometry to-
pics. In developing the lesson plan, we took advantage of the dynamic environment offered
by the GeoGebra software and made use of manipulatives. The first stage of the proposal
was carried out in the classroom, through questioning we built up the concept of geodesics
with the students. The second stage took place in the school’s computer lab, where the
students had the opportunity to check the sum of the angles of a triangle in Hyperbolic
Geometry and Spherical Geometry models. We also gave a brief summary of the attempts
to demonstrate Fuclid’s parallel postulate and the emergence of non-Euclidean geome-
tries. In addition, we studied content that is usually covered in a Differential Geometry
course, such as regular curves parametrized by arc length, regular surfaces, curvatures
and the intrinsic geometry of surfaces. Finally, the students completed a survey in which
they recorded their level of satisfaction with learning the following topics: the concept of
geodesics, the sum of the internal angles of hyperbolic and spherical triangles, surfaces

with positive curvature and surfaces with negative curvature.

Keywords: didactic sequence, non-Euclidean geometries, non-Euclidean geometries in

secondary school, regular surfaces, intrinsic properties of surfaces.
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Capitulo 1

Introducao

A motivacao inicial para a realizacao deste trabalho foi trazer para a sala de
aula do Ensino Médio topicos de Geometrias Nao Euclidianas, uma abordagem pouco
comum no Brasil. No entanto, o Estado do Parana representa uma excecao, uma vez
que as Diretrizes Curriculares Estaduais (2008-2019) incluiram, de acordo com Caldatto
e Pavanello (2014, p. 4), “elementos de geometrias nao euclidianas no rol de conteudos a
serem ensinados nos niveis de ensino fundamental e médio”.

Nosso objetivo foi elaborar e aplicar uma sequéncia didéatica para que estudantes
do Ensino Médio explorassem topicos de Geometrias Nao FEuclidianas. A proposta permi-
tiu que os alunos trabalhassem o conceito de geodésica, verificassem a soma dos angulos
internos de um triangulo geodésico em dois modelos de espacos — um da Geometria Hi-
perboélica e outro da Geometria Esférica — e compreendessem a existéncia de superficies
com curvaturas positiva e negativa. Essa sequéncia didatica foi implementada em uma
turma da segunda série da Educacao Profissional Integrada ao Ensino Médio, no curso
Técnico em Informéatica, em uma Escola Publica da Rede Estadual da Bahia, localizada
no municipio de Serrinha.

Devido & complexidade dos conceitos mateméticos subjacentes as geometrias nao
euclidianas, percebemos a necessidade de fundamentar nosso trabalho teoricamente. As-
sim, outro objetivo deste trabalho foi realizar um estudo aprofundado sobre topicos que
geralmente compoem um curso de Geometria Diferencial, além de compreender o surgi-

mento das Geometrias Nao Euclidianas, mas especificamente a Geometria Hiperbolica.

1.1 Estrutura do Trabalho

No Capitulo 2, apresentamos um breve relato historico sobre o surgimento das
Geometrias Nao Euclidianas. Partimos das tentativas de demonstrar o postulado das
paralelas de Euclides, utilizando o método da reducao ao absurdo, até a adocao da negacao
do quinto postulado como hipétese, culminando na Geometria Hiperbolica. Além disso,

apresentamos os modelos do Disco de Poincaré e Pseudoesfera de Beltrami.
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No Capitulo 3, abordamos conceitos fundamentais sobre curvas no espacgo tridi-
mensional R?. Definimos curva parametrizada diferenciavel, vetor tangente, curva para-
metrizada regular e mudangas de parametro, com énfase na parametrizacao pelo com-
primento de arco. Além disso, discutimos curvatura, torcao e o referencial ortonormal
conhecido como Triedo de Frenet.

No Capitulo 4, tratamos de superficies regulares, explorando conceitos como mu-
danca de parametros, plano tangente, primeira e segunda formas fundamentais, area
de regides de superficies, curvatura normal, curvaturas principais, curvatura gaussiana
e curvatura média. Classificamos os pontos de uma superficie com base nos sinais das
curvaturas gaussiana e média.

No Capitulo 5, introduzimos conceitos da geometria intrinseca das superficies.
Trabalhamos com uma superficie regular parametrizada X (u,v) e utilizamos o triedo
{X., X,, N} como base no espago R?, descrevendo combinagoes lineares de X, Xyu,
Xy, Ny e N,. A partir disso, definimos os Simbolos de Christoffel e apresentamos o
Teorema Egregium de Gauss, que demonstra que a curvatura gaussiana é uma proprie-
dade intrinseca da superficie. Também abordamos as geodésicas, a curvatura geodésica e
concluimos com o Teorema de Gauss-Bonnet.

No capitulo 6, aplicamos uma proposta de estudo dedicada a exploragao de resul-
tados de geometrias nao euclidianas no Ensino Médio, visando estimular uma compreen-
sao intuitiva das geometrias esférica e hiperboélica entre os estudantes. Para alcancar esse
objetivo, desenvolvemos atividades que abordam conceitos da geometria euclidiana em
superficies nao planas. A introducao dos conceitos de ponto, reta e plano serviram como
ponto de partida para a exploragao dessas novas geometrias, enquanto materiais mani-
puléveis foram empregados para facilitar a compreensao de superficies com curvaturas
nao nulas. Além disso, aproveitamos o ambiente dinamico oferecido pelo software GeoGe-
bra para realizar construgoes simultaneas nos espacgos hiperbolico e esférico, enriquecendo

ainda mais a experiéncia de aprendizado dos estudantes.
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Capitulo 2
Um pouco de Histoéria

Entre as diversas areas de estudo da matemaética, a geometria sempre se destacou
de maneira especial. Sua importancia no desenvolvimento da humanidade é indiscutivel,
pois ao longo da historia, desde as civilizagdoes mais antigas, o ser humano tem utilizado
conceitos, teorias, técnicas e instrumentos geométricos em uma ampla gama de situacoes.
Desde a construgao das grandiosas piramides do Egito até tarefas cotidianas, como de-
marcar terras ou medir distancias, a geometria desempenha um papel fundamental. Suas
aplicagoes abrangem desde os desafios mais complexos até os problemas mais simples,
que se tornaram mais acessiveis com o avanco da geometria e das tecnologias associadas.
Nesse sentido Piaseski (2010)), destaca:

A Geometria é parte essencial da Matematica, sua importancia é
inquestionavel tanto pelo ponto de vista pratico quanto pelo aspecto
instrumental na organizacgao do e recursos tecnologicos, dos quais os
cidadaos devem se aprimorar pensamento logico, na construcao da
cidadania, na medida em que a sociedade cada vez mais se utiliza
de 14 conhecimentos cientificos e recursos tecnologicos, dos quais
os cidadaos devem se aprimorar (PIASESKI| 2010, p.16).

As origens precisas do estudo sistemético da geometria nao sao totalmente claras,
mas evidéncias como o Teorema de Tales e o Teorema de Pitagoras sugerem que, pelo
menos na Grécia Antiga do século VI a.C., pensadores como Tales de Mileto ja buscavam
argumentar de forma organizada e logica, estabelecendo os fundamentos da geometria
como uma teoria dedutiva.

No entanto, foi com o tratado matemaético e geométrico conhecido como "Os Ele-
mentos", composto por treze livros e escrito por Euclides de Alexandria por volta de 300
a.C., que a ideia de uma geometria como ciéncia axiomatica e dedutiva foi formalmente
estabelecida. Este trabalho incluiu a apresentagao dos "cinco postulados de Euclides",
que serviram como base para a Geometria Euclidiana. Devido & influéncia duradoura

desta obra, a geometria plana é frequentemente referida como Geometria Euclidiana, e
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Euclides é reconhecido como o Pai da Geometria.

No primeiro livro de Os Elementos", Euclides aborda principalmente a geome-
tria plana, apresentando proposigoes, axiomas, termos definidos e os cinco postulados
fundamentais. Dentre esses postulados, destaca-se especialmente o quinto postulado de
Euclides, que recebeu uma atencgao especial em nosso trabalho. Em seguida apresentare-

mos uma versao dos cinco postulados de Euclides segundo Bicudo (2009, p. 98).
I. Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
IT. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
III. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.
IV. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

V. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,

encontrarem-se no lado no qual estao os menores do que dois retos.

A obra de Euclides nao apresenta uma prova do quinto postulado, conhecido como
o postulado das paralelas, no entanto, durante séculos houveram intiimeras tentativas de
demonstrar este postulado ou apresentar uma proposi¢ao equivalente ao mesmo admitindo
como hipotese a veracidade dos outros postulados da Geometria Euclidiana.

Por exemplo, o matemético inglés John Wallis (1616-1703) propos o seguinte

postulado:

Postulado de Wallis. Dado qualquer triangulo AABC e dado qualquer segmento DE.
Existe um ADEF (tendo DE como um dos seus lados) que ¢ semelhante ao AABC), pelo
caso de semelhanga AAA, denotado ADEF ~ ANABC.

Figura 1: Postulado de Wallis

A D

B C

E F
Fonte: Autor (2024)

John Wallis provou o quinto postulado utilizando o seu axioma, que se mostrou
logicamente equivalente ao postulado de Euclides, e os outros axiomas da geometria neu-

tra. A geometria neutra é uma area da matematica que nao admite o quinto postulado
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de Euclides.

Outros matemaéticos que apresentaram versoes equivalentes ao postulado das pa-
ralelas de Euclides foram John Playfair (1748-1819) e David Hilbert (1862-1943). Os livros
didaticos costumam utilizar uma escrita similar a redacao do postulado das paralelas de

Playfair. A seguir os axiomas atribuidos a Playfair e Hilbert, respectivamente.

Postulado das paralelas de Playfair. Dada uma reta e um ponto exterior, existe uma

e uma so reta contendo o ponto e paralela a reta dada.

Postulado das paralelas de Hilbert. Sejam dados uma reta r e um ponto P que nao
pertence a r. Entao existe, no maximo, uma reta que passa por P e nao intersecta r.

Chama-se essa tnica reta de paralela a r passando por P.

O padre jesuita Girolamo Saccheri (1667-1733) publicou um livro intitulado Eu-
clides “ab omni naevo vindicatus” (Todas as falhas de Euclides). Na tentativa de provar o
postulado das paralelas, Saccheri usou o método da reducao ao absurdo[], ele tomou como
hipo6tese a negagao do quinto postulado e tentou deduzir uma contradi¢ao. Na busca pelo
absurdo ele estudou os quadrilateros que se tornaram conhecidos como Quadrilateros de
Saccheri, que apresentam por caracteristicas angulos retos e adjacentes na base, e trés

hipoteses para os angulos superiores:

Definicao 2.0.1. Um quadrilatero convexo ABC'D é dito Quadrilatero de Saccheri de
base AB, topo DC e laterais AD e BC' quando os lados laterais sao congruentes e per-
pendiculares ao lado base, ou seja, AD = BC, AD 1| ABe BC 1 AB.

Figura 2: Quadrilatero de Saccheri

D C D C D C
| L]

Fonte: Autor (2024)

[. Hipétese do angulo agudo: os angulos do topo do quadrilatero de Saccheri sao

agudos.

IT. Hipotese do angulo reto: os angulos do topo do quadrilatero de Saccheri sao

retos.

!Segundo Garbi (2010, p.17), neste método, supde-se que a proposigao que se deseja demonstrar seja
falsa.
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II1. Hipétese do dngulo obtuso: os angulos do topo do quadrilatero de Saccheri sao

obtusos.

Saccheri tentou provar que o tnico caso possivel seria a hipdtese do angulo reto.
Ele conseguiu mostrar que hipdtese do angulo obtuso levava a uma contradi¢ao. No
entanto, nao obteve sucesso em encontrar uma contradi¢ao ao negar o quinto postulado
de Euclides, admitindo hipétese do angulo agudo. Girolamo Saccheri nao identificou em
seus estudos que a primeira hipotese estava obtendo diversos resultados em geometrias
nao euclidianas.

Outro matemético que tentou demonstrar o quinto postulado de Euclides foi
Johann Heinrich Lambert (1728-1777). Em sua tentativa de provar o postulado das
paralelas, Lambert direcionou seus estudos aos chamados quadrildteros de Lambert, que

se caracterizam por possuirem pelo menos trés angulos retos.

Definicao 2.0.2. Um quadrilatero é dito Quadrilatero de Lambert quando possuir trés

angulos internos retos.

Figura 3: Quadrilatero de Lambert

B .
= N

Fonte: Autor (2024)

Assim como Saccheri, Lambert também nao identificou a existéncia de geometrias
nao euclidianas. Porém, segundo Santos (2016, p. 31) “ Lambert mostrou que a hipdtese do
angulo agudo implica que a drea do tridingulo é proporcional ao seu defeito, e ele especulou
que esta hipdtese correspondia a geometria em uma esfera de raio imagindrio”. Lambert e
Saccheri nao tiveram a percepc¢ao de que nao havia contradicao a se chegar, pois a negacao
do quinto postulado configurava o surgimento de geometrias nao euclidianas. A partir dos
trabalhos independentes de Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Janos Bolyai (1802-1860)
e Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1793-1856), onde eles passaram a admitir a negagao do
postulado das paralelas, chamaram a atencao para uma nova geometria.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) também utilizou o método da redugao ao ab-
surdo, admitindo como hipétese “a soma dos dngulos internos de um triangulo € menor
do que 180°” (equivalentemente a negar o Quinto Postulado), produzindo resultados im-

portantes, como descrito por Vieria (2018, p.76), “Gauss provou que para superficies de
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curvatura negativa constante, a diferenca entre dois dngulos retos e a soma dos dngulos
internos de um tridngulo tragado na superficie € proporcional a drea do tridngulo” (Teo-
rema de Gauss-Bonnet).

Dentro desta perspectiva de que admitir a negacao do quinto postulado de Eucli-
des implicava em produzir resultados consistentes de geometrias nao euclidianas, apresenta-
se o trabalho de Janos Bolyai, publicado no apéndice do livro “Tentamen juventutem
studiosam wn elementa matheseos purae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitivo,
evidenciaque huic propria, introduzndi” (Uma tentativa de introduzir jovens estudiosos
aos elementos da matematica pura; 1832) de seu pai Farkas Bolyai (1775-1856). Ainda
segundo Vieria (2018):

Janos Bolyai concluiu que era impossivel demonstrar o quinto pos-
tulado. Janos negou o quinto postulado, considerando que por um
ponto, fora de uma reta dada, era possivel tracar mais de uma reta
paralela a reta dada. Ele obteve varios resultados que nao contra-

diziam os quatro primeiros postulados (VIEIRA| 2018, p.77)

Finalmente, Lobachevsky apresenta a geometria nao euclidiana, mais especifica-
mente a Geometria Hiperbolica, através de seu artigo "Sobre os Fundamentos da Geome-

tria", como demonstra Samuco (2005):

O Mensageiro de Kazan de 1829 contém o artigo "Sobre os Fun-
damentos da Geometria "de Lobachevsky, o primeiro trabalho pu-
blicado que apresenta a geometrias nao euclidianas (a Geometria
Hiperbolica). Este monumental documento foi escrito em russo e
teve pouco impacto, embora contenha o desenvolvimento completo
da Geometria Hiperbolica, que Lobachevsky infelizmente designou
de Geometria Imaginaria (SAMUCO et al., 2005, p.23).

A Geometria Hiperbdlica é conhecida como geometria lobachevskiana ou geo-
metria de Bolyai - Lobachevsky, é uma das geometrias nao euclidiana, que admite os
postulados de Euclides mas substituindo o quinto postulado pelo axioma denotado por

postulado de Lobachesvky.

Postulado de Lobachesvky. Dada uma reta e um ponto exterior a reta, existem, pelo

menos, duas retas distintas contendo o ponto dado e paralelas & reta dada.

2.1 Modelo de Disco de Poincaré

Nessa se¢ao apresentaremos, de forma breve, um modelo que proporciona uma re-
presentacao visual para a Geometria Hiperbolica chamado de modelo de Disco de Poincaré.

Esse modelo para Geometria Hiperbolica foi criado por Jules Henri Poincaré (1854-1912)

16



e satisfaz o postulado de Lobachesvky. Para compreensao do Disco de Poincaré, que foi
utilizado em uma atividade relatada no Capitulo [6] sera necessario entender as definigoes
de circunferéncias ortogonais e plano hiperbélico, e como o ponto e a reta estao definidos

no plano hiperbdélico.

Definicao 2.1.1. Sejam « e [ duas circunferéncias que se intersectam em dois pontos A
e B. Tracamos uma reta s tangente a a no ponto A e a reta t tangente a [ no ponto A.

Dizemos que « é uma circunferéncia ortogonal & ( se a reta s for perpendicular a reta t.

Figura 4: Circunferéncias Ortogonais.

Fonte: Autor (2024)

Definicao 2.1.2. Definimos o Disco de Poincaré D como um modelo da Geometria Hiper-
bolica que representa o espago hiperbolico em duas dimensoes dentro de um disco aberto
de raio r > 0 e centro O no plano euclidiano E. Nesse modelo, a distancia hiperbolica

d(p, q) entre dois dois pontos p, ¢ € R? no disco de raio r ¢ dada por:

2r2||p — ql|? >
(r2 = pll?) ("2 = lql?) )

d(p,q) = arcosh <1 +

onde:
e ||p — ¢| é a distancia euclidiana entre os pontos p e g.
o Ipll =22+ 42 e |lqll = /23 + ¥3 sdo as normas euclidianas dos pontos p e ¢.
e arcosh(z) = In (z + /22 — 1) para x > 1 é a funcdo arco-cosseno hiperboélico.

Os pontos pertencentes a D sao chamados de pontos hiperboélicos ou h-pontos, ja
os pontos pertencentes a « (circunferéncia de raio r e centro O) sdo chamados de pontos
ideais. O centro de o também é um h-ponto, pois d(O,0) = 0 < r. Os pontos fora de «

nao possuem denominag¢ao no Disco de Poincaré.
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Definicao 2.1.3. Sejam, em E, § uma circunferéncia ortogonal a «, os pontos A; e As,
intersecao entre av e 8 e o arco ug formado por todos os pontos de 3 que estao a uma
distancia euclidiana menor que r do ponto O. Em D, ug é uma h-reta com pontos ideais

Ay e Ay. Dizemos que a h-reta ug é gerada pela circunferéncia f3.

Figura 5: H-Reta.

Fonte: Autor (2024)

Definicao 2.1.4. Considere, em [E, a reta s que incide no ponto O, os pontos A; e A,,
intersecao entre a e s e o segmento de reta ug formado por todos os pontos de s que estao
a uma distancia menor que r do ponto O. Em D, u, é uma h-reta com pontos ideais A;

e A,. Dizemos que a h-reta u, é gerada pela reta s.

Figura 6: Reta Hiperbolica.

T —

Fonte: Autor (2024)
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2.2 Pseudoesfera de Beltrami

Nessa secao apresentaremos, sem muitos detalhes, o modelo da Pseudoesfera de
Beltrami com o objetivo de obter uma representacao visual para triangulo geodésico que
exploramos através de uma atividade relatada no Capitulo [6]

O matematico italiano Eugénio Beltrami (1835-1900), no ano de 1868 apresentou

um modelo para Geometria Hiperbolica que era contido no R? conhecido como Pseudo-

esfera.

Figura 7: Pseudoesfera.

Fonte: Autor (2024)

A Pseudoesfera é uma superficie que pode ser obtida através da revolugao da curva
tractriz em relacao ao eixo AB. Mas detalhes sobre esté superficie foram apresentados no
Capitulo[d], mas especificamente no exemplo[4.9.7, Nos proximos capitulos apresentaremos
resultados importantes sobre curvas e superficies parametrizaveis, por exemplo, para o

calculo de h-retas.

Figura 8: Tractrix.

a(t) = (t — tanh(t), sech(t))

A ' B
Fonte: Autor (2024)
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Capitulo 3
Curvas no Espaco

Neste capitulo, faremos uma abordagem, através de defini¢oes, proposicoes e
exemplos de aplicagoes sobre curva parametrizada diferenciavel, vetor tangente, curva
regular, comprimento de arco e as féormulas de Frenet, conceitos fundamentais no de-
senvolvimento da teoria local de curvas e das superficies regulares no espaco euclidiano
R3.

3.1 Curva Parametrizada Diferenciavel em R?

Definigao 3.1.1. Uma curva parametrizada diferenciavel do R? é uma aplicagao diferen-
ciavel «, de classe C*> E], de um intervalo aberto I C R em R3. A variavel t € I é o
parametro da curva e o subconjunto de R?® formados pelos pontos a(t), t € I, é o traco

da curva.

Figura 9: Curva Parametrizada Diferenciavel

1

Fonte: Autor (2024)

'Uma funcio f: D € R™ — R” de classe C* de R para k > 1 se f tem suas k-derivadas continuas.
No caso especial k = oo dizemos que f tem derivadas de todas as ordens continuas.
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Observagao 3.1.2. a : I — R3 é uma aplicagio diferencidvel definida por a(t) =
(x(t),y(t),z(t)), comt € I = (a,b) C R, onde z(t), y(t) e 2(t) sd@o fungoes diferen-

ciaveis de classe C*°.

t t
Exemplo 3.1.3. A aplicagao (t) = (8(%) cos(?t),8<%> sen(2t), Zt), com 0 <t <27

é uma curva diferenciavel, que tem o traco da Figura

Figura 10: Trago de 5(t) = (8(%)%03(21&), 8<%>tsen(2t), 2t)

A

C

]

z

D

Fonte: Autor (2024)

Exemplo 3.1.4. A aplicagdo a(t) = (¢,¢,%), t € R € uma curva parametrizada diferen-

ciavel. A parabola descrita na da Figura |l1| representa o trago de a(t).

Figura 11: Parabola

Fonte: Autor (2024)

21



Definicao 3.1.5. Uma curva parametrizada diferenciavel o : I — R?® & dita plana
sedexiste um plano de R® que contenha (7). Ou seja, uma curva é plana se estiver

totalmente contida num plano.

Exemplo 3.1.6. A aplicacao a(t) = (zg +at, yo + bt, zg+ct),t € R, onde a® +b*+c* # 0
é uma curva parametrizada diferenciavel, cujo traco é uma linha reta passando pelo ponto
(x0, Yo, 20) € paralela ao vetor de coordenadas (a, b, ¢) esta contida no plano determinado

por « e pelo ponto (a, b, c).

3.2 Vetor Tangente
Defini¢ao 3.2.1. Seja a(t) = (x(t),y(t),z(t)), t € I = (a,b) C R, uma curva parame-
trizada diferenciavel. O vetor tangente a « em ¢t € I é o vetor o/(t) = (:v’(t), y'(t), z/(t)>.

Exemplo 3.2.2. A aplicagio o : R — R? dada por a(t) = (t2,3),t € R ¢ uma aplicagio

diferenciavel cujo traco esta esbogado na figura [12]

Figura 12: Parabola de Neil

-3

4

Fonte: Autor (2024)

Calculando o/ obtemos, o/(t) = (2t, 3t?). Observe que o/(0) = (0,0), isso implica que o

vetor tangente é nulo para t = 0.
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3.3 Curva Parametrizada Regular

Definicao 3.3.1. Uma curva diferenciavel parametrizada o : I — R3 ¢ dita regular
se, para todo t € I, o/(t) # 0. Quando ocorrer o(ty) = 0, para algum ponto ¢y € I,

chamamos esse ponto de singular.

Observe que no exemplo a nao ¢ uma curva parametrizada regular, tendo
t = 0 como ponto singular, pois « (0) = (0,0). Caracterizando uma cuspide no trago de

.

Exemplo 3.3.2. Verifique se a aplicagao «a(t) = (acos(t), asen(t), bt), teR,a>0,b#0

¢ uma curva parametrizada regular.

Solugao. Calculando o obtemos, o/(t) = (—asen(t), acos(t),b). Note que o/(t) # 0 para
todo t € R, pois por defini¢do b # 0. Portanto a(t) é uma curva parametrizada regular.

Esta definicao de curva regular impede que haja autointersecgao ao traco da curva.

3.4 Mudanca de Parametro

Sejam I e J intervalos abertos de R, o : I — R? uma curva regular e h : J — I
uma funcao de classe C'*°, cuja derivada de primeira ordem ¢é nao nula em todos os pontos

de J e tal que h(J) = I. Entao a fun¢ao composta
B=aoh:J—R?

¢ uma curva regular, que tem o mesmo trago que «, chamada de reparametrizacao de «
por h. A funcao h é a mudanca de parametro.

Se [ é uma reparametrizacao de « por h, entao o é uma reparametrizacao de 3
por h~!. Uma reparametrizacdo 3 de o tem orientacdo igual & de o se a mudanca de
parametro é estritamente crescente. Uma reparametrizacao 3 de a tem orientagao oposta

a de a se a mudanca de parametro é estritamente decrescente.

Exemplo 3.4.1. A curva «a(t) = (cost, sent,t), t € R tem uma reparametrizagdo 3(s) =
h(s) ( $ s s

aoh(s) = (cos—, sen—, —

V2 R R

) s € R, pela mudanga de parametro

t:h(s):%,seﬂ%,
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3.5 Parametrizacao Pelo Comprimento de Arco

Defini¢ao 3.5.1 (Comprimento de Arco). Sejam I ¢ um intervalo aberto de R e a(t),t €

I, uma curva regular de R®. O comprimento do arco da curva, I(«) de tg a t; ¢ dado por

s =(a) = / o’ (1)) dt

e a fungao comprimento de arco da curva a a partir de ty é

0= [ o

Definigao 3.5.2. Uma curva regular « : I — R? é dita parametrizada pelo comprimento

de arco se para cada to,t € I,ty <t,

t
s(t) :/ lo/ () dt = ¢ — to.
to
Dizemos que a curva « : [ — R3 é unitaria ou normalizada se ||o/(t)|| = 1, para

todot € 1.

Proposicao 3.5.3. Uma curva reqular o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento

de arco se, e somente se, Vt € I, ||d/(t)|| = 1.

Prova. Se o : I — R3 ¢ unitéria, ou seja, ||o/(t)|| = 1, entao

t t
s(t):/ ||o/(t)||dt:/ Ldt =t —tp.
to to

Reciprocamente, se s(t) =t — ¢, temos que

ds

21

dt
mas pelo teorema fundamental do calculo

ds d [*
— = — |l dt =1
= | I olde=1,

entao

d t

— ") dt = || (t)]].

i | e =o'
Portanto, ||o/(¢)|| =1. &

Proposigao 3.5.4. Sejam o : I — R3 uma curva regular, s(t) : I — J C R a fungdio

comprimento de arco de o a partir de to € I e a sua inversa g(s) = s~ (t) : J — I. Entao
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|a/(s)]| = 1 onde a(s) = a(g(s)) € uma reparametrizagio de a, onde as) = a(g(s)) estd

parametrizada pelo comprimento de arco.

Prova. Derivando a(s) temos que (usando a regra da cadeia)

Por outro lado, note que

e derivando em relacao a t,

dg ds
ds dt
Assim, como « é regular e, consequentemente, s'(t) = [|a/(t)|| entao
dg 1 1

s~ s(t) @]

Exemplo 3.5.5. Obtenha uma reparametrizacao pelo comprimento de arco da curva
a(t) = (e'cos(t), e'sen(t), e'),t € R.

Dessa forma concluimos que

da d_g
dt  ds

lo ()]l = =1..

o/ (t) H Hat

le @] lle’(0)]

Solugao. Calculando «/(t) obtemos
o/ (t) = (e'cos(t) — e'sen(t), e'cos(t) + e'sen(t), ).
Segue entao que
la’ ()] = €' V3.
Dai

s(t) = /tet\/gdt =3+ 0.

to

Sem perda de generalidade podemos tomar o C' = 0, calculando a inversa de s(t), obtemos:

s(8) :m(%)s ER.

Calculando a(s™),



Calculando o/(s71),

Por fim, calculando [|o/(s71)]|,

(s = g((@) et (V) 2(@)71(@))

3 (5) () s o (1))

1 2 (V3 V3N 12 [V/3t VEANE!
= - ——zcos| —|sen| — | + -+ zcos{ — |sen| — | + =
3 3 3 3 3 3 3 3 3
1 1 1
= ;t+ts+t5=1
3 3 3
lo’(s™HI = 1.

Portanto a(s™!) é uma reparametrizacao de a(t) pelo comprimento de arco.

Proposicao 3.5.6. Toda curva reqular pode ser reparametrizada pelo comprimento de

arco.

Prova. Se a : I — R3 é uma curva regular de classe C*, considere a funcao comprimento
de arco s : [ — J de v a partir de ty com J = s(I). Afirmamos que sua inversa s~!:J — [

esta bem definidada e é uma funcao de classe C*. De fato, como

a fungao s é estritamente crescente, logo a sua inversa estd bem definida. Além disso, s é

uma funcao de classe C*, pois

S0 = a0 = @), a0,

S (0, (0)

SO = el

o~ @OL0) @000 0.0

lo” ()] le’@)*

) = FoI

para algum inteiro p e para uma funcao de classe C*°, F' : (R*)* — R, combinacio
de produtos internos; segue também do teorema da funcio inversa que sua inversa s '

também é uma funcio de classe C*.
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Portanto podemos definir uma reparametrizacao de classe C*
B:J—=R3

de a por

f=aos !

Segue da regra da cadeia que

Br) = o(sTH () (r)

donde
1B'(r)=1.1

3.6 Teoria Local das Curvas e Triedo de Frenet

Seja o : I — R? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco. A

velocidade com que as retas tangentes mudam de direcao ¢ denominada curvatura de a.

Definigao 3.6.1 (Vetor Tangente Unitério). Seja a : [ — R? uma curva parametrizada
por comprimento de arco. Denotamos o vetor tangente unitério & curva no ponto a(s)

por

t(s) = d/(s).

Definigao 3.6.2 (Curvatura). Se o : I — R3 ¢ uma curva regular parametrizada pelo

comprimento de arco, entao a curvatura de o em s € I é o niimero real

r(s) = 1t'(s)]l-

Ou equivalentemente

k(s) = lla”(s)]].

Exemplo 3.6.3. Considere a aplicagao a(s) = (acos<f>,asen<f>,0> ,s € Roa > 0.
a

a
Note que a(s) esta parametrizada pelo comprimento de arco,

[ hoas = [ [ (=sen(Z).cos(2).0)[}ds = [ inhas =1
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A curvatura de a(s) é

a a a? a

K(s) = [la"(s)]| = H (—écos(z), —lsen(f),o) H il ver

Exemplo 3.6.4. Reparametrize a curva «(t) = (4cos(t),5— bsen(t), —3cos(t)),t € R por

comprimento de arco e obtenha a curvatura.

Solugao. Calculando a fungao s(t) comprimento de arco

s(t) = / |/ ()] dt = / | — 4sen(t), —5cos(t), 3sen(t)|| dt =

= / V/16sen2(t) + 25c0s2(t) + 9sen?(t) dt = /5 dt =5t + C.

Considerando C' = 0, temos que s(t) = 5t, onde pela mudanca de parametro ¢ = g, seR

a(s) = (4(:05 (g) .5 — 5sen (g) ,—3cos (g) )

é uma reparametrizagao de «(t) por comprimento de arco. Calculando a curvatura,

o(s) = (_gsen(g)’_c"s(g)’%56”(2))
0 = (el eG) ()

B 16 of S 1 NE 9 of S
= @003 (g) —|—2—5sen (g) —I—@cos (5)
1
g.

Proposicao 3.6.5. Seja o : I — R® uma curva reqular parametrizada pelo comprimento

de arco. Entao a(I) é um segmento de reta se, e somente se, k(s) =0,Vs € I.

Prova. Suponha que a(I) é um segmento de reta, entao a(s) = p+vsonde p € R® e v é um
vetor unitério de R3. Portanto, Vs € I, o/(s) = v e a'(s) = 0, donde k(s) = [|a(s)|| = 0.

Reciprocamente, se ||a(s)|| = 0,Vs € I, entdao o’(s) = 0. Integrando, temos que &/(s) = v
e ||lv]] = 1. Integrando novamente, obtemos «(s) = p + vs, cujo trago é um segmento de
reta.

Proposicao 3.6.6. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada por comprimento de arco.

Entao o vetor t'(s) € ortogonal ao vetor tangente t(s), isto €, para todo s temos que

(t(s),t'(s)) = 0.
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Prova. Derivando

Obtemos,

[£(s)]]
(#(s),t(s)) = 0. W

Definigao 3.6.7 (Vetor Normal). Seja o : I — R? uma curva parametrizada por compri-
mento de arco. Se k(s) # 0, definimos o vetor normal principal n(s) a curva a no ponto

a(s) da seguinte forma:

~+

'(s)
I1#(s)II

O vetor normal principal é um vetor unitario na diregao de t'(s), ou seja,

n(s) =

a(s) t'(s)

") = @ = R

Em outros termos

Ou seja, t'(s) e n(s) sao linearmente dependentes.

Observe que n(s) assim definido fica restringido as curvas parametrizadas por
comprimento de arco em que || (s)|| # 0 para todo s € I, pois, nos pontos onde k(s) = 0

o vetor n(s) nao esta definido.

Proposicao 3.6.8. a : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco.
Entao o vetor normal n(s) € ortogonal ao vetor tangente t(s), isto €, para todo s temos

que
(n(s),t(s)) = 0.

Prova.

(n(s). 1(s)) = <t5§t<>> — ) = o0 m

Definigao 3.6.9 (Vetor Binormal). Seja a : I — R3 uma curva regular parametrizada

pelo comprimento de arco tal que k(s) > 0. O vetor binormal a a em s é

b(s) =t(s) x n(s).

Proposicao 3.6.10. Seja o : I — R3 uma curva reqular parametrizada pelo comprimento

de arco tal que k(s) > 0, entdo b(s) € um vetor unitdrio, ou seja ||b(s)| = 1.
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Prova.
[6(s) || = lIt(s) x n(s)|| = [[t(s)] - [[n(s)]| - sen(90°) = 1.

Observe que, usando as propriedades do produto vetorial, temos que (b(s),t(s)) =
(b(s),n(s)) =0, de fato:

(bs),1(s)) = (t(s) x n(s),1(s)) = (t(s) x n(s),n(s)) = (b(s),n(s)) = 0.

Portanto t(s), n(s), b(s) sao ortogonais dois a dois entre si, assim formam uma

base ortonormal para o R3.

Observagao 3.6.11 (Triedo de Frenet). O referencial ortonormal t(s), n(s), b(s) é co-
nhecido como triedo de Frenet da curva o em s.

Os vetores do triedro de Frenet, dois a dois, determinam um plano. O plano de
R3 que contém «(s) e é normal ao vetro t(s) ¢ o plano normal a curva o em s. O plano
que contém a(s) e é normal a b(s) é denominado plano osculador, e o plano que contém

a(s) e € normal a n(s) é o plano retificante da curva a em s (ver figura [13)).

Figura 13: Triedo de Frenet

)

b(s) u(s)

plano normal

plano retificante

n(s)

&
'
[ |
¥
] plano osculador
]
]
[
¥

Fonte: Autor (2024)

A resposta a alguns problemas da teoria das curvas depende das propriedades
locais destas e assim nescessitaremos derivar nosso triedo de Frenet para que possamos
estudar localmente as curvas e posteriormente os analogos & superficie. Escreveremos

um conjunto de trés equacoes diferenciais relacionando as propriedades principais das
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curvas, semelhante a uma ja obtida anteriormente, isto é t'(s) = k(s)n(s). Este conjunto
de equacoes recebe o nome de férmulas de Frenet-Serret que possue varias propriedades
que faremos uso nos proximos topicos onde informagoes locais de curvas regulares serao
necesséarias. Daremos inicio calculando b/(s).

Como b(s) = t(s) x n(s), segue entdo que

V(s) = t'(s) xn(s)+t(s) xn'(s)
= t(s) x n'(s)

Portanto '(s) é ortogonal a t(s). Além disso b'(s) é ortogonal a b(s), de fato

b(s),b(s)) = [B(s)|? =1
d ,  d
s =
(), b(s)
BECI

[b(s)
{t'(s),0(s)) = 0.
Donde concluimos que '(s) é paralelo a n(s), pois, n(s) = t(s) x b(s). Isso

significa que ¥'(s) é igual ao produto de n(s) por um numero real.

Defini¢ao 3.6.12 (Tor¢ao). O numero real 7(s) definido por V/(s) = 7(s)n(s) é denomi-

nado tor¢ao da curva em em s.

Exemplo 3.6.13. Obtenha a curvatura e torcao da aplicacao

als) = (?s,cas(%) sen (g)) sER.

Solugao. Calculando a curvatura
V3 o1 s\ 1 s
t(s) = (—,—=zsen( =), =cos| =] .
4 2 2)° 2 2
\/§ 1 s\ 1 S
/ |t(s)||ds = / H (T’ —gsen (5) , §cos(§>) H ds

a(s) assim definida esta parametrizada pelo comprimento de arco, e a curvatura de «(s)
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w(s) = || £(s)] = H (o,—}lcos(g) ——sen< )) H
= \/o + %0052@) + %senQ (g) = Z,vs € R.

Se o : I — R? ¢ uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco
e tal que k(s) > 0, Vs € I, entdo o triedo de Frenet da curva o em s é um referéncial
ortonormal de R?. Portanto, podemos obter os vetores t'(s), n’(s) e ¥'(s) como combinagio
linear de t(s), n(s) e b(s). Ja calculamos t'(s) e V/(s), vamos obter uma expressao para

n'(s). Tomaremos como ponto de partida o fato que

n(s) = b(s) x t(s).

Derivando essa expressao, obtemos

n'(s) = U(s) xt(s) +b(s) x t'(s) = (7(s)n(s)) x t(s) + b(s) x (k(s)n(s))
= 7(s)(n(s) x t(s)) + k(s)(b(s) x n(s)) = —=7(s)(t(s) x n(s)) — k(s)(n(s) x b(s))
n'(s) = —7(s)b(s) — k(s)t(s).

Resumindo, se o : I — R? é uma curva regular parametrizada pelo comprimento

de arco s, e tal que k(s) > 0, Vs € I, entao o triedo de Frenet definido por ¢(s) = o/(s),
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n(s) = a’(s)

Al (s)ll

que sao denominadas formulas de Frenet.

e b(s) = t(s) x n(s) satisfaz as equagbes

n'(s) = =7(s)b(s) — k(s)i(s),
b'(s) = 1(s)n(s).

»
N~—
S

Este é um sistema de equacgoes diferénciais de primeira ordem o qual podemos

colocar na forma matricial.

t 0 £ O t
nl=1-k 0 71 n
v 0O 70 b

Daremos agora formas mais diretas do calculo da curvatura e tor¢ao de uma dada

curva o : I — R3.

Proposicao 3.6.14. Seja o : I — R3 uma curva reqular de pardmetro t e 3 :— R3 uma
reparametrizacao de o pelo comprimento de arco, isto €, 5(s(t)) = a(t), Vt € I. Sejam
k(s) >0 e 7(s) a curvatura e torgao de B em s € J, entao

!/ t X ! t

o) — I x@1

o/ ()]

(o/(t) x (1), a"(t))
[/ () x a”(t)]|

Prova. Derivando em relagao t a expressao 3(s(t)) = a(t), obtemos

dp ds ,
—— =a(l 3.6.1
=) (3.6.1)
28 (ds\> dBd:s
— | = —_—— = t). 3.6.2
ds2<dt> Tasar — W (36.2)
Como J
S /
— = t)]. 3.6.3
= = ') (363)
Temos que
d*s

d, ,
ol EHQ @)l

Ps  {a"(t) x a'(1)
@ = el (364

Segue de (3.6.1)) e (3.6.2)) que

dsxﬁ'

ds\*ds d?
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Portanto,

ds|]?

dt

ek

ds? ||’

lo/(8) x a"(t)] = \

onde usamos o fato de que S estd parametrizado pelo comprimento de arco e, portanto,
2

—B é ortogonal a —. Concluimos, usando (3.6.3), que
ds ds?

d?B
ds?

_ @) x " @)

[l (®)[I°

Para obter a expressao da tor¢ao, vamos utilizar os vetores normal e binormal de 3, que

wls(0) =

sao dados por

1 d%p
n(s(t)) = W(s(0) a5

b(s(t)) = %xn(s(zﬁ)).

Substituindo (3.6.3) e (3.6.4)) em (3.6.1)) e (3.6.2]) e usando a expressao de x(s(t)), obtemos

_ "Wl @I — o' ()" (1) o/ (1))
n(st) = lo’@llle’(t) x a7
O/(t) % O//(t)
lo’(t) x o (1)

Derivando a tltima igualdade em relagao a ¢, temos

db o x o (o x " o/ x "' x o

C20s(0)

laffllla”x o la[Hfle < a2

Como

rls(t) = { G600, n(s(0) ).

Concluimos que
{o/(t) x (1), " (1))

[0 x O

7(s(t)) =

As expressoes k(s(t)) e 7(s(t)) obtidas na proposicao [3.6.14] representam, respec-
tivamente, a curvatura e torcao de o em t. Isto é, para uma curva « nao necessariamente

parametrizada pelo comprimento de arco.
Exemplo 3.6.15. A curva

s > s
ava? +1/" Va2 +1

0= o

,asen( )),SER,a>O,

s
ava? +1
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¢ uma reparametrizacao pelo comprimento de arco da curva

t t
a(t) = (acos(—),at,asen(—)),t eR,a>0,
a a

Isto ¢, B(s(t)) = a(t),vt € R. Encontre a

s
ela mudanca de parametro t = .
P Vva?+1

curvatura e a torcao de a em t.

Solugao. Pela proposigao[3.6.14]a a curvatura e a torgao de o em ¢ sdo, respectivamente,

k(s(t)) e T(s(t)).

e x )]
S FUOTER

a?+1 1

(Va2 + 1) @+ 1

(1) x a™(1), a"(1))
la’ () < o (t)]]?

(o ()< on(2) a-en () )
oo () e ()
(o (€ on(2)on (1)) (o () 0 ()

(V@ +1)?
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Capitulo 4
Superficies Regulares

Neste capitulo apresentaremos um estudo sobre superficies regulares parametri-
zadas, assumimos que temos um sistema de coordenadas cartesianas x, %, z em R3 e con-
sideramos uma funcao X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) = S C R3 de duas variaveis u, v
que variam no aberto U C R?. Para cada ponto (u,v) € U, X (u,v) determina um ponto
do R3.

4.1 Superficie Parametrizada Regular

Definicao 4.1.1. Uma superficie parametrizada regular ou simplismente uma superficie

¢ uma aplicacao X : U C R? — R3, onde U é uma aberto do R?, tal que:

[. X é diferenciavel de classe C*, isto ¢, possui derivadas parciais continuas de todas

as ordens em U;
II. Para todo ¢ = (u,v) € U a diferencial de X em ¢, dX, ¢ injetora.

As varidveis u e v sao parametros da superficie. O subconjunto S de R? obtido

pela imagem da aplicagao X é denominado trago de X.

Observagao 4.1.2 (Matriz Jacobiana). Sejam e;, e; a base canonica de R? e €,65,€5 a
base canonica de R3. Para cada ¢ = (ug,vy) € U, a matriz associada a dX, nas bases

canonicas ¢ a matriz jacobiana

%(UOaUO) %(U(LUO)
J(uo, vo) = %(anvo) %(anvo) )

%(UO,UO) %(onvo)
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pois

As seguintes afirmacoes - que caracterizam a regularidade X - sdo equivalentes:
I. dX, ¢ injetora;
II. A matriz J(ug,vo) tem posto 2;

III. Os vetores X, (ug,vo) € X,(ug, vp) s@o linearmente independentes;

IV. XU<U07U0> X XH(UO,’U()) 7£ 0.

A superficie sao também estudadas via curvas contidas nela. Existem duas curvas espe-
ciais, além de outras que estudaremos nas proximas, que sao as curvas coordenadas. Se
X : U C R? = R3 ¢ uma superficie parametrizada, entdo, fixado um ponto (ug,vy) € U,
as curvas

u— alu) = X(u,vg),
v = B(v) = X(ug,v),

sao chamadas de curvas coordenadas de X em (ug, vp).

Os vetrores Xu(uo, UO) e Xv(uo, vo) sao os vetores tangentes as curvas coordenadas.

Figura 14: Vetores tangentes as curvas coordenadas.

Va Xv(lh.rv[))

Fonte: (TENENBLAT, 2008, p.111)

Uma nocao mais restrita que a de superficie parametrizada regular é a de su-
perficie regular. Como veremos a defini¢ao seguinte acrescenta-se ao aparato diferencial

conceitos topoldgicos como vizinhanga e homeomorfismo.
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Definigao 4.1.3 (Superficie Regular). Um subconjunto S C R?® é dito uma superficie
regular de classe C* se para cada p € S existe um aberto U de R?, uma vizinhaca W de

p em R3 e uma aplicacio X : U — V,onde V =W N S, em que

I. X é diferenciavel de classe C*, isto é, possui derivadas parciais continuas de ordem
k em U,

II. X ¢ um homeomorfismo, isto ¢ X é uma bijecao continua e X ~! também é continua,

ou seja, existe uma vizinhaca W C R3 de V tal que X~ : W — U é continua.

III. Para todo g = (u,v) € U a diferencial de X em ¢, dX, é injetora.

Figura 15: Superficie regular.

>

2 (x(u, v), y(u,v), z(w, v))

Fonte: Autor (2024)

A aplicagao X é chamada uma carta ou sistema de coordenadas local, a vizinhanca
V' é chamada uma vizinhanga coordenada e (u,v) € U s@o as coordenadas locais. Um

conjunto de parametrizacoes cujas imagens cobrem S é chamado um atlas.

Exemplo 4.1.4 (Plano). Sejam py = (20, Yo, 20) um ponto de R*, a = (a1, as,a3) e b =
(b1, by, bs) vetores linearmente independentes de R3. Considere a aplicagao X : R? — R3

que, para cada (u,v) € R?, associa X (u,v) = py + ua + vb, isto &,

X(u,v) = po+ua+vb
= (20,Y0, 20) + ula, as, as) + v(by, by, bs)
X(u,v) = (wo+ uay + vby, yo+ uas + vbe, 2y + uag + vbs).

Note que X é diferenciavel, e X, = a e X, = b sao linearmente independentes,
entao X ¢ uma superficie parametrizada regular que descreve um plano no R?, que passa
pelo ponto pgy, ortogonal ao vetor a x b, cujas curvas coordenadas de X descrevem retas

do plano paralelas aos vetores a e b, respectivamente.
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Figura 16: X (u,v) = py + ua + vb.

A

P> u

T

Fonte: Autor (2024)

Exemplo 4.1.5 (Superficies de revolucao). Seja o : I — R? a(v) = (f(v),g(v)) uma
curva parametrizada regular tal que f(v) > 0 para todo v € I, podemos imaginar «

contida no plano yz definido
a(v) = (0, f(v), g(v)).

Se girarmos esta curva ao redor do eixo z obteremos uma superficie parametrizada
regular, chamada uma superficie de revolucao. Uma parametrizacao para a superficie de

revolucao gerada por a ¢ X : R x I — R? definida por

X(u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v)).

De fato,

——(u,v) = (=f(v)sen(u), f(v)cos(u),0),
5, wo) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), ¢'(v)),

de modo que

para todos (u,v) € Rx I. Nesta parametrizagao, as curvas coordenadas u = constante sao

= fVIF@R+g @) > 0.

chamadas de meridianos, enquanto as curvas coordenadas v = constantes sao chamados

paralelos.

Exemplo 4.1.6 (Esfera). Considere a esfera S?, com centro na origem e raio 7E|, cuja

IPara r = 1 temos o caso especial da esfera unitatia S2.
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equacao cartesiana é

x2+y2+z2:r2.

A esfera é uma superficie regular mas nao é uma superficie regular parametrizada,
isto é, nao existe uma tnical parametrizagao que cobre toda a esfera. Vejamos um atlas
para a esfera.

Na projegao estereografica a partir do polo norte N = (0,0, 7), a reta a partir de
N que intercepta o plano z = 0 em um ponto p = (u,v,0), intercepta a esfera em um
ponto p = X;(u,v). Portanto a parametrizagdo da projecao estereografica a partir do
polo norte X; : R* — S*\{N} ¢é definida por

Xi(u,v) =N +a(p— N) = (au,av, (1 — a)r).
Onde a > 0 é tal que || X;(u,v)|| = r. Ou seja, a é tal que

a®(u? +v?) + (1 —a)*r® =%,

donde
B 212
r2 +u? + 02
Portanto,
2r2y, 2r2y u? 4 v? —1r?
Xi(u,v) = , T )
r? +u + 02 4 u? 0?0 r? 4 u? o2
Uma parametrizacao para a esfera menos o polo sul é dada pela projegao es-
tereografica a partir do polo sul S = (0,0,—r). De forma anéloga acima, obtemos

X5 : R? = S2\{S} definida por

Xo(u,v) = (

2r2u 2r2v u? 4 v? —r?
—r )
r2 4+ u? + 02’ r2 Fu2 402 r2 42 402

Juntas, as cartas Xi(u,v) e Xo(u,v) formam um altas para uma esfera. De fato,
cada projecao estereografica ¢ um homeomorfismo. Para calcular a inversa da projecao
estereografica X, por exemplo, dado p = (z,%,2) € S?\{N}, para determinar X; ' (p)

basta encontrar o ponto de interseccao da reta
N+a(p—N) = (ax,ay,r + a(z —1)).

Com o plano z = 0; isso ocorre quando
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de modo que

_ rxr T
Xl l(flj‘,y,Z) = ( Y >

r—zr—z

e esta fungao é claramente continua, ja que z < r.

Proposigao 4.1.7. Se f : U C R?> = R ¢ uma funcgao real diferencidvel, e o grdfico
da funcio f € o subconjunto do R? definido pelos pontos (z,y, f(x,y)), com (z,y) € U.
Entao a reparametrizacio do grifico de f pela aplicacio X : U — R3, definida por
X (u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € U é uma superficie parametrizada reqular que descreve o
grdfico da fun¢ao f. Esta aplicagao € conhecida como parametrizagao de Monge (Gaspard
Monge(1746-1818)).

Prova. Por hipotese f é diferenciavel, logo a aplicacao X (u,v) é diferenciavel.

A matriz jacobiana de X é igual a

1 0
J=10 1
fu fo

Observe que J tem posto 2 para todo (u,v) € U, pois as colunas de J sao linearmente
independentes. M

u2 2

Exemplo 4.1.8 (Paraboloide Eliptico). A aplicacdo X (u,v) = (u, v, — + 2—2), (u,v) €
a

R? com a, b constantes nao nulas, representa uma parametrizacao da equacao cartesiana

£C2 2

z=—+ 72 cujo trago descreve o paraboloide eliptico. Pela proposicao 4.1.7, X (u,v) é
a
uma superficie parametrizada regular.

2 2
Exemplo 4.1.9 (Paraboloide Hiperbolico). A aplicagdo X (u,v) = (u,v,u—2 — U—),
a

b2
R? b tantes nao nul t trizagao d a

u,v) € com a,b constantes nao nulas, representa uma parametrizacao da equagao

cartesiana z = — — <7, cujo trago descreve o paraboloide hiperbolico. Pela proposicao

4.1.7, X (u,v) é uma superficie parametrizada regular.

Dois teoremas importantes no estudo da superficie sao o teorema da funcao in-
versa, o qual garante a existéncia de abertos no dominio e na imagem onde a funcao e
sua inversa sao bijegoes cujo as matrizes das derivadas parciais (matriz jacobiana) sao
inversas uma da outra; como também o teorema da funcao implicita o qual revela a re-
lacao funcional entre transformacoes de coordenadas através das imagens das fungoes em
estudo. Para nao fugir muito do escopo do trabalho as suas provas podem ser encontradas

em Lima (2020).

Lema 4.1.10 (Teorema da Funcao Inversa). Seja F' : U C R" — R"™ wuma aplicagdo

diferencidvel de classe C*. Se dF,, : R" — R" é um isomorfismo para algum py € U, entio
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existem abertos V. C U contendo py e W C R"™ contendo F(py) tais que F' Vo Weé

um difeomorfismo de classe CF.

Afirmar que F’ {V : V — W é um difeomorfismo de classe C* significa dizer que F ¢é
um homeomorfismo e ambas F, F~! sdo aplicacoes diferenciaveis de classe C*. O Teorema
da Funcao Inversa diz que se a diferencial de uma aplicagao é um isomorfismo em um certo
ponto (equivalentemente, sua matriz jacobiana naquele ponto tem determinante ndo nulo),
entao a aplicacaoo é um difeomorfismo na vizinhanca daquele ponto; em particular, se

isso ocorre para todo ponto em U, entao F' é um difeomorfismo local.

Proposicao 4.1.11. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular. Para
todo (ug,vg) € U existe um aberto V- C U, tal que (ugp,vo) € V e X‘V ¢ injetiva. Mais

que 1sso, X |V € uma superficie reqular.
Prova. Se X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) & regular, entdo a matriz jacobiana de X
em (ug, vg) tem posto 2. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

U0> Uo Uo, Uo

(Um 0y (an Uo)

J = 3 3

ou v
Consideremos a fungao F : U — R? que, para cada (u,v) € U, associa F(u,v) =
(x(u,v),y(u,v)). Usando o teorema da fugdo inversa, segue-se de J # 0 que existe um
aberto V', (ug,v9) € V. C U tal que F‘v é inversivel, em particular, F‘v é injetora.

Portanto, concluimos que X !V ¢ injetiva. W

Exemplo 4.1.12 (Cone Circular). A aplicagao X : U C R? — R3, definida por X (u,v) =
(aucos(v), ausen(v), bu), (u,v) € U, onde a e b sdo constantes ndo nulas. E uma superficie
parametrizada regular, cujo trago descreve um cone circular (ver figura .

Observe que X (u,v) assim definida nao ¢ injetiva. De fato, dados (0,v;) e (0,v2), com
V1 # Vg, temos que X (0,v1) = X(0,v2) = (0,0,0). Porém, a aplicagao X’V, com V =
{(u,v) €eU;u#0e0<wv <2} CU é injetiva.

Figura 17: Cone Circular.

Fonte: Autor (2024)
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Definicao 4.1.13. Seja F': U C R™ — R" uma aplicacao diferencidvel. Dizemos que um
ponto p € U é um ponto critico de F' se a diferencial dF), : R™ — R" nao é sobrejetiva. A
imagem F'(p) é entdo chamada um valor critico de F.

Se ¢ € R™ nao é um valor critico de F', entao dizemos que ¢ é um valor regular de F'.

Lema 4.1.14 (Teorema da Fungao Implicita). Seja F : V C R"™™ — R™ uma aplicagio
diferencidvel de classe C*. Escreva um ponto (z,y) € V. em coordenadas na forma x =

(ml""7xn) ey: (y17""ym)'
Seja (zo,v0) €V com F(x,y) = ¢ tal que o menor

oF, o
a(F,... F, r T O
OBy o ) gy =det | 2 5 | £,
6(.%'1,‘..,1‘”)

OF, oOF,

o1 Ut Oxp

Entao existe uma vizinhanga U C R™ de yg e uma aplicagao f: U C R™ — R™ de classe
C*, tal que f(yo) = 29 e F(F(y),y) = c.

Proposigao 4.1.15 (Superficie de Nivel). Seja f : V C R* — R uma funcio de classe

Ck. Sece f(V) é um valor reqular de f, entio f~1(c) é uma superficie regqular de classe
C*.

Prova. Seja py = (0, Yo, 20) um ponto de f~(¢). Como ¢ é um valor regular, podemos

assumir sem perda de generalidade que

af
5 A0

Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe um aberto U C R? que contém (zg,yo) e uma
aplicacao f : Uy — R de classe C*, tal que f(zo,y0) = 20 ¢ F(z,y, f(x,y)) = c. Portanto,
a aplicacao X : U C R? — R3 definida por

X(z,y) = (z,y, f(z,9))

¢ uma parametrizacao de classe C* de uma vizinhanca de py em f~!(c). Como a inversa

de um grafico é simplismente a projecao no plano, segue que X é um homeomorfismo. W

Exemplo 4.1.16. A esfera S? = f~!(r) onde
flay,2) =2 +y* +2°

e Vf(z,y,2) = (2x,2y,22) = 2(x,y, 2) # 0 para todo (z,y,2) € f~'(r), pois pelo menos

uma variavel é nao nula.
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4.2 Mudanca de Parametros

Nesta secgao estudaremos a possibilidade de obter varias superficies parametriza-

das que possuem o mesmo trago de uma superficie parametrizada regular X. Por exemplo,

X (u,
Y (a,

(u,v) € R*.
(u,v) € R

)
)

1]

As aplicagoes X (u,v) e Y(4,v) tem o mesmo trago S = {(z,y,2) € R3;z2

r? — 3?}, que é um paraboloide hiperbélico.

Proposicao 4.2.1. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada reqular. Se
h:U C R? = U € uma aplicagio diferencidvel, cujo determinante da matriz jacobiana
nao se anula, e h(U) = U, entdo Y = X o h ¢ uma superficie parametrizada reqular que
tem o mesmo trago de X. A aplicagao Y é denominada uma reparametrizacao de X por

h, e h € dita uma mudanca de pardmetros.

Prova. A aplicacao Y = X o h é diferenciavel, pois é composta de fungoes diferenciaveis.

Seja

<

<

—~

\.gl
<
<
1

—~

))-

(@,

Vamos verificar que Y (u,7) = X o h(u, v) satisfaz a condi¢ao de regularidade Y; x Y; # 0.

Como
v, _ (000u 0x0vdy0u  dy0vdzou  0:0
“ O \oudu  Owdududu  Ovdududu Ovou)’
v _ (0edu Bx0udyOu  Oyoudzou | 00
O \oudr o oudr  Owdvoudr  Ovdv)’
temos que: 9 5 3 9
U v U v
Yﬂ—X'u%_'_Xv%u Y;’)_Xu%—i_xv%
Portanto,
oudv Ouov

YUXK,:XUXXU(

01 Ov

0v 0u

)

Como X, x X, # 0 e o determinante da matriz jacobiana de h nao se anula, concluimos

que Yz xY; #0. N

Exemplo 4.2.2. Considere as superficies parametrizadas

X(u,v) = (u,vVa? —u? —v%,v), (u,v) € U, onde U = {(u,v) € R} u? +v* < a?},

Y(u,v) =
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(asen(v)cos(u), asen(v)sen (i), acos(v)), (u,v) € U = {(u,v) € R%0 < u <



m,0<v <7}
Entdo, Y é uma reparametrizacdao de X por h: U — U, onde

h(u,v) = ((asen(v)cos(u), acos(v)).

O traco de X e Y é um hemisfério da esfera.

Proposicao 4.2.3. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular. Para
cada (ug,vo) € U, existe um aberto V', (ug,v9) € V.C U e uma mudanga de pardmetro

h:U —V, tal que o traco de Y = X o h € o grifico de uma funcio diferencial.

Prova. Consideremos X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Suponha sem perda de genera-

lidade que

a UOaUO

3

ou
Se F: U C R? = R? ¢ definida por F(u,v) = (z(u,v), y(u, v)), entdo, segue-se do teorema

Uop, Vo

Uo,Uo) = UOaUO)

ox
A
80(

da func¢ao inversa que existe um aberto V, (ug,v9) € V C U, tal que F restrita a V' adimite
inversa F~! diferencidvel. Seja U = F(V) e denotemos por h : U — V a inversa de F.
A reparametrizacao Y = X o h descreve o grafico de uma funcao diferenciével. De fato,
se (u,v) € U, entdo
Y(a,v) = (xoh(u,v),yoh(u,v),zoh(a,v))=
= (Foh(u,v),zo0h(u,n)).

Como h é a inversa de F', concluimos que

Y (u,v) = (4, v,z o h(u,v)),
isto é, Y descreve o grafico da funcao diferenciavel zoh. W
Exemplo 4.2.4. Considere a superficie

X (u,v) = (cos(u), v, sen(u)), (u,v) € R?,

que descreve o cilindro circular. Fixado o ponto (g,

desse ponto V = {(u,v) € R%0 < u < m,v € R}. Entdo, a restrigaio de X ao aberto V
admite uma reparametrizagao Y (u,v) = (4,0,v/1 —u?), onde —1 < u < 1, v € R, cujo

0) € R?, consideremos a vizinhanca

traco esta descrito pela Figura [18]
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Figura 18: Y (u,v) = (u,v,v1 — u?).

Fonte: Autor (2024)

4.3 Espaco Tangente

Para superficies parametrizadas regulares nés dispomos da diferenciabilidade da
superficie para descrevermos a geometria local e uma ferramenta essencial para descrever

a geometria da superficie é seu espago tangente.

Definigao 4.3.1. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. Uma

curva parametrizada regular o : I — R3 ¢ uma curva da superficie se a(I) C X(U).

Defini¢ao 4.3.2 (Vetor Tangente). Se X (u,v) é uma superficie parametrizada regular,
dizemos que um vetor w de R® é um vetor tangente a X em p = (ug,vp) se w = (1),

onde a(t) = X (u(t),v(t)) é uma curva da superficie, tal que (u(ty), v(to)) = (uo, vo)-

Os vetores X, (ug, v) € X,(ug, vo) sdo vetores tangentes a X em (ug,vp), ja que

sao tangentes as curvas coordenadas de X.

Definigao 4.3.3 (Espago Tangente). Seja X : U C R? — R? uma superficie parametri-
zada regular. O conjunto dos vetores tangentes a superficie em p = (ug, vg) ¢ chamado de

espacgo tangente a superficie em p e serd denotado por 7, X.
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Figura 19: Plano tangente a superficie.

z
-~ T, X
i ___P -
| -L_,- N ¥
| ;\ AN
| Xu ‘1-\ ‘Ev
P
f‘x 0 T ——— y
“ X(u,v) a(t)

Fonte: Autor (2024)

Proposicao 4.3.4. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regqular e p = (ug, ).
Entao T,X € o conjunto de vetores obtidos como combinagao linear de X, (ug,vp) e

Xy (ug,v0). Isto é T,X € um espago vetorial de dimensao 2.
Prova. Se w € T, X, entao w = o/(ty), onde a(t) = X (u(t),v(t)) e (u(t),v(t)) = (ug, vo).

Portanto,

w = a(ty)

= L (X (u(t)), v(®))

dt b=ty
= Xu(UO, Uo)ul(to) + Xv(“Oa U())U/(to),

isto é, w é uma combinagao linear dos vetores X, e X, em (ug, vp).

Reciprocamente, suponhamos que
w = aX,(ug, vo) + bX,(ug, vo),
entao existe uma curva «(t) da superficie tal que (u/(0),v'(0)) = (ug, v9) € &/(0) = w. De
fato, basta considerar

onde u(t) =up+atev(t)=vo+0t. M

Como X é um objeto situado no R? vetores ortogonais a 7,X sao ferramentas
importantes para estudar certas propriedades geométricas de X como as curvaturas e a

sua orientagao.

Defini¢ao 4.3.5 (Vetor Normal). Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada

47



regular. O vetor unitario normal ao plano tangente 7, X ¢é o vetor

X, X X,

= U ).
[ Xu X Xo]

Figura 20: Vetor normal a superficie.

[ N{u,v)

Fonte: Autor (2024)

Exemplo 4.3.6. Considere a esfera com parametrizacao
X(u,v) = (rcos(u)sen(v), rsen(u)sen(v), rcos(v)),

os vetores tangentes a superficie sao:

Xy(u,v) = (—rsen(u)sen(v),rcos(u)sen(v), o),
Xo(u,v) = (rcos(u)cos(v),rsen(u)cos(v), —rsen(v)).
Desse modo,
Xy x X, = |—rsen(u)sen(v) rcos(u)sen(v) 0

rcos(u)cos(v)  rsen(u)cos(v) —rsen(v)
= e1(—r*cos(u)sen®(v)) + ex(—r?sen(u)sen®(v)) + ez(—r*cos(v)sen(v))

= 7%(—cos(u)sen®(v), —sen(u)sen®(v), —cos(v)sen(v)).

X, x Xo|| = ||r*(—cos(u)sen®(v), —sen(u)sen?(v), —cos(v)sen(v))||

= r2sen(v).
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O vetor normal a X (u,v) é

r?(—cos(u)sen?(v), —sen(u)sen?(v), —cos(v)sen(v))

N(u,v) = r2sen(v)

= (—cos(u)sen(v), —sen(u)sen(v), —cos(v)).

Definicao 4.3.7. Seja X uma superficie regular e seja V' C S um conjunto aberto de X.

Chamamos a aplicacao N : V C X — R3 de campo diferencial de vetores normais.

Para alguns resultados que apresentaremos no decorrer do trabalho, é suficiente

a seguinte definicao de superficies regulares orientéveis.

Definicao 4.3.8. Dizemos que uma superficie regular X ¢é orientavel se ela admite um
campo diferenciavel de vetores normais e unitarios definido em toda a superficie. Ou seja,

existe uma aplicacao diferenciével e continua

N : X —>§?
p— N(p), Vpe X.

A escolha de N é uma escolha de orientacao para superficie e quando esta escolha foi feita

dizemos que a superficie X foi orientada.

Definigao 4.3.9 (Aplicagao de Gauss). Seja X C R? uma superficie com orientacao N.

O campo diferencial de vetores normais N : X — S? com
S* = {(v,y,2) €R® : 2® +y* + 2% = 1}

¢ chamada aplicacao de Gauss.

Figura 21: Aplicagao de Gauss

Nip)

Np)

Fonte: Autor (2024)
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De acorco com a figura [21}, a aplicacao de Gauss relaciona uma superficie regular
X, levando vetores p € X em vetores normais unitarios na esfera unitaria S de modo que

tenham origem no centro de S? e assim, formando um subconjunto da esfera unitéria.

4.4 Primeira Forma Fundamental

A primeira forma fundamental de uma superficie esta diretamente relacionada &
maneira de definirmos distancias sobre ela e como veremos as propriedades intrinsecas de
uma superficie sao aquelas que podem ser escritas univocamente como func¢ao da primeira

forma fundamental.

Definicao 4.4.1. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular, Vp € U,

a aplicacao

L. T,X—=R
w = Ty(w) = (w,w) = ||lw|*
¢ denominada primeira forma fundamental de X em p.

Notagao 4.4.2. Sejam X (u,v) uma superficie dada e p = (ug, v9) um ponto. Entdo, um

vetor w € T, X & da forma
w = aX,(ug, vo) + bX,(uo, vo),
onde a,b € R. Portanto
L(w) = a*(X,, X,) (ug, vo) + 2ab{ Xy, X,,) (ug, vo) + b (X, X, ) (10, vo)-
Usando a notagao

E(ug,v0) = (Xu, Xu)(uo,v0),
F(ug,v0) = (Xu, Xu)(ug, vo),
G(ug,v0) = (X, Xy)(uo,v0),

temos que
L(w) = a®E(ug, vo) + 2abF (ug, vo) + b*G (ug, vo).

Variando (u,v), temos fungoes E(u,v), F(u,v) e G(u,v) diferenciaveis, que sao

denominadas coeficientes da primeira forma fundamental.

Proposicao 4.4.3. Os coeficientes da primeira forma fundamental satisfazem as sequin-

tes propriedades:
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I E(u,v),G(u,v) >0,

£ F
F G

I = EG— F? =X, x X,|* > 0.

Prova. Pois

BE(u,v) = (X, xX,) = || X.*>0,
Gu,v) = (X, xX,) = || X,||*>>0.

ja que dX(,,) tem posto maximo; o mesmo argumento vale para uma seuperficie parame-

trizada. A ultima desigualdade segue da identidade vetorial
IV x W+ (v,w)? = |[V* W]

pois
EG — F2 - ”XquanHQ - <Xu7Xv>2 = HXU X XUH2 > O’

ja que X, e X, sao linearmente independentes. M

Exemplo 4.4.4 (Plano). Seja X (u,v) = pg + ua + vb, (u,v) € R? onde py € R?, e a, b

sao vetores ortonormais de R3. Entao, X, (u,v) = a e X,(u,v) = b.

Sao os coeficientes da primeira forma fundamental do plano.

Exemplo 4.4.5. A reparametrizacio do grafico da funcao f : U C R? — R pela aplicacao
X : U — R3, definida por X (u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € U. Entao, X,(u,v) = (1,0, f,)
e X,(u,v) =(0,1, f,).

E(u7v) = <Xu7XU> = 1+ (fu)Qa
F(u7 U) = <XU7XU> = fufv?
Gu,v) = (X, X,) = 14+ (f,)%

Sao os coeficientes da primeira forma fundamental da aplicagao X (u,v).

Exemplo 4.4.6. Considere a superficie

X(u,v) = (u,v,v* +u?), (u,v) € R?
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que descreve um paraboloide, onde

Xu(u,v) = (1,0,2u),
Xyp(u,v) = (0,1,2v),
Xuu(u,v) = (0,0,2),
Xu(u,0) = (0,0,0),
Xpw(u,v) = (0,0,2).

E(u,v) = (X, Xu) = 1+ 40,
F(u,v) = (X, X,) = 4uw,
Gu,v) = (X, X,) = 1442

Exemplo 4.4.7 (Superficie de revolugao). Considere a aplicagao
X(u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v))

do exemplo que representa uma superficie de revolucao, de modo que:

Xu(u,v) = (=f(v)sen(u), f(v)cos(u),0),
Xo(u,v) = (f'(v)cos(u), f'(v)sen(u), g'(v)).

Os coeficientes da primeira forma fundamental de uma superficie de revolucao sao:

Suponhhamos que a curva a(v) = (0, f(v), g(v)) geradora da superficie de revolugao esta

parametrizada por comprimento de arco, ou seja (f'(v))? + (¢'(v))? = 1. Entéao
Gu,v) = (X, Xo) = (f'(0)*+(d(v))* = 1.

Exemplo 4.4.8 (Cilindro). Considere a superficie de revolugao X (u, v) = (cos(u), sen(u), v),
(u,v) € R?, obitida pela rotagao de uma reta perpendicular ao plano zy em torno do eixo

z, que descreve um cilindro reto de raio 1. Ou seja f(v) =1 e g(v) =
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Pelo exemplo [4.4.7], os coeficiente da primeira forma fundamental do cilindro reto sao:

Observagao 4.4.9 (Comprimento de Curvas em Superficies). Dada uma curva regular
em uma superficie parametrizada regular a(t) = X (u(t), v(t)), o seu comprimento de arco

(a partir de um ponto inicial fixado em t = 0) é dado por

0= [ ool
Pela regra da cadeia,
/(t) = () Xa(u(t), 0(0)) + /()X (uft) (1),
e que
0 = [ ool
- [ Vewawa

_ /0 t VW)X, Xu) + 200" ( Xy, Xo) + (0)3(X,, X,) dt

s(t) = /0 VBT 2 G

Observacgdo 4.4.10 (Angulo entre vetores). Seja X : U € R?> — R® uma superficie
parametrizada regular, se w; e wy sdo vetores nao nulos tangentes a X em p = (u,v),

entao o angulo 0 < # < 7 formado por w; e wy é dado por

cosh = {wrwa) :
[y [[[fw2]]
Usameros o fato de (w; + wa, wy + we) = ||wy ||* + 2w, ws) + ||we]|* para expressar cosf

em termos da primeira forma fundamental. Portanto,

(w1, wa)
[[w [[Jw2]
(w1 4 wa, wy + wa) — [Jwy || — [Jws]|?
2|[w [|f[wa]
Ip(wy + wy) — Ip(wy) — Ip(wy)
2¢/1p(w1) Ly (w2) '

cost
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4.5 Area de Regides de Superficies

Definicao 4.5.1. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular e D C U
uma regiao de R?; tal que X restrita ao interior de D ¢ injetiva. A area da regiao X (D)

¢ dada por
AX (D)) = // | X (g, vo) X Xy (g, vo)l| dudv = // VEG — F?dudv,
D D

onde E, F' e GG sao os coeficientes da primeira forma fundamental de X.

Exemplo 4.5.2 (Area do Toro). O toro é a imagem do dominio do plano D = [0, 27] x

[0, 27] pela parametrizagao
X (u,v) = (R + rcos(v))cos(u), (R + rcos(v))sen(u), rsen(v)).
Notemos que, esta é uma parametrizagao como superficie de revolucao com

f(v) = R+rcos(v),
g(v) = rsen(v).

Pelo exemplo [4.4.7], os coeficientes da primeira forma fundamental desta parametrizacao

Sao

Portanto, a area do toro é

A = / \/ EG — F? dudv
0 Jo
= / \/ R + rcos(v))?r? dudv
2T ’
= / / r(R + rcos(v)) dudv
o Jo
= r/ / (R + rcos(v)) dudv
= 27r (R + rcos(v)) dv
0
= 2mr(Rv+ 7usen(v))v;(2)7r
A = 47*rR.
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4.6 Segunda Forma Fundamental

Definicao 4.6.1. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. Fixado
p = (ug,v9) € U, a segunda forma fundamental de X em p é a aplicacao 11, : T,X — R,
que para cada vetor w € T,X associa o nimero real II,(w) da seguinte forma: a(t) =
X (u(t),v(t)) é uma curva diferenciavel da superficie, tal que (u(to), v(tg)) = pe o (ty) = w,
entao definimos

I1,(w) = {a"(to), N (u, vo)),

onde N é o vetor normal a X.
Proposigao 4.6.2. A segunda forma fundamental 11,(w) ndo depende da curva escolhida.

Prova. Sejaw = aX,(ug, vo)+bX,(uo, vp), e consideremos uma curva a(t) = X (u(t), v(t))

tal que (u(to),v(to)) =pe d(ty) = w, isto é

(u(to), v(to)) = (uo, vo),  (u'(to), v'(t0)) = (a,b).

Como
o/ () = /() Xu(u(t), v(t)) + 0" (1) Xo(u(t), v(t))
a"(t) = () Xu(ut), v(t) + (' (t)* X (ult), v(t)) +
20’ (1)0 (1) X (u(t), v () + (V' (£))? Xy (u(t), v(t)) +
+0" () Xy (u(t), v(t)).
Temos que

Ip(w) = {a"(to), N(uo,v0))
= a*(Xuu, N)(ug, vo) + 2ab{ Xy, N) (g, v9) + b*(Xyy, N)(ug, vo),

onde essa ultima expressao nao depende da curva a. W

Notagao 4.6.3. Usando a notacao

e(ug,vo) = (Xuu, N)(uo, v0),
f(uo, Uo) = <qu> N>(U0, Uo);
g(u()’UO) = <X1IU’N><UU>UO>7
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em

I, (w) = a2<qu, N)(ug, vo) + 2ab{ Xy, N)(ug, vo) +
+b2<Xm); N> (Uo, UO)a

temos que
I,(w) = aze(uo, vo) + 2abf(ug, vo) + ng(uo, Vo).

Variando (u,v) temos fungdes diferenciaveis e(u,v), f(u,v), g(u,v) que sdo de-

nominadas coeficientes da segunda forma fundamental da superficie parametrizada X.

Observacao 4.6.4 (Matriz de Weingarten). Para simplificar a notagao, convencionare-
mos que todas as fungoes que aparecem abaixo indicam seus valores no ponto p.
Temos que o (t) = o' (t) X, (u(t),v(t)) + ' (t) X, (u(t), v(t)), entdo

N(t) = N(a(t)) = N(u(t),v(t)),
dN(a') = N'(W/'(t),v(y)) = Nyu' + N’

Como N,, N, € T, X, entao

N, = anX,+anX,,
N, = a2 X, + anX,.

Portanto,
dN(a') = Ny + Ny’
= (CLHXU + CLQle)U/ -+ (Clngu + CLQQXU)U/
Xu(auu' + (112’1},) + XU<(121U, + CLQQU/),
ou seja,

'U,/ ajlr Q12 u’
v 21 Q22 v

Se {X,, X, } formam uma base ortonormal, entdo a matriz (a;;), 4,7 = 1,2, chamada de
Matriz de Weingarten, é simétrica.
Vamos determinar os valores dos elementos da Matriz de Weingarten.

Temos que
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derivando as equacgoes em relacao a u e v, temos

<N, Xu)v - <Nv7Xu> + <N, Xuv> - 07
<Na Xv)u = <NuaXv> + <Na Xvu> = 07
<N; Xv)v = <NvaXv> + <N, va> = 07
Segue entao que
<NuaXu> = _<Naqu> = €
<NvaX’u>: _<N7Xuv>: _fa
<Nu7Xv>: _<N7Xvu>: _f7
<Nv7Xv> - _<N7 XUU> = -4,

Vamos obter agora os valores de a;; em termos dos coeficientes da primeira e da segunda

forma fundamental.

—e = (Ny, Xy) = (anXy +an Xy, Xy) = a11(Xy, Xu) + a21(X,, X,

—f=(Np, Xu) = (a12Xy + a22Xy, Xu) = a12(Xy, Xu) + a21(X,, X,

—f=(Nu, Xo) = (an Xy +an Xy, Xo) = ann( Xy, Xy) + a2

—g = (Ny, Xp) = (12X + 022Xy, Xy) = a12(Xo, Xo) + a22( Xy, Xoy) = a12F + a2G

Expressando os resultados acima em forma matricial, obtemos
E F a;pr Q12 . € f
F G 1 a2 Iy '
~1
ap a2 E F e f
az1 A2 F G fg)
-1
E F B 1 G -—-F
F G)] EG-F*\-F E )’

temos que a Matriz de Weingarten é dada por

Logo,

Como,

fF—eG gF— fG
ai;p Q2 o 1 fF—eG gF—fG . EG—FQ EG-FQ
4y azn) EG—F2\¢F—fE fF—gE eF — fE fF—gE
EG - F? EG— F?
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Exemplo 4.6.5. A reparametrizacio do grafico da funcio f : U € R?2 — R pela aplicacio
X : U — R3, definida por X (u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € U. Vimos no exemplo m

que os coeficientes da primeira forma fundamental sao

Blu,v) = (X, X,) = 1+ (f.)2
F(u,v) = <Xu>Xv> = fufvv
Glu,v) = (X0, X)) = 1+ (f)%

Como,
XU(U7U) = (1707 fu)’ XU(U,U) = (0717fv)7 XUU(U7U) = (9707ZUU)7
Xoo(u,v) = (0,0, fuo);, Xuw(u,v) = (0,0,0), N(u,v) = <~_f“’ _f D :
VU2 (R 1
temos que os coeficientes da segunda forma fundamental de X em p = (u,v) sdo
e(uv) = i S ~ |
VU2 (R +1
f(uv U) = 0,
g(u,v) = - Jo = .
VU2 (R +1

Consideremos w = aX,(u,v) +bX,(u,v) € T,X, segue que a segunda forma fundamental

da superficie X é dada por

(w) = a*(Xyu, N)(u,v) + 2ab{ Xy, N) (1, ) + b*( Xy, N)(u, v)
a2f~uu 2ab- 0 bzfvv
~ ~ + ~ ~ + ~ ~
V2GR 1 JER+ER 1 )2+ ()2 +1
e s
V2 ()21

I, (w) =

Exemplo 4.6.6. Considere a superficie X (u,v) = (u, v, v*>+u?), (u,v) € R?, que descreve

um paraboloide, onde

Xu(u,v) = (1,0, 2u), Xp(u,v) = (0,1, 20), Xyu(u,v) =(0,0,2),

(—2u, —2v,1)
Xuv ) - 07 070 s va ) - 07072 ) N s = )
(=000 =000, Nww= R

7 g(u,v) = :
VAau? + 402 + 1 VAu? + 402 + 1

Consideremos w = a X, (u,v) +bX,(u,v) € T,X, segue que a segunda forma fundamental

f(u7 U) = <Xuv’ N}(u,v) =0,

e(u,v) =
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da superficie X é dada por

I1,(w) = a®*{Xyu, N)(u,v) + 2ab{ Xy, N)(u,v) + b*( Xy, N)(u, v)

2a> 2b?
= +0+
du? + 402 + 1 du? + 40?2 + 1
2a% + 2b?
Iy(w) = 4u? + 402 +1

Exemplo 4.6.7. Considere a aplicacao

X(u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v))

do exemplo que representa uma superficie de revolucao. Vimos no exemplo

que,

Xu(u,v) = (=f(v)sen(u), f(v)cos(u),0),
Xo(u,v) = (f'(v)cos(u), f'(v)sen(u), g'(v)),

e que os coeficientes da primeira forma fundamental de uma superficie de revolucao sao

Calculando as derivadas de X, (u,v) e X, (u,v) em relagdo a u e v, obtemos

Xuw(u,0) = (=f(v)cos(u), = f(v)sen(u),0),
Xuw(u,v) = (=f'(v)sen(u), f'(v)cos(u),0),
Xow(u,v) = (f"(v)cos(u), f"(v)sen(u), g" (v))-

Cauluando o vetor unitario normal ao plano tangente 7, X, temos

(g'(v)cos(u), g'(v)sen(u), — f'(v))

V()2 + (g (v))?
Segue entao, que os coeficientes da segunda forma fundamental da superficie X sao

—f(w)g'(v)
V)2 + (g (v)?
flu,v) = (Xyp, NY(u,v) = 0,
f'(v)g'(v) = f(v)g"(v)

V()2 + (g (v))?

N(u,v) =

e(u,v) = ( Xy, N)(u,v) =

g(u,’u) = <XW,N>(U,U) =
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Consideremos w = aX,(u,v) +bX,(u,v) € T,X, segue que a segunda forma fundamental

da superficie X é dada por
IL(w) = a®*{Xyu, N)(u,v) + 2ab{ Xy, N)(u,v) + b*( Xy, N)(u,v)

I () (O N

V() + (g'(v)) V() + (g(v))?

)~ W) B ) ) — 0 0)
IR+ (7))

Suponhhamos que a curva a(v) = (0, f(v), g(v)) geradora da superficie de revolugao estéa

parametrizada por comprimento de arco, ou seja (f'(v))* + (¢'(v))? = 1. Entao

= —f(v)g'(v),
— 07

4.7 Curvatura Normal

Definigao 4.7.1. Seja X : U C R? — R3, (u,v) € U, uma superficie parametrizada
regular. Fixado p = (ug,v9), a fun¢do curvatura normal em p é uma aplicagdo k,

T,X — {0} — R que, para cada vetor w € T,,X nao nulo, associa

Observamos que, se w é um vetor unitario de 7, X, entao K,(w) = II,(w). De fato,

]]p(ﬂ))
Iy(w)
[[p('w)
(w, w)
I]p(’w)
[w]]?

IIP(UJ)

kn(w) =
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Pela defini¢ao [4.6.1], temos
kn(w) = (" (to), N (ug, vo)).

Proposicao 4.7.2. Sejam S C R?, uma superficie reqular e o : I — S, uma curva reqular
em S parametrizada pelo comprimento de arco passando pelo ponto p € S.

Sejam 11, a segunda forma fundamental de S em p, N o vetor normal unitdrio a S em p
e n o vetor normal unitario a o em p. Se k € a curvatura da curva o em p, a curvatura

normal k, de o em p € definida por
k, = k{n, N).
Prova. Como o« é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco, temos

que

Usando as formulas de Frenet em k,, = (o, N), obtemos

k, = (' ,N)=(kn,N)
k, = k{n,N). R

Proposigao 4.7.3. Se w € T,X e w # 0, entio k,(Aw) = k,(w) para todo nimero real
A # 0.

Prova. Seja w = aX,(ug, vo) + bX,(ug, vo), onde (a,b) # (0,0). Denotamos eq, fo e go 08

coeficientes da segunda forma fundamental em (ug, vg), temos

IT,(Mw)  Na’ey + 2X%abfo + A*b%go

kndw) = T o) N2 (w, w)
A2(a%eq + 2abfo + 2b%gy)  a’eq + 2abfy + 2bgo
B A2 (w, w) - (w,w)
_ 11,(w)
Iy (w)

k() = kp(w). W

Como consequéncia da proposigao 4.7.3, podemos falar na curvatura normal em

p segundo uma dire¢ao tangente a superficie.

Proposicao 4.7.4. Seja w um vetor unitdrio de T,X e a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva

reqular da superficie, parametrizada pelo comprimento de arco, tal que (u(to),v(ty)) = p
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e o (ty) = w. Se a curvatura de o em to, k(ty) # 0, entdo
kn(w) = K(to)cosh.

Onde § ¢ o dngulo formado pelos vetores n(ty) e N(u(ty),v(ty)) (ver figura[23).

Figura 22: Angulo formado por n(ty) e N(u(ty), v(to)).

Fonte: Autor (2024)

Prova. Como « é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco, I,(w) =

(w,w) = ||w||* = 1, segue entao

kn(w) = I(w)

Observacao 4.7.5. Podemos notar que k, é o comprimento da projecao do vetor o’
sobre a normal a superficie em p, com sinal dado pela orientagcao N de X em p. Como
k, d& a componente do vetor curvatura o’ de « segundo a normal N & superficie, se
esses vetores forem colineares, isto €, se a normal principal & curva « no instante ¢ tiver
a direcao normal a superficie em «, entao o valor absoluto de k,, é igual a curvatura de «

nesse ponto.

Definigao 4.7.6 (Segao Normal). A se¢do normal da superficie determinada por w é
a curva obtida pela inters¢do do trago de X(u,v), para (u,v) suficientemente proxi-

mos de (ug,vp), com o plano que passa por X (ug,vy) ortogonal a w x N(ug,vy), onde

n(to) = £N (ug, vo) (ver figura [23).
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Figura 23: Se¢ao Normal.

Secdo normal

Fonte: Autor (2024)

Proposigao 4.7.7. Se w é um vetor unitdrio tangente a superficie em p, entao ||k,(w)||

é igual a curvatura da se¢cao normal em p determinada por w. Ou seja,
kn(w) = 11,(w) = £k(to).

Prova. Sejam X (u,v) C R3 p = (u,v) € R? uma superficie regular e a(t) = (u(t), v(t))
uma curva regular da superficie, parametrizada pelo comprimento de arco. Dado um vetor

unitario w € T, X, a se¢do normal ¢é o trago da curva regular plana definida por «(t), tal

que (u(to),v(to)) = (ug, vo) € &/ (ty) = w.
Se k(to) = 0, isto é o’ (ty) = 0, entao

kn(w) = pr(’w)
= r(to)(n(te), N(u(ty),v(to)))
= 0-{(n(to), N(u(te),v(to)))
= 0.
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Se k(tp) > 0, entdo

kn(w) = Ily(w)
= #(to){n(to), N(u(to),v(t)))
= K(to)(£N (ulto), v(to)), N(ulto), v(to)))
= k(to) - (£1)
= =k(to).

Portanto, k,(w) = I1,(w) = £k(t;). W

Exemplo 4.7.8. Considere X (u,v) = (rcos(u),rsen(u),v),r > 0, (u,v) € R? uma su-

perficie que descreve o cilindro circular.

Xy, = (—rsen(u),rcos(u),0),
v = (Oa 0, 1)7
Xuww = (—rcos(u),—rsen(u),0),
va - (07 07 0)7
Xuv = (Oa 07 0)7
X, X X, B
N(u,v) = m(u, v) = (cos(u), sen(u), 0).

Os corficientes da primeira forma fundamental e da segunda forma fundamental de X (u, v)

em p = (u,v) sao

Se w = aX,+bX, = (—arsen(u), arcos(u), b) é¢ um vetor tangente a X (u,v) em p = (u,v),

entao

L(w) = |[(—arsen(u),arcos(u),b)|?

= a*r?+ b2,

IL(w) = a*f +2abf + bg
= —a*r+2ab-0+0b*-0

= —ad’r

Para um vetor w nao nulo, a curvatural normal da supreficie X (u,v) é dada por

CLZT

Fin(w) = Ca2r? b2
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Analisaremos os casos.
k,(w) <0, a igualdade ocorre quando a = 0 e b # 0.
Caso 1. Se a =0 e b # 0, temos

0%r
kn(w) = — =
(W) =~
Caso 2. Se a # 0 e b =0, temos
a’r a’r 1
kn = — = — = ——.
(w) ar? + 02 a?r? r
Caso 3. Se a # 0 e b # 0, observamos que
a’r
binw) = a2 4 b2 <0,
além disso,
a’r a’r 1
kn(w) = — > — = ——.
(w) ar? + b? a?r? r

Observando os trés casos analisados, concluimos que —% < kp(w) < 0. Portanto a fungao

k, admite um maximo e um minimo nas dire¢oes de X, e X, respectivamente.

4.8 Curvaturas Principais, GGaussiana e Média

No exemplo [4.7.8] obtivemos explicitamente a funcao curvatura normal e veri-
ficamos que essa fungao admitia um maximo e um minimo. Veremos a seguir que os
valores maximo e minimo da fungao curvatura normal em um ponto p serao chamados de

curvaturas principais.

Proposicao 4.8.1. Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada regular e k, a fun¢ao
curvatura normal de X em p = (ug,vg). Entao, existem vetores unitdrios e ortogonais
wy,wy € T,X tais que ky = kp(w1) e ky = ky(wz) sao os valores mdzimo e minimo da

fungao k,.

Prova. Se k, ¢ uma funcao constante, entao quaisquer dois vetores unitarios e ortogonais
de T}, X satisfazem a condicao da proposigao. Suponha que &, nao ¢ constante. Considere
a funcéo k, : R? — {(0,0)} — R definida por

kn(a,b) = kn(aXu(p) + bXo(p)), (a,0) # (0,0),

isto é,
~ a’ey + 2abfy + b*go
kn<aa b) = )
CL2E0 + 2(1ng + b2G(]
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onde Fy, Iy, Gy, e, fo € go sao, respectivamente, os coeficientes da primeira e segunda
forma fundamental da superficie X no ponto p = (ug,vp). A funcéo k,(a,b) é diferenciavel
ja que (a,b) # (0,0). Além disso, para todo A # 0, /;:n()\a, Ab) = /;’n(a, b). Portanto, para
obter os valores minimo e maximo da funcao /;, basta restringir k, & circunferéncia C' de
R de raio 1 dada por a®> 4 b*> = 1. Como k, é continua, entio existem pontos (aj,b;) e
(ag,be) de C tais que

ki = kn(ag,by), kg = kn(as, by), (4.8.1)

sao, respectivamente, o minimo e o maximo da fungao /%n restrita a C. Portanto,
ke < ky(a,b) < ko,

para todo (a,b) € R?\{(0,0)}. Além disso, como k, nio é constante, k; < k.

Consideremos agora os vetores de 1, X

U~]1 - alXu(p)+b1XU(p);
QDQ = agXu(p)+b2XU(p)

Pela propia definicao de k,, temos que, para todo w € T,X\{(0,0)},

Vamos provar que w; e Wy sdo vetores ortogonais. Como (aq,b1) e (az,b2) dao o minimo
e o maximo da funcao k,, entao as derivadas parciais de k, sao nulas nesses pontos.
Calculando essas derivadas parciais e usando as expressoes de [4.8.1] obtemos as seguintes

expressoes

(eo — kiEo)ar + (fo — kifp)br =0,
(eo — k2Eo)az + (fo — kakp)ba =0,
(fo = kiFo)ar + (9o — k1Go)br =0,
(fo—k2Fp)az + (g0 — k2Go)ba = 0.

Suponha aq, as, by e by nao nulos, entao

[(e0 — k1Eo)ar + (fo — k1Fo)bilaa — [(e0 — k2Eo)az + (fo — kalo)balar = 0
anlag(kg — kl) -+ fg(b1a2 — bgal) + Fobgalkg — F()bl(lel = O,(482)
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[(fo = k1Fo)ar + (g0 — k1Go)bilba — [(fo — k2Fo)as + (g0 — k2Go)ba]br = 0
fg(b2a1 — blag) + F()bl(lgk’g - Fobg(llk’l + nglbg(kg - k‘1> 07(483)

somando as equacoes e 4.8.3, obtemos
(Eoaras + Gobiby + Fobsay + Fobiag) (ke — k1) = 0.
Dai,

(Eoaias + Gobibe + Foboay + Fobias) (ko — k1) = 0
(1, We)(ky — k1) = 0.

Como ky # ki, concluimos que (wy, ws) = 0, logo w1, Wy sao ortogonais.
De modo anélogo, prova-se que w; e wsy sao ortogonais quando algum dos nimeros aq, as,

b1, by se anula. Normalizando w0, e w,, temos

e como k,(Aw) = k,(w),VA # 0, concluimos que w; e wy satisfazem as condigoes da
proposicao [£.8.1 N

Definigao 4.8.2 (Curvaturas Principais). As curvaturas principais de X em p sdo a

curvatura normal maxima k; e a curvatura normal minima ks definidas na proposicao

48T

Definig¢ao 4.8.3 (Curvatura Gaussiana). O produto das curvaturas principais, denotado

por K(p) = kiks é chamado de curvatura gaussiana de X em p.

Definigao 4.8.4 (Curvatura Média). A semisoma das curvaturas principais, denotada

ki +k
por 1) = F 2

é chamado de curvatura média de X em p.

Observagao 4.8.5. As curvaturas principais de X em p sao solugbes da equacao
z® — 2H (p)z + K (p) = 0.
Exemplo 4.8.6. Considere a superficie
X (u,v) = (asen(v)cos(u), asen(v)sen(u),acos(v)), a >0, u e R, 0 <v <,

que descreve a esfera de raio a.
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Pelo exemplo 4.3.6, temos que
N(u,v) = (—cos(u)sen(v), —sen(u)sen(v), —cos(v)).

Como,

X. = (—asen(v)sen(u),asen(v)cos(u),0),

X, = (acos(v)cos(u),acos(v)sen(u), —asen(v)),
Xuw = (—acos(v)sen(u),acos(v)cos(u),0),

Xuww = (—asen(v)cos(u), —asen(v)sen(u),0),

Xpw = (—asen(v)cos(u),—asen(v)sen(u), —acos(v)).

Os coeficientes da primeira forma fundamental e segunda forma fundamental sao:

E(u,v) = a*sen*(v), F(u,v) =0, G(u,v)=a?

e(u,v) = asen®*(v), f(u,v) =0, g(u,v)=a.
Portanto, se w = ¢X, + dX, é um vetor tangente a X em p = (u,v), entdo
L(w) = d*c®sen*(v) + a*d?,
II(w) = ac’sen’v + ad’.
Logo, para um vetor w nao nulo a curvatura normal é constante e definida por

ko (10) ac’sen*v + ad? 1
a(w) = =-.
a’c?sen®(v) + a?d?>  a

E as curvaturas gaussiana e média sao

1
1
H = —>0.
() - >

Proposigao 4.8.7 (Formula de Euler). Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada re-
gular, p = (ug, vo), k1, k2 as curvaturas principais de X em p e wy, wy 0s vetores principais

em p. Para todo vetor w € T, X tal que ||w| =1, se w = cos(f) - wy + sen(d) - wo, entao

kn(w) = kicos?(0) + kasen®(0).
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Prova. Consideremos

w; = s Xyu(p) + 0 Xo(p),
wy = agXy(p) + b2 Xv(p),

tais que ky = ky(w1) < ky(wy) = ke, Como w = cos(0)w, + sen(f)w,, temos que
w = (cos(f)ay + sen(f)az) X, + (cos(0)by + sen(0)bs) X,.
Portanto,

kn(w) = (cos(8)a; + sen(f)az)’eq + 2(cos(0)ay + sen(0)ay)(cos(0)by + sen(0)bs) fo
+(cos(0)by + sen(0)b2)*go,

onde eq, fo, go sao os coeficientes da segunda forma quadrética de X em p. Desenvolvendo

a expressao acima, obtemos que
kn(w) = cos®(0)ky + sen®(0)ky 4 2(aiazeq + (a1by + aghy) fo + bibago)sen(6)cos(6).

Consideremos A = (ajaseq + (a1bg + asby) fo + b1b2go), € provaremos que A é nulo. Como

kn(w) < ko, temos que para todo 6,
cos® (0)k; + sen®(0)kq + 2Asen(0)cos(0) < ky = kysen?(0) + kycos*(0).

Logo,
cos®(0)(ky — k1) — 2Asen(0)cos(6) > 0.

Portanto, para todo 6 # g, temos que
cos*(0) (ks — k1) 2Asen(0)cos(0)

cos?(0) cos®(0) -
(ks — k) — 241g(0) > 0

0

v

Suponhamos que A # 0. Se A > 0, entao existe § = g—/\, para A suficientemente pequeno
tal que 2Atg(6) > ko — k1, um absurdo, pois acabamos de verificar que 2Atg(0) < ko — k.

v
Analogamente, se A < 0, entao existe 6 = 5 -+ )\, para A suficientemente pequeno tal que
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2Atg(0) > ks — ky, novamente um absurdo. Concluimos que A = 0. Portanto

kn(w) = cos?(0)ky + sen®(0)ky + 2(ajageq + (arby + aghy) fo + bibago)sen(8)cos(6)
= cos*(0)k1 + sen*(0)ky + 2Asen(6)cos(0)
kn(w) = cos?*(0)ky + sen®(0)ky,. W

Proposicao 4.8.8. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular. Se p = (ug, ),

entao

eoGo — 2foFo + Eogo

) 2(EoGo — F§)
€0do — fg
K —_—
(p) EOGO _ F02

Prova. Suponhamos que ky é uma curvatura principal em p = (ug, vg) na diregao wy =
aoXyu(p) + boX,(p), entdo pela defini¢ao ko € o valor minimo ou méaximo da fungao
curvatura k,, ou seja

ageo + 2aobo fo + bigo

= = X X - RQ
ko k‘n(ao,bo) k‘n(ao u(p)+bo u(p)) a%Eo—l—Q(zoboFo+b(2)G0’(a0’b0)e \{(070)},

calculando as derivadas parciais dessa tltima expressao, obtemos o sistema

(60 - koEO)@O + (fo - koFo)bo =0,
(fO - kOFO)OJO + (90 - koG())bo =0.

Como (ag, by) é uma solugao nao trivial do sistema, segue que o determinante

eo — koo fo — koFo

Jo—koFo  go — koGo
eogo — eokoGo — gokoEo + ki EoGo — fo + 2fokoFy — kiFy = 0
k§(EoGo — Ff) — (e0Go — 2 foFo + Eogo)ko + €ogo — f5 = 0.

Pela proposi¢ao FEyGo — F? > 0, segue entao que

o eoGo — 2foFy + Epgo eogo — f5
ks — 5 ko + 5 = 0.
Ou seja, ky satisfaz a equagao
2 eoGo — 2 foFo + Eogox L oo — s _0

(EoGo — F?) EoGo — F?

Pela relagao entre os coeficientes de uma equacgao do segundo grau e as raizes da equagao,
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concluimos que

eoGo — 2 fo v + Eogo
2(EyGo — FE)

€090 —f02
K(p) = 20" J g
9 EoGo — F2

Exemplo 4.8.9. Considere a superficie X (u,v) = (u,v,v* + u?), (u,v) € R? que des-
creve um paraboloide, pelo exemplo os coeficientes da primeira e segunda forma

fundamental de X em p sao

E(u,v) =1+ 4u?, F(u,v) = 4uv, G(u,v) = 1+ 402,
2 2

e(u,v) = , u,v) =0, U, V) = .
)= Ao /Y 900 = ey a0

Pela proposigao a curvatura gaussiana e a curvatura média de X em p = (u,v) séo

4
K(p) —
2 (1 + 4u? + 402)?’
1+ 2u? 4+ 20
H(p) =

(1+ 4u? + 40?2

Proposicao 4.8.10. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular. Um vetor néo
nulo w = agX,(p) + boX,(p) tangente a X em p = (ug,vy) € uma dire¢iao principal de

curvatura principal ko se, e so se, ag, by satisfazem o sistema de equagoes

(eo — koEo)ao + (fo — koFo)by =0,

4.8.4
(fo — koFo)ag + (9o — koGo)by =0. ( )

Prova. Se w é uma dire¢ao principal e ky = k,(w) é uma curvatura principal, entdo ja
vimos na demonstracao da proposi¢ao [4.8.7 que o sistema de equagoes ([4.8.4) se verifica.
Reciprocamente, se ag, by satisfazem o sistema de equagoes (4.8.4)), entdao, como

(ag, bo) ¢ uma solugao nao trivial do sistema (4.8.4)),

eo — koL fo — kol _
fo—koFo g0 — koGo

Pela demosntracao da proposicao [4.8.8) concluimos que ky € uma curvatura prin-
cipal. Provaremos agora que w é uma direcao principal.

Suponhamos que ag e by sao nao nulos. Manipulando as equacoes do sistema
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{53, temos

((eo — koEo)ao + (fo — koFo)bo) -ag = 0-ag
(60 — k‘oE@)CLg + (f[) - koFg)aobO = 0
eoas — koEoag + foaoby — koFoagby = 0,

((fo — koFo)ao + (g0 — koGo)bo) - by = 0-bg
(fo — koFo)aobo + (90 — koGo)bg = 0
foaobo — koFoaobo + gobs — koGobg = 0.

Somando as equagoes (4.8.5)) e (4.8.6), obtemos

eoag + 2 foaobo + gob?) - kO(Eﬁa?) + 2Fpagbo + Gobg) =0

€0a(2) + 2f0a0b0 + 905(2) = ]C()(EQCL(Q) + 2F06L0b0 + Gobg)
eoag + 2 foaobo + gobg

k = kp(w).
0 an% -+ QFOCL()bO —+ ng% (w)

Se ag = 0, segue da equagao (4.8.6) que

foaobo — koFoaobo + gobg — koGobg = 0
fo+0-by—koFy-0-by+ goby — koGobj = 0
gobs — koGoby = 0

gobﬁ = koGobS

905(2) .

k pu—
0 Gob?

De forma anéloga, se by = 0, entao

60&8

ko = kn((ap,0)) = :
0= hul(a0.0) =

Portanto, em todos os casos, kg = k,(w). W

4.9 Classificacao dos Pontos de uma Superficie

= kn((0,bo)).

(4.8.5)

(4.8.6)

Defini¢ao 4.9.1. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Dizemos que p =

(u,v) é um ponto
(a) eliptico se K(p) > 0.

(b) hiperbolico se K (p) < 0.
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(c) parabolico se K(p) =0 e H(p) # 0.
(d) planar se K(p) =0e H(p) =0.
Exemplo 4.9.2. Considere a superficie
X(u,v) = (u,v,v* +u?), (u,v) € R?
que descreve um paraboloide, vimos no exemplo [£.8.9 que a curvatura gaussiana de X em
p = (u,v) é dada por

4
(14 4u? + 40?)

K(p) =

5 >0,Vp e R?.

Portanto, todos os pontos de X (u,v) sao eliticos.

Exemplo 4.9.3. Consideremos o paraboloide hiperboélico descrito por
X(u,v) = (u,v,v* —u?), (u,v) € R?

Sendo f(u,v) = v®—u?, temos X,(0,0) = (1,0,0) e X,(0,0) = (0,1, 0), logo os coeficientes

da primeira forma fundamental de X em p = (0,0) s@o

E(0,0) = ((1,0,0),(1,0,0)) = 1,
F(0,0) = {((1,0,0),(0,1,0)) = 0,
G(0,0) = ((0,1,0),(0,1,0)) = 1.

Como, X,u(0,0) = (0,0,-2), X,u(0,0) = (0,0,2), Xu(0,0) = (0,0,0) e N(0,0) =
(0,0,1), os coeficientes da segunda forma fundamental de X em p = (0,0), s@o

e(0,0) = ((0,0,—2),(0,0,1)) = —2,

f(0,0) = ¢((0,0,0),(0,0,1)) =0,

g(0,0) = ((0,0,2),(0,0,1)) = 2.

Segue da proposicao que

—2-2-—0?

Portanto p = (0,0) é um ponto hiperbélico.

Exemplo 4.9.4. Considere a superficie X (u,v) = (rcos(u), rsen(u),v), r>0, (u,v) € R?
que descreve um cilindro reto de raio r.

Pelo exemplo os coeficientes da primeira forma fundamental e da segunda forma
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fundamental de X em p = (u,v), sdo

E(u,v) =71* F(u,v) =0, G(u,v)=1,
e(u,v) = —r, f(u,v) =0, g(u,v)=0.

Segue da proposicao que

Portanto, todos os pontos de X (u,v) sao parabolicos.

Exemplo 4.9.5 (Sela de Macaco). Considere a superficie X (u,v) = (u, v, v3—3uv?), (u,v) €

R?, que descreve a superficie chamada sela de macaco (ver figura [24)).

Figura 24: Sela de macaco.

Fonte: Autor (2024)

Sendo f (u,v) = v — 3uv?, pelo exmplo os coeficientes da primeira e segunda forma
fundamental de X em p = (0,0) s@o

E0,0) = 1+ (fu)?=1-3-0*=1,
F(()?O) = fufv:9(0'03_04):05
G0,0)= = 1+ (f,)?=14+3-02-3-0-0=1,
e(0,0) = . f““~ =0,
V2 ()2 41
f(0,0) =0,
9(0,0) = Jun —6-0—3-0=0.

V2 ()2 41
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Pela proposigao 4.8.8] temos que H(0,0) =0 e K(p) = 0. Portanto p = (0,0) é um ponto

planar.

Exemplo 4.9.6 (Toro). Considere a superficie X (u,v) = ((a + rcos(u))cos(v), (a +
rcos(u))sen(v), rsen(u)), (u,v) € R? onde 0 < r < a, que descreve o toro.
Consideremos f(u) = a+rcos(u) e g(u) = rsen(u), entao X (u,v) = (f(u)cos(v), f(u)sen(v), g(u)).

Segue que
Xu(u,0) = (f'(u)cos(v), f'(u)sen(v), g'(u)),
Xo(u,v) = (=f(u)sen(v), f(u)cos(v),0),
Xuw(u,v) = (f"(u)cos(v), f"(u)sen(v), g"(u))
Xuw(u,v) = (—=f'(u)sen(v), f'(u)cos(v),0),
Xpw(u,v) = (—=f(u)cos(v), —f(u)sen(v),0),
(—g'(u)cos(v), —g'(u)sen(v), f'(u))

N(u,v

) V(' ()? + (g (u))?

X em p = (u,v) sao

E(u,v) = (X, Xu) = ()" + (4'())?

F(uvv) = <Xu:Xv> =0,

Gu,v) = (X, Xo) = (f(u))’

) = (o) = T~ g

(f'(w)? + (g'(u))?
f(u’v) = <XuvaN> =0
f(u)g'(u)
u,v) = (X, N)=
s = e = R
Como f'(u) = —rsen(u), f"(u) = —rcos(u), ¢'(u) = rcos(u) e ¢"(u) = —rsen(u), temos

E(u,v) = (f'(u)*+ (¢ (u)?* = r’sen*(u) + r’cos*(u) = r*
F(u,v) = 0,

= (f(u)* = (a +rcos(u)),
(u

)
)
)
u,v) = )" (u) — f"(u)g (U)_ r2sen®(u) + r’cos?(u) :T—2:7~7
)
)

(f(@)*+ (g W) risen’(u) +r2cos*(u) 7

_ fu)g'(u) _ (atrcos(u)) - reos(u) _ (a + rcos(u)) - cos(u).

V(W) + (g (w))? r

Pela proposigao a curvatura média e a curvatura gaussiana do toro em p = (u,v)
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sao dadas pelas expressoes

_ eG=2fF+Eg  a+2rcos(u) 1 cos(u)
Hp) = 2(EG — F2)  2r(a+rcos(u))  2r * 2(a + rcos(u))’
eg—f* cos(u)

EG —F?2  r(a+rcos(u))
Concluimos que

I. Se —g <u< g, entao K(p) > 0, logo p é eliptico.
II. Seu= —g ouu = g, entdo H(p) # 0 e K(p) = 0, logo p é parabdlico.
T 3T - J -
ITI. Se B <u< - entdo K(p) < 0, logo p é hiperbolico.

Figura 25: Curvatura Gaussiana no toro.

Eixn de ratacdo

F 3

K0 E =0

G eratriz =D E=0
k=0

Fonte: (NUNES, 2010, p.70)

Exemplo 4.9.7 (Pseudoesfera). seja a > 0. A parametrizagao principal de Chebyshev

de uma pseudoesfera de raio a é a aplicacao de R? em R?® dada por

acos(v) asen(v)

X(u,v) = <cosh o) coshay 1 tgh(u))).

Conseideremos f(u) = COSZ(U) = asech(u) e g(u) = a(u — tgh(u)), entao

X(u,v) = (f(u)cos(v), f(u)sen(v), g(u)).
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Pelo exemplo |4.9.6, temos

Buv) = (X Xu) = (/') + (¢ ()2,

Fluw) = (X0 X,) =0,

Gluw) = (X X,) = (f(u)?,

) = (K ) = L0080~ )
T2+ (W)

f(u,v) = <Xuv7N>_O7
f(u)g' (u)

u,v) = (X, N)=
o) = e N = T Wy

Como

f'(u) = —a-sech(u)-tgh(u),

f"(u) = a-sech(u)-tgh*(u) — a- sech®(u),
(u)
()

/

9

"
(%

u) = a—a-sech*(u) =a-tgh*(u),

g = 2a-sech®(u) - tgh(u),

os coeficientes da primeira forma fundamental e segunda forma fundamental de X em

p = (u,v) sdo

E(u,v) = (f'(0)*+(¢'(u)* = a’tgh*(u),
F(u,v) = 0,
G(u,v) = (f(v))? = a*sech?(u),
o T g
o )t )P ) o)
f(uv U) = 0,
u,v) = J(wgw) = a- sech(u) - tgh(u).
Y ()T )t

Pela proposigao [4.8.8 a curvatura média e a curvatura gaussiana da pseudoesfera em

p = (u,v) sdo dadas pelas expressoes

eG—2fF+ Eg 1 — 2sech®(u)
H(p) = = ,
2(EG — F?) 2a - sech(u) - tgh(u)
eqg — f? 1
K = = =——.
W = ge-p- @
1 - . .
Como K(p) = —— < 0, concluimos pela defini¢ao 4.9.1f que p ¢ um ponto hiperbolico.
a
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Capitulo 5

(Geometria Intrinseca das Superficies

5.1 Isometrias

Pelos exemplos e os coeficientes da primeira forma fundamental do
plano e do cilindro sao os mesmos. Isso ocorre porque existe uma aplicacao, entre essas
duas superficies, que se trata de um difeomorfismo especial, como veremos em seguida.
Um difeomorfismo f : S; — Sy é uma bijecao diferenciavel cuja inversa f=! : Sy — 5;

também é diferencidvel.

Definicao 5.1.1. Uma aplicacao ¢ : S; — Sy € uma isometria se ¢ é um difeomor-
fismo e para todo ponto p € S; e todos os pares wq,wy € T,S; temos (wy,ws), =
(dop(wr), dep(w2)) ). Diz-se que as superficies Sy e Sy sao isométricas.

Em outras palavras, ¢ é uma isometria se a diferencial dy preserva o produto interno:

Iy(w) = (dpy(w), dop(w))p(p) = Lo (dp(w)),  Vw € T,5.

De outra forma

(depp(wr), dpp(w2)) () = (w1, w2)p.

Definicao 5.1.2. Uma aplicacao ¢ : V; C 5 — 95 definida na vizinhanga V; de p, com
p € Si, é uma isometria local em p se 3V, vizinhanga de ¢(p) € Sy tal que p : Vi — V;
seja isometria. Se Vp € S; for possivel estabelecer uma isometria local, entao S7 e Sy sao

locamente isométricas.

Exemplo 5.1.3. Seja um plano definido por X (u, v) = pg+uw; +vws € um cilindro dado
por X (u,v) = (cos(u), sen(u),v) com U = {(u,v) € R? : 0 < u < 27, —00 < v < 00}.
Vamos mostrar que ¢ : X o X' : X(U) — X(U) é uma isometria.

Temos que X, = w; e X, = wy. Pelo exemplo [.4.4] os coeficientes da primeira forma
fundamental sdo F =1, F = 0 e G = 1. Temos também que X, = (—sen(u), cos(v),0)
e X, = (0,0,1). Pelo exemplo os coeficientes da primeira forma fundamental sao

78



E=1,F=0eG=1.
Sejam um ponto p € X (U), os vetores vy, vy € T,X(U) e py = (up, vo). Logo,

v = vIX,+ 02X, = dX(ug,vo)(vy,v}),
vy = viX, +v3X, = dX(ug,vo)(vy,v3).

E do(p) = dX (X (p))dX~*(p) = dX (uo,v0)dX " (p). Entéio

do(p)(v1) = dX(ug,vo)(v],0v}) = vi Xy + 07Xy,
d@(ﬁ)(%) = dX(UO,UO)(U%,Ug) = U%Xu + Ung-

Segue entao que

(v%f(u + vff(v, v%Xu + v%fﬂ)
U%U%<Xu7XU> + U}U§<XU>XU>
(X, Xo)

L) (dep(p)(v1), dp(p)(va))

+ v%v%(f(v,)@) + vl

1,1 2,2
V1 Vy + V] V5.

Por outro lado,

L(vi,v9) = (01X, + 07X, 03X, +v5X,)
= vjva( Xy, Xo) + 0103 ( Xy, X)) + 0705( Xy, Xo) + v1v3 (X, X))

_ 1,1 2,2
= VV; + v7v;.

Observe que L, (de(p)(v1), de(p)(ve)) = Ip(v1,v2), logo o plano ¢ localmente isométrico

ao cilindro.

Proposicao 5.1.4. Se existirem parametrizacies X : U CR2 - S e X : U CR?2 — §
tais que E = E, F=F ¢ G =G em U, entio a aplicagio p = X o X1 : X(u) = S ¢é

uma isometria local.

Prova. Sejam p € X(U) e v,w € T,S, logo

vV = UlXu + UQXU = dX(X—l(p))(’Ul, Uz),
w= w X, +wX, = dXx-1(p))(wy,ws).

Temos que do(p) = dX (X1 (p))dX 1 (p), logo

do(p)(v) = dX(X7(p))(v1,v2) = v Xy + 12Xy,
d(p(p)(w) = dX<X_1(p))<w17 w2) = leu + wZXv-
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Entao

L,(v,w) = (11 Xy + 02Xy, w1 Xy, + w2 X,)
= vyw (Xy, Xu) + 11w Xy, Xy) + vowi (X, Xy) + vawa(X,, X)),
]p(va w) = vy B+ (U1w2 + Uzwl)F + vaws G,

L) (dip(p) (v), dip(p) (w)) = (01 Xy + 02Xy, un Xy + wa X,)
= vjwy (X, Xo) + 01w Xy, X)) + vawy (X, X,,)
+ '02w2<X'U,XU>,

Ly (dip(p) (v), dip(p)(w)) = vrwr E + (vyws + vawy) F + vyws G-

Como, por hipétese E = E, F = F ¢ G = G, entdo I,(v,w) = I,y (do(p)(v), de(p)(w)).

logo é uma isometria local. W

Exemplo 5.1.5. Considere, respectivamete, as parametrizagoes da catendide e helicoide

X, X :(0,21) x R — R3, superficies regulares definidas por

S
4

(u,v) = (cosh(v)cos(u),cosh(v)sen(u),v),
X(a,

) = (vcos(u),vsen(u), ).

(4}

Considere f(v) = cosh(v) e g(v) = v, entdao f'(v) = senh(v) e ¢'(v) = 1. Pelo exemplo

[4.4.7, os coeficientes da primeira forma fundamental da catendide séo

Bluw) = (f0) = cosh®(v),
F(u,v) = 0,
G(u,v) = (f'(v)*+ (¢ (v)* = senh*(v) + 1 = cosh?(v).

Fazendo a mudanga de coordenadas

=g

= u, 0 = senh(v),

com 0 < u < 2w e —00 < v < oo. Note que a mudanga de variavel é um difeomorfismo

de classe C* e o Jacobiano

o(. ) oun oOu X
O(u,v) % % 0 cosh(v) cosh(v),
ou Ov

nunca se anula. Portanto, pela proposi¢ao obtemos a reparametrizacao ¢ : (0, 27) X
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dada por

Y

R — R3 da helicoide

); ).

u

)sen(

v

(u), senh(

)cos

v

senh(

(

)

@\ \u

Como

sen(u), senh(v)cos(u), 1),

)

coS

= (—senh(v

Pu

,0).

)

u

(v)sen(

), cosh

u

(

)

(%

= (cosh(

v

'

6ide sao

Entao, os coeficientes da primeira forma fundamental da helic

Bu,0) = (pusipu) = cosh®(v),

F(u,v
G(u,

Pu, QDU> = 07

(
(

) =
)

v).

(

Doy Po) = cosh?

()

Segue da proposigao que a catendide e a helicéide sao localmente isométricas.

do helicéide no catenodide.

ao

Figura 26: Transformag

o
e
e Rl
z .r-rd.—‘.'d..ﬂ

Fonte: (GRAY et al., 2006, p.505)
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5.2 Simbolos de Christoffel

Consideremos uma superficie regular parametrizada X (u,v), (u,v) € U C R?
como para cada (u,v) € U o triedo {X,, X,, N} forma uma base em R? temos que
Xy Xuws Xow, Ny € N, podem ser expressos como combinacao linear de X, X,, N. Isto

¢,

Xow = T1Xy +T5H X, + (Xuu, N)N,
Xuw = TipXu+T5X, + (Xuw, N)N,
Xow = Ty Xy +T5X, + (Xpu, N)N,
Xow = TpXu+T5X, + (Xow, N)N,
N, = anXy+anX,,
Ny, = a1aXy + anX,,

onde os coeficientes ajq, as1, @12 € as foram calculados na observacao além disso

vimos que os coeficientes da segunda forma fundamental sao

<quaN> = €
<Xuv7N> = <Xvu>N>:f7
(Xopo-N) = g¢.
Portanto,
Xww = 'L X, +THX, +eN,
Xuw = Fqu—i-F%sz—f—fN,
Xow = F%lXU"'F%le"‘fNa
Xpw = F%QXU_I_F%QX’U—{_QN?
fF—eG eFF — fE
N, = —X —— X
e 2 R I ore B R
N, = Y2 IG TE ek

EG—-F2"" EG-F2""
Pelo teorema de Clairaut-Schartz, temos que X,, = X,,, logo

1 _ 1
P12 - 1—‘217

2 _ 2
F12 - 1—‘21'

Definicao 5.2.1. Os coeficientes I’ fj para i,j,k = 1,2 sao chamados de simbolos de
Christoffel.

Proposigao 5.2.2. Os simbolos de Christoffel se escrevem em relagcio aos coeficientes da
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primeira forma fundamental da sequinte forma:

o _ BuG-2FF,-FB, ., 2EF,—FBE, - FE,
W BG—-F2) 7 M (BG - F?)

Fl_GEv_FGu FQ_EGU—FE
27 2(EG — F?)’ 27 2(EG — F2Y’

r _ 2GF, -GG, -~ FG, ., _EG,—2FF,-FG,
2 2qEG-F% T 2 2EG-F?)

Prova. Derivando F = (X,, X,), F = (X,,X,), e G = (X,, X,) em relagdo a u e v,

obtemos

K X = 25 (X Xa) = 20 (X X = B O,
(Ko Xo) = Pum 20 (X Xo) = S (X X) = 2
Segue entao que
(Xyu, Xo) = (X, +12,X, +eN,X,)=El], + FI?, = %
(X Xo) = (TH X, +TLX, +eN, X,) = FT}, + GT%, = F, - %
(Xuw, Xu) = (T1pXy +T5,X, + fN, X,) = ET}, + FT}, = %7
(Xuw, Xo) = (TpXu+T5X, + fN,X,) = FT}, + GI'}, = %
(Xo X} = (ChXo+ T3, +gN.X,) = B} + FI3, = F, — O
(Xpo, Xo) = (T3, X, +15,X, +gN, X,) = FT3, + GT3, = C;
Portanto obtemos os seguintes sistemas lineares nas incognitas I’fj
ET} + FT%, = EQU, ETL, + FT%, = %, ETY, + FT%, =F, — %,
FTi, +GI'3, = F, — % FTi, + GI'}, = % FTi, + GT', = C; .
A matriz dos coeficientes de todos esses sistemas é i F , cuja inversa é
1 G -—-F
EG-F?|-F E |’
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Portanto, a solugao destes trés sistemas é

- R
IR 1 G -F 2
2, EG-F|-F E||. &
Y2
[E,G FE,
B 1 ¢ -r]| 2 THhT
 EG-F?|_F E ’
EF, EE, FE,
i 2 2
- B
I, EG—-F*|—-F E _Gu
L2
‘GE, FG,
B 1 G —F|| 2 2
EG—-F?|-F E||EG, FE,|’
L 2 2
) G.
rh,| 1 ¢ —rF] |7
rz,|  EG—F?|_-F E G,
L2
I GG, FG,
B 1 ¢ -Fl %" T
 EG-F?|-F E||EG F
v FFU Gu
L 2 2
Portanto,
~ _ B.G—2FF,—FB, _, 2EF,—EBE,-FE,
W 2(BeG-F2) 0 UM 2(EG-F?) 7
r _ GE, -~ FG, o _ EGu—FE,
2 2(EG — F2Y’ 2 2(EG — F2Y’
r _ 2GR, -GG~ FG, ., _EG,—2FF,-FG, o
2 2BEG-F?) ' *  20BG-F?)

Exemplo 5.2.3. Considere a aplicacao

X(u,v) = (f(v)eos(u), f(v)sen(u), g(v))

do exemplo que representa uma superficie de revolucao, vimos no exemplo que
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os coeficientes da primeira forma fundamental de uma superficie de revolucao sao:

Logo,

vimos também que

Xu(u,v) = (=f(v)sen(u), f(v)cos(u),0),
Xo(u,v) = (f'(v)cos(u), f'(v)sen(u), g'(v)),
Xuuluyv) = (=f(v)cos(u), —f(v)sen(u), 0),
Xuw(u,v) = (=f'(v)sen(u), f'(v)cos(u),0),
Xow(u,v) = (f"(v)cos(u), f"(v)sen(u), g" (v)).
Vimos na demonstragao da proposigao que
Eu - 2<qu7 Xu> = 07 Ev = 2<Xuv7Xu> - 2f(v)f’(v),
Fu:%+<quaXv>:Oa Fv:%+<vaaXu>:Oa
Gu - 2<X’LLU7X’U> - 07 Gv - 2<vaa Xv> - 2(f’(v)f”(v) + g/(v)gll<v))‘

Pela proposicao temos
F%l = F%z = Ff2 = Fgl =0,

21(0)f'(v) [(f’(v))? n <g'<v>>2}

1 ol B f'(v)
u = fa= 2l (#1012 ()2 - )’
2(f(0)? | (f'(v)* + (¢'(v))
I )L N (14
H (f'(v)? + (' (v))?

2P| (0 + ()]

20 P 0 + g0 ) _ ) )+
22 +

2| (0 + ()]

Suponhhamos que a curva a(v) = (0, f(v), g(v)) geradora da superficie de revolugao estéa

parametrizada por comprimento de arco, ou seja (f'(v))? + (¢'(v))* = 1. Consequente-
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mente,

[(f' @)+ (g @)] = 0
2f'(0)f"(v) +29'(v)g"(v) = 0
f'@)f"(w) +¢'(v)g"(v) = 0.

Portando,

C AW fW)
T TSGR T )

s @)

it = LY )

F§2 — (f(v>)2(f/( )f”(v)+g’(v)g”(v)) :f/(U)f/I(U)+g/(U)g//(U) = 0.

2(f(v))?

5.3 Teorema Egregium de Gauss

Teorema 5.3.1 (Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana K de uma superficie é

imvariante por isometrias locais, isto €, € uma propriedade z’ntm’nsecaﬂ das superficies.

Prova. Temos as seguintes expressoes

Xuw = T X, +T5,X, +eN,
X = THXu+T5hX,+ [N,
Xpw = Ty X, +T5.X, + [N,
Xy = TIpX, +T5,X, +gN,
N, = anXy+anX,,
Ny = apX,+ anX,.

Calculando (X)y € (Xyup)u Obtemos

(Xuw)o = D1, Xy + T X + 1 Xy + 15, X + €,N + eN,,
(Xuv)u = F%QuXu + FiQqu + F%QUX’U + F%QXUu + fuN + fNu

1'Uma propriedade de uma superficie ¢ intrinseca se ela ndo depende do espaco no qual estd mergulhada.
Propriedades intrinsecas sao preservadas por isometrias.
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Substituindo X, Xuv, Xou, Xow, Nu € Ny,

(Xuw)o = Ty, Xy + T (CpXy + THX, + fN) + T X,

+ TH(M3Xu 4+ 15X, + gN) + euN + e(a1 Xy, + a2 X,),
(Xuw)u = Fquu + (T Xy +T1H X, +eN) + F%%Xu

+ IH(0 Xy + 15X, + fN) + fulV + flan X, + an X,).

Colocando X, X, e N em evidéncia temos

(qu)v = Xu(F%lv + Filrb + F%ll—‘%Q + ea12) + XU(F%LJ + FhF%z + F%1F%2 + 6@22>
+ N(ey, +T1,f+T59),
(Xuv)u = XU(F%Qu + F%zﬂl + F%QF%1 + fall) + Xv(réu + F%Zl—el + F%lr% + fa21)

+ N(fy+Tle+T3,1).
Como (Xyy)y = (Xuw)u, temos
F%LJ + Filrfz + F%1F§2 + eaxp = F%zu + FbF%l + F%lri + fag.

Entao

2 2 1 172 1 12 2 2 2 12
1112u - an + Tl — T + T35 — T 15 = eage — fao.

Substituindo os coeficientes as; e ag calculados na observagao [4.6.4] temos

fF —gE el — fE
F%% - F%lv + F%QF%I - F%lri + F%Fgl - F%1F32 = €<— N ==

EG — F? EG — F?
_Eleg - f?)
EG — F?
= —EK.

Como os simbolos de Christoffel se escrevem exclusivamente em termos dos coe-
ficientes da primeira forma fundamental, podemos concluir que a curvatura Gaussiana K
é uma propriedade intrinseca da superficie.

De modo andalogo, da igualdade (X)), = (Xup)u, € possivel formular FK e GK
em funcao dos simbolos de Christoffel e das suas derivadas. Como F, ', G nao se anu-
lam simultaneamente, podemos concluir que a curvatura Gaussiana K de uma superficie
regular s6 depende dos coeficientes E, F', G e das suas derivadas, sendo assim, invariante

por isometria. W
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Proposicao 5.3.2. Se X € uma parametriza¢io ortogonal, ou seja F' =0, entao

Ey +i
vea) \ved),

Prova. Vimos na prova do teorema que

B 1

~ /EG

—EK = F%zu - F%lu + I — T, + T4 15, — 1T,

Como F' = 0, segue da proposicao [5.2.2| que

E E

== m =_-

YO 1 2G’
, _ B e G,
12 2E7 12 QG’
. Gu o, Gy
2= =g

Logo,

i — (Go BN | B B +@2_ E,G.\ ([ E,)\G.
- - \2G/, 2G' ), 2E\ 2G 2G 2F 2G 2G ) 2G
2GGu —2AGu)® | 2GEw —2B,Gy (B)’ | (Gu)’  EGu | EG

AG? AG? AEG " 4G AEG T 4G?

GG~ (Gu)* | GBw — B,G, (B (G  EGu  EG,
2G? 2G? AEG T 4GT T 4BEG ' aGr

Protanto,

(Gu)? — GG N E,G,—-GE,, (E)* (G,)? E.G, EG,

K = - -
2EG? 2EG? AE?G ~ AEG? T 4E’G  4EG?

2E((G,)? — GGw,) +2E(E,G, — GE,,) + G(E,)* — E(G,)* + GE,G, — EE,G,
4E2G?

~28GEy + G(E,)’ + EE,G, | —2EGGyy + E(G.)* + GEG,
AE2G2 AE2G2 '

Podemos reescrever a expressao acima como

EGE E EGG G
— - —(E,G + EG, — - ——(E,G+ EG,
1 2VEG 2\/EG( ) L 2VEG 2\/EG( )
2VEG EG EG
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Observe que,

1 EGE, E
E,WEG — E,———(E,G + Eg, w_ " payEa,
E, \ _ 2WEG. %) SVEG  2VEG. )
VEG ), EG EG ’
(§]
CuVEG — Goe e (B,G+ Eg) 295w G p oy gy

 9W/EG 2VEG

EG EG

Ey _|_i
vea) \vea).

5.4 Derivada Covariante

().
EG /.

Portanto,
1

- WEG

A derivada covariante é mais uma ferramenta para relacionarmos grandezas que
sao intrinsecas e veremos que ela é funcao apenas dos coeficientes da primeira forma

fundamental e dos simbolos de Christoffel.

Defini¢ao 5.4.1. Dada uma superficie S, um vetor v € T,S e um campo de vetores w
contidos em V C §; Dada uma curva « : I — V| a derivada covariante de w segundo « é

a projecao ortogonal de (w o )'(t) no plano tangente TS, e denotaremos esta derivada

D
por d—zu(t) Assim, para determinarmos —w(t) temos que subtrair da derivada (woa)'(t)

sua componente segundo a normal N o a(t) a superficie.

Definicao 5.4.2. Uma curva parametrizada « : [0,1] — S é a restri¢ao a [0,[] de uma
aplicacao diferenciavel de (0 —¢g,l+¢), e > 0, em S. Se a(0) = p e a(l) = ¢, dizemos que
aligapaq.

Definicao 5.4.3. Seja o : [ — S uma curva parametrizada em S. O campo de vetores w
ao longo de « ¢é diferenciavel em ¢y € I se para alguma parametrizacao X (u,v) em a(tp)
as componentes a(t), b(t) de w(t) = aX, + bX, sdo funcoes diferencidveis de t a ty3. O

campo w é diferenciavel em I se é diferenciavel Vt € 1.
A derivada covariante é um conceito intrinseco e nao depende da escolha da curva.

Proposicao 5.4.4 (Localidade da Derivada Covariante). Seja w um campo diferencidvel
de vetores ao longo de uma curva o« : [ — S. A derivada covariante de w ao longo da

curva parametrizada por t € dada por

Dw  da n DXu+de —|—bDXv
a a T a Tat T e
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Entao,

D
d_:fu = X, (a' +aljju +al o0 + 050 + 000" ) + X, (W +al'f ' +al 190"+ ' + 0T 550").
DX, DX,
Prova. Calculando e , temos
dt dt

DX, 0X,du 0X,dv

it Ou dt + v dt’
DX, _ 0X,du  0X,dv
d  OQu dt Ov dt’
Escrevendo du = e dv =/, temos
dt dt
DX, _ X, 0X,,
a ou T o
DX, _ 0X,, 0X,,
= u .
dt ou v

0X, 0X, 0X, 0X,

Expressando 50 90 Ou e 5 em funcao dos simbolos de Christofell, temos
8;(; = ' X, +T1 X,
S L TLXL TR
88)21] = Iy X, + 13X,
3;21] _TLX, 4 T2X,
Portanto,
Djf“ = (T +Th) X+ (T3 + T20) X,
Do (P Th!) X (Dot + ') X,

D
Substituindo em d_zu’ obtemos

Dw

— = a' X, +a((Dju + ') X, + (T3 +TH') X)) + 0/ X, +

b ((Pyu’ 4+ Thyt') Xy + (D3’ + T50") X,) -
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Distribuindo a e b nos termos acima, obtemos

D
d—;ﬂ = X, (a' +aljju' +al 0 + 0050 + 000" ) + X, (W +al'f ' +al 190" + 005 ' +0T550"),

A expressao é chamada de derivada covariante de w em ¢t. W

Exemplo 5.4.5. Sejam py = (0, yo, 20) um ponto de R?, a = (a1, as, a3) e b = (by, ba, b3)
vetores linearmente independentes de R3. Vamos calcular a derivada covariante do plano
parametrizado X : R? — R3 que, para cada (u,v) € R?, associa X (u,v) = pog + ua + vb.
Pelo exemplo [£.4.4] temos

Calculando os simbolos de Christoffel, obtemos Ffj =0, V4,7, k = 1,2. Pela proposicao

[>.4.4] temos
Dw '
o = X, +U'X

Podemos notar que a derivada covariante coincide com a derivada usual de vetores no

plano.

Exemplo 5.4.6. Considere a aplicacao

X(u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v))
Vimos no exemplo que,

Xu(u,0) = (=f(v)sen(u), f(v)cos(u),0),
Xo(u,v) = (f'(v)cos(u), f'(v)sen(u), g'(v)),

e que os simbolos de Christoffel de uma superficie de revolugao parametrizada pelo com-
primento de arco sao
F%l = F%z = F%z = F%l = ng =0,
f'(v)
)’
I = —f)f'().

1 _ 1
I‘12 - 1—‘21

Pela proposigao [5.4.4] temos quea derivada covariante de superficie de revolugao parame-

trizada pelo comprimento de arco é dada pela expressao

Do (T O (v s ),

91




Exemplo 5.4.7. Considere a esfera unitaria X (0, ¢) = (cos¢pcost, sengcost, senf), onde
0 ¢ o angulo polar e ¢ é o angulo azimutal. E seja a : [ C R? — X, a(t) = (6(t), ¢(t))
uma curva parametrizada em X.

Os vetores tangentes sao
Xy = (—cospsend, —senpsent, cosh),
Xy, = (—sengcost, cospcost, ).
Os coeficientes da primeira forma fundamental sao
E=(Xp,Xg)=1, F=(Xp,Xy)=0, G=(Xy,Xy) = cos?.
Calculabdo Xy4 e X44, obtemos
Xos = (sengsend, —cospsend, ),
Xpp = (—cospcost, —senpcosd, ).
Derivando E, F' e GG em relagao a 6 e ¢ obtemos
Ey = Ey=Fy=F,=0,
Gy = 2(Xgg, Xy) = —2senbcos0,
Gy = 2(Xpp, Xp) =0.
Usando a proposicao para calcular os simbolos de Christoffel, obtemos
Fh = F%z = F%l = F%l - ng =0,
Iy, = senflcosh,
Iy, = I3 =—tgf.

Pela proposigao a derivada covariante de w(t) = a(t)Xy + b(t) Xy, um campo dife-

renciavel de vetores ao longo de «, é dada por

D
d_;U = Xp(a' + b¢'senbcosh) + X4(V — ag'tgd — b0'tgh).
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Definicao 5.4.8. Um campo vetorial w ao longo de o : [ — S ¢é dito paralelo se

Proposicao 5.4.9. Seja o : I — S uma curva regular e sejam w e z campos de vetores
paralelos ao longo de oo. Entao (w(t), z(t)), |lw®@)||, ||z(t)]| € o dngulo 6 entre w(t) e z(t)

sao constantes.

Prova. Por hipotese w e z sao paralelos, ou seja %( t) = %(t} =0, vVt € I. Isso
significa que, %(t) e %(t) sdo normais ao plano que é tangente a superficie em «(t),
logo

(w'(t), 2(t)) = 0, {w(t), 2(t)) = 0
Entao,

portanto (w(t), z(t)) = constante.

Também temos que (w'(t),w(t)) =0 e (Z/(t), 2(t)) = 0, logo

d d (W', wy + (w, w’) 2(w', w) (W', w)
—llwll = = v/ {w,w) = = = =0,
dt dt 2/ {w, w) 2/ (w, w) (w, w)
portanto, ||w|| = constante.
Analogamente, ||z|| = constante.

O angulo entre w e z é dado por

(w, 2)
[}zl

Proposigao 5.4.10. Seja o : I — S uma curva reqular e wg € Typ,)S. Entao existe um

cos = = constante. A

unico campo paralelo w ao longo de « tal que w(ty) = wy.

Prova. Um campo paralelo com estas condi¢oes tem que ser solug¢ao da equagao diferencial

Dw
o= 0 com a condigao inicial w(tg) = wy. Seque entao

X, (a' +al}u 4+ aljyv" + 0050 + 050" + X, (W 4 al3 ' + al3,0" + b5 0 + bl550") = 0.

Nessas condigoes, temos que

a +aljju' + al'jyv’ + 005w’ + 3,0 = 0,
V + al%u' + al'3yv + b5 + bl3,0" = 0.
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Isto é, as componentes de w satisfazem ao seguinte sistema EDO

a' = —(al}ju/ + aliw' + 03w’ + bUi,0),
V = —(al? 0 + al2,0" + bL% 0’ + bl30").

Pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes para sistemas lineares de EDQO’s, temos

que existe w(t) satisfazendo a equagao com w(ty) = wy. M

5.5 Geodésicas

Geodésicas em uma superficie parametrizada regular sao curvas especiais que
generalizam o conceito de reta no espaco euclidiano. Dentre as suas propriedades elas
representam as trajetorias mais curtas entre dois pontos na superficie, por exemplo, no
plano retas sao geodésicas. Possuem curvatura geodésica nula, ou seja, ao longo da curva,
o vetor tangente nao muda de direcao dentro da superficie. E a condigao de ser uma
geodésica pode ser vista como uma condi¢ao de autoparalelismo do campo de vetores
tangentes a curva, isto é, o vetor tangente a curva permanece paralelo a si mesmo ao
longo da curva.

Uma geodésica em uma superficie parametrizada regular é uma curva, tal que,
a aceleracao da curva em relacao a métrica da superficie é perpendicular a superficie
em todos os pontos. Em termos mateméticos, isso significa que a aceleracao nao tem
componente tangente a superficie, ou seja, a curva nao desvia em direcoes que a superficie

nao permitiria.

Definigao 5.5.1. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Uma curva regular
a(t) = X(u(t),v(t)) é uma geodésica da superficie X se, para todo t € I, o(t) é um vetor
normal a X em (u(t),v(t)).

De forma equivalente, podemos dizer que a(t) = X (u(t),v(t)) é uma geodésica da super-
Do/ (t
dt

Proposicao 5.5.2. Seja a(t) = X(u(t),v(t)), t € I C R uma curva regular de uma

ficie X se o/(t) é paralelo ao longo de o em ¢, isto é = (0 para todo t € I.

superficie X (u,v). Entdo, o € geodésica de X se, e somente se, as fungoes u(t), v(t)

satisfazem o sistema de equagoes

U+ (u)T] + 20T, + (V)T = 0,
o'+ (W)T} + 200'TE, + (V)°T3, = 0,

onde Ffj sao os simbolos de Christoffel da superficie X .
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Prova. Vamos obter o”(t) como combinacao linear de X, X, e V.

at) = X(u(t),v(t)),
o) = uX,+vX,,
o'(t) = u'X,+ (W) Xy + 200 Xy + (V)2 X0 + 0" X,

Substituindo
Xow = THLX, +T2X, +eN,
Xy = TLX,+T2,X, + fN,
Xy = TLX,+T12,X,+gN,
obtemos

o"(t) = u'Xy+ (T} Xe + 5 X, +eN) (W) + (DX, + T1HX, + fN)2u'v
+ (T3 Xy + T53X, + gN) (V) + "X,

o'(t) = ((u’)2e + 20"V f + (v’)Zg)N + (u” + (u/)’T1, + 2u'v'T}, + (1/)21“52))@
—|—(U" + (u')QF%I + 2u'va2 + (v’)Qng)XU.

Pela definigao [5.5.1, «a(t) é uma geodésica de X se para todo t € I, (t) ¢ um vetor
normal a X em (u(t),v(t)), isto é, ndo tem componente tangencial a superficie. Logo os

coeficientes de X, e X, sao nulos, ou seja

u' + (0T + 20T, + ()T, = 0,
v 4 (W)°TF 4+ 20T, + (V)T = 0,

Reciprocamente, se os coeficientes de X, e X, sao nulos, entao
a(t) = ((u’)Qe + 20 f + (v’)Qg)N,
ou seja, a(t) é uma geodésica de X. W

Proposicao 5.5.3. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular. Se uma curva

reqular a(t) = X (u(t),v(t)) € uma geodésica da superficie X, entao
|/ (t)|| = constante.

Prova. Vimos na proposicao [5.5.2 que se a(t) = X(u(t),v(t)) é uma geodésica de X,
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entao o’(t) = ((v')%e 4 2u'v'f + (v')?g) N. Vamos calcular a derivada de [o/(t)]|?

d / 2 / /
Sla@IF = Z),00)

= 2(d(1),0"(1))

= 20X, + VX, , ((u)’e+ 20V f+ (v)?g )N) =0.

Portanto ||/ (t)|| = constante. M

Defini¢ao 5.5.4. Seja X (u,v) uma superficie parametrizada regular. Uma geodésica

a(t) = X(u(t),v(t)) é dita normalizada ou unitaria se ||/(t)|| = 1.

Proposicao 5.5.5. Seja S C R3 uma superficie reqular. Entdo para todo p € S e
V e 1,5, existe um intervalo aberto I C R contendo 0 (dependente de p e V) e uma
unica geodésica a :— S tal que a(0) =p e o/(0) = V.

Prova. Temos o sistema de EDOs de segunda ordem nao linear

UH + (/UJ,)2F%1 + QU/U/F%z + (U/)ZF%2 - O,
v 4 (W13, + 2003, + (V) T3 = 0.

Transformando este sistema em um sistema de primeira ordem definindo w = u' e z = v'.
Obtemos

/o 271 1 211

r_ 212 2 2712

O resultado segue entao do Teorema de Existéncia e Unicidade local de solugoes para

sistemas de equacoes ordinarias de primeira ordem nao lineares ﬂ |

Exemplo 5.5.6. Considere a aplicacao

X(u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v))

Definida no exemplo 4.1.5] Vimos no exemplo que os simbolos de Christoffel de uma

2Mais detalhes sobre o Teorema de Existéncia e Unicidade local de solucdes para sistemas de equagdes
ordinérias de primeira ordem podem ser encontrados em (BIRKHOFF; ROTA/ 1991, p.99).
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superficie de revolugao sao

I A C)

F12 21 f(U) )

FQ _ f(U)f/(U

! (f'(v)? + (¢'(v))*
2 Jf) +g(v)g"(v)
. (f'(v))? + (¢'(v))?

Pela proposicao [5.5.2] a equagao geodésica de uma superficie de revolugao é dada por

f/(v) !/

u”—l—2muv = 0,
fOF) o n2 F00) +9(0)g"(v)
(f'(0))? + (g'(v))? (f'(0))? + (g'(v))?

Vimos também no exemplo que se a curva a(v) = (0, f(v), g(v)) geradora da super-

(5.5.1)

"

(v')? = 0.

ficie de revolugao esta parametrizada por comprimento de arco, entao

F%l - F%z - F%z - F%l - ng =0,
f'(v)

1 _ 1 _
1—‘12 - 1-‘21_

flv)’
I = —f)f(v).
Portando as equagoes geodésicas para superficies de revolucao se reduzem a
/
f (U)QUIU/ — 0’

f(v) (5.5.2)
v = f()f'(v)(w)* = 0.

ul/ +

Vamos verificar que os meridianos e paralelos de uma superficie de revolugao sao geodé-
sicas. Parametrizando os meridianos de uma superficie de revolugao por comprimento de

arco, de modo que u = ug e v = v(t), temos

u=u =0, (v')? =1, 200" =0=1v"=0.

logo as equagoes (5.5.1)) e (5.5.2) sdo trivialmente satisfeitas.

Para que um paralelo seja uma geodésica, parametrizando-o por comprimento de arco, de
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modo que u = u(t) e v = v, temos
V=" =0, (u')? =1, U =0=u" =0,
a equagao é trivialmente satisfeita, e a equacao se reduz a
f@)f'(w)(u)? = 0.

Como f(v) = f(vg) # 0, u' # 0, segue que f'(vg) = 0, ou seja, o paralelo v = vy é uma
geodésica de uma superficie de revolucao se, e somente se a reta tangente a curva geratriz
é paralela ao eixo de revolugao.

Em ambos os casos, o vetor normal da curva esté na direcao do vetor normal da superficie,

portanto a sua componente tangencial é nula. De fato, Se u = ug e v = v(t), temos

at) = X(uo,v(t)),
) = WX, +0X,,
o'(t) = u'Xy+ (W) Xy + 200 Xy + (V)2 Xy + 0" X,

= va
= ILX,+T%,X,+gN
= gN,
@ = 2O _ 9N
n = = .
le” (@) [le” ()]

Se u = u(t) e v = vy, temos
at) = X(u(t),vo),

dt) = uX,+0X,
') = u'Xy+ (W) Xy + 200 Xy + (V) Xy + 0" X,

= qu
= ' X, +THX, +eN
= eN,

o (t) eN

n(t) =

@~ e @]

Para obtermos as curvas geodésicas que nao sao paralelos nem meridianos, consideremos

a primeira equagao do sistema ([5.5.1])

" =

u" + 2

Esta equagdo é equivalente a equagao (f(v))*u” + 2f(v)f'(v)u'v' = 0, isso nos diz que
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(f(v))*u' = ¢, onde ¢ ¢ uma constante. De fato
(f)*d) = (f(v)*u" + 2f (v) f'(v)u'v" = 0.

Como (f(v))*u' = ¢, temos

(PP = = (F))? - B — e @ UOIT

C

Tomemos uma geodésica que nao seja nem um meridiano nem um paralelo da superficie,

parametrizada pelo comprimento de arco, entdo vale [[@/(t)|| = 1. Onde u = u(t) e
v =v(t) De modo que a(t) = (f(v(t))cos(u(t)), f(v(t))cos(u(t)), g(v(t))). Logo
at) =

(v'f — u'f(v)sen(u),v'f'(v)sen(u) + u'f(v)cos(u),v'g' (v)),
l'®O1* = 'f(v

— ' f(v)sen(u))? + (V' f'(v)sen(u) + v’ f(v)cos(u))?

Segue desta tltima igualdade

@) (F (W) + (g ()*) + (W) (f()* = 1

(%Y o+ g+ (%) gwr =1

dt\?
Multiplicando ambos os lados da igualdade por (d—> , obtemos
u

(%)2'(%)2‘((f’(v))2+(g’(v))2)+(%)2-<%)2-(f(v))2 - (%)2
(Z—Z) (@) + (g @)) + (F0)? = (@)
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Como j_i _ (f(zj))2

, reescreveremos a ultima equagao da seguinte forma

(4 = (&) - wwr+ won+uor
VO sr = e+ e (&)

(f()' = - (f(v)*

2 du
\/(f(v))2 ((fw) =) dv
E ()2 +@w)?)  du
c \/((f’(v))2+(g’(v))2) _ du
F\ () =) dv

e [yt ewy,
du = f(v)\/ !

[ - c \/<<f'<v>>2 + (g0

g'(v

dv + constante

((f(0)? = c?) ’
que ¢ a equacgao de um segmento de uma geodésica da superficie de revolugao que nao é

um paralelo nem um meridiano.

Exemplo 5.5.7. Considere a superficie de revolugdo X (u,v) = (acos(u),asen(u),v),
(u,v) € R?, que descreve um cilindro reto de raio a. Ou seja f(v) = a e g(v) = v. Entao,
f'(v) =0e g'(v) =1, logo todos os meridianos (u = u(t) e v = vy) e todos os paralelos
(v =v(t) e u = up) satisfazem o sistema de equagdes (5.5.1). Vamos determinar as demais
geodésicas.

Pelo exemplo [5.5.6] temos

dv+/\— /var)\— + A
/ a\l (@@= \/j _62

Onde A é uma constante de integragao, e as curvas geodésicas sao hélices.
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5.6 Curvatura Geodésica

o (t
Seja a : I — S uma curva regular, T'(t) = t) seu vetor tangente unitario,

@]

N(t) o vetor unitario normal a superficie em «(t).
Temos que {T', N, N x T} é uma base ortonormal de R* em «a(t) e {T, N, N x T}

¢ uma base orientada positivamente em T},)S.

Verificaremos que I esta na direcao de N x T,

IT| = 1,

d DT
TR = 2=, T)=0.
ZITI = 2= 7)

dr DT
Porém, - = aN + b(N x T), logo = b(N xT).

Seja o vetor 7 = a1 N + by (N x T).

Se s é o parametro do comprimento de arco

dl' dT ds .
= 2 = oKt = | K (@ + bi(N % T)),

T DT
entretanto vimos que, — = b(N x T), e seja A = by K portanto - = | [[A(N x T).

dt

Definicao 5.6.1. Denominaremos curvatura geodésica da curva a(t) a funcao k,(t), tal
que

pr .,
— = /()] ky(t) - (N () x T(1)).

Dessa expressao obtemos

1
50 = TP

(o (t), o/ () x N(1)).

O numero real K (), denotado por [ ], ¢ chamado valor algébrico da derivada cova-

dt
riante de T em ¢.

Defini¢ao 5.6.2. Seja w(t) um campo diferenciavel de vetores ao longo de uma curva

parametrizada « : [ — S sobre uma superficie orientada S, onde ||w(t)|| = 1. Como w(t),
t € I, ¢ um campo de vetores unitario, (d—qty> (t) é normal a w(t) e portanto

D

d—;" = ky(N(t) x w(t)).

Proposicao 5.6.3. Uma curva reqular o : I — S € uma geodésica se, e somente se, sua

curvatura geodésica ky = 0, Vt € I.
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Prova. Se a é uma geodésica, entao

Do/ 0= DT
dt dt

— 0= o] ky(t) - (N() x T(8) = 0 = ||| -k, (£) = .

Como « é regular ||o/|| # 0, logo ky(t) = 0.
Reciprocamente, escolhendo um parametro, tal que a estd parametrizada por compri-

mento de arco, entdo ||o/|| =1, logo T'=&'. Se k, = 0, temos

Do’ _Dr

=02 =

—&/[|-0-(NxT)=0.

Observagao 5.6.4. Como mostra a figura 27 o valor absoluto da curvatura geodésica
ky da curva «a(s) em p é o valor absoluto da componente tangencial do vetor a(s) = kn,
em que k ¢ a curvatura de a(s) em p e n é o vetor normal da a(s) em p. Alem disso,
vimos na observagao que o valor absoluto da componente normal do vetor kn é o

valor absoluto da curvatura normal &, de a(s) em p.

Figura 27: Valor absoluto de k.

Fonte: Autor (2024)

Desse modo, obtemos a relacao k* = k:; + k2. Decorre entao, ja que vimos na proposigao

4.7.4 que k,, = kcos(f), em que 6 é o angulo formado entre N e n, que

2 2 _ ;2 2. 2
ko= kl4 kL =k + (Kcos*(0)
k2 = k(1 —cos’(0) = k?sen®(0)
ky = =£ksen(6).

Lema 5.6.5. Sejam v e w dois campos diferenciais de vetores unitdrios ao longo de uma

Dw] _[Dv] _dg
dt dt | dt’

onde ¢ € uma funcgao diferencidvel que mede o dngulo de v a w.

curva o : I — S. Entao
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Prova. Vamos mostrar para o caso ¢ # 0.

Como v e w sao campos de vetores diferenciaveis e unitéarios, entao

(v, w)
cosp = — 0 — (4 w),
Toll- o]

e derivando em relagao a ¢ ficamos com (v, w) + (v, w') = —¢'seny.

Como v e w sao tangentes a superficie, entao podemos reescrever a expressao acima como

Dv n Dw ,
—, W V,—— ) = —p Seny.
dt Y Y dt (p 90

Usando a definigao [5.6.2] segue que

D D
{d—:] (N x v,w) + [d_:;u} (v, N xw) = —¢'senp

({%] _ [%D (N xv,0) = —gseng,

Considere 6 o angulo entre N x v e w. Entao

(N X v,w)
IN < ol - [lw]|

cos =

Sabemos que v, w e N sao vetores unitarios e 6 = g — ¢ (figura .

Figura 28: Angulos entre os vetores u, v e N X v.

N

Fonte: Autor (2024)
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Desse modo, concluimos que

(N xv,w) = cosb

= oS (g —go)

m s
= cos§cosg0 + sen536n¢

= senp.

Dessa forma, segue que

Dv| | Dw o
o 7 seny = —¢'seny

2[5 -
53] - ¢

Para ¢ = 0, temos que v = w e o lema vale trivialmente. W

Proposigao 5.6.6. Sejam X (u,v) uma parametrizagao ortogonal (F = 0) de uma vizi-
nhanga de uma superficie orientada S, e w(t) um campo de vetores unitdrio e diferencidvel

ao longo da curva X (u(t),v(t)). Entdo

Dw 1 dv du dy
k(1) = { o ] - EG{G%_E%%E,

onde ¢(t) € o dngulo de X, a w(t) na orienta¢ao dada.

X Xy

e ey = sao vetores

Prova. Como X é uma parametrizacao ortogonal entao e; =

5
R

unitarios tangentes as curvas coordenadas. Veja que e; X es = N, em que N é a orientacao

de S.
Utilizando o lema[5.6] temos

Duwl _[Del  dp
dt || dt dt’
onde e1(t) = ey (u(t),v(t)) é o campo e; restrito a curva X (u(t),v(t)). Pela defini¢ao

e o fato de que X (u,v) é uma parametriza¢ao ortogonal, segue que

[%] = <%,N X el> = <%,e2> = <(61)u,62>% + <(el)vae2>%. (5.6.1)
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Veja que

((er)u, €2) =

2EVE VG
quva> Eu<XuaXv>

VEG 2EVEG
<qu7 Xv>

VEG

—~

De forma anéloga, temos
(Xuw, Xo)

<(61)v762> = \/m .

F,— == = (X, X)) = 7“, concluimos que
E,
€1)u, € = T o oA
(€x)ur€2) 2VEG
G

((e1)v,€2) = 2\/5—0

Substituindo na equagao ((5.6.1)), temos

at | <(€1)u,62>%+<(61)v762>£

G, dv__E, du
20/EGdt  2EG dt’

1 dv du
= Gy,— —FE,— 7.
2V EG { dt dt}

{Del} du dv
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Portanto,

_{Dw]| | De dy
kg_{dt}_{dt}dl_dt
Dw 1 dv du dy
= |=| = —E,— 4+ —. N
& { dt } WEG {G“ dt dt } LT

Exemplo 5.6.7. Considere a aplicacdo X (u,v) = (f(v)cos(u), f(v)sen(u), g(v)), com
(u,v) € R%, f(v) > 0, que representa uma superficie de revolugao. Suponhhamos que a
curva a(t) geradora da superficie de revolugao esteja parametrizada por comprimento de
arco, de modo que u = u(t) e v = v(t), entao vale ||o/(t)|| = 1, ou seja (f'(v))?+ (¢’ (v))? =

1. Temos

G(u,v) = (f'(v)* + ((v))QZL Gu =0, Ey =2f(v)f'(v).

1 dv du de
[ N e el G
¢ T WEG {G“ a } L7
—20f(W)f'(v) | dy

-
N TIOIE
by = (o) + %

dt

Onde ¢ € [0,27) ¢ o andulo de X, a /(t). Entao

(Xu, o)

[ Xulllle]
(X, ' X, +0'X,)
1 Xl
W (X, Xou) + 0'( Xy, Xy)
fw)

WE+V'F
f(v)

u'(f(v))?
fw)

cosp = u'f(v).

cosp =

Se u = ug e v = v(t), temos v = 0, entdo cosp = v’ f(v) =0, logo ¢ = 0 ou ¢ = 7, em
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d
ambos 0s casos d—f = 0. Portanto,

' pt dyp
k’g = —uf(v)—i—E

Consideremos agora que v = vy e u = u(t), temos

(f (vo)cos(u(t)), f(vo)sen(u(t)), g(vo))
o (t) = (=u'f(vo)sen(u(t)), u' f(vo)cos(u(t)), 0),
( 2
(

f (
lo/ON* = (—u'f(v)sen(u))® + (u'f(v)cos(u))® + 0% =1
= (u)*(f(vo))*sen®(u) + (w')*(f (vo))*cos(u) = (u')*(f(v0))* = 1,
la’ @)1 = v (W)?(f(v))? = v'f(vo) = 1.
Portanto, cosp = v’ f(vy) = 1, logo ¢ = g ou p = 3; em ambos 0s casos (fl—f = 0, temos
. , 1
ainda que v’ = f(Uo). Portanto,
b = o) + O
1 /
= —m . (UO) -+ 0
__[(w)
f(vo)

5.7 Versao Local do Teorema de Gauss-Bonnet

Agora trataremos de um dos teoremas mais importantes da geometria da superfi-
cie o qual relaciona aspectos geométricos (a curvatura Gaussiana, curvatura geodésica) e
topologicos como a caracteristica de Euler; e que além destes dois aspectos sera de grande
valia para este trabalho no que concerne a caracterizacao de triangulos nas geometrias
euclidiana, esférica e hiperbolica. Veremos também a importancia das geodésicas e suas
curvaturas na simplificagdo de tais resultados e obtengao do teorema de Gauss-Bonnet.
Iniciaremos com a sua versao local e concluiremos este capitulo com a versao global.

Seja 2 C S uma regiao limitada por uma curva « : [0, L] — S, simples, fechada

e regular por partes, isto é, que satisfaca as seguintes condigoes:
(i) a(0) = a(L), que significa que a é uma curva fechada,;

(i) t # to, t1,t5 € [0, L], entao a(ty) # a(te), ou seja, a curva o ndo possui autointer-

seccoes;
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(iii) Existe uma partigdo 0 = tp < t; < -+ < t < tgy1 = L de [0, L], tal que a ¢é
diferenciavel e regular em cada [t;, ¢;1;], com i = 0,--- k. Ou seja, o deixa de ter

uma reta tangente em um namero finito de pontos.

Figura 29: Regiao (2 limitada pela curva « regular por partes.

5

Fonte: Autor (2024)

Os pontos a(t;), i = 0,--- , k, sao chamados vértices de « e os tragos a([t;, t;i1]

sao chamados arcos regulares de «, ou arestas de «’.

Figura 30: Vértices e arcos regulares de .

a(t,) a(ty) a(ty_y)

a(ts)

a(ty) " )

Fonte: Autor (2024)

A condigao de regularidade nos garante que em cada vértice a(t;) existe o limite

a esquerda «(t;) = lim, ,,- &/(t) e o limite a direita, a(t;") = lim, ,+ o/ ().

Definicao 5.7.1. O angulo externo 6; no vértice a(t;) ¢ o angulo orientado de o/(¢; ) para
o/ (t).

Se o vértice nao é uma cuspide, o sinal de 8;, 6; ¢ dado pela orientagao da superficie S.
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Figura 31: Sinal do &ngulo externo quando o vértive nao é uma cispide.

Fonte: Autor (2024)

Se a(t;) ¢ uma cuspide, ou seja, ||0;]] = 7, que significa que o/(t;) = —/(t}), o

sinal é dado da seguinte forma:

e 0; é positivo se para ¢ > 0 suficientemente pequeno o trago de «([t;, t;1.]) ficar do

mesmo lado que € em relagdo a curva a([t;i., t]);

e 0; é negativo se para ¢ > 0 suficientemente pequeno o trago de «a([t;,t;1.]) e Q

tiverem lados opostos em relagao a curva o([t;—c, t;]).

Figura 32: Sinal do angulo externo quando o vértive é uma cispide.

a ﬂ[|t1—c:!i:_:|

ar([ti, tite))

l:'HI:[I:HE1+E]:|

ﬂ[|f1—c: !I::l

Fonte: Autor (2024)

Xy
Seja as fungoes continuas ¢; : [t;—1,t;] — R, ¢;(t) = arccos (<o/(t), \/F(a(t))>),

ou seja, sao fungdes que medem em cada t € [t;,t;,1] o angulo positivo de X, a «'.

Seja X : U C R — S uma parametrizagao compativel com a orientacao de S.
Além disso, suponha que U é homeomorfo a um disco aberto no plano.

Seja « : [0, L] — X(U) C S uma curva parametrixada simples, fechada e suave

por partes, com vértices a(t;) e angulos externos 6;, i =0, - , k.
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Anunciaremos a seguir, usando as notacoes acima citadas, o teorema conhecido
como Teorema do Indice de rotacdo, em ARAUJO (1998, p.163) pode ser encontrada uma

demonstracao para esse teorema.

Teorema 5.7.2 (Indice de Rotacdo). Sejam 0;, i = 1,--- , k, os dngulos externos de €,

Xu .
e p(t), t € [ti_1,t;| uma determinacao continua do dngulo de — a o/(t). Entao

VE

k

Z(@(tiﬂ) —o(t:) + Z 0; = L2,

i=0
onde o sinal depende da orientacao de a.

Para enunciar o Teorema de Gauss-Bonnet faremos uso das seguintes teminolo-
gias.

Seja S uma superficie orientada e €2 C S um subconjunto aberto conexo E com
sua fronteira. Dizemos que uma regiao {2 C S é uma regiao simples, se {2 € homeomorfa
a um disco e a fronteira 9€) de ) é o trago de uma curva parametrizada simples, fechada
e regular por partes a: I — S.

A curva a = 0f) seréd orientada positivamente se para cada «(t), pertencente a

" “aponta” para

um arco regular, a base ortonormal positiva {a/, N x o/} é tal que N X «
dentro da regiao (2, portanto, V3 : [a,b] — €, com S(a) = a(ty) e f'(a) # &/(t), entao
(B'(a), N xa) > 0. Intuitivamente, isso significa que ao andarmos pela curva « na dire¢ao

positiva com a cabeca apontada para NV, a regiao {2 esta a nossa esquerda.

Figura 33: Curva « orientada positivamente.

Fonte: Autor (2024)

Sejam X : U C R? — S uma parametrizacio de S compativel com sua orientacao

e Q@ C X(U) uma regiao limitada de S. Se f é uma funcao diferenciavel em S, entao se

3Um conjunto é conexo se admite apenas a cisdo trivial, isto é, o conjunto é composto de uma tinica
parte.
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vé que a integral

// fu,v)VEG — F? dudv
X-1(@)

nao depende da parametrizacao X, escolhida na classe de orientagao de X, observe:
Seja X (u,v) = X o h(@, ) uma reparametrizacio de X por h, X : U C R? = S

e h:U C R? - U é uma mudanca de coordenadas. Seja X~ '(Q) c U e X~1(Q) C U,

sendo X~H(Q) = W(X1(Q)). Segue da definigio que | X, x X,| = VEG — F2.

Entao,

// OVEG — F?2dudo = // £, 0)|| X, x X, divdo
1(Q
= // f(%U)HXu><Xv|||detJac(h)|d&df;,
F-1(Q)

usando o teorema de mudanga de variaveis para integrais multiplas teremos a seguinte

igualdade

// flu, v )VEG — F? dudv,

logo, a integral nao depende da parametrlzao de X.
Denotaremos a integral de f sobre a regiao {2 por / fdo.

Q
Para demonstragao do Teorema de Gauss-Bonnet usaremos o teorema de Gauss-

Green no plano uwv.

Teorema 5.7.3 (Teorema de Gauss-Green no Plano uv). Se P(u,v) e Q(u,v) sao fungoes

diferencidveis em uma regiao simples A C R?, cuja fronteira é dada poru = u(t), v = v(t),

Z/m(}? +Q— )dt:/A(g—g—g—f)dudv.

Uma demosntragao para esse teorema pode ser encontrada em STEWART (2013] p.971).

entao:

Teorema 5.7.4 (Teorema de Gauss-Bonnet (Local)). Seja X : U — S uma parametri-
zagao ortogonal (F = 0), de uma superficie orientada S, onde U C R? é homeomorfo a
um disco aberto e X € compativel com a orienta¢iao de S. Seja Q@ C X(U) uma regiao
simples de S e seja o : I — S tal que 092 = a(l). Suponha que o € orientada positiva-
mente, parametrizada pelo comprimento de arco t, e sejam «a(to), -+ ,a(ty) e 6o, -+ , Oy,

respectivamente, os vértices e os dngulos externos de o. Entao

Z/M dt+//Kda+Ze

onde ky(t) € a curvatura geodésica dos arcos requlares de ov e K € a curvatura Gaussiana
de S.
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Prova. Seja a(t) = (u(t),v(t)) uma parametrizagdo de X (u,v), pela proposi¢ao W

Da/ 1 dv du dp
kq(t) = = w— — Fy— » + —,
o(1) { dt ] 2VEG {G dt dt}+ dt

onde ¢; = ©(t) é uma funcdo diferenciavel que mede o angulo positivo de X, a o/(t)

temos

em [t;,t;11]. Integrando a expressao acima em todos os intervalos [t;,t;11] e somando os

resultados,

k tz‘+1 i+1 w dv E, ! d%
;/ = Z/ (ovesi ~wvezii) Z/ o

Z

Usnado o teorema podemos reescrever essa expressao da seguinte forma

k

3w~ [ A ).+ (k) J e [

= (5.7.1)

Segue da proposi¢ao que

K =

v = (i) + (V).

Segue entao que

I (o). (55 o

/ /X . % (—2K@) du dv
_ _//Xl(ﬂ) (KVEG) dudv

_ —/Qchr. (5.7.2)

Usando o teorema e o fato da curva ser orientada positivamente, vamos reescrever

a tltima integral da equagao ([5.7.1]) da seguinte forma

Z /t - dc;ii dt = Z(W(tm) — (i) = 2m — Zez (5.7.3)

112



Substituindo (5.7.2) e (5.7.3)) em (5.7.1), obtemos

k tiv1 k
Z/ ko(t)dt = —//Kda+27r—20,~
i=0 /i Q i=0

k tiv1 k

Z/ kg(t)dtJr//KdaJrZQi = 2. W

i=0 i { i=0

5.8 Versao Global do Teorema de Gauss-Bonnet

Vamos considerar uma superficie S regular. Dizemos que uma regiao conexa
2 C S é regular se Q é compacta e sua fronteira 92 é uma regiao finita de curvas
regulares por partes fechadas e simples que nao se intersectam.

Por conveniéncia, vamos considerar uma superficie compacta como uma regiao

regular, cuja fronteira é o conjunto vazio.

Definicao 5.8.1. Uma regiao simples que tem apenas trés vértices com angulos externos

a; #0,4=1,2,3 é um triangulo.

Definigao 5.8.2. Uma tirangulacao de uma regiao regular 2 C S é uma familia finita 7

de triangulos T;, 7 € {1,2,--- ,n} tais que:

(i) Q= Uiz T

(ii) Para cada i € {1,2,---,n}, a curva 0T, tem trés vértices. Aos arcos de curvas
compreendidos entre dois vértices consecutivos denominamos arestas e as regioes T;

sao denominados faces da triangulagao;

(iii) Se ¢ # j, 1,7 € {1,2,---,n}, entdao T;()T; pode ser uma das trés coisas: ou

T;(T; =0, ou tem um vértice em comum ou uma aresta em comurn.

Dada uma triangulacao 7 de uma regiao €2 C S de uma superficie S, denotaremos por
F o ntmero de tridngulos, por A o nimero de arestas, e por V o ntumero de vértices da

triangulagao.

Definig¢ao 5.8.3. O ntimero x(5) = F—A+V é chamado caracteristica de Euler-Poincaré

da triangulagao.

As proposigoes a seguir serao apresentadas sem demonstracao. Uma exposi¢ao

desses fatos pode ser encontrada em (ABATE; TOVENA| 2012).

Observagao 5.8.4. x(.S) nao depende da triangulacao escolhida e toda regiao regular de
uma superficie regular admite uma triangulacao (ABATE; TOVENA| 2012, Sec¢ao 6.5,
p.338).
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Um célculo direto mostra que a caracteristica de Fuler-Poincaré da esfera é 2,
a do toro (esfera com uma alga) é zero, em geral a de um n-toro (esfera com n algas)
é —2(n — 1). Modelando a esfera com um tetraedro (que é homeomorfo a uma esfera),
obtemos facilmente uma triangulacao de uma esfera S com 4 faces, 6 lados e 4 vértices,
entao x(9) = 2 (ver figura34l(a)). Usando como modelo um quadrado com lados opostos
identificados, obtemos uma triangulacao de um toro com 8 faces, 12 lados e 4 vértices, e

assim a caracteristica de Euler-Poincaré do toro é zero (ver figura 34} (b)).

Figura 34: Caracteristica de Euler-Poincaré da esfera e toro.

—_—

c ] G

Fonte:(ABATE; TOVENA| 2012, p.314)

Proposicao 5.8.5. Seja S C R® uma superficie reqular compacta e conexa. Entdo

X(S) =2 —2g,

com g € N. Além disso, se S C R3 ¢ wma superficie reqular compacta e coneza com
x(S) = x(S) entio S é homeomorfa a S.

Prova. A demonstragao pode ser vista em (ABATE; TOVENA| [2012, Proposicao 6.2.12,
p.313, Proposigao 6.2.14, p.314). A

Observagao 5.8.6. Em outras palavras toda superficie compacta e conexa S C R? é

2 —x(5)

homeomorfa a uma esfera com um ntmero g de algas. O niimero g = é chamado

o género de S e a caracteristica de Euler-Poincaré x(5) < 2.

Teorema 5.8.7 (Teorema de Gauss-Bonnet (Global)). Seja Q2 C S uma regidgo regular
de uma superficie reqular orientada S com fronteira OS2 orientada positivamente. Consi-
deremos C1,Cy, -+ ,Cy as componentes conexas da fronteira de 0 parametrizadas, para

jg=1---,k, por curvas o : [aj,b;] = S com curvaturas geodésicas kg. Denotemos por
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{01,---,0,} o conjunto dos dngulos externos das curvas ay,--- , ag. Entao

k b P
Z/ k;(t)dt+//Kda+Zeh:27rX(Q
j=1"a L h=1

onde K € a curvatura Gaussiana de S, do € o elemento de drea de S e dt € o elemento

de comprimento de a;.

Prova. Consideremos uma triangulacao 7 da regiao (2, tal que, cada triangulo T; € T
estéd contido em uma vizinhanca coordenada de uma familia de parametrizagoes ortogo-
nais, compativeis com a orientac¢o de S. Além disso, como a fronteira de todo tridngulo de
T esta orientada positivamente, obtemos orientagdes opostas nas arestas que sao comuns
a triangulos adjacentes. Aplicando-se o teorema [5.7.4] a cada tridngulo de T e somando

os resultados, obtemos:

Z/ ki (t dt+/ Kdo+Y Y 6;=27F, (5.8.1)

=1 j=1

e>|
w

onde 6;1, 0;5 e ;3 sao os angulos externos do triangulo T; e F é o ntimero de triangulos de

Se denotarmos os angulos internos de um triangulo T; por ¢;; = m — 0;;, para j = 1,2, 3,

temos que
F 3 F 3 F 3
E E 0ij = E (i E Gij
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
F 3
i=1 j=1

Denotemos por A, o numero de arestas externas de 7, A; o nimero de arestas internas
de 7, V. o nimero de vértices externos de T e V; o ntimero de vértices internos de 7.
Como C; sao fechadas, temos que A, = V.. Além disso, 3F = 2A; + A.. Para provar este

fato basta tomar uma indug¢ao no nimero de faces. Dessa forma temos que

F 3
D) 6 =2mA; + A, — ZZ%

=1 j5=1 =1 j5=1

Os vértices externos sao vértices das curvas C; ou vértices introduzidos pela triangulagao.
Temos que V., = V.. + V¢, onde V.. denota o nimero de vértices externos de alguma
curva C; e V; o nimero de vértices externos que vém da triangulagao que nao sao vértices

de alguma curva C;. Como a soma dos angulos ao redor de cada vértice interno é 2,
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temos
F F 3
ZZ@W = 27TAi+7TAe—ZZ¢ij
i=1 j=1 i=1 j=1

p
= 27A; +7A, — (27TVZ~ + 7V + Z(ﬂ' — Qh)>

h=1

p
= 2nA;, +7A, — 27V, — Ve — Ve + Z 0
h=1

p
= 2m(A; + Ao) — TA — 20V — T(Ver + Veo) + D O
h=1

p
= 2m(A;+A) —mA, — 27V, — 7V, + Z 05

p
= 2r(A+A) — A —20(Vi+ Vo) +7Ve+ Y Oy

p
= 2mA =27V + ) O (5.8.2)
Substituindo a equagao (5.8.2) na equagao , obtemos
k .

Z/ kj dt+//KdJ—|—27rA 27TV—|—Z€h = 27F
Z/]kg(t)dt—i-//KdeLZGh = 27F —21A 427V
j=1 74 & h=1

k b P
Z/ k;(t)dt+//Kda+Zeh W
j=1 74 Q h=1

k b P
Z/ kg](t)dt+//gf(da+29h — omy(©). ®
=1 h=1

Proposigao 5.8.8. Seja T um tridngulo geodésico (triangulos cujos lados sao arcos geo-
désicos distintos) em uma superficie orientada S. Sejam 01, 02 e 03 os angulos externos
deT ep;=m—0;,1=1,2,3 os dngulos internos. Entao a soma dos dngulos internos de

um tridngulo geosésico é
(i) Igual a ™ se K = 0.
(1) Maior que m se K > 0.
(111) Menor que m se K < 0.

Prova. Aplicando o teorema [5.7.4] (Teorema de Gauss-Bonnet local) no triangulo geodé-
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sico T, obtemos

3
//Kda+28i:27r.
T i=1

Como 0, =7 — ¢;, 1 = 1,2,3 entao

3

//TKda = 2= (1—¢)

=1

3
= 2131+ &
=1

il@- = //TKdaJ:w.

Como // K do tem o mesmo sinal de K e é nula quando K = 0. Segue que
T

¢ 3

Z(bizw, se K =0,
i=1

3

Z¢i>7r, se K >0,
i=1

3
Z¢i<7r, se K<0. N

\ =1

Figura 35: Soma dos angulos internos do triangulo.

: 3 |
Yo>m K>0 Y oi=m K=0 Y g <m K<0
: (= i=1

Fonte: Autor (2024)
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Capitulo 6

Atividade Aplicada no Ensino Médio

Neste capitulo, compartilharemos a experiéncia de ter aplicado uma proposta de
estudo dedicada a exploracao de resultados de geometrias nao euclidianas no Ensino Mé-
dio, visando estimular uma compreensao intuitiva das geometrias esférica e hiperbolica
entre os estudantes. Para alcangar esse objetivo, desenvolvemos atividades que abordam
topicos de geometria nao euclidiana e trabalhamos em modelos de superficies nao pla-
nas. A introducao dos conceitos de ponto, reta e plano serviram como ponto de partida
para a exploracao dessas novas geometrias, enquanto materiais manipulaveis foram em-
pregados para facilitar a compreensao de superficies com curvaturas nao nulas. Além
disso, aproveitamos o ambiente dinamico oferecido pelo software GeoGebra para realizar
construgoes simultaneas nos espacos euclidiano, hiperbdlico e esférico, enriquecendo ainda
mais a experiéncia de aprendizado dos estudantes.

A proposta foi aplicada em uma turma da segunda série da Educacao Profissional
Integrada ao Ensino Médio, curso Técnico em Informatica, de uma Escola Piblica da Rede
Estadual de Educagao da Bahia, no municipio de Serrinha. Para realizagao do trabalho
utilizamos a sala de aula e o laboratério de informatica da Escola. Os estudantes dessa
turma ja conheciam o GeoGebra de outras atividades, por isso nao houve necessidade de

realizar um momento para que eles aprendessem a manipular as ferramentas do software.

6.1 Introducao do conceito de Geodésica

Antes de levar os alunos ao laboratério de informatica para manipular algum
modelo de geometrias nao euclidianas em um software, ou apresentar videos sobre o
tema, comegamos nossa proposta com questionamentos que ajudassem os alunos a se
desapegar das ideias tradicionais da geometria plana e abrir seus horizontes para novas
possibilidades. Isso também permitiu a introducao do conceito de geodésicas. Fizemos
algumas perguntas iniciais, dando tempo para que os alunos respondessem com base em
seus conhecimentos prévios. Em seguida, eles realizaram pesquisas na internet, ao final,

formalizamos as respostas com base nas ideias apresentadas por eles. Como recursos
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didaticos, utilizamos folhas de papel A4, régua, lapis e caneta. Iniciamos a atividade com
as seguintes abordagens:

Explique com suas proprias palavras, forneca uma definigdao, caracteristicas ou
uma ideia intuitiva sobre o conceito de "ponto". Em seguida, pedimos que realizassem o
mesmo exercicio para os conceitos de "reta"e "plano".

Inicialmente, os alunos tiveram dificuldade em definir o conceito de “ponto”.
Passaram-se alguns minutos sem que surgissem respostas satisfatorias, até que um dos
alunos comentou: “Nunca pensei que fosse tao dificil falar sobre algo tao pequeno”. Apro-
veitamos essa fala para questionar qual seria esse tamanho que faz o ponto ser considerado

pequeno. A partir dai, as respostas comecaram a aparecer. Entre elas, destacamos:

e O ponto nao tem tamanho.
e E utilizado no plano cartesiano.
e Sao os vértices de um poligono.

e Mostra uma localizacgao.

Pedimos aos alunos que pesquisassem sobre o conceito de ponto na internet. Com
base nos resultados que encontraram e em suas respostas iniciais, formalizamos a defini¢ao
da seguinte maneira: “O ponto é a unidade fundamental da geometria, caracterizado por
nao possuir dimensao”.

Nesse ponto, os estudantes ja participavam da atividade de maneira mais espon-
tanea, tendo assimilado bem a proposta. Como resultado, as respostas sobre o conceito

de "reta"surgiram de forma mais fluida. Dentre elas, destacamos as seguintes:

e E uma linha infinita.

Sao os lados de um poligono.

e N3ao faz curva.

e E um conjunto infinito de pontos.
e Possui uma dimensao.

Apos os estudantes compartilharem suas ideias sobre o conceito de “reta”’, pedimos
que realizassem uma pesquisa na internet. Com base nos resultados encontrados e nas
discussoes, chegamos & seguinte conclusao: “A reta é um conjunto infinito de pontos
alinhados em uma tnica dire¢ao e possui uma dimensao”.

Dando continuidade, pedimos aos alunos que marcassem dois pontos distintos
em uma folha de papel e fizemos a seguinte pergunta: “Quantas retas distintas vocés

conseguem tracar passando por esses dois pontos?”. Como esperado, a resposta foi: “Uma
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reta”. Em seguida, solicitamos que ligassem os dois pontos sem usar uma reta, orientando-
os a tragar o caminho que desejassem. Perguntamos entao: “De quantas maneiras podemos
ligar esses dois pontos sem utilizar uma linha reta?”. De forma unanime, responderam:
“De infinitas maneiras”. Por fim, questionamos: “Se precisédssemos caminhar entre esses
dois pontos, qual seria o menor caminho?”. Mais uma vez, sem hesitagao, responderam:
“Pela reta”. Entao concluimos esse momento endossando a ideia de que a “reta” minimiza
distancias.

Apos encerrarmos, momentaneamente, as discussoes sobre a “reta”’, continuamos
a atividade focando no conceito de “plano”. Entre as contribui¢oes dos estudantes, desta-

camos algumas das respostas apresentadas sobre o plano.

e Uma folha de papel.

Um poligono.
e Nao faz curva.

Nao é torto.

e | reto.

Seguindo a dindmica da atividade, propomos o conceito de plano da seguinte
forma: “O plano é um conjunto infinito de pontos, bidimensional, onde qualquer linha
reta tracada entre dois pontos desse plano esta totalmente contida nele”.

Em seguida, solicitamos que os estudantes desenhassem um tridngulo em uma
folha de papel A4, e fizemos a seguinte pergunta: “o tridngulo é uma figura geométrica
plana?”’. Uma das respostas se destacou por se basear nas ideias anteriormente construidas
e levou o restante da turma a concluir que o triangulo é, de fato, uma figura plana. Vamos
a resposta: “os lados do triangulo sao segmentos de reta e estao totalmente apoiados no
plano, entao o tridngulo é uma figura plana”.

Prontamente, pedimos aos estudantes que unissem as extremidades da folha de
papel A4 onde haviam desenhado o triangulo, formando um cilindro. Apés chamarmos
a atencao que dessa forma o triangulo estava apoiado em uma superficie cilindrica e nao
mais em uma superficie plana repetimos entao a pergunta feita anteriormente: “O tri-
angulo ainda é uma figura geométrica plana?’. As respostas se dividiram, com alguns
estudantes dizendo sim e outros dizendo nao. Solicitamos, entao, que argumentassem
suas respostas com base nas ideias discutidas anteriormente, para chegarmos a um con-
senso. Dentre os argumentos apresentados, destacamos a seguinte resposta: “O triangulo
desenhado no cilindro nao é plano porque seus lados nao eram retos e faziam curvas’.
Endossamos a resposta do estudante, aparentemente os estudantes que discordavam acei-
taram a resposta, pois nao apresentaram nenhum argumento contraditério. Concluimos

entao que o tridngulo contido numa superficie cilindrica nao era uma figura geométrica
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plana.

Figura 36: Unindo as extremidades da folha de papel A4.

Fonte: Autor (2024)

Além disso, destacamos para os estudantes que, ao dobrar a folha de papel for-
mando um cilindro, as medidas dos lados do triangulo, assim como a area e os angulos,
permaneciam inalteradas. Mencionamos também que, no plano, o menor caminho entre
dois vértices do triangulo é uma reta; de forma similar, na superficie cilindrica obtida ao
unir as extremidades da folha, as curvas que representam os lados do “tridngulo curvo”
também minimizam as distancias entre dois vértices do tridngulo. Essas curvas sao cha-
madas de geodésicas, e os triangulos desenhados em superficies nao planas sao conhecidos
como triangulos geodésicos.

Por fim, explicamos de maneira mais simples que uma geodésica é o caminho mais
curto entre dois pontos em uma superficie nao plana. No caso de superficies planas, as
geodésicas correspondem as linhas retas, enquanto em superficies esféricas, como a Terra,
as geodésicas sao os arcos dos grandes circulos. Esclarecemos também, que o plano tinha
curvatura nula, e existiam superficies nao planas que apresentavam curvatura positiva
ou negativa. E que poderiamos entender curvatura como uma medida geométrica que
descreve como a superficie se dobra ou se curva em torno de um ponto.

As discussoes continuaram, e os estudantes perguntaram qual seria a diferenca
entre curvatura positiva e negativa. Explicamos que a curvatura positiva ocorre quando
a superficie se curva “para dentro” como uma esfera por exempo, enquanto na curvatura
negativa a superficie se curva “para fora” como uma pseudoesfera. No entanto, muitos
alunos admitiram nao conhecer a pseudoesfera, entao pesquisaram na internet imagens
da pseudoesfera. Informamos que, na sequéncia da atividade, explorariamos o triangulo
geodésico em ambos os tipos de superficies e a partir disso construiriamos uma ideia
intuitiva sobre superficies com curvatura positiva ou negativa.

Além disso, durante o debate, um estudante destacou que havia assistido a um
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video que explicava por que as medidas do mapa-mundi diferem das do globo terrestre,
mencionando que é impossivel representar um globo em um plano sem que haja distor¢oes
de medidas. Ele entao questionou por que, ao utilizar um cilindro, as medidas permane-
ciam as mesmas. Embora essa questao nao fizesse parte da proposta inicial, aproveitamos
a oportunidade para introduzir, de forma superficial, o conceito de isometria. Explicamos
aos estudantes que o plano e o cilindro sao localmente isométricos, o que significa que
existe uma funcao entre eles que é um difeomorfismo, ou seja, esta aplicacao preserva a
estrutura geométrica entre os dois espacos. Por exemplo, por meio dessa funcao, é possivel
transportar um triangulo do plano para o cilindro e vice-versa, preservando as medidas
da figura.

Nesse momento, o tempo da aula ja havia encerrado, nao houve tempo para
mais questionamentos, como planejado deixamos como sugestao, no grupo de WhatsApp

da turma, o link de um video intitulado “Geometrias plana, estérica, hiperbdlica e o

5° Postulado” (CAFE Profmat, 2024) que faz um breve relato sobre geometria plana,

esférica, hiperbolica e o 5 Postulado. O objetivo com esse video foi que antes do proximo
encontro acontecer os estudantes tivessem ciéncia da existéncia de outras geometrias além

da geometria plana.

6.2 Superficies com Curvaturas Positiva e Negativa

O objetivo do segundo encontro foi construir com os estudantes uma ideia sobre
superficies com curvaturas nao nulas, considerando os aspectos da transposicao didatica
em matemética. Para isso, a turma foi encaminhada para o Laboratorio de Informatica
da institui¢ao, onde aproveitamos o ambiente dinamico oferecido pelo software GeoGebra
e propomos aos estudantes explorarem o triangulo geodésico na pseudoesfera, no Disco

de Poincaré e na esfera.

Figura 37: Estudantes no Laboratorio de Informatica.

Fonte: Autor (2024)
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https://youtu.be/QbcvbS8P40Y?si=l8IGBZXqaJeqm9l0
https://youtu.be/QbcvbS8P40Y?si=l8IGBZXqaJeqm9l0

6.2.1 Triangulo Geodésico em uma Pseudoesfera

Iniciamos a atividade no laboratorio explorarando o tridangulo geodésico na pseu-
doesfera, para isso utilizamos um modelo de atividade do GeoGebra criado por Bortolossi
(2020b) e intitulado como “Triangulo Geodésico em uma Pseudoesfera’. O objetivo inicial

era possibilitar aos alunos observarem um triangulos em uma superficie nao plana.

Figura 38: Triangulo Geodésico em uma Pseudoesfera.

B]é D00 4N =

6

Fonte: Autor (2024)

A pseudoesfera foi apresentada aos estudantes como um modelo de Geometria
Hiperbolica. Nessa atividade os alunos tiveram a oportunidade de manipular os pontos
A, B e C do triangulo geodésico, & medida que deslocavam os pontos, eles observavam
o comportamento do tridngulo sobre a pseudoesfera. Eles foram orientados a observar
que os lados do triangulo estavam apoiados sobre arcos de circunferéncia. Contudo, nao
apresentaram nenhum questionamento, entao seguimos a atividade com o préoximo modelo

de Geometria Hiperbolica.

6.2.2 Disco de Poincaré para Espaco Hiperboélico

Dando sequéncia a atividade, apresentamos aos alunos o Disco de Poincaré como
um modelo para Geometria Hiperboélica. Os alunos tiveram a possibilidade de construir
e explorar o triangulo geodésico no Disco de Poincaré. Para que isso fosse possivel utili-

zamos um modelo de atividade do GeoGebra intitulado “Disco de Poincaré para Espaco
Hiperbolico” de autoria de Pierce (2018)).
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https://www.geogebra.org/m/cvpkctg2
 https://www.geogebra.org/m/fUCCfAEj
 https://www.geogebra.org/m/fUCCfAEj

Figura 39: Disco de Poincaré para Espago Hiperbélico.
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Fonte: Autor (2024)

Os alunos foram orientados a usarem a ferramenta ‘“Point” para criar os pontos A,
B e C' no Disco de Poincaré. Logo apoés a criacao dos pontos eles utilizaram a ferramenta
“Hyperbolic Segment” para criar os segmentos geodésicos AB, AC e BC construindo
assim o triangulo geodésico ABC. Em seguida usaram a ferramenta “Angle Measure”

para medir os angulos internos com vértices nos pontos A, B e C.

Figura 40: Ferramentas Point, Hyperbolic Segment e Angle Measure.
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Fonte: Autor (2024)

Pedimos aos estudantes que movimentassem os pontos A, B e C para posicoes
arbitrarias e depois fizessem a soma dos angulos internos do triangulo geodésico ABC', ori-
entamos ainda que repedissem esse ltimo passo varias vezes e registrassem os resultados

das somas dos angulos internos.
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Por fim, mencionamos com os estudantes que na Geometria Plana a soma dos
angulos internos de um triangulo € igual a 180°. Em seguida, pedimos que os alunos com-
parassem os resultados obtidos das somas dos angulos internos dos triangulos geodésicos
com 180°, todos os estudantes observaram que os resultados eram menores do que 180°.

Baseando-se nas observagoes realizadas pelos estudantes, concluimos esta etapa
formalizando a ideia que na Geometria Hiperbolica a soma dos dngulos internos de um
triangulo ¢ menor do que 180° e o triangulo nessa geometria era chamado de triangulo
hiperbélico. Antes de avancarmos para ultima acao do segundo encontro, alguns alunos
manifestaram o pensamento expondo a afirmagao que na Geometria Esférica a soma dos
angulos internos de um triangulo era maior que 180°. Entao convidamos os mesmos a

verificar estd afirmagao com mais um modelo de atividade criada no GeoGebra.

6.2.3 Triangulo Geodésico em uma Esfera

Chegamos a ultima ac¢ao do segundo encontro, o objetivo é construir junto aos
estudantes a ideia que na Geometria Esférica a soma dos angulos internos de um trian-
gulo era maior que 180°. Para alcancar a meta estabelecida, possibilitamos aos alunos
explorarem o triangulo geodésico na esfera, o recurso utilizado foi um modelo de atividade
criado no GeoGebra por Bortolossi (2020a)) e intitulado de Triangulo Geodésico em uma

Esferal.

Figura 41: Triangulo Geodésico em uma Esfera.
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Fonte: Autor (2024)

Ao acessar o modelo, uma esfera e um tridngulo geodésico contido na esfera sao
exibidos a direita. Ao mudar o valor de entrada da ferramenta “Exibir angulos” de 0

para 1, os angulos «, [ e 7 sao exibidos no triangulo geodésico e a soma o + 3 + 7y
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https://www.geogebra.org/m/acnyx8zg
https://www.geogebra.org/m/acnyx8zg

aparece acima da propria ferramenta. Orientamos os alunos a movimentarem os vértices
do triangulo geodésico para posigoes arbitrarias, e registrassem os valores de a + (5 +
nas variadas posi¢oes. Em seguida, eles compararam os resultados obtidos nas somas com
180°. Rapidamente, eles confirmaram a afirmagao que na Geometria Esférica a soma dos
angulos internos do tridngulo geodésico é maior que 180°. Além disso, mencionamos que

nessa geometria os tridngulos sao chamados de triangulo esférico.

Figura 42: Ferramenta Exibir angulos.
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Fonte: Autor (2024)

Encerramos o segundo encontro com o seguinte questionamento: “observamos
que a soma dos angulos internos de um triangulo hiperboélico é menor que 180° e a soma
dos angulos internos de um triangulo esférico é maior que 180°, entao entre as Geome-
trias Hiperbolica e Esférica qual delas possui curvatura positiva e qual possui curvatura
negativa?”.

Os primeiros estudantes que responderam argumentaram associando o sinal da
curvatura com soma dos angulos internos. Destacamos a seguinte resposta: “acho que
a Geometria Hiperboélica tem curvatura negativa porque a soma dos angulos internos é
menor que 180° e a Esférica tem curvatura positiva porque a soma dos angulos internos
¢ maior que 180°”. Confirmamos que eles estavam corretos, e de fato na Geometria
Hiperbdlica a curvatura é negativa e na Geometria Esférica a curvatura é positiva. Por
fim, mencionamos, novamente, que a curvatura de uma superficie seria uma medida que

descreve como a superficie se dobra ou se desvia de ser plana em um ponto especifico.
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6.3 Construindo Superficies de Curvatura nao Nula

No terceiro encontro com os estudantes deixamos como sugestao, no grupo de
WhatsApp da turma, a copia das atividades dos apéndices[A]e[B] A atividade do apéndice
[A]refere-se a construgao de um modelo concreto de espago esférico com curvatura positiva,
e a atividade do Apéndice [B] refere-se & construcao de um modelo concreto de espaco
hiperbolico de curvatura negativa.

Além disso, os estudantes responderam uma pesquisa de satisfacao, ver apéndice
[Cl onde eles indicaram como se sentiam a respeito dos topicos: o conceito de geodésica,
a soma dos angulos internos de um tridngulo em diferentes geometrias e vimos que exis-
tem superficies com curvatura positiva e superficies com curvatura negativa, que foram

abordados ao longo dos encontros. Segue abaixo o resultado dessa atividade.

O que aprendi?
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do tndngulo do triangulo
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mMuito Satisfeito. = Satisfeito. = Pouco Satisfeito.

Os resultados da pesquisa indicam que no geral os alunos sairam satisfeitos com

a proposta. Enfim, encerramos aqui o nosso trabalho.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

Com a conclusao deste trabalho acreditamos que é possivel explorar topicos de
geometrias nao euclidianas no Ensino Médio, mesmo adotando a presuncao da veracidade
sem uma demonstracao completa. Porém aspectos complexos da Matemética embutida
nessas geometrias exigem que o professor seja capacitado, por isso, entendemos que a
formagcao continuada dos professores seja fundamental neste processo. Ressaltamos que
ambientes dindmicos, como o GeoGebra, que permitem explorar geometrias nao euclidia-
nas tornam-se um fator importante em construgoes de propostas como esta.

Contudo, estudar geometria diferencial de superficies foi desafiador e motivante,
uma vez que trouxe a possibilidade de ressignificar contetidos das disciplinas de Célculo
e Algebra Linear, estudados no curso de Licenciatura em Matematica. Além disso, poder
construir o conhecimento desde a definicao de uma curva regular, passando por superficies
regulares até chegar na demonstracao do teorema de Gauss-Bonnet foi extremamente
gratificante e edificante.

A sensacao de aplicar, em sala de aula, um pouco dos conhecimentos adquiridos
é imensuravel. Por isso, daremos continuidade aos estudos sobre Geometria Diferencial e
geometrias nao euclidianas. Esperamos também, que este trabalho se torne uma fonte de

referéncia e inspiragao para outros professores.
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Apéndice A
Espaco esférico de curvatura positiva

(I) Recorte o setor circular longo das extremidades.
(IT) Cole a aba por baixo da borda oposta, de modo que os dois pontos A coincidam.

(ITI) Acabou de construir um cone de papel.
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Apéndice B

Espaco hiperboélico de curvatura

negativa

(I) Recorte o circulo e o setor circular ao longo das linhas das extremidades, incluindo

a fenda radial indicada pela seta.

(IT) Colar a aba direita do setor circular embaixo da borda direita da fenda do circulo,

de modo que os dois pontos A coincidam.

(III) Colar a aba esquerda do setor circular embaixo da borda esquerda da fenda do

circulo, de modo que as linhas vermelhas tracejadas fiquem alinhadas.
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Apéndice C
O que aprendi?

Ao longo da atividade estudamos o conceito de geodésica, a soma dos angulos
internos de um triangulo em diferentes geometrias e vimos que existem superficies com
curvatura positiva e superficies com curvatura negativa. Registre como se sente a respeito

de a cada um desses topicos.

O que aprendi?

L] F——

— 50 ~
Topico _ I
Muito Safisfoit Pouco
t
satisfeito atistetto satisfeito

Conceito de geodésica.

Soma dos dngulos internos do tridngulo
hiperbdlico.

Soma dos dngulos internos do tridngulo
esférico.

Curvatura positiva.

Curvatura negativa.
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