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RESUMO

O presente trabalho tem o objetivo geral de desenvolver atividades pedagógicas volta-
das para o ensino e aprendizagem da Geometria Projetiva das Cônicas no Ensino Médio,
através do software GeoGebra, como a ferramenta pedagógica principal para explorar as
propriedades das Cônicas por meio de construções geométricas, o que favorece a visualiza-
ção, a análise crítica e a aplicação prática dos conceitos básicos trabalhados. Inicialmente,
de�nimos as cônicas como lugares geométricos, e depois, caracterizamo-las como seções
planas de um cone, utilizando as Esferas de Dandelin, justi�cando o porquê de tais cur-
vas serem denominadas de cônicas. Em seguida, observamos suas propriedades ótica e
isogonal. Além disso, descrevemos as propriedades notáveis das parábolas. A partir de
então, estabelecemos as noções importantes na Geometria Projetiva de inversão, de cor-
respondência polar e, mais geralmente, de transformação projetiva. Depois, descrevemos
as principais propriedades projetivas do círculo, estendendo-as para as cônicas. Por �m,
propomos as atividades de construção, baseadas nos conceitos e propriedades da Geome-
tria Projetiva das Cônicas, desenvolvidas de antemão, tendo por objetivo uma abordagem
interativa e dinâmica. Assim, apresentamos as possibilidades de ampliar o conhecimento
dos alunos sobre as transformações geométricas para além da Geometria Euclidiana, tendo
o GeoGebra como a ferramenta principal no processo de ensino e aprendizagem.

Palavras-chave: Cônica; Transformação Projetiva; Correspondência Polar; Princípio de
Dualidade; GeoGebra.



ABSTRACT

The present work has the general objective of developing pedagogical activities aimed at
the teaching and learning of Projective Geometry of Conics in High School, using the
GeoGebra software as the main pedagogical tool to explore the properties of Conics th-
rough geometric constructions, which favors visualization, critical analysis, and practical
application of the basic concepts addressed. Initially, we de�ne conics as geometric pla-
ces, and then we characterize them as plane sections of a cone, using Dandelin Spheres
to justify why such curves are called conics. Next, we observe their optical and isogonal
properties. Furthermore, we describe the notable properties of parabolas. From then on,
we establish important notions in Projective Geometry of inversion, polar correspondence,
and, more generally, projective transformation. Afterward, we describe the main projec-
tive properties of the circle, extending them to conics. Finally, we propose construction
activities based on the concepts and properties of Projective Geometry of Conics, deve-
loped in advance, aiming for an interactive and dynamic approach. Thus, we present the
possibilities of expanding students' knowledge about geometric transformations beyond
Euclidean Geometry, with GeoGebra as the main tool in the teaching and learning process.

Keywords: Conic; Projective Transformation; Polar Correspondence; Principle of Dua-
lity; GeoGebra.
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Introdução

A geometria desempenha um papel muito importante no ensino básico, pois permite
desenvolver habilidades essenciais para compreensão do espaço e das formas ao nosso re-
dor. No contexto da geometria euclidiana, estudar posição e deslocamentos no espaço,
formas e relações entre elementos de �guras planas e espaciais pode desenvolver o pensa-
mento geométrico dos alunos da Educação Básica (BRASIL, 2018).

Nesta perspectiva, é possível considerar um estudo mais amplo, que vá além dessa
geometria que se preocupa com o mundo em que vivemos, envolvendo também a geometria
que lida com relações entre os objetos do mundo em que vemos que é o caso da geometria
projetiva. Um exemplo simples para distinguir a Geometria Projetiva da Euclidiana é a
interseção entre duas retas. Na Geometria Euclidiana, duas retas paralelas não possuem
ponto de interseção. Já na Geometria Projetiva, considera-se que as retas paralelas se
encontram no in�nito. "Na prática, os trilhos de trem não são retas paralelas, mas retas
que se encontram no horizonte, no in�nito" (AUFFINGER; VALENTIM, 2003, p.2). Isto
signi�ca dizer que na Geometria Projetiva duas retas quaisquer sempre se intersectam.

Historicamente, os primeiros estudos da Geometria Projetiva começam no século
XV, na Itália, durante um período que foi marcado por profundas transformações culturais
e cientí�cas. Tal período �cou conhecido como Renascimento. No campo da arte, os
artistas da época passaram a buscar novas técnicas e conceitos que tornassem suas obras
mais realistas. A Geometria Euclidiana, com suas noções de semelhança e equivalência
de �guras por meio de congruências, não era su�ciente para atender às novas necessidades
artísticas. Com isso, de maneira intuitiva, surgiu nos trabalhos dos pintores a noção de
perspectiva e ponto de fuga, onde permitiram representar a profundidade e criar uma
sensação de realismos. Passaram-se aproximadamente dois séculos para que essas ideias
fossem desenvolvidas matematicamente.

O primeiro a introduzir uma linguagem matemática para descrever o que pintores
expressavam em suas telas, foi o engenheiro e arquiteto francês Gerard Desargues (1591-
1661). Em 1639, ele publicou o trabalho Brouillon proiect d'une atteinte aux evenemens
des rencontres du Cone avec un Plan (Projeto de Esboço da Interseção de um Cone com
um Plano), no qual abordou as propriedades da interseção entre um cone e um plano, um
tema que já havia sido amplamente estudado por Apolônio de Perga (262 a.C.�190 a.C.)
(LEITE, 2016).

No início do século 19, Jean Victor Poncelet (1788-1867), aluno da Ecole Polyte-
chnique e da Academia Militar de Metz, nos dois anos em que estava preso na Rússia,
durante a campanha napoleônica contra a Rússia, formulou ideias que revolucionariam
a geometria da época. Ele foi o primeiro a reconhecer a Geometria Projetiva como um
novo ramo da matemática, e dedicou-se a encontrar todas as propriedades geométricas
das �guras que permanecem invariantes sob projeções.

Depois de Poncelet, outros matemáticos trouxeram contribuições para Geometria
de Projetiva como Michel Chasles (1798-1867), Jacob Steiner (1796-1863), Karl Christian
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e Von Staudt (1798-1867), permitindo sua consolidação até o �nal de século 19.
Agora, em relação ao uso de recursos tecnológicos no ensino de Matemática, a Base

Nacional Comum Curricular (BNCC) destaca que recursos didáticos como malhas qua-
driculadas, ábacos, jogos, livros, vídeos, calculadoras, planilhas eletrônicas e softwares de
geometria dinâmica têm um papel essencial para a compreensão e utilização das noções
matemáticas.

Logo, o uso das tecnologias no ensino da Matemática traz ganhos signi�cativos no
processo de ensino e aprendizagem na sala de aula. Dockendro� e Solar (2017), a�r-
mam que ambientes de aprendizagem enriquecidos por tecnologia preparam os alunos
ao aumentar sua capacidade de explorar, reconstruir (ou reinventar) e explicar conceitos
matemáticos ao promover conexões entre representações grá�cas e de�nições formais.

Softwares dinâmicos como GeoGebra, por exemplo, potencializam o aprendizado ao
facilitar a visualização e a exploração de construções matemáticas, possibilitando uma
melhor compreensão de conceitos por meio de recursos interativos e dinâmicos.

Portanto, no ensino de Matemática, a BNCC orienta o estudo das transformações
geométricas tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio, recomendando o
uso de instrumentos de desenho ou softwares de geometria dinâmica como ferramentas
para desenvolver habilidades de reconhecer e construir �guras. Com base nisso, esta
pesquisa apresenta como proposta de ensino atividades da geometria projetiva das cônicas,
utilizando o GeoGebra como ferramenta, ampliando o aprendizado dos estudantes para
além da geometria euclidiana.

Diante disso, neste trabalho, temos como objetivo geral: desenvolver atividades
pedagógicas voltadas para o ensino e aprendizagem dos conceitos básicos da geometria
projetiva das cônicas no Ensino Médio, utilizando o software GeoGebra como ferramenta
pedagógica principal, para explorar suas propriedades por meio de construções geométri-
cas, favorecendo a visualização, a análise crítica e aplicação prática dos conceitos básicos.
Para os objetivo especí�cos vamos: elaborar atividades de construção usando régua e
compasso e o software GeoGebra, para aplicar transformação por inversão em relação ao
círculo e explorar propriedades envolvendo pontos, retas e círculos; explorar, por meio de
atividade de construção utilizando o GeoGebra, as propriedades das cônicas para identi�-
car e analisar suas características projetivas; criar uma atividade de construção utilizando
o GeoGebra, para aplicar o conceito de correspondência polar em relação a cônicas, pos-
sibilitando uma análise interativa de suas propriedades.

Todas as imagens apresentadas neste trabalho foram construídas pelo autor.
No primeiro capítulo, abordamos as de�nições das cônicas como lugares geométricos

através de relações métricas. Em seguida, apresentamos algumas propriedades interes-
santes, como as propriedades ópticas e isogonais das cônicas. Também caracterizamos as
cônicas como seções planas de um cone, por meio das Esferas de Dandelin. Esta carac-
terização pode ser utilizada para de�nir as cônicas, sem recorrer diretamente a relações
métricas, porém utilizando-as para mostrar que as tais seções são, de fato, cônicas, como
de�nidas anteriormente. E por �m, encerramos o capítulo com propriedades notáveis da
parábola.

Nos segundo e terceiro capítulos, apresentamos os fundamentos teóricos da geometria
projetiva das cônicas. No segundo capítulo, exploramos conceitos importantes, como
inversão de pontos, retas e círculos em relação a um circulo. Introduzimos noções básicas
sobre transformação projetiva, começando com a de�nição de transformação projetiva,
explicando a projeção de um polígono ou de um círculo de um plano para outro plano.
No caso de um círculo, por meio de um projeção central, vê-se que a projeção é uma cônica.
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Além disso, de�nimos uma transformação projetiva importante, a correspondência polar,
e exploramos suas principais propriedades. No capítulo 3, estendemos as propriedades
projetivas do círculo para as cônicas em geral.

Finalmente, no capítulo 4, aplicamos o conteúdo abordado nos três primeiros capí-
tulos, para justi�car as construções que realizamos neste capítulo, utilizando o software
GeoGebra em atividades adaptadas para alunos do Ensino Médio. Apresentamos pro-
postas de atividades de geometria projetiva das cônicas, transformações por inversão, e
correspondência polar. Todas as atividades apresentam o passo a passo das construções,
além das abordagens didáticas.



Capítulo 1

Propriedades Elementares das Curvas
Cônicas

As seções cônicas, que incluem o círculo, a elipse, a parábola e a hipérbole, não só
apenas ocorrem amplamente no mundo natural, mas também são evidentes em diversos
campos, desde a arquitetura até a astronomia.

Muitos historiadores creditam ao matemático grego Menaechmus (380 - 320 A.C.
aproximadamente), discípulo de Platão, por desenvolver a primeira de�nição de seção
cônica quando trabalhava na resolução do problema da duplicação do cubo. Ele foi o
primeiro a demonstrar que a elipse, as parábolas e as hipérboles podem ser obtidas como
seções de um cone quando cortadas por um plano não paralelos à sua base.

O antigo geômetra grego Apolônio de Perga revisou e aprimorou a de�nição de
seções cônicas no século III a.C., estabelecendo resultados que são conhecidos e usados
até hoje. Ele determinou que, ao cortar um cone circular reto em diferentes ângulos, é
possível obter todas as quatro seções cônicas.

Figura 1.1: Seção cônicas.

Seções cônicas são abundantes no mundo físico. Hoje, as propriedades das seções
cônicas são aplicadas em diversas áreas do conhecimento, especialmente no campo da
Física. Na Astronomia, por exemplo, elas são importantes para o estudo das órbitas
dos planetas ao redor do sol. Na arquitetura e engenharia, são utilizadas no design e
construções que integram na sua forma as curvas cônicas. Na ótica, temos os telescópios
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de re�exão, formados por espelhos com formatos cônicos, aproveitam as propriedades
dessas curvas para melhorar a observação de objetos distantes. Nesta seção, exploraremos
as cônicas e suas propriedades elementares.

1.1 De�nições das cônicas

As cônicas podem ser de�nidas de várias maneiras, dependendo do tipo de geometria
considerada (euclidiana, a�m ou projetiva). Elas podem ser de�nidas por suas proprieda-
des focais, como seções planas de cones de revolução, imagens em perspectiva de círculos,
por equações quadráticas ou, do ponto de vista da geometria projetiva, como o conjunto
de pontos de interseção de lápis projetivos ou conjunto de pontos auto-conjugados de uma
polaridade no plano. Para �ns deste estudo, o termo cônica signi�ca elipses, incluindo os
círculos, hipérboles e parábolas. Sempre que necessário, também mencionaremos os casos
das cônicas degeneradas, como pontos ou pares de retas.

De�nição 1.1. Uma elipse é o conjunto de todos os pontos P no plano, cuja soma das
distâncias a dois pontos, F1 e F2, chamados de focos, é igual a uma constante 2a > 0. Essa
constante é maior do que 2c > 0, onde 2c é a distância entre os focos, isto é, d(F1, F2) = 2c.

Figura 1.2: Elipse.

Podemos observar na elipse, ilustrada na Figura 1.2, alguns elementos importante,
como:
• Focos (F1 e F2): São os pontos �xos da elipse.
• Distância focal: É a distância 2c entre os focos F1 e F2.
• Centro C: É o ponto médio do segmento F1F2.
• Eixos de simetria: São a reta (

←−→
A1A2) que passa pelos focos e a reta (

←−→
B1B2) per-

pendicular a essa, passando pelo ponto médio do segmento F1F2. Estas duas retas são
chamadas, respectivamente, de eixo maior e eixo menor da elipse.
• Excentricidade da elipse: É o número real e =

c

a
. Note que 0 < e < 1.

A excentricidade é responsável pela "forma" da elipse, quando a excentricidade esti-
ver próxima de zero, as elipses são aproximadamente círculos, enquanto que excentricidade
próxima de 1 teremos um "achatamento" da elipse.

Do triângulo B2CF2, obtemos a relação notável a2 = b2 + c2.
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Para desenhar uma elipse, precisamos de um pedaço de papelão, duas tachinhas, um
lápis e um barbante. Primeiro, �xe as tachinhas no papelão para formar os focos da elipse
(ver Figura 1.3). Corte um pedaço de barbante com comprimento maior que a distância
entre as duas tachinhas (distância entre os focos), e prenda cada ponta do barbante nas
tachinhas. Com lápis, mantendo o barbante sempre esticado, trace uma curva ao redor
dos focos. O resultado é uma elipse.

Figura 1.3: Construção de uma elipse utilizando um barbante, duas tachinhas e um lápis.

A seguir, apresentamos um interessante resultado envolvendo distância de qualquer
ponto, seja ele interno ou externo à elipse, em relação aos focos e o eixo maior. Considere
um ponto Q é interno à elipse se, para qualquer reta que liga um dos focos ao ponto Q,
essa reta intersecta a elipse em um ponto P de tal forma que Q está entre o foco e P .
Caso Q seja externo, P estará entre o foco e Q.

Proposição 1.2. Seja uma elipse com focos F1 e F2, e considere Q um ponto arbitrário.
Se Q está no interior da elipse, então a soma das distâncias de Q aos dois focos é menor
que o comprimento do eixo maior da elipse. Se Q está no exterior da elipse, essa soma é
maior que o comprimento do eixo maior.

(a) Ponto Q interior elipse
(b) Ponto Q′ exterior elipse

Figura 1.4

Demonstração: Considere um ponto Q interior a uma elipse de focos F1 e F2. Seja P
um ponto de interseção de F1Q com a elipse, conforme Figura 1.4a. Pela desigualdade
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triangular aplicada ao triângulo QPF2, temos

F2Q < QP + F2P

Somando F1Q em ambos membros dessa desigualdade, obtemos

F1Q+ F2Q < F1Q+QP + F2P

Como F1P = F1Q+QP , então

F1Q+ F2Q < F1P + F2P

Sabemos que F1P + F2P é o comprimento do eixo maior. Logo, F1P + F2P é menor
que o comprimento do eixo maior. Por outro lado, se um ponto Q′ está externo à elipse
(Figura 1.4b), e sejaX, um ponto de interseção F1Q′ com a elipse, então pela desigualdade
triangular aplicada ao triângulo XQ′F2, temos

F2X < XQ′ + F2Q′

Somando F1X em ambos membros dessa desigualdade, obtemos

F1X + F2X < F1X +XQ′ + F2Q′

Como F1Q′ = F1X +XQ′, então

F1X + F2X < F1Q′ + F2Q′

Novamente, sabemos que F1X + F2X é igual ao comprimento do eixo maior. Portanto,
F1Q′ + F2Q′ é maior que o comprimento do eixo ■

De�nição 1.3. Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos P no plano, cuja a
diferença das distância, em valor absoluto, a dois pontos �xos, F1 e F2, é igual a uma
constante 2a > 0. Essa constante é menor do que 2c > 0, onde 2c é a distância entre F1

e F2, ou seja, d(F1, F2) = 2c.

Figura 1.5: Hipérbole de Focos F1 e F2.

Assim como acontece com a elipse, toda hipérbole possui dois eixos de simetria
(Figura 1.5): o eixo transversal, e o eixo conjugado. O eixo transversal, também conhecido
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como eixo real, é a reta
←−→
A1A2 que passa pelo centro da hipérbole e pelos seus focos. O

eixo conjugado, também conhecido como eixo imaginário, é a reta
←−→
B1B2 perpendicular ao

eixo transversal e passa pelo ponto médio entre os focos (centro da hipérbole).
Toda hipérbole possui duas assíntotas que passam pelo seu centro. À medida que os

ramos da hipérbole se afastam de seu centro, eles se aproximam dessas assíntotas. Quando
as assíntotas são perpendiculares entre si, a hipérbole é chamada de hipérbole equilátera.

A excentricidade da hipérbole é o número real e =
c

a
. Ela está intimamente relaci-

onada com a abertura da hipérbole. Observe que, como c > a, temos que e > 1.
Observe que o retângulo central da hipérbole está situado no seu centro O, com um

de seus lados medindo 2a, enquanto os outros lados, que passam pelos vértices A1 e A2

da hipérbole, têm comprimento 2
√
c2 − a2. Esse retângulo é uma ferramenta muito útil

para representar gra�camente a hipérbole. Para esboçar as assíntotas da hipérbole, basta
desenhar e estender as diagonais do retângulo central.

Análogo ao que foi de�nido para elipse, considere um ponto Q é interno à hipérbole
se, para qualquer reta que liga um dos focos ao ponto Q, essa reta intersecta a hipérbole
em um ponto P de tal forma que Q está entre o foco e P . Caso Q seja externo, o ponto
P estará entre o foco e Q.

Proposição 1.4. Considere d a diferença das distâncias de qualquer ponto da hipérbole
aos focos F1 e F2 e seja Λ o ramo da hipérbole mais próximo de F1. Então, para qualquer
ponto X no interior (exterior) da hipérbole,

∣∣XF2 −XF1

∣∣ é menor (maior) que d.
Demonstração: Suponha X no interior da hipérbole. Seja Y , interseção de F2X com
Λ, conforme ilustrado na Figura 1.6.

Figura 1.6

Note que F2X = F2Y + Y X. Aplicando a desigualdade triangular ao triângulo
F1XY , temos

F1X < F1Y +XY ⇔ −F1X > −(F1Y + Y X)

Somando F2X em ambos os membros da segunda desigualdade, obtemos

F2X − F1X > F2X − (F1Y + Y X)

= (F2Y +XY )− (F1Y + Y X)

= F2Y − F1Y
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Sabemos da de�nição de hipérbole que d = F2Y − F1Y é constante. Portanto, F2X −
F1X > d.

Por outro lado, se X ′ está no exterior de Λ, então considere Y ′ um ponto interseção
de F1X ′ e Λ. Observe que F1X ′ = F1Y ′ + Y ′X ′. Pela desigualdade triangular aplicada
ao triangulo F2X

′Y ′, temos
F2X ′ < F2Y ′ + Y ′X ′

Subtraindo F1X ′ em ambos os lados , obtemos

F2X ′ − F1X ′ < F2Y +X ′Y ′ − F1X ′

= (F2Y ′ + Y ′X ′)− (F1Y ′ + Y ′X ′)

= F2Y ′ − F1Y ′

Pela de�nição de hipérbole, temos que F2Y ′ − F1Y ′ é constante. Portanto, concluímos
que F2X ′ − F1X ′ < d. ■

De�nição 1.5. Uma parábola é o conjunto de todos os pontos P de um plano que são
equidistantes de um ponto F (chamado foco) e uma reta fíxa d (chamada de diretriz).
Em outras palavras, para cada ponto P da parábola, a distância de P ao foco F é igual
à distância de P à diretriz d.

Figura 1.7: Parábola de foco F e diretriz d.

Claramente, na Figura 1.7, observa-se que o ponto médio entre o foco e a diretriz
está situado na parábola. Este ponto é chamado de vértice da parábola. A reta e que
passa pelo foco e é perpendicular a reta diretriz é chamada de eixo da parábola.

Note que, pela própria de�nição de parábola, essa curva é simétrica em relação ao
seu eixo. Além disso, do ponto de vista geométrico, existe apenas uma parábola, assim
como existe apenas um círculo. Mais precisamente, todas as parábolas são semelhantes,
ou seja, podem ser transformadas uma na outra por homotetias rotacionais. A prova
desses fatos pode ser encontrada em [15].

Um ponto Q é considerado interno à parábola se, para qualquer reta que liga o foco
ao ponto Q essa reta intersecta a parábola em um ponto P de forma que Q esteja entre
o foco e P . Caso contrário, se for externo, o ponto P estará entre o foco e Q.

Proposição 1.6. Seja Γ uma parábola com foco F e diretriz d. Para qualquer ponto Q
no interior de Γ, a distância de Q ao foco F é menor que a distância de Q à diretriz
d. Para qualquer ponto Q no exterior de Γ, a distância de Q ao foco F é maior que a
distância de Q à diretriz d.
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Demonstração: Suponha que o ponto P está no interior da parábola. Seja Y a projeção
de X sobre a diretriz, Ver Figura 1.8.

Figura 1.8

Considere o ponto X, interseção QY com a parábola. Observe que QY = QX+XY .
Pela desigualdade triangular aplicada ao triângulo FQX, temos

FQ < QX + FX

Pela de�nição de parábola, sabemos que FX = XY , então

FQ < QX +XY = QY

Se um ponto Q e a parábola estão em lados opostos da diretriz, é fácil observar que a
distância de Q ao foco da parábola é maior do que a distância de Q à diretriz. Ou seja, à
medida que Q se afasta da parábola na direção contrária à diretriz, a distância até o foco
aumenta em comparação com a distância à diretriz. Então, suponha que Q′ está externo
à parábola, mas do mesmo lado que ela em relação a diretriz. Seja Y ′ a projeção do ponto
X ′ da parábola na diretriz. Note que X ′Y ′ = X ′Q′ + Q′Y ′. Aplicando a desigualdade
triangular ao triângulo FX ′Q′, temos

X ′Q′ + FQ′ > FX ′

Mas pela de�nição de parábola, FX ′ = X ′Y ′, então

X ′Q′ + FQ′ > X ′Y ′ = X ′Q′ +Q′Y ′

Portanto, concluímos que FQ′ > Q′Y ′, ou seja, para qualquer ponto fora da parábola, a
distância de Q ao foco da parábola é maior do que a distância de Q à diretriz. ■

1.2 Propriedade óptica

A luz é estudada há muito tempo. Muitos pensadores gregos antigos �zeram contri-
buições originais, mas mencionamos aqui Heron de Alexandria (que viveu entre 150 a.C.
e 250 d.C.), pois ele foi o primeiro a articular o que veio a ser conhecido como princípio
de Fermat. Em 1657, Fermart declarou que "A luz viajando entre dois pontos segue um
caminho que leva menos tempo". Modernamente, tal princípio postula que, no vácuo, a
luz se propaga, entre dois pontos, de forma a minimizar o tempo total de percurso [3]. Isso
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signi�ca que, se F1 representa uma fonte de luz (ver Figura 1.9), F2 um anteparo qualquer
e r, em particular, um espelho plano (todos situados no vácuo), então um raio de luz que
emana de F1, é re�etido em um ponto P e incide em F2, percorre uma trajetória tal que
a soma PF1 + PF2 é a menor possível. Vamos provar que o caminho, é de fato, o mais
curto.

Figura 1.9: Os pontos F1 e F2 estão do mesmo lado em relação a reta r.

Com efeito, nas notações da Figura 1.9, queremos encontrar um ponto P na reta r
tal que a soma das distâncias de P a F1 e F2 seja a menor possível. Re�etindo F1 em r,
obtemos um ponto F ′

1, conforme ilustrado na Figura 1.10.

Figura 1.10

Como F ′
1 é o simétrico de F1 em relação a r, para qualquer ponto Q na reta r, o triângulo

QF1F
′
1 é isósceles, logo F ′

1Q = F1Q. Assim, a soma F2Q + QF ′
1 = F2Q + QF1. Agora,

traçando o segmento F2F ′
1, ele intersecta a reta r no ponto P . Novamente, o triângulo

PF1F
′
1 é isósceles, então F

′
1P = F1P . Assim, a soma F ′

1P+PF2 = F1Q+PF2. Aplicando a
desigualdade triangular ao triângulo QF ′

1F2, obtemos F1P +PF2 < F1Q+QF2. Portanto,
o ponto P é determinado de forma única, uma vez que a re�exão de um ponto em relação
a uma reta é única. Note que, quando F1P + PF2 é mínima, os segmentos F1P e F2P
formam ângulos iguais com a reta r. Além disso, a condição de igualdade dos ângulos de
incidência e re�exão também é uma condição su�ciente para garantir que P seja o ponto
da r cuja soma das distâncias a F1 e F2 seja a menor possível.

Relacionado a isso, se um raio de luz é re�etido em um espelho, o ângulo de incidência
é igual ao ângulo de re�exão.

Proposição 1.7. Sejam os pontos F1 e F2 situados em lados opostos de uma reta l.
Considere um ponto P sobre l, e seja F ′

2 a re�exão de F2 sobre essa reta. Então, a
diferença |F1P −F2P | é máxima se, e somente se, F1, F

′
2 e P são colineares. Além disso,

os ângulo formados por F1P e l e por F2P e l são iguais.
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Demonstração:

Seja um ponto X sobre l. Como F ′
2 é re�exão de F2 em relação a l, temos que

F2X = F ′
2X para qualquer X sobre l. Precisamos de um ponto P tal que a diferença das

distância de P a F1 e F ′
2 seja máxima. Considere o ponto P como a interseção da reta

F1F ′
2 com l. Pela desigualdade triangular aplicada ao triângulo F1F

′
2P , temos que

F1P ≤ F1F ′
2 + F ′

2P e F ′
2P ≤ F ′

2F1 + F1P

Isso implica que ±(F1P −F ′
2P ) ≤ F1F ′

2. Logo, |F1P −F ′
2P | ≤ F1F ′

2. Ademais, F1, F
′
2 e P

são colineares se, somente se, |F1P −F ′
2P | = F1F ′

2. Portanto, |F1P −F2P | = |F1P −F ′
2P |

atinge seu valor máximo se, e somente se, F1, F
′
2 e P forem colineares. Além disso, como

F2 e F ′
2 são re�exões um do outro em relação a l, os ângulos formados pelas retas

←−→
F1P e

←−→
F2P com l são iguais. ■

Vamos agora enunciar algumas das mais importantes propriedades das cônicas, co-
nhecidas como propriedades ópticas. Essas propriedades são fundamentais nos estudos
das cônicas e têm diversas aplicações.

Teorema 1.8. Suponha que uma reta l seja tangente no ponto P na parábola. Considere
P ′ a projeção de P sobre a diretriz. Então, a reta l é a bissetriz do ângulo ∠FPP ′, onde
F é o foco da parábola.

Demonstração:

Suponha, por absurdo, que uma reta l′ seja bissetriz do ângulo ∠FPP ′ e intersecte
a parábola em outro ponto, digamos, Q, cuja projeção à diretriz é denotada por Q′.
Pela de�nição de parábola, FQ = QQ′. Por outro lado, o triângulo FPP ′ é isósceles, e a
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bissetriz do ângulo FPP ′ é também mediatriz do segmento FP ′, ou seja, l′ é perpendicular
no ponto médio de FP ′. Portanto, P ′Q = Q′Q = FQ. Mas isso é absurdo, pois o triângulo
P ′QQ′ seria isósceles com ângulos da base retos, o que é impossível, já que em qualquer
triângulo a soma de dois de seus ângulos internos é menor do que 180◦.

Portanto, concluímos que não existe outro ponto além de P tal que a reta tangente
seja a bissetriz do ângulo ∠FPP ′. ■

A propriedade re�etora da elipse é análoga à da parábola, conforme podemos ver
no teorema a seguir.

Teorema 1.9. Suponha que uma reta l seja tangente no ponto P na elipse. Então, a reta
l é a bissetriz do ângulo externo ∠F1PF2, onde F1 e F2 são os focos da elipse.

Demonstração:

Seja X um ponto arbitrário na reta l diferente de P . Como X está exterior à elipse,
temos XF1 + XF2 > PF1 + PF2. Isso signi�ca que de todos os pontos de l, o ponto P
é o que possui a menor soma das distância a F1 e F2. Portanto, o ângulo formado pelos
segmentos PF1 e PF2 com l são iguais, o que implica que l é a bissetriz do ângulo exterior
∠F1PF2. ■

Teorema 1.10. Se uma linha l é tangente a uma hipérbole no ponto P , então l é a
bissetriz do ângulo ∠F1PF2, onde F1 e F2 são os focos da hipérbole.

Demonstração:

Suponha, por absurdo, que uma reta l′ seja a bissetriz do ângulo ∠F1PF2, e intersecte
a hipérbole em um ponto Q, localizado no mesmo ramo que P . Por simplicidade, considere
que o ponto P está no ramo cujo foco é F1. Seja F ′

1 o simétrico de F1 em relação a l′.
Então, F1Q = QF ′

1 e F1P = PF ′
1. Além disso, como l′ é a bissetriz do ângulo ∠F1PF2,
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ela é o lugar geométrico dos pontos equidistantes das retas
←−→
F1P e

←−→
F2P . Assim, o ponto

F ′
1 pertence ao lado

←−→
F2P , ou seja, P, F ′

1 e F2 são colineares. Logo, pela de�nição da
hipérbole, |F2P − F1P | = |F2Q − F1Q|. Portanto, F2F ′

1 = |F2P − PF ′
1| = |F2Q − QF ′

1|.
Mas isso é um absurdo, pois pela desigualdade triangular aplicada ao triângulo F2QF

′
1,

temos F2F ′
1 > |F2Q − QF ′

1|. Portanto, a bissetriz do ângulo ∠F1PF2 é a reta tangente
l. ■

Observação 1.11. O primeiro cientista a construir um telescópio para observação as-
tronômica foi Galileu Galilei (1564 - 1642). Em 1609, ele fez notáveis descobertas, in-
cluindo a observação da superfície lunar e muitos outros objetos dos espaço.

Figura 1.12: Esquema ilustrativo do telescópio de Newton.

Isaac Newton (1642 - 1727) construiu um telescópio re�etor, que é basicamente
composto por um espelho parabólico no fundo de um tubo. Como ilustrado na Figura
1.12, Newton teve a ideia de colocar um espelho plano α entre o espelho parabólico e o
foco F no telescópio re�etor. Dessa forma, os raios que formariam a imagem no foco F
são novamente re�etidos para um ponto F ′ fora do tubo do telescópio, onde se posiciona
o observador.

Figura 1.13: Esquema ilustrativo do telescópio Cassegrain.

Em 1672, o astrônomo francês Laurent Cassegrain propôs a utilização do espelho
hiperbólico entre o espelho parabólico e o foco F da parábola, de modo que um dos seus
focos do espelho hiperbólico coincida com o foco da parábola, veja Figura 1.13. Deste
modo, os raio que formariam a imagem no foco F da parábola são re�etidos novamente,
formando a imagem no foco F ′ da hipérbole, fora do tubo do telescópio.

A seguir, apresentamos mais um importante resultado envolvendo um círculo tan-
gente a uma corda que passa por um dos focos da elipse.
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Proposição 1.12. Suponha que a corda PQ contenha o foco F1 da elipse. Seja R o ponto
de interseção das tangentes à elipse em P e Q. Então, R é o centro do círculo ex-inscrito
ao lado PQ do triângulo F2PQ, e F1 é o ponto de tangência desse círculo com o lado
PQ.

Figura 1.14: Círculo de centro R tangente à corda PQ no ponto F1

Demonstração: Pela propriedade óptica da elipse,
←→
RQ e

←→
RP são as bissetrizes dos ân-

gulos externos do triângulo F2PQ. Logo, R é o centro do círculo ex-inscrito, conforme
ilustrado na Figura 1.14. Os pontos X e Y são os pontos de tangências dos prologamentos
de F2Q e F2P , respectivamente. Considere o ponto F ′

1 o ponto de tangência do circulo
correspondente ao lado do triângulo. Observe que F2X = F2Y , já que F2 é um ponto
exterior ao círculo ex-inscrito relativo ao lado PQ do triângulo F2QP . Da mesma, forma
QX = QF ′

1 e PY = PF ′
1. Sendo assim,

F2Q+QF ′
1 = F2Q+QX = F2X = F2Y = F2P + PY = F2P + PF ′

1 = 2a1

Como P e Q pertencem à elipse, F1e F ′
1 pertencem ao lado PQ, temos

4a1 = (F2P + PF ′
1) + (F2Q+QF ′

1)

= F2P + PQ+QF2

= (F2P + PF1) + (F2Q+QF1)

= 4a

Portanto, a1 = a. Devido ao fato de que P pertence a elipse, concluímos que

PF ′
1 = 2a1 − PF2 = 2a− PF2 = PF1

Logo, F1 = F ′
1, já que F1 e F ′

1 estão na mesma semirreta de origem P .
■

Corolário 1.13. A reta que passa por um foco de uma elipse e pela interseção das tan-
gentes à elipse pelas extremidades de uma corda contendo esse foco é perpendicular à
corda.
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Figura 1.15: A reta
←−→
OF1 perpendicular à PQ.

Demonstração: Pela proposição anterior, vimos que o ponto O é o centro do círculo
que tangencia a corda PQ no ponto F1. Portanto, a reta

←−→
OF1 é perpendicular à corda

PQ. ■

1.3 Propriedade isogonal das cônicas

As propriedades ópticas das cônicas podem ser utilizadas para produzir provas ele-
mentares dos resultados a seguir.

Teorema 1.14. De um ponto P fora de uma elipse, desenhe duas tangentes à elipse nos
pontos A e B. Então, as medidas dos ângulos ∠F1PA e ∠F2PB são igual, onde F1 e F2

são os focos da elipse.

Demonstração:

Figura 1.16: Propriedade isogonal da elipse

Seja F ′
1 a re�exão de F1 sobre

←→
PA e F ′

2 a re�exão de F2 sobre
←→
PB. Então, PF ′

1 = PF1

e PF ′
2 = PF2. Além disso, pela propriedade re�etora, os pontos F1, B e F ′

2 estão na mesma
reta. Da mesma forma, os pontos F2, A e F ′

1 estão alinhados. Assim,

F2F ′
1 = F2A+ AF1 = F1B + F2B = F1F ′

2

Portanto, os triângulos PF2F
′
1 e PF

′
2F1 são congruentes (casoLLL). Consequentemente,

F2P̂F1 + 2F1P̂A = F2P̂F
′
1 = F1P̂F

′
2 = F1P̂F2 + 2F2P̂B

Logo, F1P̂A = F2P̂B. ■
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Assim como a elipse, em que ∠F1PA = ∠F2PB, a hipérbole também tem uma
propriedade isogonal, conforme podemos ver na proposição a seguir.

Proposição 1.15. Seja uma hipérbole com focos F1 e F2. Considere ω o ramo da hipérbole
no qual F2 está situado. Suponha que as tangentes em ω nos pontos A e B se encontre
no ponto P . Então, as retas PA e PB são isogonais em relação a ∠F1PF2.

Demonstração:

Figura 1.17: Propriedade isogonal da hipérbole

Seja F ′
1 a re�exão de F1 sobre a reta

←→
PA e F ′

2 a re�exão de F2 sobre a reta
←→
PB (ver

na Figura 1.17). Então, F1A = F ′
1A e F2B = F ′

2B. Pelo Proposição 1.7 F ′
1, F2 e A são

colineares, pois |F1A − F2A| = |F ′
1A − F2A|. Da mesma forma, F1, F

′
2 e B também são

colineares, uma vez que |F1B−F2B| = |F ′
1B−F2B|. Segue da de�nição da hipérbole que

F ′
1F2 = |F ′

1A− F2A| = |F1B − F ′
2B| = F1F ′

2

Portanto, os triângulo F1PF
′
2 e F ′

1PF2 são congruentes (caso LLL). Isso implica que
F1P̂F

′
2 = F ′

1P̂F2. Agora, observamos que
F1P̂Q+QP̂F ′

2 = F2P̂B +BP̂F ′
1

F1P̂Q = QP̂F ′
2 + F ′

2P̂F
′
1

F2P̂B = F ′
2P̂F

′
1 + F ′

1P̂B

Sendo assim,

F1P̂Q+ F1P̂Q− F ′
2P̂F

′
1 = F2P̂B + F2P̂B − F ′

2P̂F
′
1

2F1P̂Q = 2F2P̂B

F1P̂Q = F2P̂B

Portanto, o ângulo formado pelas retas
←−→
F1P e

←→
PA é igual ao o ângulo formado pelas retas←−→

F2P e
←→
PB. ■

Apresentamos, agora, a generalização do teorema 1.14.

Teorema 1.16. Dado um ponto P externo a uma elipse, traçam-se duas tangentes à
elipse intersectando nos pontos A e B. Seja F1 um dos focos da elipse. Então, a reta F1P
é a bissetriz do ângulo ∠AF1B.
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Figura 1.18: Propriedade isogonal da elipse

Demonstração: Utilizando a prova do teorema 1.14, e observando que os triângulo
F ′
1PA e F1PA são congruentes pelo caso LLL, temos que PF̂ ′

1A = AF̂1P . Portanto,
podemos concluir que

PF̂1A = PF̂ ′
1F2 = PF̂1F

′
2 = PF̂1B

■

1.4 Cônicas e as Esferas de Dandelin

Considere um cone de vértice V e base circular de centro C. O cone é formado
pelas retas que ligam V a todos os pontos do círculo de base. Cada uma dessas retas é
denominada de uma geratriz do cone.

Agora, considere uma seção cônica obtida pela interseção do cone com um plano
β que intercepta todas as suas geratrizes, mas que não é perpendicular ao seu eixo de
simetria (a reta que passa por V e é perpendicular à base circular do cone C). Inscreva
duas esfera no cone, de modo que ambas toquem o plano β nos pontos F1 e F2, ver Figura
1.19.

Figura 1.19: O plano β secciona o cone em uma única folha e tangencia as esferas nos
pontos F1 e F2.
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Seja um ponto arbitrário X na interseção do cone com o plano β. Considere que Y1 e Y2
sejam os pontos de interseções da reta

←→
V X (uma das geratrizes) com as esferas inscritas.

Temos que XF1 = XY1 e XF2 = XY2, pois os segmentos das tangentes a uma esfera
traçadas a partir de um ponto exterior à esfera são iguais. Portanto, XF1 +XF2 = Y1Y2.

O comprimento do segmento Y1Y2, que está entre os dois planos perpendiculares
ao eixo de simetria do cone (planos que contém os círculos que passam por Y1 e Y2), é
independente da escolha do ponto X. Logo, a interseção do cone com o plano β é uma
elipse.

Vamos considerar, agora, o caso de duas esferas inscritas no cone de duas folhas que
intersectam um plano α paralelo a duas geratrizes nos pontos F1 e F2, como mostra a
Figura 1.20.

Figura 1.20: O plano α secciona o cone em duas folhas e é tangente às esferas nos pontos
F1 e F2.

Seja P um ponto qualquer na interseção do plano α com a folha superior do cone.
A geratriz tangencia as esferas nos pontos Q e R, de modo que PF1 = PQ e PF2 = PR,
pois os segmentos das tangentes traçadas a uma esfera a partir do mesmo ponto são
iguais. Levando em conta que PF2 > PF1 (já que P está mais próximo a F1) a diferença
é positiva e obtemos

PF2 − PF1 = PR− PQ = QR

Os círculos que passam por Q e R são as interseções do cone de folhas duplas com
as esferas. O comprimento do segmento QR não depende do ponto P. Mais precisamente,

QR = QV + V R =
√
h21 + r21 +

√
h22 + r22

onde hi é a altura relativa ao cone de vértice V, cuja base é o círculo Ci, de raio ri. Para
qualquer ponto P , a distância QR é constante.

Se escolhermos P na interseção do plano α com a folha inferior do cone, teremos
PF1 > PF2 e a diferença PF1−PF2 também será positiva e igual a QR. Logo, podemos
concluir ambos os casos numa única expressão: |PF2 − PF1| é uma constante que não
depende do ponto P . Deste modo, todo ponto na interseção do plano com a superfície do
cone tem suas distâncias a dois pontos �xos F1 e F2 satisfazendo |PF2 − PF1| = k, em
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que k é uma constante que não depende do ponto. Portanto, a seção transversal é uma
hipérbole.

Finalmente, considere o caso, digamos π, é paralelo a uma geratriz, conforme ilustra
a �gura 1.21.

Figura 1.21: O plano π secciona o cone paralelamente a uma geratriz e é tangente à esfera
no ponto F .

Nesse caso, inscreve-se no cone uma esfera tangente a plano π no ponto F . Esta
esfera é tangente ao cone ao longo de um círculo C situado em um plano λ, perpendicular
ao eixo do cone. Considere l a reta de interseção dos planos π e λ. Para um ponto
arbitrário X na interseção do cone com o plano π, seja Y o ponto de interseção da
geratriz

←→
V X com o plano λ e seja Z a projeção ortogonal de X a l. Então, XF = XY ,

pois ambos os segmentos são tangentes à esfera.
Por outro lado, Y e Z estão em λ, o ângulo entre XY e λ é igual ao ângulo entre

uma geratriz e o plano λ perpendicular ao eixo cone, e o ângulo entre XZ e λ é igual ao
ângulo entre os planos π e o λ. Como o plano π é paralelo a uma das geratrizes do cone,
esses ângulos são iguais. Logo XY = XZ, pois esses segmentos formam ângulos iguais
com o plano λ. Portanto, XF = XZ, o que implica que X está na parábola com foco F
e diretriz l.

Dado um cone circular reto, qualquer plano perpendicular ao eixo do cone é paralelo
ao plano da base. Sendo assim, toda geratriz forma ângulos iguais com o plano perpendi-
cular ao eixo. Por isso, a elipse, a hipérbole e a parábola são chamadas de seções cônicas
ou simplesmente cônicas. Além disso, as esferas inscritas no cone, que tangenciam cada
plano em cada uma das situações acima, são conhecidas como esferas de Dandelin.

1.5 A excentricidade e outra de�nição de cônicas

A construção que acabamos de descrever das esferas de Dandelin revela uma outra
importante propriedade das cônicas.

Consideremos um plano α que intersecta o cone circular reto de vértice V . Supo-
nhamos uma esfera inscrita no cone e tangente ao plano α no ponto F1. Similarmente ao
caso da parábola, seja λ o plano que contém os pontos de tangência do cone com a esfera.
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Seja l a reta de interseção de α e λ. Suponha que um ponto X esteja na interseção do
cone com o plano α. Seja Y a interseção da reta V X com λ e Z a projeção de X sobre l.
Vamos mostrar que a razão de XY e XZ é constante, ou seja, não depende de X.

Figura 1.22: O plano λ passa pela interseção entre o cone e a esfera, e l é a interseção de
λ com o plano que contém a cônica.

Seja T a projeção de X sobre o plano λ (Figura 1.22). Considere o ângulo α =
∠Y XT do triângulo retângulo XTY , e o ângulo β = ∠TXZ do triângulo. Usando as
relações trigonométricas no triângulo retângulo, obtemos

XT = XY cosα = XZ cos β

Segue-se que a razão entre XT e XY não depende de X, e é igual cos(α). Da mesma
forma, a razão entre XT e XZ também não depende de X, e é igual a cos(β). Portanto,

XY

XZ
=
XT

XZ
· XY
XT

=
cos(β)

cos(α)

Como XY = XF1, temos que a razão
XF1

XZ
é constante.

Assim, para qualquer cônica, existe uma reta tal que, para qualquer ponto na cônica,
a razão entre as distâncias do ponto ao foco e a reta é constante. Essa razão é chamada
de excentricidade da cônica, e as retas são chamadas de diretrizes. Tanto a elipse quanto
a hipérbole tem duas diretrizes (uma para cada foco).

É fácil ver que esta propriedade leva a mais uma de�nição de cônicas:
Uma cônica com foco F , diretriz l (onde F não está em l) e excentricidade ϵ é o

conjunto de pontos onde a razão das distância a F e a l é igual a ϵ. Desde forma:
• Se ϵ > 1, então a curva é uma hipérbole.
• Se ϵ = 1, é uma parábola.
• Se ϵ < 1, é uma elipse.

Observação 1.17. Isso nos mostra que, em coordenadas, as cônicas são curvas gerais do
segundo grau em duas variáveis, contando com os casos degenerados.
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1.6 Algumas propriedades notáveis da parábola

Nesta seção, abordaremos algumas propriedades importantes da parábola. Consi-
deremos o ponto F como o foco da parábola. Iniciaremos com o seguinte lema:

Lema 1.18. Se o foco de uma parábola re�ete na tangente, então sua imagem estará
sobre a diretriz. Essa imagem corresponde à projeção do ponto onde a tangente toca a
parábola.

Figura 1.23: O ponto P ′ é a projeção do ponto P sobre a diretriz.

Demonstração: Suponha que a reta l seja tangente à parábola no ponto P (ver Figura
1.23). Seja P ′ a projeção de P sobre a reta diretriz. Como o triângulo FPP ′ é isósceles,
a reta l, pelo Teorema 1.8, é a bissetriz do ângulo em P e também o eixo de simetria.
Portanto, a re�exão de P ′ de F sobre l está na diretriz. ■

Corolário 1.19. As projeções do foco de uma parábola sobre suas tangentes estão todas
na reta tangente à parábola no seu vértice.

Figura 1.24: Conjunto de retas tangentes à parábola com foco em F .

Demonstração: Inicialmente, observe que pelo lema 1.18, as projeções dos pontos de
tangencia da parábola estão sobe a diretriz. Queremos mostrar que os pontos médios dos
segmentos formados pelo foco e as projeções dos pontos de tangencia estão sobre uma
reta.
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Figura 1.25

Considere na parábola os pontos V (vértice) e P , e na diretriz F ′ e P ′ as projeções
de F e P (Figura 1.25). Seja M o ponto médio de FP ′, interseção da tangente em P

com
←→
FP ′. Pela propriedade da base média, aplicada ao triângulos FP ′F ′temos que,

←−→
VM

é paralela a diretriz. Portanto, para qualquer ponto P na parábola, o ponto médio do
segmento formado por F e a projeção de P sobre a diretriz está sobre uma reta paralela
à diretriz, ou seja, as projeções de F estão sobre a tangente à parábola em V . ■

Lema 1.20. Suponha que as tangentes à parábola nos pontos X e Y se intersectam em
um ponto P . Então, P é o centro da circunferência circunscrita ao triângulo FX ′Y ”,
onde X ′ e Y ′ são as projeções de X e Y na diretriz da parábola, e F é o foco da parábola
(Figura 1.26).

Figura 1.26

Demonstração: Pelo Lema 1.18, essas duas tangentes são as mediatrizes do ponto médio
aos segmentos FX ′ e FY ′ (Figura 1.26). Portanto, o ponto de interseção dessas duas
tangentes é o centro da circunferência circunscrita ao triângulo FX ′Y ′. ■

Corolário 1.21. Se
←→
PX e

←→
PY são as tangentes à parábola, então a projeção de P à

diretriz é o ponto médio do segmento cujas extremidades são as projeções de X e Y
(conforme Figura 1.27).
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Figura 1.27: Retas tangentes à parábola que passam pelo ponto P .

Demonstração: Como P é o circuncentro do triângulo X ′FY ′, temos que o triângulo
X ′PY ′ é isósceles de base X ′Y ′. Além disso, PM é altura de X ′PY ′ em relação ao lado
X ′Y ′, temos que PM também é mediana relativa ao lado X ′Y ′. Logo, M é o ponto médio
de X ′Y ′ ■

Qual é o conjuntos P onde a parábola é vista em ângulo reto? A proposição a seguir,
semelhante à Proposição 1.12, mas aplicada à parábola, responde a essa pergunta.

Proposição 1.22. O conjunto de pontos P onde a parábola é vista em ângulo reto é a
diretriz da parábola. Além disso, se

←→
PX e

←→
PY são tangentes à parábola, então XY contém

F e PF é a altura do triângulo PXY .

Figura 1.28: As retas
←→
PX e

←→
PY intersectam-se perpendicularmente no ponto P , que está

sobre a diretriz.

Demonstração: Suponha que P está na diretriz, e sejam X ′ e Y ′ as projeções de X e
Y na diretriz. Então, os triângulos PXF e PXX ′ são congruentes, pelo caso LAL, pois
XF = XX ′, XP é lado comum e PX̂X ′ = PX̂F . Sendo assim, as retas

←→
PX e

←→
PY são

bissetrizes dos ângulos ∠FPX ′ e ∠FPY ′, respectivamente. Como os ângulos ∠PFX e
∠PFY são retos, temos que X,F e Y são colineares, com F entre X e Y , e PF é a altura
relativa ao lado XY do triângulo PXY .

Agora, seja P um ponto que não pertence à parábola, intersecção de duas tangentes
à parábola em X e Y , que são perpendiculares. Novamente, consideremos X ′ e Y ′ as
projeções de X e Y sobre a diretriz da parábola. Como as retas

←→
PX e

←→
PY são bissetrizes

relativas aos vértices X e Y dos triângulos isósceles X ′XF e Y ′Y F , os triângulos X ′XP
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e XFP são congruentes, assim como Y FP e Y Y ′P , também são pelo caso LAL. Dessa
forma, os ângulos ∠X ′PF e ∠FPY ′ são suplementares o que implica que X ′, P e Y ′ são
colineares. Portanto, P está na diretriz. ■

Para parábola, também é possível enunciar um resultado semelhante ao Teorema
1.14 e 1.16.

Proposição 1.23. Sejam
←→
PX e

←→
PY as tangentes à parábola passando pelo ponto P , e

seja l a reta passando por P paralela ao eixo da parábola. Então, a medida do ângulo
entre as retas PY e l é igual a medida do ângulo ∠XPF , e os triângulos XFP e PFY
são semelhantes. Como consequência, FP é a bissetriz do ângulo ∠XFY .

Figura 1.29: O ângulo ∠l
←→
PY = ∠XPF , onde l é perpendicular à diretriz passando pelo

ponto P .

Demonstração: Considere X ′ e Y ′ as projeções de X e Y sobre a diretriz (conforme
Figura 1.29). Então, pelo Lema 1.20, os pontos X ′, F e Y ′ estão sobre um círculo. Logo,

X ′Ŷ ′F =
1

2
X ′P̂F = XP̂F . Por outro lado, o ângulo QP̂Y = PŶ Y ′ assim como Y Ŷ ′R =

MR̂Y ′, um vez que as retas l e Y Y ′ são paralelas (perpendiculares à diretriz). Como
FY ′ é perpendicular a PY , os triângulos retângulos RPZ e RY ′M , retângulos em Z e
M , são semelhantes, pois têm um ângulo em comum, ∠PRZ = ∠MRY ′. Logo, QP̂Y =
X ′Ŷ ′F = XP̂F .

Agora, precisamos mostrar que os triângulos FPX e FPY são semelhantes. De
fato, pela propriedade óptica, ∠FY P = ∠PY Y ′, isto implica que XP̂F = FŶ P . Da
mesma forma, ∠X ′XP = ∠FXP . Como

←−→
XX ′ é paralelo a l, então FX̂P = XP̂Q. Além

disso,
XP̂Q = XP̂F + FP̂Q = FP̂Q+QP̂Y = FP̂Y

Assim, FX̂P = FP̂Y . Portanto, os triângulos XFP e PFY são semelhantes (caso
AA). ■

O próximo resultado que veremos é conhecido como a reta de Simson-Wallace. Ela
será útil para provar outro teorema.

Teorema 1.24 (Simson-Wallace). As projeções de P aos lados de um triângulo ABC
está sobre uma reta se, e somente se, P está no círculo circunscrito do triângulo ABC.
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Figura 1.30: Círculo circunscrito ao triângulo ABC com uma reta passando pelos pontos
Pa, Pb e Pc.

Demonstração: Sejam Pa, Pb e Pc as projeções de P sobre os lados BC,CA e AB,
respectivamente. Vamos considerar o caso conforme a Figura 1.30. Os demais casos são
tratados de forma análoga.

Inicialmente, note que o quadrilátero PPbCPa é inscritível, então PĈPa = PP̂bPa.
Da mesma forma, para o quadrilátero PPbAPc, temos que PP̂bPc = PÂPc. Os pontos
Pa, Pb e Pc são colineares se, e somente se, PP̂bPc = PP̂bPa ou, equivalentemente, PÂPc =
PĈPa. Mas isso signi�ca que P está circuncirculo do triângulo ABC.

Reciprocamente, se P está no circuncirculo de um triângulo ABC, então PÂB =
PĈB = PP̂bPa. Sendo este último válido pois o quadrilátero PPbCPa é inscritível. Da
mesma forma, PÂB = PP̂bPc. Portanto, Pa, Pb e Pc são colineares, ou seja, estão em uma
reta. ■

Teorema 1.25. Suponha que um triângulo ABC esteja circunscrito a uma parábola, ou
seja, as retas AB,BC e CA são tangentes à parábola. Então, o foco da parábola está no
círculo circunscrito ao triângulo ABC.

Demonstração:

Pelo Corolário 1.19, as projeções do foco sobre os lados do triângulo estão todas
em uma reta (que é paralela à diretriz e está à metade da distância do foco à diretriz).
Portanto, pelo Teorema 1.24, segue o resultado. ■
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Assim, para cada ponto do círculo circunscrito a um triângulo ABC, podemos asso-
ciar uma única parábola tangente aos lados do triângulo. Mais precisamente, consideremos
um ponto arbitrário P na círculo circunscrito ao triângulo ABC e aplique a re�exão so-
bre os lados do triângulo. Obtemos os pontos PA, PB e PC , alinhados em uma reta. A
parábola com foco em P e diretriz

←−−→
PAPB é tangente a todos os lados do triângulo. Por

exemplo, ela tocará
←→
BC no ponto de interseção de

←→
BC com a perpendicular à reta

←−−→
PAPB

que passa por PA, ver Figura 1.31.

Figura 1.31: Parábola inscrita no triângulo ABC, que está inscrito em um círculo que
passa pelo ponto P .

A reta de Simson-Wallace possui algumas propriedades interessantes, que explora-
remos a seguir.

Lema 1.26. Suponha que P seja um ponto sobre o círculo circunscrito de um triângulo
ABC. Escolha um ponto B′ no círculo circunscrito tal que a reta

←−→
PB′ seja perpendicular

a AC. Então, a reta
←−→
BB′ é paralela à reta de Simson-Wallace de P com respeito ao

triângulo ABC (ver Figura 1.32).

Figura 1.32: Círculo circunscrito ao triângulo ABC e a reta de Simson-Wallace
←−→
PbPc.

Demonstração: Considere o caso em que o ponto P está no arco
⌢

AC, conforme mostrado
na Figura 1.32. Os demais casos são tratados de maneira semelhante.
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Sejam Pc e Pb as projeções ortogonais do ponto P sobre os lados AB e AC, respecti-

vamente. Como AB̂B′ e AP̂B′ correspondem ao mesmo arco
⌢

AB′, temos AB̂B′ = AP̂B′.

Como, AP̂cP e PP̂bA correspondem ao mesmo arco
⌢

AP , ou seja, AP̂cP = PP̂bA, temos
que o quadrilátero APPbPc é inscritível e a soma de seus ângulos opostos é igual a 180◦.
Portanto, AP̂cPb e AP̂Pb são suplementares. Temos então

AP̂B′ = AP̂Pb = 180◦ − AP̂cPb = BP̂cPb

Portanto,
←−→
PbPc é paralelo a

←−→
BB′. ■

Corolário 1.27. Seja H o ortocentro do triângulo ABC. A reta de Simson-Wallace do
ponto P em relação ao triângulo ABC intersecta PH no seu ponto médio (Figura 1.33).

Figura 1.33

Demonstração: Seja H ′ o simétrico de H relativo à reta
←→
AC. Consideremos Ha o pé

da altura relativa ao vértice A do triângulo ABC. Note que o quadrilátero AHcHaC é
inscritível. Desta forma, HÂB = HĈB = 90◦−AB̂C. Como os triângulos AHC e AH ′C

são congruentes (por re�exão em relação à reta
←→
AC), segue-se que AĤC = AĤ ′C. Logo,

AĤC = AĤ ′C = 180◦ − (HÂC +HĈA)

= 180◦ − [(BÂC −HÂB) + (BĈA−HĈB)]

= 180◦ − [BÂC − 90◦ + AB̂C +BĈA− 90◦ + AB̂C]

= 180◦ − AB̂C

Então, AB̂C+AĤ ′C = 180◦. Consequentemente, o quadrilátero ABCH ′ é inscritível, ou
seja, H ′ pertence ao círculo circunscrito ao triângulo ABC.

Agora, considerando as retas
←−→
B′P e

←−→
BH ′, ambas são perpendiculares ao lado AC do

triângulo ABC, o que signi�ca que elas são paralelas. Sendo assim, o quadrilátero inscrito
B′BH ′P é um trapézio. Tomando as diagonais B′H ′ e BP , temos que os triângulos B′H ′B
e PBH ′ são congruentes, pelo caso AA. Isso implica que BB′ = H ′P , mostrando que o
trapézio B′BH ′P é isósceles.

A seguir, re�etindo a corda PH ′ em relação à reta
←→
AC, obtemos o segmento P ′H,

que é paralelo à corda B′B. Como B′B é paralelo à reta de Simson-Wallace, concluímos
que P ′H também é paralelo à reta de Simson-Wallace.
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Pelo fato de que P ′ é o simétrico de P relativo ao lado AC, e que Pb é o pé da
perpendicular que passa por P e P ′, temos que Pb é o ponto médio do lado PP ′ do
triângulo PP ′H. Aplicando o Teorema da Base Média ao triângulo PP ′H, concluímos
que a reta de Simson-Wallace passa pelo ponto médio do segmento PH no triângulo
PP ′H, como queríamos demonstrar. ■

Teorema 1.28. O ortocentro de um triângulo circunscrito a uma parábola está localizado
na reta diretriz da parábola.

Figura 1.34: O ortocentro H do triângulo ABC sobre a diretriz da parábola.

Demonstração: Pelo Teorema 1.25, o foco da parábola está sobre o círculo circunscrito
do triângulo ABC. O Corolário 1.27, diz-nos que a reta de Simson-Wallace do foco F
passa pelo ponto médio do segmento FH. Pelo Corolário 1.19, temos que a reta de
Simson-Wallace de F tangencia a parábola no seu vértice. Logo, H está sobre a diretriz
da parábola. ■



Capítulo 2

Principais Resultados da Geometria
Clássica

2.1 Inversão no plano

A Geometria Inversiva tem como base a interação entre pontos, retas e círculos
por meio da inversão. Veremos que certas transformações preservam a propriedade de
círculo-a-círculo, transformando círculo em outros círculos. Vamos introduzir o conceito
de inversão com um exemplo prático: construir o ponto médio de um segmento de reta
utilizando apenas compasso.

Exemplo 2.1. Dada uma reta que passa pelos pontos A e B, encontre o ponto médio do
segmento AB utilizando apenas um compasso.

Solução:

1. Com centro A e raio r = AB, desenhe o círculo de centro em A e raio r e localize o
ponto P na reta

←→
AB de modo que B seja o ponto médio de AP .

2. Com centro em P , desenhe um círculo de raio AP que intersectará o primeiro círculo
no ponto C, como mostra a Figura 2.1.

3. Por �m, desenhe o círculo de centro em C e raio r cruzando a reta
←→
AB em P ′.

Então, P ′ é o ponto médio de AB.

Figura 2.1

36
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Para veri�car este fato, observe que os triânguloAP ′C eACP são triângulos isósceles
semelhantes, pois compartilham um ângulo de vértice em A, de modo que

AP ′

AC
=
AC

AP

o que implica que

AP ′

r
=

r

2r
portanto

AP ′ =
r

2
=
AB

2

Observe que
AP = 2r e AP ′ =

r

2

Assim, temos AP · AP ′ = r2.

Esta relação entre P e P ′ é chamada de Inversão. De forma mais geral, temos a
seguinte de�nição:

De�nição 2.2. Dado um círculo C de centro O e raio r, considere um ponto P diferente de
O. O ponto P ′ na semirreta

−→
OP é chamado de inverso de P se, e somente se, OP ·OP ′ = r2.

O círculo C(O, r) é chamado de círculo de inversão, o ponto O é o centro de inversão,
r é o raio de inversão, e r2 é conhecido como a potência de inversão. A inversão em relação
ao círculo C(O, r) será denotada por I(O, r2).

Suponha que P seja um ponto diferente do centro de inversão. Se P está fora do
círculo de inversão, então seu inverso P ′ está dentro do círculo de inversão. Se P estiver
sobre o círculo, então ele é seu próprio inverso. Se P estiver dentro do círculo, então
seu inverso P ′ está fora do círculo de inversão. A demonstração dessas a�rmações será
apresentada no Capítulo 4.

Além disso, podemos a�rma que o ponto P ′ é único. De fato, suponha que exista
um outro ponto P ′′ que seja o inverso de P . Neste caso, teríamos OP ′ = OP ′′. Como
P ′ e P ′′ pertencem à mesma semirreta com origem em O, segue que P ′ = P ′′. Logo, o
inverso de um ponto é único.

Com isso, todo ponto P no plano tem uma inversa em relação a um círculo C(O, r),
exceto o centro O de C. O ponto O não tem inverso e não é o inverso de nenhum outro
ponto. Para superar esta omissão, acrescentamos um único ponto no in�nito ao plano
para que a inversão mapeie O para o ponto no in�nito e vice-versa.

A seguir, utilizaremos a inversão para demonstrar algumas propriedades importan-
tes, começando pela proposição abaixo:

Proposição 2.3. Sob a inversão I(O, r2), sejam P e Q dois pontos distintos não coli-
neares com O, e P ′ e Q′ os respectivos pontos inversos de P e Q. Então, os triângulos

OPQ e OQ′P ′ são semelhantes e Q′P ′ =
r2

OP ·OQ
PQ.
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Figura 2.2: Triângulos OQ′P ′ e OPQ com um dos vértices no centro do círculo.

Demonstração: Sabemos que:

OP ·OP ′ = r2 = OQ ·OQ′ (2.1)

Isso implica que:
OP

OQ
=
OQ′

OP ′

Como o PÔQ = Q′ÔP ′ (ângulo comum), pelo caso de semelhança LAL, concluímos que
os triângulos OPQ e OQ′P ′ são semelhantes. Donde,

OQ

OP ′
=

PQ

Q′P ′

Pela relação (2.1), sabemos que OP ′ =
r2

OP
. Substituindo essa expressão na equação

anterior, obtemos:

Q′P ′ =
r2

OP ·OQ
PQ

. ■

Teorema 2.4. O operador de inversão I(O, r2) transforma retas e círculos da seguinte
maneira:

1. A inversão de uma reta l que passa por O é a própria reta.

2. A inversão de uma reta l que não passa por O é um círculo que passa por O.

3. A inversão de um círculo que passa por O é uma reta que não passa por O.

4. A inversão de um círculo que não passa por O é um outro círculo que também não
passa por O.

Demonstração:

1. A primeira a�rmação é direta. No entanto, observe que um ponto da reta inverte
para um ponto distinto da mesma da reta, exceto para um o ponto onde a reta
intercepta o círculo de inversão. Além disso, o ponto no in�nito e o centro O do
círculo de inversão são inversos entre si.
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2. Seja Q o pé da perpendicular baixa de O à reta l, e seja Q′ o inverso de Q. Considere
um ponto qualquer P na reta l que não seja o ponto no in�nito, e denote P ′ como
o inverso de P , conforme indicado na Figura 2.3. Pela Proposição 2.3, os triângulos
OP ′Q′ e OQP são semelhantes. Portanto,

OP̂ ′Q′ = OQ̂P = 90◦

Figura 2.3

Assim, P ′ pertence ao círculo γ, cujo diâmetro é OQ′, já que o triângulo OP ′Q′ é
retângulo. Da mesma forma, todo ponto X em γ é o inverso de algum ponto X ′ na
reta l.

3. Seja γ um círculo que passa por O. Consideremos Q′ o ponto diametralmente oposto
a O em γ. Seja Q o inverso de Q′ relativo ao círculo C(O, r) (Figura 2.4). Tomando

t a reta perpendicular à reta
←−→
OQ′ em Q, a�rmamos que, dado P ′ em γ, o ponto

de intersecção de
←→
OP ′ com t, digamos P , é o inverso de P ′ relativo a C(O, r). De

fato, o triângulo OP ′Q′ é semelhante ao triângulo OQP , pelo caso AA. Sendo assim,
OP

OQ
=
OQ′

OP ′
. Donde,

OP ·OP ′ = OQ ·OQ′ = r2,

já que Q é o inverso de Q′, como queríamos demonstrar.

Figura 2.4
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4. Conforme Figura 2.5, seja α um círculo com diâmetro PQ sendo invertido em relação
I. Consideremos R′, Q′ e P ′, respectivamente, os inversos dos pontos R, Q e P que
estão sobre círculo α. Pela Proposição 2.3, os triângulos OR′P ′ e OPR, bem como
OR′Q′ e OQR, são semelhantes. Isso implica que:

OR̂′P ′ = OP̂R e OR̂′Q′ = OQ̂R

Figura 2.5

Agora, temos

Q′R̂′P ′ = OR̂′P ′ −OR̂′Q′

= OP̂R−OQ̂R

Pela medida do ângulo externo do triângulo PRQ, temos

OP̂R−OQ̂R = PR̂Q

Como PQ é o diâmetro de α, segue que PR̂Q = 90◦. Portanto, o ângulo Q′R̂′P ′ =
90◦, ou seja, o triângulo Q′R′P ′ é retângulo. Assim, R′ pertence ao círculo β, cujo
diâmetro Q′P ′. Analogamente, qualquer ponto no círculo β é o inverso de algum
ponto no círculo α.

■

Utilizaremos ainda inversão, vamos provar o teorema de Ptolomeu.

Teorema 2.5 (Teorema de Ptolomeu). Se ABCD é um quadrilátero inscritível, então
o produto das diagonais é igual à soma dos produtos dos lados opostos. Ou seja:

AC ·BD = BC · AD + CD · AB

.

Demonstração: Considere o efeito de I(A, r2) no círculo do quadrilátero inscritível
ABCD. O círculo se inverte em uma reta, e os pontos inversos B′, C ′ e D′ estão nessa
reta, como mostrado na Figura 2.6.
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Figura 2.6

Observe que a reta
←→
AD deixa os pontos B e C do quadrilátero convexo ABCD do

mesmo lado, conforme ilustrado na Figura 2.6. Como o ponto C está no arco DB que
não passa por A, a semirreta

−→
AC está contida na região angular ∠DAB. Logo, a projeção

de C, é o ponto C ′, na reta
←−→
D′B′ está no segmento D′B′. Assim, podemos escrever

B′D′ = B′C ′ + C ′D′. Aplicando a Proposição 2.3, obtemos

BD

AB · AD
· r2 = BC

AB · AC
· r2 + CD

AC · AD
· r2

Multiplicando ambos os membros dessa equação por
AB · AD · AC

r2
, obtemos

AC ·BD = BC · AD + CD · AB

que é o resultado desejado. ■

Embora a inversão mapeie círculos em círculos, ela tem um desvantagem técnica
importante: não transforma cônicas em cônicas. Por exemplo, uma parábola submetida
à inversão em relação a um círculo com centro no foco da parábola se transforma em
um cardioide (ver Figura 2.7). No entanto, mais adiante, utilizaremos a inversão para
construir a chamada transformação polar, que possui essa propriedade.

Figura 2.7: A curva vermelha é um cardioide

2.2 Noções básicas sobre transformações projetivas

As transformações projetivas, também conhecidas como transformações colineares
ou homográ�cas, são aplicações que levam pontos de um plano projetivo para outro,
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preservando as relações de incidência entre pontos e retas. Isso signi�ca que, se três ou
mais pontos estão alinhados em uma reta em um espaço, eles permanecerão alinhados
após a transformação. Mas, tais transformações nem sempre levam retas paralelas em
retas paralelas.

No plano usual, as retas paralelas se transformarão em retas paralelas porque a
transformação é bijetiva. Por isso, acrescenta-se a chamada reta no in�nito. Os pontos
nesta reta são chamados de pontos no in�nito, e são considerados como as das retas
paralelas em uma mesma direção. Cada ponto no in�nito é visto como pertencente a
todas as retas na mesma direção. O plano, quando concluído dessa maneira, é chamado
de plano projetivo.

De�nição 2.6. Uma transformação projetiva é uma aplicação entre planos projetivos
que leva cada reta de um, incluindo a reta no in�nito, para uma reta do outro.

Conforme a de�nição, as transformações projetivas, com a operação de composição
de funções, constituem um grupo. Primeiro, a composta de transformações projetivas é
uma transformação projetiva. A composição de transformações é associativa, a aplicação
identidade é uma transformação projetiva, e cada transformação projetiva, por ser bijetiva,
tem uma transformação projetiva inversa. Entre os subgrupos desse grupo, destacam-se os
grupos de transformações a�ns, que preservam as retas paralelas (que podem ser de�nidas
como as transformações que preservam a reta no in�nito), além dos grupos de semelhanças,
que incluem homotetias, e os movimentos compostos por rotações e translações.

Uma transformação projetiva no plano pode ser visualizada da seguinte maneira.
Suponha dois planos, α e β, concorrentes no espaço, e um ponto H não pertence a esses
planos, conforme Figura 2.8a. Considere um pentágono regular no plano α. Se H é o
observador (centro de projeção), então a projeção do pentágono por meio desse ponto,
ainda que distorcida da original, será outro pentágono. Isso ocorre porque as retas são
transformadas em retas.

(a) O plano α e β perpendicular entre si (b) Os planos α e β são paralelos.

Figura 2.8

Agora, consideremos que o plano α seja paralelo a β (Figura 2.8b). O pentágono
regular em α será transformado em outro pentágono regular por homotetia.

Suponha agora que estamos projetando pontos em um plano γ por meio de um
centro de projeção H em outro plano β.
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Seja um plano λ que passa por H paralelo ao plano β que intersecta o plano γ na
reta l (Figura 2.9). Esta reta se projeta para o in�nito no plano β, por está razão l é
chamada de reta de fuga no plano γ.

A reta de fuga é claramente paralela à reta s, que é a interseção entre os planos γ e
β, chamada de eixo de projeção.

Agora, consideremos os pontos A e B na reta de fuga l e um ponto C no plano γ.
O ângulo ∠ACB no plano γ será projetado no plano β como o ângulo ∠AHB.

Figura 2.9: Os planos α e β são paralelos.

Com efeito, observe que o plano ⟨HCA⟩ intercepta o plano β em uma reta d. Como
o plano λ é paralelo ao plano β, as interseções desses planos com o plano ⟨HCA⟩ são
paralelas, ou seja, d = ⟨HAC⟩ ∩ β é paralelo a

←→
HA. De forma análoga, as interseções dos

planos λ e β com o plano ⟨HCB⟩ também são paralelas, ou seja, e = ⟨HCB⟩ ∩ β ∥
←→
HB.

Assim, temos que ∠de = ∠AHB.
Portanto, qualquer ângulo no plano γ se projeta no plano β como um ângulo de

medida igual ao ângulo correspondente subtendido em H pela porção da reta de fuga
interceptada pelas retas que formam o ângulo original.

Além disso, observamos que qualquer transformação projetiva é uma composição de
uma projeção central e um movimento no espaço. Isso signi�ca que, ao realizar movimen-
tos no plano de projeção, como rotações, translações ou outras transformações, podemos
relacionar o plano de projeção com o plano original. Portanto, conforme analisado na
Seção 1.4 e discutido anteriormente, é possível aplicar a projeção do círculo (que é a in-
terseção das esferas de Dandelin com o cone) utilizando V como centro de projeção, de
acordo com a posição do plano de projeção. Então,

• Se o plano β intercepta o eixo de simetria em uma única folha do cone, de modo que
sua inclinação não seja paralela a nenhuma geratriz, a projeção do círculo C através do
vértice V será uma elipse. Neste caso, a elipse não possui pontos no in�nito.



44

Figura 2.10: Projeção de um círculo a partir do centro de projeção V sobre o plano β,
que intersecta o cone em apenas uma de suas folhas.

• Se o plano β é paralelo a duas geratrizes do cone, a projeção dos círculos por V
será uma hipérbole. Neste caso, a hipérbole intersecta a reta no in�nito em dois pontos,
o que corresponde uma direção de cada geratriz.

Figura 2.11: Projeção de um círculo a partir do centro de projeção V sobre o plano β,
que é paralelo a duas geratrizes e intersecta ambas as folhas do cone.

• Se o plano β é paralelo a uma única geratriz do cone, então a projeção do círculo
por V é uma parábola. A geratriz paralela a β projeta-se sobre β no in�nito. Neste caso,
a parábola possui um ponto de interseção com a reta no in�nito em uma única direção.
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Figura 2.12: Projeção de um círculo a partir do centro de projeção V sobre o plano β,
que é paralelo a uma geratriz e intersecta apenas uma folha do cone.

• Se o plano β é perpendicular ao eixo de simetria do cone, a projeção do círculo
por V será um círculo.

Figura 2.13: Projeção de um círculo a partir do centro de projeção V sobre o plano β,
que é perpendicular ao eixo de simetria do cone.

Por �m, nos casos em que o plano β contém o eixo de simetria do cone ou é perpen-
dicular ao eixo de simetria pelo vértice, a projeção resultará em duas cônicas degeneradas:
duas retas concorrentes ou um ponto (círculo degenerado), respectivamente.
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Figura 2.14: O par de retas e o ponto V representam cônicas degeneradas.

O que foi feito acima, juntamente com o que abordamos na Seção 1.4 do Capítulo
1, mostra-nos que

Proposição 2.7. Toda cônica é projetivamente equivalente a um círculo, ou seja, existe
uma transformação projetiva que leva uma cônica em um círculo.

Desse modo, as transformações projetivas levam cônicas em cônicas. De fato, qual-
quer transformação projetiva é a composição de duas transformações, a primeira trans-
forma a cônica em um círculo, e a segunda transforma o círculo em uma cônica, conforme
Proposição 2.7. Isto demonstra que as transformações projetivas são adequadas para
trabalhar com cônicas.

A seguir, enunciamos algumas das principais propriedades das transformações pro-
jetivas.

Proposição 2.8. Todos os quadriláteros são projetivamente equivalentes. Mais preci-
samente, para quaisquer dois conjuntos de quatro pontos em posição geral, A,B,C,D e
A′, B′, C ′, D′, existe uma única transformação projetiva que leva A em A′, B em B′, C
em C ′ e D em D′.

Demonstração: Seja ABCD um quadrilátero formado por quatro pontos A,B,C,D no
plano, dispostos em posição geral (isto é, três a três não colineares). De�nimos E e F
como os pontos de interseção das extensões dos lados opostos, digamos, E é a interseção
de
−→
AB com

−−→
CD e F é a interseção de

−−→
AD com

−−→
BC (ver �gura 2.15). Além disso, seja Q o

ponto de interseção das diagonais AC e BD. Denotemos por
←→
EF a reta que passa pelos

pontos E e F .

Figura 2.15
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Agora, aplicamos uma transformação projetiva que envia a reta
←→
EF para o in�nito.

Esta transformação garante que os lados opostos do quadrilátero se tornam paralelos,
projetando o quadrilátero original em um paralelogramo. Em seguida, projetamos o
ângulo ∠BAD em um ângulo reto, transformando o paralelogramo em um retângulo.

Finalmente, ao projetar o ângulo ∠BQA também em um ângulo reto, o retângulo
resultante se transforma em um quadrado. Como cada uma destas transformações é única,
o quadrilátero original ABCD é projetivamente equivalente a um quadrado A′B′C ′D′.

Portanto, para quaisquer dois quadriláteros com quatro pontos em posição geral,
existe uma única transformação projetiva que leva A em A′, B em B′, C em C ′ e D em
D′. D′. ■

Teorema 2.9. Dado qualquer conjunto de cinco pontos, desde que três deles não são
colineares, existe uma única cônica que passa por todos esses pontos.

Demonstração: Considere cinco pontos A, B, C, D e E. Aplicando uma transformação
projetiva adequada, podemos levar os pontos A, B, C e D a novos pontos A′, B′, C ′

e D′, de modo que esses pontos se tornem os vértices de um quadrado no plano de
coordenadas. Consideremos as mediatrizes dos lados do quadrado A'B'C'D' como eixos
coordenados, onde a intersecção das mesmas é a origem do sistema de coordenadas. No
sistema considerado, os vértices do quadrado têm coordenadas (±1,±1). Observemos que
a família de curvas a x2 + (1 − a) y2 = 1, de parâmetro a, passam pelos vértices. Sendo

assim, para a =
1

2
, a curva é um círculo. As diagonais também pertencem a família, isto

é, os pontos da forma (x0,±y0). Agora, dado X0 = (x0, y0), com x0 ̸= ±y0, temos que o

a0 correspondente é dado por
1− y20
x20 − y20

. Sendo assim, por cada ponto do plano, passa uma

única curva da família. ■

Teorema 2.10 (Desargues). As retas
←−→
A1A2,

←−→
B1B2,

←−→
C1C2 que ligam os vértices corres-

pondentes dos triângulos A1B1C1 e A2B2C2, intersectam-se em um único ponto se, e
somente se, as interseções das retas

←−→
A1B1 com

←−→
A2B2,

←−→
B1C1 com

←−→
B2C2,

←−→
C1A1 com

←−→
C2A2

são colineares.

Figura 2.16: Prolongamento dos lados correspondentes, intersectando-se em pontos coli-
neares.

Demonstração: Suponhamos que as retas
←−→
A1A2,

←−→
B1B2 e

←−→
C1C2 se encontrem em um

único ponto P (centro de projeção). Considere os pontos PAB, PBC e PAC as interseções
de
←−→
A1B1 com

←−→
A2B2,

←−→
B1C1 com

←−→
B2C2,

←−→
C1A1 com

←−→
C2A2, respectivamente, conforme Figura

2.16.
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Consideremos a transformação projetiva, que leve os pontos de interseções PAB e PBC

ao in�nito. Denotemos as projeções dos pontosA1, B1, C1, A2, B2 e C2 porA′
1, B

′
1, C

′
1, A

′
2, B

′
2

e C ′
2, respectivamente (ver Figura 2.17).

Figura 2.17

No novo sistema projetivo, as retas
←−→
A′

1B
′
1 e
←−→
A′

2B
′
2, assim como

←−→
B′

1C
′
1 e
←−→
B′

2C
′
2, são

paralelas. Aplicando o Teorema de Tales, obtemos

PA′
1

PA′
2

=
PB′

1

PB′
2

=
PC ′

1

PC ′
2

Consequentemente, pela recíproca parcial de Tales [3]
←−→
A′

1C
′
1 é paralela a

←−→
A′

2C
′
2, o

que implica que PAC também está no in�nito. Assim, P ′
AB, P

′
BC e P ′

AC são colineares no
in�nito.

Portanto, os pontos PAB, PBC e PAC são colineares.

Figura 2.18

Reciprocamente, Suponhamos que PAB, PBC e PAC são colineares. Consideremos
que as retas

←−→
A1A2 e

←−−→
C1, C2 intersectam-se em P , conforme Figura 2.18. Seja X o ponto

de interseção das retas
←−→
PB1 e

←−→
A2B2. Neste caso, os triângulos A1C1B1 e A2C2X estão

em correspondência projetiva pelo centro de projeção P . Sendo assim, a intersecção de←−→
C1B1 e

←−→
C2X está na reta

←−−−−→
PABPAC . Mas, por hipótese, as retas

←−→
C1B1 e

←−→
C2B2 intersectam

a reta
←−−−−→
PABPAC em PBC . Desta forma, C2B2 e C2X estão na mesma reta. Logo, B2 = X.

Portanto, as retas
←−→
A1A2,

←−→
B1B2 e

←−→
C1C2 intersectam-se em um único ponto, como queríamos

demonstrar. ■
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Via de regra, transformações projetivas não preservam círculos, no entanto o seguinte
fato é verdade.

Proposição 2.11. Seja dado um círculo Γ e uma reta l que não o intersecta. Existe uma
transformação projetiva enviando o círculo Γ em um outro círculo e a reta l na reta no
in�nito.

Figura 2.19: Círculo Γ e um reta l

Demonstração: Considere a transformação projetiva que leve a reta l na reta no in�nito.
Então, sob essa transformação, o círculo se transforma em uma cônica, especi�camente
em uma elipse, já que ela não intersecta reta no in�nito.

Agora, aplicando a transformação a�m, podemos enviar essa elipse em um círculo.
De fato, dada uma elipse de cento O, considere o círculo α, também centrado em O,
cujo diâmetro é igual ao eixo maior da elipse. De�nimos uma transformação a�m que
leva cada ponto da elipse a um único ponto no círculo α da seguinte forma: para cada
ponto X da elipse, a semirreta de origem em O intersecta α em um único ponto X ′. Essa
transformação, é claramente bijetiva.

■

Transformações projetivas estão intimamente relacionadas com transformações que
levam ponto em reta.

De�nição 2.12. A correspondência polar em relação a um círculo ω com centro O e raio
r associa a cada ponto P do plano, distinto de O, uma reta p chamada de polar de P .
Esta reta p é perpendicular ao segmento OP , e intersecta a reta

←→
OP no ponto P ′, que é o

ponto inverso de P em relação ao círculo ω, isto é, OP ·OP ′ = r2. Nessa correspondência,
o ponto P é chamado de polo da reta p.
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Para o ponto O, a polar é de�nida como a reta no in�nito. Por sua vez, a polar
de um ponto no in�nito é de�nida como a reta que passa pelo centro O do círculo e é
perpendicular às retas paralelas que que se interseccionam no ponto no in�nito.

Figura 2.20: Reta polar de P em relação a um círculo ω.

Quando que P está fora de ω, a Figura 2.20 ilustra o processo de construção da reta
polar do ponto P . Neste caso, a reta polar de P é de�nida como a reta que passa pelos
pontos de tangência, X e Y , das duas retas tangentes a ω que passam por P . De fato,
Observe que os triângulos OP ′X e OXP são semelhantes pelo caso AA, o que implica
que

OP ′

OX
=
OX

OP
⇒ OP ·OP ′ = OX

2

onde OX = r.
Se P estiver no interior de ω, com P ̸= O, a reta polar pode ser determinada da seguinte
forma: trace uma perpendicular à semirreta

−→
OP no ponto P e marque os pontos de

interseção, A e B, dessa reta com o círculo. Em seguida, construa as retas tangentes a ω
nos pontos A e B, e marque o ponto de interseção P ′ dessas tangentes com a semirreta−→
OP . Este ponto P ′ é o inverso de P . Finalmente, trace uma perpendicular a

−→
OP passando

por P ′. Esta será a reta polar do ponto P (ver Figura 2.21). Por �m, no caso em que o
ponto P está exatamente sobre o círculo, a reta polar coincide com a reta tangente a ω
no ponto P . Com efeito, como o segmento OP é um raio, temos que OP ·OP = r2. Isto
signi�ca que P = P ′.

Figura 2.21: Construção da reta polar de um ponto P interno círculo ω.

Mencionamos agora uma importante propriedade da correspondência polar.



51

Proposição 2.13. Sejam dois pontos A e B no plano e suas respectivas retas polares a
e b. Se A ∈ b, então a polar de A passar por B.

Demonstração:

Suponhamos que B′ seja o ponto inverso de B em relação ao círculo ω. Consequen-
temente, a reta b (polar de B) é perpendicular à reta

←→
OB no ponto B′. Além disso, na

semirreta
−→
OA, consideremos X como pé da perpendicular traçada a partir de B.

Como os triângulos AB′O e BXO são retângulos e possuem um ângulo comum, eles
são semelhantes. Dessa semelhança, obtemos

OB

OA
=
OX

OB′

O que implica que
OB ·OB′ = OA ·OX = r2

Assim, X é o ponto inverso de A.

Agora, pela de�nição da reta polar a, temos que a =
←→
BX. Isso signi�ca que, se A

estiver em b, então B está em a.
Portanto, B pertence a polar de A, ou seja, B ∈ a. ■

Isso implica que o polo de qualquer reta é a interseção das polares de todas os pontos
pertencentes a esta reta. Dualmente, a polar de um ponto é o lugar geométrico dos polos
de todas as retas que passam por este ponto (ver Figura 2.22).
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Figura 2.22: Conjunto de polares passando pelo ponto P .

De�nição 2.14. Dado um círculo e uma reta l, de�nimos a reta diametral associada a l
como sendo a reta que passa pelo polo P de l e é perpendicular a reta l no ponto inverso
de P em relação ao círculo. O ponto inverso é também o polo de uma reta que, passando
pelo polo de l, é paralela a l.

Figura 2.23: Reta diametral
←→
OP associada a reta l.

Desta forma, ao tomarmos uma reta paralela a uma dada reta que passe pelo seu
polo, podemos determinar o polo dessa reta traçando uma reta perpendicular que passe
pelo centro do círculo e pelo polo da reta dada. O ponto de interseção, sobre a reta dada,
é seu polo.

Observe que, apesar das propriedades métricas mencionadas na de�nição, a cor-
respondência polar é uma noção projetiva. Em outras palavras, se uma transformação
projetiva preserva o círculo dado e envia o ponto P para P ′, então a polar de P transforma-
se na polar de P ′. Isso produz um resultado importante conforme veremos na próxima
seção.
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2.3 Princípio de dualidade

Um princípio muito importante da geometria projetiva é Princípio de Dualidade.
Ele a�rma que qualquer teorema formulado em termos de pontos, retas, interseções e in-
cidências permanece verdadeiro se trocarmos as palavras "pontos"por "retas", "retas"por
"pontos"e seus derivados (concorrentes por colineares, vértice por lado, etc.), mantendo
a relação de incidência entre pontos e retas. O teorema resultante dessa troca é chamado
de teorema dual. A descoberta de que teoremas válidos, ao serem dualizados, geram novos
teoremas igualmente válidos na geometria projetiva é geralmente atribuída ao matemático
francês Joseph Diaz Gergonne (1771�1859).

Por exemplo, se um teorema original a�rma que três retas em um plano se encontram
em um ponto, o teorema dual a�rma que três pontos estão alinhados em uma reta. De
forma análoga, se um teorema original a�rma que quatro planos passam por um ponto, o
teorema dual a�rma que quatro pontos estão em um mesmo plano.

Dessa maneira, cada propriedade geométrica de uma �gura possui uma propriedade
correspondente em sua �gura dual.

Assim, ao provarmos uma proposição geométrica, estamos, na verdade, provando
duas proposições: a original e sua dual.

Um exemplo clássico do princípio de dualidade é o Teorema de Pascal e o Teorema
de Brianchon. O primeiro a�ma que

Teorema 2.15 (Pascal). Os pontos de interseção dos pares de lados opostos de um
hexágono inscrito em um círculo são colineares, ou seja, todos pertencem a uma mesma
reta.

Figura 2.24: Prolongamento dos pares de lados opostos de um hexágono inscrito em um
círculo, intersectando-se em pontos colineares.

Demonstração: Seja o hexágono ABCDEF inscrito em um círculo. Apliquemos uma
transformação projetiva e movamos os pontos de interseção das retas

←→
AB e

←→
DE,

←→
BC e←→

EF para o in�nito. Neste caso, as retas
←→
AB e

←→
DE tornam-se paralelas, assim como

←→
BC

e
←→
EF .
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Agora, precisamos mostrar que
←→
CD é paralelo a

←→
FA. Observe que, como ∠ABC

e ∠DEF têm lados paralelos, esses ângulos são congruentes. O quadrilátero BGEH é
um paralelogramo. Sendo assim, os lados opostos são iguais e os ângulos opostos são
iguais. ■

Observação 2.16. Ao fazer coincidir determinados pares de vértices no hexágonoABCDEF ,
é possível deduzir teoremas análogos ao Teorema de Pascal para pentágonos, quadriláte-
ros e até triângulos inscritos em uma círculo. Assim, para um caso particular, ilustrado
na Figura 2.24, ao fazer coincidir A com B e D com E, as retas

←→
AB e

←→
DE tornam-se

tangentes ao círculo, criando uma nova con�guração, como mostrado na Figura 2.25.

Figura 2.25: Os pares de pontos A e B, assim como D e E, coincidem, formando um
quadrilátero.

Para maiores detalhes, consulte a referência [7]

O próximo resultado é o dual do Teorema de Pascal.

Teorema 2.17 (Brianchon). As diagonais de um hexágono circunscrito a uma círculo
se encontram em um único ponto.
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Figura 2.26: Hexágono ABCDEF circunscrito a um círculo.

Aplicando o princípio de dualidade também podemos provar a próxima proposição.

Proposição 2.18. Dado um círculo α e um ponto C localizado em seu interior, existe
uma transformação projetiva que envia círculo α para outro círculo e C para o centro do
novo círculo.

Demonstração: Aplicando o princípio de dualidade obtemos a Proposição 2.11. Agora,
utilizando uma transformação projetiva, movamos a reta polar do ponto C ao in�nito.
Neste caso, o centro do novo círculo corresponde ao ponto C, já que o polo da reta no
in�nito é o centro do círculo. Assim, C torna-se o centro do círculo transformado. ■

2.4 Razão cruzada

Recordamos que, na geometria euclidiana plana, as propriedades das �guras estu-
dadas são precisamente aquelas que permanecem invariantes por rotações, re�exões e
translações, que são denominadas de movimentos rígidos. Na geometria projetiva, por
outro lado, o foco está nas transformações projetivas. Um conceito métrico fundamen-
tal nessa geometria é a de razão cruzada, o qual é invariante sob tais transformações
projetivas. Vamos explorar esse conceito agora.

De�nição 2.19. Sejam A,B e C três pontos distintos em uma reta. A razão entre esses
pontos é de�nida como

(A,B;C) =
AC

BC

Dualizando, consideremos três retas distintas, l1, l2 e l3 que se interceptam em um
único ponto. A razão entre essas retas é de�nida por

(l1, l2; l3) =
sen∠l1l3
sen∠l2l3

Agora, vamos de�nir a razão cruzada entre quatro pontos distintos em uma reta, a saber

De�nição 2.20. Considere A,B,C,D quaisquer quatro pontos distintos em uma reta (ver
Figura 2.27). A razão cruzada de A e B com relação a C e D, denotada por (A,B;C,D),
é de�nida como a razão entre (A,B;C) e (A,B;D). Explicitamente, temos:

(A,B;C,D) =
AC/BC

AD/BD
=
AC

BC
· BD
AD

=
AC ·BD
AD ·BC

(2.2)
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Figura 2.27: Razão cruzada

Consideremos, na Figura 2.27, os quatro pontos distintos A,B,C e D situados na
reta r. A partir de um ponto P , não pertencente à reta r, projete esses pontos em uma
outra reta s, que também não passa por P , para obter os pontos projetados A′, B′, C ′ e
D′. O próximo teorema apresenta uma importante propriedade sobre a razão cruzada.

Teorema 2.21. A razão cruzada de quatro pontos distintos em uma reta permanece in-
variante sob qualquer projeção.

Demonstração: Como mostrado anteriormente, qualquer transformação projetiva pode
ser vista como uma projeção central. Seja P o centro de projeção, Figura 2.28. Tracemos
uma perpendicular de P até a reta r encontrando o ponto H. A razão cruzada pode ser
expressa como

(A,B;C,D) =
AC/BC

AD/BD
=

1
2
HP ·AC

1
2
HP ·BC

1
2
HP ·AD

1
2
HP ·BD

=

A△APC

A△BPC

A△APD

A△BPD

=

1
2
AP ·CP sen∠APC

1
2
BP ·CP sen∠BPC

1
2
AP ·DP sen∠APD

1
2
BP ·DP sen∠BPD

=
sen∠APC · sen∠BPD
sen∠BPC · sen∠APD

Figura 2.28

Agora, tracemos uma perpendicular de P até a reta s, obtendo o ponto H ′, e aplique
o mesmo argumento acima. Isso resulta em

(A′, B′;C ′, D′) =
A′C ′

B′C ′
· B

′D′

A′D′
=

sen∠A′P ′C ′ · sen∠B′P ′D′

sen∠B′P ′C ′ · sen∠A′P ′D′

Logo, temos a igualdade

sen∠A′P ′C ′ · sen∠B′P ′D′

sen∠B′P ′C ′ · sen∠A′P ′D′ =
sen∠APC · sen∠BPD
sen∠BPC · sen∠APD

. Portanto, concluímos que

(A,B;C,D) = (A′, B′;C ′, D′)

■
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O Teorema 2.21 permite-nos de�nir a razão cruzada na situação dual. Consideremos
quatro retas distintas a, b, c e d que se intersectam em um ponto P . Suponhamos que estas
retas sejam cortadas por quaisquer retas r e s, que não passam por P , nos conjuntos de
pontos A,B,C,D e A′, B′, C ′, D′, respectivamente. Pelo que acabamos de ver

(A,B;C,D) = (A′, B′;C ′, D′)

Isto sugere a seguinte de�nição:

De�nição 2.22. A razão cruzada, em qualquer ordem, de quatro retas a, b, c e d em um
ponto P é de�nida como a razão cruzada, na mesma ordem, dos quatro pontos A,B,C,D
onde estas retas são interceptadas por qualquer reta que não passe por P . Em outras
palavras

(a, b; c, d) = (A,B;C,D) = (c, a; d, b) = (C,A;D,B), e assim por diante.

A razão cruzada implica que, se as imagens de três pontos na reta são conhecidas,
as imagens dos demais pontos são determinadas de maneira única. De fato, sejam A,B
e C três pontos numa reta r, e A′, B′ e C ′ suas imagens através de uma transformação
projetiva. Suponhamos que as imagens A′, B′ e C ′ estão em r′. Agora, dado D em r,
para determinarmos sua imagem, basta obtermos o único X ′ em r′ tal que (A,B;C,D) =
(A′, B′;C ′, X ′).

Teorema 2.23 (Pappus). Se A1, B1, C1 estão em l1 e A2, B2, C2 em l2, então os pontos
de interseção das retas

←−→
A1B2 e

←−→
A2B1,

←−→
B1C2 e

←−→
B2C1,

←−→
C1A2 e

←−→
C2A1 são colineares.

Figura 2.29: Três pares de retas se intersectam em três pontos colineares.

Demonstração: Aplicando uma certa transformação projetiva, podemos mover os pon-
tos de interseção entre as retas

←−→
A1B2 e

←−→
A2B1, assim como as retas

←−→
B1C2 e

←−→
B1C2 e

←−→
B2C1, ao

in�nito. Como resultado, as retas
←−→
A1B2 e

←−→
A2B1 tornam-se paralelas, bem como as retas←−→

B1C2 e
←−→
B2C1.
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Figura 2.30

Sejam agora X e Y os pontos de interseção das retas
←−→
A1B2 com

←−→
B1C2 e

←−→
A2B1 com←−−→

B2C1, respectivamente, conforme Figura 2.30. Observe que os triângulosXA1B1 e Y B1C1

são semelhantes (caso AA), assim como Y A2B2 e XB2C2. Sendo assim,

XA1

Y B1

=
XB1

Y C1

(2.3)

XC2

Y B2

=
XB2

Y A2

(2.4)

Como, o quadrilátero XB1Y B2 é um paralelogramo, temos de (2.3) e (2.4) que

XC2 · Y A2 = XB2 · Y B2

= Y B1 ·XB1

= XA1 · Y C1

Dessa forma, obtemos a relação
XA1

XC2

=
Y A2

Y C1

Além disso, como A1X̂C2 = A2Ŷ C1, os triângulos A1XC2 e A2Y C1 são semelhantes.
Consequentemente, temos C2Â1X = C1Â2Y , o que implica que as retas

←−→
A1C2 e

←−→
A2C1 são

paralelas. Assim, os três pontos são colineares no in�nito.
Portanto, os pontos de interseção das retas

←−→
A1B2 e

←−→
A2B1,

←−→
B1C2 e

←−→
B2C1,

←−→
C1A2 e←−→

C2A1 são colineares, como queríamos demonstrar. ■

2.5 Alguns fatos geométricos do triângulo

Nesta seção, abordaremos algumas propriedades fundamentais da geometria do tri-
ângulo, que serão essenciais na demonstração de alguns resultados importantes.

De�nição 2.24. Uma ceviana de um triângulo é um segmento que liga um vértice a um
ponto do lado oposto. Em outras palavras, se X, Y e Z são pontos nos lados BC,AC e
AB, respectivamente de um triângulo ABC os segmentos AX,BY e CZ são cevianas.
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Teorema 2.25 (Ceva). Sejam X, Y e Z pontos sobre os lados BC,AC e AB, respecti-
vamente, do triângulo ABC. Os segmentos AX,BY e CZ intersectam-se em um ponto
P se, e somente se,

BX

XC
· CY
Y A
· AZ
ZB

= 1

Usando o Princípio de Dualidade, ao invés de demonstrarmos o Teorema de Ceva,
demonstraremos o seu dual, que é o Teorema de Menelaus.

Teorema 2.26 (Menelaus). Sejam X, Y e Y pontos sobre as retas suportes dos lados
AB,AC e BC, respectivamente, mas não todos situados sobre os lados do triângulo ABC.
Os pontos X, Y e Z são colineares se, e somente se, a seguinte relação for satisfeita:

XA

XB
· ZB
ZC
· Y C
Y A

= 1

Figura 2.31: Pontos colineares X, Y e Z sobre os lados do triângulo ABC.

Demonstração:

Figura 2.32

Inicialmente, vamos supor que os pontosX, Y e Z são colineares, comX e Y situados
sobre as retas

←→
AB e

←→
AC, respectivamente, e Z localizado sobre o prolongamento de BC,

conforme mostrado na Figura 2.32. Sejam AR,BQ e CS as perpendiculares traçadas a
partir de A,B e C, respectivamente, sobre a reta que passa por X, Y e Z.

Observe que os triângulos ARX e BQX são semelhantes pelo caso AA, assim como
os triângulos BQZ e CSZ. Então,

XA

XB
=
AR

BQ
e

ZB

ZC
=
BQ

CS

Além disso, os triângulo ARY e CSY também são semelhantes pelo caso AA. Conse-
quentemente, temos

Y C

Y A
=
CS

AR
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Portanto,
XA

XB
· ZB
ZC
· Y C
Y A

=
AR

BQ
· BQ
CS
· CS
AR

= 1

Reciprocamente, suponhamos
XA

XB
· ZB
ZC
· Y C
Y A

= 1. Queremos provar que X, Y e

Z são colineares. Seja X ′ um ponto sobre o lado AB, tal que X ′, Y e Z são colineares,
conforme indicado na Figura 2.33.

Figura 2.33

Pela primeira parte da demonstração, já sabemos que se X ′, Y e Z são colineares,
vale a equação

X ′A

X ′B
· ZB
ZC
· Y C
Y A

= 1

Portanto,
XA

XB
· ZB
ZC
· Y C
Y A

= 1 =
X ′A

X ′B
· ZB
ZC
· Y C
Y A

Simpli�cando os termos comuns, concluímos que

XA

XB
=
X ′A

X ′B
(2.5)

Como X e X ′ são pontos pertencentes ao lado AB, da equação temos que

AX

AB
=
AX ′

AB

Sendo assim, AX = AX ′. Como X e X ′ estão na mesma semirreta de origem A, temos
queX = X ′. Portanto, os pontosX, Y e Z são colineares, o que completa a demonstração.

■

De�nição 2.27. Seja ABC um triângulo qualquer e P um ponto no plano, distinto dos
vértices A,B e C. As re�exões das retas

←→
AP ,

←→
BP e

←→
CP em relação às bissetrizes dos

ângulos ∠BAC,∠ABC e ∠ACB, respectivamente, intersectam-se em um ponto P ′. Este
ponto é chamado de conjugado isogonal de P em relação ao triângulo ABC.
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Figura 2.34: Conjugado isogonal

A transformação que associa cada ponto do plano projetivo ao seu conjugado isogo-
nal é chamada de conjugação isogonal.

A partir dessa de�nição, podemos mencionar algumas propriedades elementares da
conjugação isogonal:

1. Se P não estiver sobre nenhuma das retas que contêm os lados do triângulo, então
o conjugado isogonal de P , P ′, é determinado de forma única. É imediato que um
é o conjugado isogonal do outro. Neste caso, dizemos que P e P ′ são isogonalmente
conjugados.

2. O conjugado isogonal de um ponto situado sobre uma reta que contém um dos lados
de um triângulo é o vértice oposto a esse lado.

3. A conjugação isogonal �xa exatamente quatro pontos do plano: o centro do círculo
inscrito (incentro) e os três centros dos círculos ex-inscritos do triângulo.

Proposição 2.28. Se P está sobre o círculo circunscrito ao triângulo ABC, então o
conjugado isogonal de P é o ponto da reta no in�nito, na direção perpendicular à reta de
Simson de P em relação a ABC, ou seja, a reta que passa pelas projeções de P aos lados
do triângulo ABC.

Demonstração:

Figura 2.35
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Consideremos o caso indicado na Figura 2.35. Os demais casos são tratados de forma
análoga. Suponha que o ponto P esteja sobre o círculo circunscrito ao triângulo ABC.
Considere as projeções Pb e Pc de P sobre os lados AC e AB, respectivamente. Seja X
o ponto de interseção da reta de Simson de P com a reta r, que é a re�exão de

←→
AP em

relação à bissetriz do ângulo ∠A. O quadrilátero PAPcPb é inscritível, logo

AP̂cPb = 180◦ − AP̂Pb

= 180◦ − (90◦ − PÂPb)

= 90◦ + PÂPb

= 90◦ +XÂPc

Utilizando o fato de que o ângulo exterior de um triângulo é igual a soma dos dois ângulos
internos não adjacentes, concluímos que AX̂Pc = 90◦

Figura 2.36

Agora, considere os pontos Y e F , interseções da re�exão da reta PB relativo à
bissetriz do ângulo ∠B, respectivamente, com a reta de Simson e com

←→
AC (ver Figura

2.36). Assim, temos

AB̂Y = PB̂C (2.6)

Como o quadrilátero ABCP é inscritível, segue que

BP̂C = BÂC = BÂPb (2.7)

A partir de (2.6) e (2.7), implica que

BĈP = AF̂B = PcP̂bP

Além disso, como o quadrilátero APcPbP é inscritível, vem que

PcÂF = PcP̂Pb e AP̂Pc = PcP̂bF

Como PP̂bPc = 90◦ + FP̂bPc e AF̂Y = FP̂bPc + FŶ Pb = PP̂bPc. Logo, FŶ Pb = 90◦.
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Figura 2.37

Por �m, nas notações da Figura 2.37, Pa é a projeção de P no prolongamento do
lado BC, o ponto P ′ é a re�exão de P relativa à bissetriz do ângulo ∠C e Z é o ponto de
interseção da reta

←→
P ′C com a reta

←−→
PbPa. Pela condição isogonal BĈP ′ = PbĈP .

Observe que o quadrilátero PPaCPb é inscritível, então PbP̂C = PbP̂aC. Além disso,
∠BCP ′ e ∠ZCPa são opostos pelo vértice, o que implica BĈP ′ = ZĈPa.
como PbP̂C + PĈPb = 90◦, então

PaẐC = 180◦ − (PbP̂aC + PaĈZ)

= 180◦ − (PbP̂C +BĈP ′)

= 180◦ − (PbP̂C + PĈPb)

= 180◦ − 90◦

= 90◦

Portanto, o isogonal de P é o ponto no in�nito. ■

Utilizando a conjugação isogonal, provaremos o Teorema de Pascal de maneira bas-
tante geral.

Teorema 2.29. (Pascal) Sejam seis pontos A,B,C,D,E e F situados sobre uma cônica.
Então, as interseções das retas

←→
AB com

←→
DE,

←→
BC com

←→
EF e

←→
CD com

←→
FA são colineares.

Figura 2.38: Teorema geral de Pascal

Demonstração: Consideremos as posições dos pontos A,B,C,D,E e F como na Figura
2.38. Os outros casos são tratados de forma análoga.
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Aplicando uma transformação projetiva, podemos transformar a cônica em um cír-
culo. Neste con�guração, os pontos A,B,C,D,E e F estão no círculo (ver Figura 2.39).

Figura 2.39

Sejam X, Y e Z os pontos de interseção das retas
←→
AB com

←→
DE,

←→
BC com

←→
EF e

←→
AF

com
←→
CD, respectivamente. Queremos provar que X, Y e Z são colineares.
Observe que os ângulos ∠BAF e ∠BCF são iguais, pois ambos subtendem o mesmo

arco no círculo. Da mesma forma ∠CDE é igual a ∠CFE. Além disso, o triângulo AZD
é semelhante a CZF pelo caso AA, pois AD̂Z = ZF̂C, e os ângulos ∠AZD e ∠CZF são
opostos pelo vértice.

Consideremos a similaridade que transforma o triângulo AZD no triângulo CZF .
Para construir o ponto X ′, proceda da seguinte forma: sobre a reta suporte de FZ,
com vértice em F e um dos lados a semirreta

−→
FZ, construa o ângulo de medida XD̂Z.

Analogamente, sobre a reta suporte de CZ, com vértice em C e um dos lados a semirreta−→
CZ, construa o ângulo de medida XÂZ. Os outros dois lados dos ângulos descritos se
interseccionam em X ′. Observemos que XẐA = X ′ẐC.

A transformação de similaridade faz com que no triângulo CZF , X ′ seja tal que
X ′F̂Z = XD̂Z e X ′ĈZ = XÂZ. Logo, pela de�nição de isogonalidade X ′ é o conjugado
isogonal de Y . Portanto, temos que AẐX = CẐX ′ = FẐY , o que prova que os pontos
X, Y e Z são colineares. ■

Novamente, o dual desse teorema também generaliza o Teorema de Brianchon, como
podemos ver abaixo.

Teorema 2.30. Sejam l1, l2, . . . , l6 seis retas tangentes a uma mesma cônica, e sejam
Aij os pontos de interseção das retas li e lj. Então, as retas

←−−−→
A12A45,

←−−−→
A23A56 e

←−−−→
A34A61 se

intersectam em um único ponto.
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Figura 2.40: Dual do Teorema geral de Pascal.

2.6 Eixo radical e lápis de círculos

De�nição 2.31. Seja o círculo de centro O e raio r, e um ponto P . A expressão Pot(P ) =
OP

2 − r2 é chamada de potência de P em relação ao círculo.

Essa de�nição implica que a potência de um ponto P é igual a zero quando P está
sobre o círculo, é positiva quando P está fora do círculo, e negativa quando P está dentro
do círculo.

Lema 2.32. Dado um círculo de centro O e raio r, e um ponto P interior (exterior) a
este círculo. Considere uma reta que passa por P e intercepta o círculo nos pontos A e
B. O produto PA · PB independente da escolha da reta e é igual ao valor absoluto da
potência de P em relação ao círculo.

Demonstração:

Figura 2.41

Suponhamos que o ponto P exterior ao círculo (o caso em que P é interior é tratado
de forma análoga). Consideremos duas retas passando por P , sendo que a primeiro
intercepta o círculo nos pontos A e B, e a segunda nos pontos C e D, como indicado na
Figura 2.41. observe que os triângulos PAD e PCB são semelhantes, pois compartilham
o ângulo ∠P e os ângulos ∠PBC e ∠PDA são iguais, já que subtendem os mesmos arcos.
Portanto, pela semelhança de triângulos, temos

PA

PC
=
PD

PB
=⇒ PA · PB = PC · PD
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Agora, resta mostrar que essa expressão é igual ao valor absoluto da potência de P
em relação ao círculo. Considere uma reta passando por P e pelo centro do círculo O.
Então, o produto das distâncias de P às interseções com o círculo dos pontos é igual a
(OP + r)(OP − r) = OP

2 − r2. ■

Teorema 2.33. Sejam ω1 e ω2 dois círculos não concêntricos. O lugar geométrico dos
pontos P no plano para os quais as potências de P em relação a ω1 e ω2 são iguais, isto
é, Potω1(P ) = Potω2(P ), é uma reta perpendicular à reta que conecta os centros de ω1 e
ω2. Esta reta é denominada o eixo radical dos círculos ω1 e ω2.

Demonstração:

Figura 2.42

Suponhamos que os dois círculos ω1 e ω2 se intersectam. Trace uma reta passando
pelos pontos de interseção A e B (ver Figura 2.42). A�rmamos que esta reta é o eixo
radical dos dois círculos. De fato, consideremos o ponto P arbitrário na reta

←→
AB, externo

aos dois círculos (o caso em que P é interno é tratado de forma análoga). Pelo Lema 2.32,
a potência de P em relação a ambos os círculos é dada por PA · PB, e os sinais destas
potências coincidem. Além disso, como os triângulos O1AB e O2AB são isósceles, a reta←−→
O1O2 (a reta que une os centros dos círculos) é a bissetriz do ângulo formado por esses
triângulos e é perpendicular à reta

←→
AB. Portanto, a reta

←→
AB é o eixo radical dos círculos.

Figura 2.43

Para o caso em que os dois círculos não se intersectam, Figura 2.43, consideremos
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um ponto P no plano tal que Potω1(P ) = Potω2(P ). Temos que

PO1
2 − r21 = PO2 − r22 ⇔

PO1
2 − PO2

2
= r21 − r22

ou seja, se, e somente se, a diferença dos quadrados das distâncias de P aos pontos O1 e
O2, respectivamente, for constante e igual a r21 − r22.

Agora, considere D o pé da perpendicular baixada de P à reta
←−→
O1O2, e suponhamos

que D pertence ao segmento O1O2 (Figura 2.43). Nesse caso, temos que

PO1
2 − PO2

2
= (PD

2
+DO1

2
)− (PD

2
+DO2

2
)

= DO1
2 −DO2

2

= (DO1 +DO2)(DO1 −DO2)

= O1O2(O1O2 − 2DO2),

Dessa forma, temos que PO1
2 − PO2

2
= r21 − r22, se, e somente se,

DO2 =
1

2

(
O1O2 −

r21 − r22
O1O2

)
uma expressão constante.

Os casos em que os círculos são disjuntos, um contido no outro, ou tangentes podem
ser tratados de maneira análoga. ■

Agora, suponhamos que três círculos são dados. Se seus centros não forem colineares,
então os eixos radicais de dois pares desses círculos se intersectam em um ponto. As
potências desse ponto em relação aos três círculos são iguais, e, portanto, o terceiro eixo
radical também passa por ele. Esse ponto é chamado de centro radical dos três círculos.
Se os centros dos círculos estão em uma reta, então os eixos radicais são paralelos ou
coincidem. Neste último caso, os círculos são ditos coaxiais.

Figura 2.44: Ponto P é o centro radical.

O conjunto de todos os círculos coaxiais com dois círculos dados é chamado de lápis,
ver Figura 2.45. Se os círculos que de�nem o lápis se intersectam em dois pontos, o
lápis consiste em todos os círculos que passam por esses pontos, sendo então chamado
de lápis é hiperbólico. Se os dois círculos são tangentes, qualquer círculo do lápis será



68

tangente à reta tangente comum no ponto de tangência, e o lápis é chamado de parabólico.
Finalmente, dois círculos sem interseção dão origem ao lápis elíptico. Além disso, dois
círculos degenerados em pontos no lápis elíptico são chamados de pontos limites de lápis.

(a) Lápis hiperbólico
(b) Lápis parabólico

(c) Lápis elíptico

Figura 2.45: Lápis de círculos.



Capítulo 3

Propriedades Projetivas das Cônicas

A análise das cônicas no campo da Geometria Projetiva proporciona uma com-
preensão mais profunda de suas propriedades distintivas. Ao explorar as propriedades
projetivas dessas curvas, introduzimo-nos em um domínio de transformações e relações
intrínsecas que revelam a riqueza e complexidade inerentes a essas formas matemáticas.
Neste capítulo, mostraremos as características fundamentais das cônicas sob a perspectiva
projetiva.

3.1 Razão cruzada em uma cônica

No capítulo 2, demonstramos que ao projetar quatro pontos colineares a partir de um
ponto P situado fora de uma reta, obtemos um invariante numérico conhecido como razão
cruzada. Esta grandeza permanece constante, independentemente da posição especí�ca
do ponto de projeção P. Agora, buscamos estender esta propriedade para uma cônica.
Assim, começando com um círculo ω, consideremos os pontos A, B, C, D em ω e os
pontos A′, B′, C ′ e D′, formados pelas interseções de

←→
PA,
←→
PB,

←→
PC e

←→
PD com uma reta l,

vamos mostrar que (A,B;C,D) = (A′, B′;C ′, D′). De fato, já sabemos que

Figura 3.1: Razão cruzada em um círculo ω

(A′, B′;C ′, D′) =
sen(α + β) · sen(β + θ)

sen(α + β + θ) · sen(β)

69
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Figura 3.2: O triângulo ACO é isósceles e M é o ponto médio de AC

Observe que o triângulo ACO é isósceles de base AC. Além disso, OM é bissetriz do
∠AOC relativa à base AC. Portanto, aplicando a Lei dos Senos, temos que AC =
2R sen(α + β). Da mesma maneira, procedemos com BD,BC e AD. Daí,

AC ·BD
AD ·BC

=
2R sen(α + β) · 2R sen(β + θ)

2R sen(α + β + θ) · 2R sen(β)
=

sen(α + β) · sen(β + θ)

sen(α + β + θ) · sen(β)
= (A,B;C,D)

Logo, (A,B;C,D) = (A′, B′;C ′, D′).

Este resultado amplia a invariância da razão cruzada para o contexto de um círculo,
porém com uma leve restrição: o ponto de projeção deve estar localizado sobre o próprio
círculo. Agora, estendemos essa invariância para cônicas em geral.

Sabemos que uma cônica é a projeção de um círculo e que qualquer propriedade do
círculo que seja invariante sob transformações projetivas, também será uma propriedade
da cônica. Portanto, a razão cruzada para os quatro pontos A,B,C,D na cônica é de�nida
da mesma forma que no círculo. Para isso, considera-se uma reta arbitrária r e um ponto
X adicional na cônica que não pertence à reta r (conforme ilustrado na Figura 1.3), e
de�ne-se a razão cruzada de (A,B;C,D) como sendo igual à razão cruzada (A′, B′;C ′, D′).

Figura 3.3: A razão cruzada (A,B;C,D) = (A′, B′;C ′, D′)

As cônicas tem as seguintes propriedades fundamentais em relação a razão cruzada:

Proposição 3.1. Dada uma cônica K e quatro pontos A, B, C e D pertencentes a
ela (vide Figura 1.4), então para qualquer ponto P pertencente a K, a razão cruzada
(
←→
PA,
←→
PB;

←→
PC,
←→
PD) é independente de P.
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Figura 3.4: Razão cruzada na Cônica

Demonstração: Sabemos que uma cônica pode ser obtida como a imagem de um círculo
por meio de uma transformação projetiva, como ilustrado na Figura 3.5. No círculo, Pelo
Teorema do Ângulo Inscrito, conforme a Figura 3.5, à esquerda, temos que AP̂B =
AP̂ ′B, e analogamente, para as demais cordas BC e CD. Dessa forma, a razão cruzada
(
←→
PA,
←→
PB;

←→
PC,
←→
PD) é independente da posição do ponto P no círculo. Como a razão

cruzada é invariante sob uma projeção, essa propriedade se mantém válida para qualquer
cônica, através de uma transformação projetiva.

Figura 3.5: A cônica imagem de uma círculo por uma Trasnformação projetiva

■

Vamos explorar agora a recíproca dos teoremas de Pascal e Brianchon, os quais serão
úteis nas demonstrações de alguns resultados geométricos.

Teorema 3.2. (O inverso do Teorema de Pascal) Sejam Xi, i = 1, .., 6, quaisquer
seis pontos distintos no plano. Se os pontos de interseções das retas

←−−→
X1X2 e

←−−→
X4X5,

←−−→
X2X3

e
←−−→
X5X6 e

←−−→
X3X4 e

←−−→
X6X1 forem colineares, então existe uma cônica única que passa por

todos esses seis pontos.
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Figura 3.6: Razão cruzada na cônica

Demonstração: Sabemos que, para quaisquer cinco pontos em posição geral, existe
uma única cônica que passa por esses pontos. Seja α a cônica passando passando por
X1, X2, X3, X4 e X5. Consideremos A,B e C os pontos de interseções das retas

←−−→
X1X2 e←−−→

X4X5,
←−−→
X2X3 e

←−−→
X5X6 e

←−−→
X3X4 e

←−−→
X6X1, e seja Y o ponto de interseção de α e BX5, tal que

Y ̸= X5. Pelo Teorema 2.29 (Pascal), a interseção entre
←−−→
X3X4 e

←−→
X1Y está na reta

←→
AB,

isto é,
←−−→
X3X4 ∩

←−→
X1 Y = C. Logo , Y coincide com X6.

■

Ao dualizarmos o Inverso do Teorema de Pascal, obtemos o inverso do teorema de
Brianchon, que para prová-lo, precisamos do próximo resultado.

Proposição 3.3. Sejam cinco retas no plano tais que três quaisquer não são concorrentes.
Então, existe uma única cônica tangente a essas cinco retas.

Demonstração: Aplicando o Princípio de Dualidade, obtemos o Teorema 2.9 que a�rma
que, dados cinco pontos em posição geral, existe uma única cônica que passa por esses
pontos. ■

Teorema 3.4. (O inverso do Teorema de Brianchon) Sejam li, i = 1, . . . , 6, seis
retas distintas quaisquer no plano e Aij a interseção de li e lj. Se as retas

←−−−→
A12A45,

←−−−→
A23A56

e
←−−−→
A34A61 intersectam em um único ponto, então existe uma única cônica tangente a todos

os li.
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Demonstração:

Pelo Proposição 3.3, dadas cinco retas tangentes, existe uma única cônica tangente
a todas as cinco reta. Sejam α a cônica tangente às retas li e Aij. Consideremos o ponto
P intersecção das retas

←−−−→
A12A45,

←−−−→
A23A56 e

←−−−→
A34A61, onde A56 ∈ l5 e A61 ∈ l1. Seja agora, a

reta r tangente à α tal que r∩ l5 = {X} e r∩ l1 = {Y }. Pelo Teorema 2.30 (Brianchon), o
ponto de interseção das diagonais do hexágono A12A23A34A45XY circunscrito a α coincide
com P , de maneira que X = A56 e Y = A61. Logo, r coincide com a reta

←−−−→
A56A61 = l6. ■

3.2 Correspondência polar: polo e polar

Podemos generalizar o conceito de reta polar para quaisquer cônicas, de�nindo e
construindo a reta polar associada a um ponto dado.

Sejam uma cônica e um ponto A, pertencentes ao mesmo plano. Consideremos
uma transformação projetiva arbitrária que leve a cônica em um círculo. Através de uma
transformação projetiva dada, sejam A′ a imagem de A e a′ a reta polar de A′ relativa ao
círculo dado. Desta forma, de�nimos a polar de A como sendo a imagem inversa de a′.
Vejamos, como a pode ser construída no plano da cônica dada.

Figura 3.9: Construção da reta polar de A em relação a um cônica

Sejam duas retas passando por A e intersectando a cônica nos pontos B1, B2 e C1, C2.
Consideremos B e C os pontos de intersecção das retas tangentes à cônica nos pontos B1
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e B2 e C1 e C2, respectivamente. Sendo assim, a reta polar a de A é de�nida como a reta
que passa por B e C. Mostremos que, de fato, a reta que passa por B e C é a imagem
inversa de a′, que é a polar de A′, conforme Figura 3.9.

Sejam B′
1, B

′
2, C

′
1 e C ′

2 os pontos de intersecção das retas que passam por A′ com
o círculo. Considerando B′ e C ′ os pontos de intersecção das tangentes ao círculo que
passam por B′

1 e B
′
2 e C

′
1 e C

′
2, respectivamente, temos que as polares de B′ e C ′ são as

retas que passam por B′
1 e B

′
2 e C

′
1 e C

′
2, respectivamente. Como A′ pertencem as polares

de B′ e C ′, então a polar de A′ passa por B′ e C ′, como queríamos demonstrar.
Como transformações projetivas preservam as intersecções e tangências de retas e

cônicas, a reta a não depende da escolha da transformação projetiva utilizada. Além
disso, pela Proposição 2.13, do Capítulo 2, podemos observar que as retas

←−→
B1B2 e

←−→
C1C2

são, respectivamente, as polares de B e C.
Uma outra maneira de construir a reta polar a é a seguinte:

Figura 3.10: Construção da reta polar de A em relação a um cônica

A partir de um ponto A no plano, externo a uma cônica dada (ver Figura 3.10),
traçamos duas retas secantes, respectivamente, passando pelos pontos B1, B2 e C1, C2.
As retas

←−→
B1C1 e

←−→
B2C2 se intersectam em um ponto Q. As retas tangentes em B1 e B2 se

intersectam no ponto U . Por �m, marcamos os pontos de interseção R das retas
←−→
B1C2

e
←−→
B2C1. Pelo Teorema de Pascal, e Observação 2.16, os pontos Q, U e R são colineares.

Logo, a reta a passa pelos pontos Q, U e R. Particularmente, se A é o centro de uma
elipse ou uma hipérbole a reta polar será a reta no in�nito.

Figura 3.11: À direita, o ponto P está no interior de uma elipse, e sua reta polar é de�nida
pelos pontos E e F .

Para o caso em que ponto P esteja no interior da cônica, mas não coincida com o
centro, façamos da seguinte forma: trace duas retas passando por P e marque os pontos
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A,B,C e D, que são as interseções dessas retas com a cônica (ver Figura 3.11). Em
seguida, trace as retas

←→
AB e

←→
CD, e denote seu ponto de interseção por E. De modo

análogo, trace as retas
←→
AD e

←→
BC, e denote o ponto de interseção por F . A reta

←→
EF é,

então, a reta polar do ponto P . De fato, pela construção acima, a reta que passa por P
e E é a polar do ponto F , já a reta que passa por P e F é polar de E. Sendo assim, a
polar de P , é a reta que passa pelos pontos E e F .

A relação estabelecida acima entre os pontos e as retas relativas à cônica é deno-
minada de correspondência polar relativa à cônica. A reta a é chamada de polar de A,
enquanto que A é o polo de a. Procedendo como acima, é imediato que as propriedades
da correspondência polar no círculo estende-se naturalmente para as cônicas.

Em particular, podemos de�nir a reta diametral associada a uma reta em relação a
uma cônica. Observando que já temos a de�nição de reta diametral no círculo, aplicamos
uma transformação projetiva que leva a cônica a um círculo e a reta para sua imagem
transformada. Dessa forma, A imagem inversa desta reta é a reta diametral da reta dada
relativa à cônica.

Nosso objetivo agora é descrever, assim como �zemos para a reta polar em relação a
uma cônica, o procedimento para construir a reta diametral de uma dada reta em relação
a uma cônica.

Figura 3.12: Construção da reta diametral dado uma reta r e um cônica.

Para isso, consideremos uma reta r e uma cônica (Figura 3.12). Seja P o polo da
reta r, isto é, o ponto de interseção de todas as retas polares de cada ponto de r em relação
à cônica. Em seguida, tomamos a reta paralela a r que passa por P e determinamos o
seu polo, que estará sobre a reta r. A reta diametral de r é então a reta que passa por P
e pelo polo (inverso de P ) em r da reta paralela a r.

Essa construção permite de�nir a reta diametral de maneira semelhante à de�nição
de retas polares, estendendo o conceito para qualquer cônica.
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Figura 3.13: A reta polar do ponto P passa pela reta
←→
AB no ponto Q.

Agora, observemos que se uma reta p é a polar de um ponto P e uma reta arbitrária
passa por P intersectando p em Q e a cônica nos pontos A e B (Figura 3.13), então
(P,Q;A,B) = 1. Para provar esse resultado, vamos considerar o caso em que a cônica é
um círculo. Para isso, traçamos outra reta passando por P e intersectando a círculo em
dois pontos distintos, C e D. Pela construção da polar, as retas

←→
BC e

←→
AD se intersectam

em p em um ponto, digamos E (ver Figura 3.14) e as retas
←→
BC e

←→
AD em R.

Figura 3.14

Assim, aplicando o Teorema de Ceva no triângulo ABE, obtemos

AQ

QB
· BC
CE
· ED
DA

= 1 (3.1)

Aplicando o Teorema de Menelaus no triângulo ABE, temos

AP

BP
· BC
CE
· ED
DA

= 1 (3.2)

Dividindo (3.2) por (3.1), temos

1 =
AP/PB

AQ/QB
=
AP ·QB
AQ · PB

= (P,Q;A,B)
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Figura 3.15: Reta polar de a em relação a um cônica degenerada de 2° grau

Observemos que a última construção que �zemos da polar de uma cônica se aplica
a cônicas degeneradas, ver Figura 3.15. Considerando a cônica constituída por duas retas
l1 e l2 concorrentes em O, temos, dado um ponto A, sejam duas retas que passam por
A, intersectando l1 e l2 nos pontos B1, B2 e C1, C2, respectivamente, como indicado na
Figura 3.15. Sendo assim, a reta que passa por O e pela intersecção das retas

←−→
B1C2 e←−→

B2C1 é a reta polar. E, novamente, por pelos Teoremas de Ceva e Menelaus, temos que
(l1, l2;

←→
OA, a) = 1.

Figura 3.16: Elípse de centro O, a reta polar p passando por O e o ponto P no in�nito

Agora, levando P para o in�nito, sua polar passa pelo centro do círculo, e a reta
que passa por A e B é a polar do ponto de intersecção das tangentes ao círculo por A e
B. Consequentemente, p é a mediatriz da corda AB pelo ponto Q. Disto, segue-se que
os pontos médios de todas as cordas paralelas a uma dada reta estão sob uma reta que
passa pelo centro do círculo. Em particular, se a cônica é uma elipse ou uma hipérbole,
então os pontos médios de todas as cordas paralelas a uma reta �xa estão em uma reta
que passa pelo centro da cônica. Se a cônica é um parábola, os pontos médios das cordas
paralelas a uma reta �xa estão em uma reta paralela a seu eixo. A próxima proposição
mostra este último fato.
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Figura 3.17: Elipse com cordas paralelas a uma reta �xa, e a reta p passando pelos pontos
médios dessas cordas

Proposição 3.5. Sejam duas retas paralelas que intersecta a parábola nos pontos A, B e
C, D, respectivamente. Então, a reta que liga os pontos médios dos segmentos AB e CD
é paralela ao eixo da parábola.

Figura 3.18: Reta paralela ao eixo da parábola.

Demonstração: Apliquemos uma transformação a�m que leva as retas dadas a retas
paralelas à diretriz da parábola. Com isso, a reta que conecta os pontos médios dos
segmentos AB e CD será, naturalmente, transformada no eixo da parábola. Além disso,
a transformação a�m preserva o paralelismo entre as retas que são paralelas ao eixo
da parábola. Essas retas intersectam o ponto de tangência da parábola com a reta no
in�nito. ■

De�nição 3.6. A curva dual de uma curva suave é o conjunto dos duais de todas as retas
tangentes à curva. Dada uma curva φ, denotamos a curval dual de φ por R(φ).
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Figura 3.19: Exemplo da curva polar associada à curva φ.

O exemplo de curva dual de uma curva suave que nós estamos interessados é aquela
associada correspondência polar. Neste caso, a curva dual é o conjunto dos polos de todas
as tangentes à curva relativos a um dado círculo, que passamos a denominar de curva
polar relativa ao circulo dado, conforme Exemplos 3.19 e 3.20.

Figura 3.20: Curva γ e sua curva polar.

A proposição a seguir estabelece uma propriedade importante da operação de dua-
lidade.

Proposição 3.7. Seja φ uma curva e R(φ) a curva dual de φ. Então, R(R(φ))=φ.

Demonstração:
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Suponha um ponto X movendo-se ao longo de φ em direção a A. Então, as in-
terseções das retas tangentes em X e A convergem para A. Seja Y a interseção das
retas tangentes x e a. Ao considerarmos as duais de x e a na curva R(φ), notamos que
R(x) tende a R(a), logo o segmento R(x)R(a) tende a tangente de R(φ) em R(a). Mas
←−−−−−→
R(x)R(a) nada mais é que R(Y ), e portanto R(Y ) tende a tangente de R(φ) em R(a).
Então, o dual de R(Y ) tende ao dual da tangente em R(a). Porém este é o ponto Y , sob
movimento, tende a A. Segue-se que o dual da tangente em R(a) é A. Mas isso implica
que os duais das tangentes para R(φ) formam a curva φ. ■

Proposição 3.8. A curva polar de um círculo com relação a outro círculo é uma cônica.

Demonstração:

Figura 3.22

Consideremos um círculo ω com centro O e ω1 um círculo com centro em O1. Vamos
assumir que O está fora de ω1 (ver Figura 3.22). Suponhamos que a inversão em relação a
ω transforma ω1 em um circulo ω2 centrado em O2. Neste caso, ω2 não passa pelo centro
de ω, conforme o Teorema 2.4 item 4. Então, seja p(X) a reta passando por X em ω2 e
perpendicular a

←→
OX. Ela é a polar do inverso de X com relação a ω. Observemos que à

medida que X se move ao longo de ω2, sua reta correspondente varre o conjunto das retas
polares de pontos de ω1.

Vamos mostrar que o conjunto de todas essas retas são tangentes a uma cônica.
Consideremos O′ a re�exão de O relativa ao ponto O2 e O′′ a re�exão de O relativa ao
ponto em X. Note que O′O′′ é o diâmetro de ω2, pois pelo Teorema da base média do
triângulo OO′O′′, temos que O′O′′ = 2O2X. Suponha Y seja a interseção entre

←−→
O′O′′ e

p(X). Então, como p(X) é perpendicular no ponto médio de OO′′, o triângulo OY O′′ é
isósceles, pois Y O = Y O′′. Além disso, OŶ X = XŶ O′′. Portanto, p(X) é tangente a
uma hipérbole em Y , de focos O e O′ e cujo valor absoluto da diferença das distâncias de
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Y aos focos é o diâmetro de ω2, já que |OY − O′Y | = |O′′Y − O′Y | = 2O2X. Além do
mais, à medida que X percorre ω2, o ponto Y percorre toda hipérbole.

Por �m, se O está dentro de ω1, argumentando de modo análogo, a curva polar será
uma elipse. Por outro lado, se O está em ω1 a curva será uma parábola. ■

Devido à equivalência projetiva das cônicas, podemos generalizar a proposição an-
terior como segue.

Teorema 3.9. A curva polar de uma cônica com relação a outra cônica é também uma
cônica (Figura 3.23).

Figura 3.23: A curva polar da cônica Γ em relação a cônica Γ1 é uma hipérbole.

Demonstração: Sejam as cônicas Γ e Γ1. Escolhamos cinco pontos X1, X2, X3, X4 e X5

sobre a cônica Γ cuja curva polar consideramos. As retas polares desses cinco pontos em
relação a Γ1 são tangentes a alguma outra cônica, que chamaremos de α.

Seja X um ponto movendo-se sobre Γ. Sendo assim, o Teorema 2.29 pode ser
aplicado aos pontos X1, X2, X3, X4, X5 e X. Por dualidade, o Teorema de Brianchon
pode ser aplicado as retas polares destes pontos. Segue-se que as retas polares dos pontos
colineares X1X2 ∩X4X5, X2X3 ∩X5X e X3X4 ∩XX1 se intersectam em um único ponto.
Consequentemente, pelo Inverso do Teorema de Brianchon, todas as seis retas polares são
tangentes a uma cônica, que só poder ser α, pois cinco das seis retas polares (as polares
de Xi, i = 1, .., 5) são tangentes a uma única cônica. Portanto, todas as polares de todos
os pontos de Γ são tangentes a α.
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Figura 3.24: O ponto verde externo a cônica α representa o polo, e as linhas tracejadas
indicam as retas polares da reta verde e dos três pontos sobre esta reta em Γ.

■

Vamos mostrar agora que um foco e a diretriz correspondente de uma cônica são
polares entre si.

Proposição 3.10. Um foco e a diretriz correspondente de uma cônica são polares entre
si.

Demonstração:

Consideremos uma cônica, que sem perda de generalidade, podemos supor que é
uma elipse cujo o foco é F1 e a reta polar deste é p. Vamos mostrar que para quaisquer
dois pontos X e Y na cônica, a razão entre as distâncias a F1 e a p são iguais. Seja Q
a interseção da reta

←→
XY e p, e Z a interseção das retas tangentes em X e Y . Como Q

pertence as polares de F1 e Z, temos que a reta que passa por F1 e Z é a polar de Q. E
mais, observando que Q pertence às tangentes das intersecções da polar de Q, que formam
uma corda que contém o foco F1, com a cônica, temos, pela Proposição 1.12, que a reta
que passa por F1 e Q é perpendicular à polar de Q em F1, isto é, QF̂1Z = 90◦. Além do
mais, pelo Teorema 1.16 implica que F1Z é a reta bissetriz do ângulo XF̂1Y . Então, os
ângulos formados pelas retas

←−→
XF1 e

←→
ZF1 são opostos pelo vértice, logo,

←−→
F1Q é bissetriz
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do ângulo externo em F1 do triângulo XF1Y . Assim, pelo teorema da bissetriz externa
aplicada a esse triângulo, temos

F1X

QX
=
F1Y

QY
(3.3)

Considerando R e S, respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de X e Y à
reta p, os triângulos XQR e Y QS são semelhantes (caso AA), então

QX

XR
=
QY

Y S
(3.4)

Portanto, de (3.3) e (3.4), temos
F1X

XR
=
F1Y

Y S

. ■

A proposição anterior pode ser demonstrada utilizando a construção de Dandelin,
a qual aplicamos para mostrar que uma cônica é uma projeção de um círculo, ver Figura
3.25. Além disso, no espaço tridimensional, também existem transformações de dualidade,
onde os pontos se transformam em planos e os planos em pontos, enquanto que retas se
tornam em retas. Essas transformações podem ser construídos de maneira análoga omo
�zemos em 2D.

Figura 3.25: O plano ψ é o plano polar do ponto V , e o plano α é o polar do ponto F .

O plano polar de um ponto V com relação a uma esfera Π é o plano ψ, e o plano
polar de um ponto F é o plano α. Assim, o polar de uma reta

←→
V F é a reta d. Note que

o polo de d com relação ao círculo, interseção de Π e ψ, é o ponto Q, que é interseção
da reta

←→
V F e o plano ψ. Portanto, F é o polo de d com relação a interseção do cone e o

plano α, onde podemos considerar a projeção do plano ψ a α a partir do ponto V .
Vejamos mais outro resultado relacionado ao triângulo de Ceva do triângulo inscrito

em uma cônica. Para isso, de�nimos um triângulo autopolar como aquele em que cada
vértice é o polo de seu lado oposto.
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Proposição 3.11. Um triângulo ABC é autopolar com relação a uma cônica se, e so-
mente se, ele é o triângulo de Ceva de um ponto na cônica com relação a um triângulo
inscrito na cônica.

Demonstração:

Suponhamos que o triângulo ABC seja autopolar. Por uma transformação projetiva
movamos os vértices B e C aos pontos no in�nito com direções perpendiculares. Logo, o
centro da cônica passa ser o ponto A cuja a polar é a reta no in�nito

←→
BC. Consideremos

um retângulo inscrito na cônica cujos lados são paralelos às direções dadas por B e C.
Seus vértices podem ser vistos como de um triângulo e um ponto P na cônica para o qual
o triângulo ABC é um triângulo de Ceva.
Reciprocamente, suponhamos que o triângulo ABC seja de Ceva de um ponto P em
relação a um triângulo inscrito na cônica. Por uma transformação projetiva, leve os
pontos B e C em direções perpendiculares aos pontos no in�nito, e o ponto A, no centro
da cônica. Logo, o polo da reta

←→
BC no in�nito é o centro da cônica, isto é, o ponto

A. Além disso, as polares dos pontos no in�nito são as retas que passam pelo centro da
cônica, ou seja,

←→
AC e

←→
AB. Portanto, o triângulo ABC é autopolar. ■

Proposição 3.12. Sejam um triângulo ABC e um ponto Z. Consideremos A′ e B′

as interseções das retas suportes dos lados BC e AC, respectivamente, com uma reta
arbitrária passando por Z. Então, o lugar geométrico das interseções das retas

←→
AA′ e←−→

BB′ é uma cônica passando por A, B e C, e é tangente às retas
←→
AZ e

←→
BZ.

Figura 3.26: Cônica passando pelos pontos A,B e C.



85

Demonstração: Inicialmente, aplicando a transformação projetiva, transformamos o tri-
ângulo ABC em um triângulo retângulo isósceles, onde AC = BC, e enviamos o ponto Z
ao ponto no in�nito em direção perpendicular a

←→
AB. Seja P o ponto de intersecção das

retas
←→
AB e

←−→
A′B′. Como A′ e B′ pertencem à reta que passa por Z, temos que a reta

←−→
A′B′

é perpendicular à reta suporte do lado AB no ponto P . Assim, concluímos que os triân-
gulos retângulos APB′ e ABC são semelhantes pelo caso AA. Logo, PA = PB′. Além
disso, o quadrilátero PBCB′ é inscritível, pois BP̂B′+BĈB′ = 180◦. Consequentemente,
temos que PB̂B′ = PĈB′. De maneira análoga, o quadrilátero PCA′A é inscritível, já
que AP̂A′ = AĈA′ = 90◦. Logo, temos PĈA = PB̂B′ = PÂ′A. Com isso, os triângulos
APA′ e B′PB são congruentes pelo caso LAAO. Segue-se que AA′ = B′B.

Agora, observemos que os triângulos ACA′ e BCB′ são congruentes, pelo caso
Hipotenusa-Cateto, dado que AC = BC e BB′ = A′A. Assim, os ângulos ∠B′BC e
∠A′AC são iguais. Como os ângulos ∠BB′C e ∠AB′Q são opostos pelos vértices, onde
Q é o ponto de intersecção de

←→
AA′ e

←−→
BB′, e complementares ao ângulo ∠B′AQ, segue-se

que o triângulo AB′Q é retângulo em Q. Além disso, as retas
←→
BZ e

←→
AZ são tangentes ao

círculo em A e B.

■

Por �m, como foi visto, alguns teoremas relacionados as cônicas, à primeira vista, pa-
reciam difíceis de demonstrar. No entanto, com os conhecimentos de geometria projetiva,
as demonstrações se tornaram simples e objetivas. Neste contexto, usando transformação
polar, vamos demonstrar uma teorema muito interessante, que é o Teorema de Frégier.

Teorema 3.13 (Frégier). Seja Γ uma cônica dada e um ponto P pertencente a Γ. Então,
todas as cordas de Γ que são vistas em um ângulo reto a partir de P intersectam-se em
um único ponto.
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Figura 3.27: Cordas vistas sob um ângulo reto se intersectam em um único ponto.

Demonstração: Consideremos um círculo α centrado em P . Seja R(ω) a curva polar
de ω pela correspondência polar relativa ao círculo α. Pelo Teorema 3.9, R(ω) também é
uma cônica. Como ω passa pelo centro de α, temos que a polar de P em relação à α está
no in�nito. Sendo assim, pela Proposição 3.8, a cônica transformada é uma parábola.
As retas perpendiculares em P se transformam em pontos no in�nito correspondentes
às direções perpendiculares, e suas segundas interseções com a cônica se transformarão
em retas perpendiculares tangentes a parábola. Pela Proposição 1.22, Capítulo 1, estas
intersecções estão sobre a diretriz. Logo, a corda correspondente, cujos extremos são os
pontos de tangência na parábola, passa pelo polo (foco) da diretriz.

■



Capítulo 4

Software Dinâmico para uma
Abordagem Interativa em Geometria
Projetiva

As tecnologias digitais e a Computação é um tema presente na Base Nacional Co-
mum Curricular (BNCC), que destaca a importância da integração de recursos tecnológi-
cos ao processo de ensino e aprendizagem. Esses recursos apresentam novas possibilidades
para auxiliar no aprendizado em diversas disciplinas, ampliando as formas de explorar
conceitos e desenvolver habilidades nos estudantes.

Desse forma, o uso de tecnologias no processo educacional tem se tornado cada vez
mais importante, principalmente no ensino de Matemática. Várias ferramentas tecnológi-
cas foram desenvolvidas para apoiar o ensino e aprendizagem dessa disciplina, e uma das
que se destacam no âmbito educacional é o GeoGebra.

Desenvolvido por Markus Hohenwarter, da Universidade de Salzburgo, o GeoGebra
é um software de matemática dinâmica gratuito que pode ser utilizado em diferentes
contextos de ensino e aprendizagem em matemática. Ele permite explorar e modelar
situações geométricas, onde facilita a visualização e a compreensão das propriedades e
relações entre �guras geométricas. Assim, essa característica torna o GeoGebra uma
poderosa ferramenta pedagógica para o ensino de conceitos matemáticos desde os mais
simples aos mais complexos.

Neste capítulo, apresentamos propostas de atividades sobre a geometria projetiva
das cônicas que podem ser aplicadas ao Ensino Médio, utilizando o software GeoGebra
como recurso didático, na busca por promover uma abordagem interativa e visual para a
apresentação dos conceitos básicos, cuja base teórica encontra-se no capítulos anteriores.

4.1 Transformação por inversão

No Capítulo 2, abordamos a inversão em relação a um círculo, apresentando algu-
mas de suas propriedades importantes. Pensando em adaptar esse conceito para o ensino
médio, podemos tratá-lo de uma maneira mais simples, como veremos a seguir. Primei-
ramente, construiremos o inverso de um dado ponto utilizando régua e compasso. Em
seguida, usaremos o GeoGebra para realizarmos a mesma construção.

87
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4.1.1 Construção do inverso com a régua e o compasso

Dado um círculo C de centro O e raio r, e um ponto P , descreveremos um proce-
dimento para construir o ponto inverso P ′, utilizando régua e compasso. Sendo assim,
temos três casos, o primeiro é quando P está no exterior do círculo.

Descrição dos passos:

1. Trace o segmento OP .

2. Com o compasso centrado em P e abertura igual ao comprimento de OP , desenhe
um arco que intercepte C em um ponto Q.

3. Com o compasso centrado em Q e abertura igual ao comprimento de OQ, trace um
arco que intercepte o segmento OP em P ′.

Logo, o ponto P ′ é o inverso de P em relação ao círculo C.
Para ver isso, podemos observar que os triângulos isósceles OQP e OP ′Q são seme-

lhantes pelo caso de semelhança AA, já que compartilham dois ângulos iguais. de modo
que

OP

OQ
=
OQ

OP ′

e portanto,
OP ·OP ′ = OQ

2
= r2

o que prova a construção.
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O segundo caso, é quando P está no interior do círculo C. Vejamos como proceder
neste caso.

Descrição dos Passos:

1. Trace a semirreta
−→
OP .

2. Desenhe uma perpendicular à semirreta
−→
OP passando por P , e marque o ponto A

na interseção desta perpendicular com o círculo C.

3. Trace uma tangente a C passando por A e marque o ponto P ′ na interseção da
tangente com a semirreta

−→
OP .

O ponto P ′ é o inverso de P em relação ao círculo C.

De fato, os triângulos OPA e OAP ′ são semelhantes pelo caso AA, pois os ângulos
AÔP e AÔP ′ são comuns e OP̂A = OÂP ′ = 90◦. Segue-se que

AP

P ′A
=

AO

P ′O
=
PO

AO
=⇒ OP ·OP ′ = OA

2
= r2

o que con�rma a construção.

O último caso é aquele em que P está sobre o círculo C. Bem, se o ponto P está
sobre o círculo C, então o inverso de P é o próprio ponto P . Isso é imediato, pois, como
OP = r,temos que OP ·OP = OP

2
= r2.
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4.1.2 Construção do inverso pelo GeoGebra

Podemos construir o ponto P ′ no GeoGebra de maneira prática e direta, conforme
os passos a seguir:

Descrição dos Passos:

1. Na barra de ferramentas, selecione a opção Círculo: Centro & Raio , insira
na janela de visualização, um círculo de centro A, e um raio qualquer, digamos.
Renomeie o ponto A de O.

Figura 4.1: Ferramenta Círculo: Centro & Raio.

2. Insira um ponto P diferente de O na janela de visualização.

3. Na barra de ferramentas, encontre e selecione a ferramenta Inversão .. Em
seguida, clique no ponto P e no círculo para obter o ponto inverso P ′.

Figura 4.2: Inversão ponto P ′ de P .

A seguir, veremos como determinar, usando a transformação de inversão, o lugar
geométrico dos pontos de uma reta que não passa pelo centro de um círculo. Para isso,
podemos proceder da seguinte forma:

Descrição dos Passos:

1. Na barra de ferramentas, selecione a opção Controle Deslizante e crie um con-
trole chamado n, com intervalo de valores de�nido como min = 0 e max = 1, e
incremento de 0.01 (veja a Figura 4.3).
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Figura 4.3: Controle Deslizante

2. Insira uma reta f na janela de visualização. Em seguida, utilize o comando Ponto(<Objeto>,
<Parâmetro>) no campo de entrada, preenchendo-o como Ponto(f, n). Aparecerá
um ponto C sobre a reta f , que poderá ser movido utilizando o controle deslizante.

3. Selecione a ferramenta Inversão e clique no ponto C sobre a reta f e no círculo
c. Surgirá um ponto C ′ que é o inverso de C. À medida que o controle desli-
zante é movido, podemos observar que o ponto C ′ descreve uma curva. Esse lugar
geométrico é um círculo que passa pelo centro do círculo c.

4. Utilize o comando LugarGeométrico(<Ponto do Lugar Geométrico>, <Controle
Deslizante>) no campo de entrada, preenchendo-o como LugarGeométrico(C', n).
Assim, obteremos o círculo que passa pelo centro do círculo c.

Figura 4.4: Inversão da reta f em relação ao círculo c

Esse procedimento pode ser realizado de maneira inversa. Dado um círculo α que
passa pelo centro do círculo c, o lugar geométrico da inversão dos pontos de α é uma reta
que não passa pelo centro do círculo c. Caso o círculo α não passe pelo centro de c, sua
inversão será outro círculo que também não passa pelo centro de c.
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Claro que poderíamos utilizar diretamente a ferramenta de Inversão para encontrar
o inverso de uma reta ou círculo. Com a ferramenta Inversão selecionada, basta clicar
em uma reta ou círculo e, em seguida, no círculo c. Dessa forma, obteremos o lugar
geométrico correspondente, que será:
• um círculo que passa pelo centro de c, se o objeto de inversão for uma reta que não
passa pelo centro de c.
• uma reta que não passa pelo centro de c, se o objeto de inversão for um círculo que não
passa pelo centro de c
• uma reta l que passa pelo centro de c, se o objeto de inversão for a própria reta l que
passa pelo centro de c
• um círculo que não passa pelo centro de c, se objeto de inversão for um círculo que não
passa pelo centro de c.

Vale ressaltar que esses resultados foram demonstrados no Capítulo 2.
Portanto, o método descrito acima promove uma investigação mais detalhada junto

aos estudantes, permitindo, por exemplo, deduzir que a inversão de uma reta que não
passa pelo centro de c resulta em um círculo.

4.2 Transformações Projetiva das Cônicas

Para uma análise investigativa das cônicas, com base no que foi apresentado no
Capítulo 2, podemos utilizar o conceito de transformação projetiva. Com o objetivo de
facilitar a compreensão da projeção das cônicas, iniciaremos explicando o conceito de
transformação projetiva, utilizando o software GeoGebra como ferramenta didática. Para
tanto, utilizaremos um cone para ilustrar como as cônicas são formadas por uma projeção
central em relação a um círculo, permitindo uma visualização clara das suas diferentes
formas e propriedades.

Inicialmente, construiremos dois planos no GeoGebra para ilustrar a ideia de trans-
formação projetiva, seguindo as etapas descritas abaixo.

Descrição dos passos:

1. Selecione a ferramenta Controle Deslizante e crie três controles deslizantes
(Figura 4.5):

� O primeiro, chame-o de h. Ele controlará a posição de um plano em relação
ao outro, com valores de min = 0, max = 6, e incremento de 0.01.

� O segundo, chame-o inc. Ele ajustará a inclinação do plano, com valores de
min = 0.001, max = π/2, e incremento de 0.01.

� O terceiro, chame-o cp. Controlará a altura do centro de projeção, com valores
de min = h, max = 6, e incremento de 0.01.

Figura 4.5
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2. No campo de entrada, crie um número β de�nido como β = π/2− inc, para ajustar
a inclinação do plano.

3. Abra a janela 3D e, no campo de entrada, de�na os pontos A = (−1, 0, h) (que
ajustará a posição de um dos planos) e O = (−2, 0, cp) (o centro de projeção). Em
seguida, crie uma reta f paralela ao eixo OY utilizando o comando Reta(A, EixoY).

4. De�na o ponto H = (0, 0, abs(x(A)) tan(β) + h). Com a ferramenta Plano selecio-
nada, clique no ponto A e na reta f para gerar um plano p.

5. No campo de entrada da janela 3D, crie o plano g : z = 0.

6. Na janela 3D, oculte todos os objetos, exceto os planos α, β, e os pontos O e H
(Figura 4.6).

Figura 4.6

7. Selecione a ferramenta Polígono Regular na janela 3D e crie um pentágono
regular sobre o plano p. Em seguida, use a ferramenta Semirreta para clicar no
ponto O e, depois, em cada vértice do pentágono, gerando as semirretas que partem
de O.

8. Por �m, selecione a ferramenta Interseção de Dois Objetos e clique em cada
semirreta e no plano g para criar os pontos de interseção. Use a ferramenta Polígono
para construir um novo polígono com os pontos obtidos no plano β (ver Figura 4.7).
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Figura 4.7

A construção dinâmica descrita acima (disponível em https://www.geogebra.org/

m/bgyvfeaa) possibilita que os estudantes compreendam de forma intuitiva o conceito de
transformação projetiva. Observe que o ponto O (centro de projeção) projeta o pentágono
regular que está no plano p para o plano g. Embora a projeção resulte do plano p em
uma �gura diferente da original, ao ajustar o controle deslizante inc, os alunos perceberão
que a �gura projetada permanece um pentágono, mesmo que os lados e ângulos pareçam
alterados. Além disso, ao mover o controle deslizante de forma que os planos p e g �quem
paralelos, observaremos dois pentágonos semelhantes. Isso ilustra a propriedade funda-
mental de que as transformações projetivas preservam retas e as relações de incidências
entre elas, contribuindo para uma melhor compreensão do conceito pelos estudantes.

Agora, com o auxílio do GeoGebra, vamos construir uma ferramenta didática que
servirá como suporte para explorar o conceito de transformação projetiva das cônicas.
Por meio de uma abordagem interativa, será possível visualizar como diferentes cônicas
(como elipses, parábolas e hipérboles) podem ser obtidas a partir da interseção de um
plano com um cone de duas folhas, utilizando o vértice do cone como centro de projeção.
Esta ferramenta vai permitir uma compreensão mais clara e dinâmica das transformações
e das propriedades que se mantêm invariantes durante o processo.

Descrição dos passos:

1. Selecione a ferramenta Controle Deslizante e crie quatro controles deslizantes:

� O primeiro, chame-o de h. Ele controlará a posição de um plano em relação
ao outro, com valores de min = 0, max = 6, e incremento de 0.01.

� O segundo, chame-o de inc. Ele ajustará a inclinação do plano, com valores
de min = 0.001, max = π/2, e incremento de 0.01.

� O terceiro, chame-o de a. Controlará o ângulo do centro de projeção, com
valores de min = 0, max = 1, e incremento de 0.01.

� O quanto, chame-o de cp. Controlará a posição do ponto V sobre o eixo de
simetria, com valores de min = h+ 0.001, max = 4.01, e incremento de 0.01.

2. No campo de entrada, crie um número λ de�nido como λ = π/2− inc, para ajustar
a inclinação do plano.

https://www.geogebra.org/m/bgyvfeaa
https://www.geogebra.org/m/bgyvfeaa
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3. Na janela 3D, no campo de entrada, de�na o ponto A = (−1, 0, h). Em seguida,
crie uma reta f paralela ao eixo OY utilizando o comando Reta(A, EixoY)

4. Crie o ponto B = (0, 0, abs(x(A)) tan(λ)+h). Em seguida, crie uma reta f paralela
ao eixo OY utilizando o comando Reta(A, EixoY).

5. Selecione a ferramenta Plano e clique no ponto B e na reta f para gerar o
plano p. No campo de entrada, digite z = 0 para criar o plano g. Oculte a reta f e
o plano padrão da janela de visualização 3D (plano cinza).

6. Na janela 3D, usando a ferramenta Reta Perpendicular , clique no plano p e
no ponto A para gerar a reta perpendicular i. Em seguida, marque o ponto de
interseção C entre a reta i e o plano g.

7. Com a ferramenta Re�exão em Relação a um Ponto , clique no ponto A e depois
no ponto C para gerar o ponto A′. Em seguida, determine a semirreta j =

−−→
CA′.

8. Utilize o comando Ângulo(<Reta>, <Reta>) colocando Ângulo(j, EixoX) para criar
o ângulo α entre o plano p e a reta i.

9. No campo de entrada, utilizando o comando Círculo(<Ponto>, <Raio>, <Dire-
ção>), coloque Círculo((-1, 0, 0), cp, EixoY) para gerar um círculo c. Marque o
ponto de interseção entre a reta i e c, renomeando-o como V . Oculte os eixos coor-
denados e todos os objetos recém-construídos, exceto o ponto V (Ver Figura 4.8 à
direita).

Figura 4.8

10. Construa um cone in�nito b através do comando ConeIn�nito(<Ponto>, <Ponto>,
<Ângulo>), usando In�niteCone(V, A, a) para de�nir o cone.

11. Com a ferramenta Interseção de Duas Superfícies selecionada, clique no cone
b e no plano g para gerar a cônica d sobre o plano. Oculte o plano p (Figura 4.9).
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Figura 4.9

12. Determine os pontos de interseção entre o eixo OX e a cônica d, usando o comando
Interseção(<Objeto>, <Objeto>), colocando Interseção(EixoX, b). Renomeie esses
pontos como V1 e V2.

13. Trace as geratrizes k =
←→
V V1 e l =

←→
V V2 do cone.

14. Construa as bissetrizes m e n usando o comando Bissetriz(<Reta>, <Reta>) co-
locando Bissetriz(EixoX, k) (pois há uma esfera de Dandelin tangente ao cone b e
ao plano g). Em seguida, use os comandos Interseção(m, i) e Interseção(n, i) para
encontrar e renomear os pontos como O1 e O2, que são os centros das esferas de
Dandelin.

15. Trace as perpendiculares utilizando os comandos q = Perpendicular(O1, k) e r =
Perpendicular(O2, k). Marque os pontos D e E, que são as interseções entre as retas
q com k e r com k, respectivamente.

16. Selecione a ferramenta Plano Perpendicular e construa dois planos perpendi-
culares ao eixo de simetria i. Clique no ponto D e depois em i para gerar o plano
p1, e faça o mesmo para gerar o plano q1, clicando no ponto E e depois em i.

17. Selecione a ferramenta Interseção de Duas Superfícies e clique no cone, em
seguida no plano r, para gerar o primeiro círculo e. Repita o procedimento para
gerar o segundo círculo s no cone.
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Figura 4.10

18. Agora, selecione a ferramenta Interseção de Dois Objetos e Clique na reta l e em
seguida no cone b para gerar os pontos F e G. Utilizando os pontos C, V e G,
construa o ângulo β (Figura 4.10).

19. Para determinar os focos da cônica d, utilize o comando Foco(<Cônica>) inserindo
Foco(d).

20. Por �m, oculte os objetos que não são essenciais para a visualização �nal, deixando
apenas os elementos principais, conforme mostrado na Figura 4.11. A construção
completa pode ser acessada na plataforma GeoGebra pelo link:
https://www.geogebra.org/m/vdyjcrsp

Figura 4.11: Construção apresentadas em duas janelas de visualização.

Essa construção ainda pode ser melhorada adicionando novos elementos, como bo-
tões, textos explicativos e segmentos que conectam os focos a um ponto comum na cô-
nica, entre outros objetos. Esses incrementos ajudam a enriquecer a visualização e a
interação entre os objetos construídos, resultando em uma construção mais bem deta-
lhado (ver Figura 4.12), como a disponível na plataforma GeoGebra, acessível pelo link:
https://www.geogebra.org/m/cfbhhnvc

https://www.geogebra.org/m/vdyjcrsp
https://www.geogebra.org/m/cfbhhnvc
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Figura 4.12: Construção detalhada com três janelas de visualização, três botões e caixas
de seleção para exibir os objetos.

Depois de aprimorada, a construção vai servir como uma ferramenta pedagógica
para explicar os conceitos básico de transformação projetiva das cônicas. A partir de um
centro de projeção V , um círculo contido em um plano p é projetado em outro plano g,
gerando diferentes tipos de cônicas. Isso permite um trabalho de investigação simples
junto aos estudantes, como explorar as condições em que a projeção de um círculo resulta
em uma determinada cônica, por exemplo, uma parábola.

Um objeto importante nessa construção que desempenha uma função importante,
é o controle deslizante inc. Ele permite alterar a projeção do círculo e gerar diferentes
tipos de cônicas. À medida que os valores de inc são ajustados, o ângulo α também se
modi�ca, mostrando as diferentes cônicas projetadas no plano g. É possível observar as
propriedades especí�cas de cada cônica, de acordo com a posição do centro de projeção
V . Ao clicar na opção Mostrar Propriedade, podemos veri�car, por exemplo, que a soma
das distâncias entre os focos F1, F2 e um ponto X em uma elipse é constante quando
α < β, e que o valor absoluto da diferença das distâncias entre os focos F1, F2 e um ponto
X em uma hipérbole permanece constante quando α > β. Além disso, ao utilizar o botão
Animar Ponto/Parar, podemos visualizar que as distâncias entre os focos e as diferentes
posições do ponto X na elipse não se alteram. Durante a animação, observa-se ainda um
conjunto de retas e pontos sendo gerados, reforçando a ideia de transformação projetiva
das cônicas, conforme �gura 4.13.

Figura 4.13: Ao clicar no botão Animar Ponto/Retar, foi gerado um conjunto dinâmico
de retas e pontos, ilustrando a projeção do círculo no plano.
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Por �m, ao clicar no botãoMostrar Parábola, uma parábola será exibida, destacando
a igualdade entre os ângulos α e β, o que indica que o plano g é paralelo a uma geratriz do
cone. Com base nas investigações realizadas ao analisar a posição do centro de projeção
V , podemos concluir que:
• Quando α > β, a soma das distâncias dos focos F1 e F2 ao ponto X é constante, e a
projeção do círculo no plano g é uma elipse, ver Figura 4.14.

Figura 4.14: A projeção do círculo é uma elipse.

• Quando α < β, o valor absoluto da diferença das distâncias dos focos F1 e F2 ao ponto
X é constante. A projeção do círculo ao plano g é uma hipérbole, Figura 4.15.

Figura 4.15: A projeção do círculo é uma hipérbole.

• Quando α = β, o plano g é paralelo a uma geratriz do cone, e a projeção do círculo no
plano g é uma parábola, Figura 4.16.
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Figura 4.16: A projeção do círculo é uma parábola.

• Quando α = 90◦, o plano g é perpendicular ao eixo de simetria do cone. A projeção do
círculo ao plano g é um círculo.

Figura 4.17: A projeção do círculo é um círculo.

Podemos analisar ainda que, quando ajustamos os controles deslizantes h, inc e cp,
colocando-os nos valores mínimos, ou seja, h = 0, inc = 0 e cp = 0, o centro de projeção
V estará localizado sobre o plano g. Neste caso, a projeção em g será um par de retas
concorrentes, isto é, uma cônica degenerada, conforme ilustrado à esquerda da Figura
4.18. Para o caso em que h = 0, cp = 0, e alterando o valor de inc, colocando, por
exemplo inc = 1.57, obtemos um círculo degenerado, como mostrado à direita da Figura
4.18.

Figura 4.18: À esquerda, uma cônica degenerada representada por um par de retas con-
correntes. À direita, uma cônica degenerada reduzida a um único ponto.

Observemos que, no Capítulo 1, as cônicas foram de�nidas como lugares geométricos
em termos de relações métricas. Aqui, as cônicas são apresentadas em termos das relações
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angulares: o ângulo entre uma geratriz e o eixo de simetria e o ângulo entre o eixo de
simetria e o plano de projeção da cônica.

Como podemos ver, essa construção permite uma abordagem interativa das trans-
formações projetivas de cônicas, é um recurso didático que contribui para a compreensão
dos estudantes sobre o porquê dessas curvas serem denominadas cônicas. Por meio dela,
eles podem observar que a elipse, a hipérbole e a parábola surgem como intersecções de
um plano com um cone.

4.3 Transformação por Correspondência Polar

Nos capítulos 2 e 3, de�nimos a reta polar, primeiramente em relação a um círculo
e, em seguida, a uma cônica qualquer. Além disso, demonstramos como construir a reta
polar a partir de um dado ponto em relação a uma cônica. Nesta seção, exploraremos
algumas ideias sobre o conceito de reta polar e discutiremos algumas de suas propriedades,
de modo que possam ser abordadas de forma acessível para alunos do Ensino Médio.

Primeiro, podemos começar introduzindo o conceito de reta polar de maneira intui-
tiva, propondo a seguinte construção utilizando o GeoGebra.

Descrição dos passos:

1. Na barra de ferramentas do GeoGebra, selecione a ferramenta Círculo: Centro &

Raio círculo e insira um círculo c de centro O e raio r na janela de visualização.
Em seguida, insira um ponto exterior ao círculo e rotule-o como P .

2. Solicite aos estudantes que acessem a barra de ferramentas e selecionem a opção

Reta Tangente para inserir duas tangentes a partir do ponto P . Nos pontos de
tangência, marquem os pontos A e B.

Figura 4.19: Retas tangentes ao círculo.

3. Peça aos alunos que construam a reta que passa pelos pontos de tangência A e B
e que a rotulem como p. Esta reta p é a reta polar do ponto P . Neste caso, P é
denominado o polo de p.
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Figura 4.20: Reta
←→
AB é a polar do ponto A.

Note que, ao traçar a reta
←→
OP , ela intersecta perpendicularmente a reta polar no ponto

que corresponde ao inverso de P , conforme foi visto no Capítulo 2.
Para o caso em que o ponto P está no interior do círculo, podemos proceder da seguinte
forma:

Descrição dos passos:

1. Na janela de visualização marque o ponto P interior ao círculo.

2. Utilize a ferramenta Reta e selecione o ponto P e o centro O do círculo para
traçar uma reta

←→
OP .

3. Usando a ferramenta Reta Perpendicular , trace a reta perpendicular passando
por P e marque os pontos de intersecção com o círculo os pontos A e B.

4. Com a ferramenta Reta Tangente , trace duas tangentes ao círculo passando
pelos pontos A e B.



103

Figura 4.21: Construção da reta polar de um ponto P , localizado no interior do círculo e
distinto de O.

5. Usando novamente a ferramenta Reta Perpendicular , trace uma perpendicular
passando pelo ponto de interseção entre as retas tangentes e a reta

←→
OP . A reta

obtida é a polar do ponto P .

Observe que o ponto de intersecção das retas tangentes é o ponto inverso de P .
Para o caso em que P está sobre o círculo, sua reta polar é a tangente ao círculo

no ponto P . Porém, o que acontece quando P coincide com o centro O do círculo?
Da construção anterior, notamos que, ao mover o ponto P em direção ao centro O, a
reta polar correspondente se afasta progressivamente. Assim, quando P é posicionado
exatamente no centro do círculo, isto é, P = O, a reta polar de P encontra-se no in�nito.
De fato, quando P se aproxima do centro do círculo, as tangentes tendem a ser paralelas,
veja Figura 4.22. Dessa forma, o inverso de O é o ponto no in�nito na direção das retas
paralelas. Além disso, o polo de qualquer reta que passa pelo centro do círculo é o ponto
no in�nito. Esta dedução está de acordo com a abordagem e as de�nições apresentadas
nos Capítulos 2 e 3, que tratam da posição dos polos e polares em relação a uma cônica.

Figura 4.22: Construção da reta polar de um ponto P em relação a uma elipse.

É importante que os alunos explorem a movimentação do ponto para observar como
a reta polar se comporta. Ao mover o ponto, eles devem perceber como a reta polar muda
de posição. Quanto mais próximo o ponto estiver do círculo, mais próxima a reta polar
estará também. Além disso, ao posicionar o ponto P sobre o círculo c, os estudantes
devem perceber que a reta polar de P é justamente a reta tangente ao círculo no ponto
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P . Essa abordagem permite uma compreensão intuitiva da relação entre o ponto e sua
reta polar.

O procedimento feito para encontrar a polar de um ponto P externo a um círculo
também vale para qualquer cônica. Para o caso em que P está interno a cônica, como
demonstrado no Capítulo 3, seguiremos os passos a seguir.

Descrição dos passos:

1. Insira uma cônica na janela de visualização usando uma das ferramentas disponíveis

para cônicas (por exemplo, selecione uma elipse ). Marque um ponto no interior
da cônica e renomeie-o como P . Em seguida, oculte o ponto C e renomeio os focos
por F1 e F2, ver Figura 4.23.

Figura 4.23

2. Com a ferramenta Reta selecionada, trace duas retas passando P . Marque o
pontos de interseção entre as retas e cônica. Renomeio-os de A,B,C e D.

3. Ainda com a ferramenta Reta selecionada, trace as retas
←→
AB e

←→
CD e marque o ponto

de interseção E. Da mesma forma, trace as retas
←→
AD e

←→
BC e marque o ponto de

interseção F .

Figura 4.24: A reta
←→
EF é a polar de um ponto no interior de uma cônica.
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4. Finalmente, trace a reta
←→
EF , que é a polar do ponto P em relação à cônica.

Após discutir a construção da reta polar de um ponto P em relação a uma cônica
qualquer, podemos utilizar uma abordagem mais rápida e direta com a ferramenta Reta

Polar ou Diametral . Para construir a reta polar de um ponto P no plano em relação
a uma cônica, basta selecionar a ferramenta Reta Polar ou Diametral, clicar no ponto P
e, em seguida, na cônica. Dessa forma, a reta polar de P será gerada automaticamente.

Figura 4.25: Construção da reta polar de um ponto P em relação a uma elipse.

Para o caso de uma reta r qualquer e uma cônica dada, utilize a mesma ferramenta
Reta Polar ou Diametral, clicando na reta r e depois na cônica. Aparecerá a chamada
reta diametral d, que passa pelo centro da cônica e intercepta a reta r em um ponto que
é o polo de uma reta paralela a r.

Figura 4.26: A imagem ilustra uma cônica, uma reta r e reta diametral d passando pelo
centro O da elipse.

Vale destacar que qualquer ponto na reta polar de um ponto P tem sua própria
reta polar que passa por P , conforme Proposição 2.13 demonstrada no Capítulo 2 para
círculo e também válido para cônicas, de acordo com a Proposição 2.7. Isso estabelece
uma relação que chamamos de dualidade ou relação mútua. Em outras palavras, cada
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ponto em uma reta pode ser associado a sua reta polar, e, reciprocamente, cada reta polar
pode ser associada a seu polo. Para facilitar a compreensão dos estudantes, essa ideia
pode ser explorada também com o uso do GeoGebra.

Por exemplo, de forma simples podemos ilustra a relação dual entre ponto e reta da
seguinte forma: no GeoGebra marque um ponto Q sobre uma cônica (ver Figura 4.27).
Seguindo o procedimento para encontrar a polar de um ponto, obteremos a reta tangente
à cônica no ponto Q. Por outro lado, se tivermos uma reta tangente à cônica, o polo dessa
reta será precisamente o ponto de tangência.

Figura 4.27: A tangente à cônica no ponto Q representa a polar de Q.

Para um conjunto de pontos sobre uma reta r que não tangencia uma dada cônica
seguimos os passo abaixo.
Descrição dos passos:

1. Na janela de visualização, insira uma reta r e uma cônica c.

2. Coloque alguns pontos sobre a reta r (ver Figura 4.28).

Figura 4.28
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3. Selecione a ferramenta Reta Polar ou Diametral . Para cada ponto colocado
em r, clique nele e, em seguida, na cônica c para construir suas respectivas retas

polares. Em seguida, use a ferramenta Interseção de Dois Objetos , para marcar
o ponto de interseção dessas retas e renomeie-o como R.

Figura 4.29: Conjunto de pontos sobre a reta r e suas retas polares, todas intersectando
em um único ponto.

4. Por �m, com a ferramenta Reta Polar ou Diametral novamente selecionada,
clique no ponto R e depois na cônica. Veremos que a reta polar obtida coincidirá
com a reta r, ou seja, r é a polar do ponto R.

Outra maneira de explorar a Proposição 2.13 é dinamizar o processo descrito anterior-
mente utilizando um controle deslizante. A seguir, estão os passos para essa construção:
Descrição dos passos:

1. Na janela de visualização, insira uma reta r e uma cônica c.

2. Na barra de ferramentas, selecione a opção Controle Deslizante e crie um controle
chamado n, com intervalo de valores de�nido como min = 0 e max = 1, e incremento
de 0.01.

3. No campo de entrada, utilize o comando Ponto(<Objeto>, <Parâmetro>) , preenchendo-
o como Ponto(r, n). Isso criará um ponto móvel sobre a reta r. Na Figura 4.30,
este ponto é identi�cado como A.
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Figura 4.30

4. Selecione a ferramenta Reta Polar ou Diametral para encontrar a polar de A.
Em seguida, clique com o botão direito do mouse sobre o ponto A e a reta polar de

A, e selecione a opção Habilitar Rastro .

Figura 4.31

Ao variar os valores do controle deslizante, é possível analisar simultaneamente como os
pontos na reta r se relacionam com suas respectivas retas polares que se interseccionam
em um único ponto, conforme Figura 4.31. A construção anterior facilita a compreensão
do princípio de dualidade no estudo das cônicas no plano projetivo, permitindo uma
visualização mais dinâmica e intuitiva das propriedades polares.

4.3.1 Construção das cônicas por correspondência polar via Ge-

ogebra

Conforme discutido na Seção 3.2 do Capítulo 3, a correspondência polar é uma
ferramenta poderosa para a construção e estudo de cônicas. Com o auxílio do software
GeoGebra, podemos obter um método para construir, junto com os alunos, as chamadas
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curvas polares. De acordo com a De�nição 3.6, essas curvas são formadas pelo conjunto
dos polos de todas as tangentes à curva.

Considere inicialmente dois círculos, α e β, na janela de visualização do GeoGebra.
Vamos construir a curva polar seguindo os passos descritos abaixo:

Descrição dos passos:

1. Selecione um ponto A sobre um dos círculos, digamos β.

2. Usando a ferramenta Reta Tangente , clique no ponto A e em β para criar a
reta tangente que passa por A.

Figura 4.32

3. Selecione a ferramenta Reta Polar ou Diametral , clique no ponto A e, em
seguida, no círculo α. Isso exibirá a reta polar de A. Em seguida, clique na reta
tangente em A e no círculo α para gerar a reta diametral d.

4. Marque o ponto de interseção B entre a reta diametral e a reta polar de A. Este
ponto é o polo da reta tangente em A, conforme estabelecido na Proposição 2.13 e
pela de�nição 2.14.
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Figura 4.33: A reta diametral d intersecta a reta polar a no ponto B.

5. No campo de entrada, utilize o comando LugarGeométrico(<Ponto do Lugar Ge-
ométrico>, <Ponto>) e insira LugarGeométrico(B, A) para gerar a curva polar
desejada.

Figura 4.34: lg1 é o lugar geométrico dos polos de todas as tangentes ao círculo β.

Para este caso, observe que a curva polar resultante é, na verdade, uma cônica. Além
disso, ao mover um dos círculos, podemos visualizar uma variedade de cônicas diferentes.

Uma abordagem didática para explorar esse conceito, aproveitando a construção
anterior realizada até o passo 4, é incentivar os alunos a investigar através de questiona-
mentos, como: "Que tipo de trajeto o ponto B está percorrendo ao movermos o ponto A?
É uma curva? Se sim, que tipo de curva é essa?"

Esses tipos de perguntas estimulam a curiosidade, a re�exão e promovem uma in-
vestigação mais profunda dos conceitos matemáticos envolvidos.

Após essa análise inicial, podemos clicar com o botão direito sobre a reta polar de A e

selecionar Habilitar Rastro , repetindo o mesmo procedimento para o ponto A. Dessa
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forma, ao mover o ponto A, é possível visualizar um conjunto de retas polares dos pon-
tos do círculo α, e seus respectivos polos na círculo β, ilustrando o conceito de curva polar.

Figura 4.35: As retas azuis são a retas polares dos polos no círculo β

Uma outra situação é desabilitar o rastro de A e de sua polar, e habilitar o rastro
do ponto B e da reta tangente em A. Assim, ao mover o ponto A, obtemos um conjunto
de pontos que representam os polos das tangentes ao círculo α. Essa construção destaca,
mais uma vez, o princípio de dualidade entre pontos e retas, facilitando a compreensão
desse conceito.

Figura 4.36: A imagem mostra alguns pontos, que são os polos das tangentes ao círculo β

Continuando, desabilite o rastro do ponto A e siga o passo 5 da construção anterior
para gerar o lugar geométrico lg1 dos pontos gerados por B, quando movemos o ponto
A em α. Insira cinco pontos sobre lg1 (incluindo o ponto B) e, em seguida, oculte lg1.

Com a ferramenta Cônicas por Cinco Pontos selecionada, clique nos cinco pontos
que estão sobre lg1, que está oculto, para gerar a mesma curva que lg1.
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Figura 4.37: A imagem apresenta uma cônica e com focos F1 e F2, formada a partir de
cinco pontos B,C,D,E e F , utilizando a ferramenta Cônicas formada por cinco pontos.
Esta cônica é única, conforme o Teorema 2.9 do Capítulo 2.

Em seguida, os focos dessa cônica podem ser inseridos utilizando o comando Foco(<Cônica>)
no campo de entrada, digitando Foco(e), onde e é o rótulo da cônica gerada. Assim, os
focos da cônica serão exibidos na construção.

Portanto, ao mover o círculo α, podemos observar as diferentes cônicas que são
geradas. Dessa forma, quando o centro do círculo α está exterior a β, obtemos uma
hipérbole, como mostrado na Figura 4.37. Se o centro de α estiver no interior de β, a
cônica será uma elipse (Figura 4.38a). Já quando o centro de α está exatamente sobre o
círculo β, a cônica resultante é uma parábola (Figura 4.38b).

(a) Quando centro do círculo α está no

interior de β, a curva polar é uma elípse.

(b) Quando centro do círculo α está sobre β, a curva

polar é uma parábola.

Figura 4.38: Transformação por correspondência polar.

A construção de cônicas por meio da correspondência polar, utilizando dois círculos
no GeoGebra, proporciona uma análise mais interativa no estudo das cônicas. Esse método
permite que os alunos explorem e compreendam de maneira prática e visual os conceitos
envolvidos.



Capítulo 5

CONSIDERAÇÕES FINAIS

Com os avanços tecnológicos, o uso das ferramentas digitais em sala de aula tornou-
se essencial para auxiliar professores e alunos no processo de ensino e aprendizagem em
Matemática. Vários softwares educacionais foram desenvolvidos para servir como ferra-
mentas pedagógicas, proporcionando aos estudantes melhor visualização dos conteúdos
que são abordados em sala de aula, incentivando a re�exão sobre o que estão aprendendo
em relação aos objetos de conhecimentos.

Neste trabalho, apresentamos propostas de atividades para o estudo da Geometria
Projetivas das Cônicas no Ensino Médio utilizando o software dinâmico GeoGebra. O uso
desta tecnologia permite uma visualização mais clara e intuitiva, principalmente, no es-
tudo de Geometria Projetiva. Com o GeoGebra, é possível manipular objetos geométricos
em tempo real, o que facilita a compreensão de propriedades especí�cas das parábolas,
elipses e hipérboles, e permite explorar como essas propriedades se alteram sob diferentes
transformações projetivas.

Para a implementação dessa proposta, é fundamental que as escolas contem com
uma infraestrutura tecnológica adequada, como laboratórios de informática equipados
com as tecnologias necessárias, possibilitando que professores e professoras desenvolvam
as atividades aqui sugeridas. Além disso, é necessário assegurar formação continuada tec-
nológica para os docentes, capacitando-os para o uso de ferramentas digitais e garantindo
que tenham segurança para aplicar as atividades propostas em sala de aula.

No desenvolvimento desta proposta, foram abordados inicialmente os conceitos fun-
damentais das cônicas no plano euclidiano e suas principais propriedades. Em seguida,
exploramos as transformações projetivas, demonstrando que, por meio de um centro de
projeção, um círculo projetado em um plano pode ser transformado em uma elipse, uma
hipérbole, uma parábola ou outro círculo. Este trabalho mostrou como o uso do GeoGe-
bra permite que as cônicas e suas propriedades possam ser compreendidas sem o uso de
coordenadas, como ocorre tradicionalmente na Geometria Analítica. Dessa forma, a abor-
dagem dinâmica por meio desse software facilita o entendimento e incentiva a participação
ativa dos estudantes, permitindo que façam uma análise mais profunda dos conceitos e
sua propriedades envolvidas.

É importante destacar que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) orienta o
estudo das transformações geométricas no Ensino Fundamental e Ensino Médio, incluindo
transformações isométricas, que preservam forma e tamanho, e transformações homotéti-
cas, que envolvem ampliação e redução de �guras. As atividades propostas neste trabalho
ampliam o entendimento dos alunos sobre esses temas, ao incorporar à teoria da Geo-
metria Projetiva das Cônicas o uso do GeoGebra, o que permite ir além das abordagens
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tradicionais da Geometria Euclidiana. Foram apresentados o passo a passo dos processos
de construção e orientações de como trabalhar em sala de aula a transformação de retas
em retas, de retas em círculos, de círculos em círculos e retas, por meio de inversão, e
de círculos em cônicas por correspondência polar, destacando o Princípio da Dualidade.
Estas construções e instruções visam possibilitar a participação ativa dos estudantes e o
aprofundamento dos conceitos abordados.

Assim, o presente trabalho contribui para a prática pedagógica ao proporcionar uma
nova abordagem das cônicas por meio da Geometria Projetiva, favorecendo um ambiente
de aprendizagem que valoriza tanto a participação ativa dos estudantes quanto o desen-
volvimento de suas habilidades críticas e analíticas. Acreditamos que o uso de tecnologias
como o GeoGebra pode servir de auxilio no estudo da Matemática, atendendo as neces-
sidades e interesses dos alunos e tornando o aprendizado mais envolvente e signi�cativo.
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