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RESUMO

O presente trabalho tem o objetivo geral de desenvolver atividades pedagogicas volta-
das para o ensino e aprendizagem da Geometria Projetiva das Coénicas no Ensino Médio,
através do software GeoGebra, como a ferramenta pedagogica principal para explorar as
propriedades das Conicas por meio de construgoes geométricas, o que favorece a visualiza-
¢ao, a analise critica e a aplicacao pratica dos conceitos bésicos trabalhados. Inicialmente,
definimos as conicas como lugares geométricos, e depois, caracterizamo-las como secoes
planas de um cone, utilizando as Esferas de Dandelin, justificando o porqué de tais cur-
vas serem denominadas de conicas. Em seguida, observamos suas propriedades oOtica e
isogonal. Além disso, descrevemos as propriedades notaveis das parabolas. A partir de
entao, estabelecemos as noc¢oes importantes na Geometria Projetiva de inversao, de cor-
respondéncia polar e, mais geralmente, de transformacao projetiva. Depois, descrevemos
as principais propriedades projetivas do circulo, estendendo-as para as conicas. Por fim,
propomos as atividades de construcao, baseadas nos conceitos e propriedades da Geome-
tria Projetiva das Conicas, desenvolvidas de antemao, tendo por objetivo uma abordagem
interativa e dinamica. Assim, apresentamos as possibilidades de ampliar o conhecimento
dos alunos sobre as transformacgoes geométricas para além da Geometria Euclidiana, tendo
o GeoGebra como a ferramenta principal no processo de ensino e aprendizagem.

Palavras-chave: Conica; Transformacao Projetiva; Correspondéncia Polar; Principio de
Dualidade; GeoGebra.



ABSTRACT

The present work has the general objective of developing pedagogical activities aimed at
the teaching and learning of Projective Geometry of Conics in High School, using the
GeoGebra software as the main pedagogical tool to explore the properties of Conics th-
rough geometric constructions, which favors visualization, critical analysis, and practical
application of the basic concepts addressed. Initially, we define conics as geometric pla-
ces, and then we characterize them as plane sections of a cone, using Dandelin Spheres
to justify why such curves are called conics. Next, we observe their optical and isogonal
properties. Furthermore, we describe the notable properties of parabolas. From then on,
we establish important notions in Projective Geometry of inversion, polar correspondence,
and, more generally, projective transformation. Afterward, we describe the main projec-
tive properties of the circle, extending them to conics. Finally, we propose construction
activities based on the concepts and properties of Projective Geometry of Conics, deve-
loped in advance, aiming for an interactive and dynamic approach. Thus, we present the
possibilities of expanding students’ knowledge about geometric transformations beyond
Euclidean Geometry, with GeoGebra as the main tool in the teaching and learning process.

Keywords: Conic; Projective Transformation; Polar Correspondence; Principle of Dua-
lity; GeoGebra.
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Introducao

A geometria desempenha um papel muito importante no ensino basico, pois permite
desenvolver habilidades essenciais para compreensao do espago e das formas ao nosso re-
dor. No contexto da geometria euclidiana, estudar posicao e deslocamentos no espaco,
formas e relagoes entre elementos de figuras planas e espaciais pode desenvolver o pensa-
mento geométrico dos alunos da Educagdao Basica (BRASIL, 2018).

Nesta perspectiva, é possivel considerar um estudo mais amplo, que va além dessa
geometria que se preocupa com o mundo em que vivemos, envolvendo também a geometria
que lida com relacoes entre os objetos do mundo em que vemos que é o caso da geometria
projetiva. Um exemplo simples para distinguir a Geometria Projetiva da Euclidiana é a
intersecao entre duas retas. Na GGeometria Euclidiana, duas retas paralelas nao possuem
ponto de intersecao. Ja na Geometria Projetiva, considera-se que as retas paralelas se
encontram no infinito. "Na prdtica, os trilhos de trem nao sao retas paralelas, mas retas
que se encontram no horizonte, no infinito" (AUFFINGER; VALENTIM, 2003, p.2). Isto
significa dizer que na Geometria Projetiva duas retas quaisquer sempre se intersectam.

Historicamente, os primeiros estudos da Geometria Projetiva comecam no século
XV, na Italia, durante um periodo que foi marcado por profundas transformacoes culturais
e cientificas. Tal periodo ficou conhecido como Renascimento. No campo da arte, os
artistas da época passaram a buscar novas técnicas e conceitos que tornassem suas obras
mais realistas. A Geometria Euclidiana, com suas nog¢oes de semelhanca e equivaléncia
de figuras por meio de congruéncias, nao era suficiente para atender as novas necessidades
artisticas. Com isso, de maneira intuitiva, surgiu nos trabalhos dos pintores a nocao de
perspectiva e ponto de fuga, onde permitiram representar a profundidade e criar uma
sensacao de realismos. Passaram-se aproximadamente dois séculos para que essas ideias
fossem desenvolvidas matematicamente.

O primeiro a introduzir uma linguagem matematica para descrever o que pintores
expressavam em suas telas, foi o engenheiro e arquiteto francés Gerard Desargues (1591-
1661). Em 1639, ele publicou o trabalho Brouillon proiect d’une atteinte aux evenemens
des rencontres du Cone avec un Plan (Projeto de Esboco da Interse¢ao de um Cone com
um Plano), no qual abordou as propriedades da interse¢ao entre um cone e um plano, um
tema que ja havia sido amplamente estudado por Apolonio de Perga (262 a.C.-190 a.C.)
(LEITE, 2016).

No inicio do século 19, Jean Victor Poncelet (1788-1867), aluno da FEcole Polyte-
chnique e da Academia Militar de Metz, nos dois anos em que estava preso na Rissia,
durante a campanha napolednica contra a Russia, formulou ideias que revolucionariam
a geometria da época. Ele foi o primeiro a reconhecer a Geometria Projetiva como um
novo ramo da matemaética, e dedicou-se a encontrar todas as propriedades geométricas
das figuras que permanecem invariantes sob projecoes.

Depois de Poncelet, outros matematicos trouxeram contribuicoes para Geometria
de Projetiva como Michel Chasles (1798-1867), Jacob Steiner (1796-1863), Karl Christian



e Von Staudt (1798-1867), permitindo sua consolidagao até o final de século 19.

Agora, em relacao ao uso de recursos tecnologicos no ensino de Matemaética, a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) destaca que recursos didaticos como malhas qua-
driculadas, abacos, jogos, livros, videos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de
geometria dindmica tém um papel essencial para a compreensao e utilizacao das nocoes
matematicas.

Logo, o uso das tecnologias no ensino da Matematica traz ganhos significativos no
processo de ensino e aprendizagem na sala de aula. Dockendroff e Solar (2017), afir-
mam que ambientes de aprendizagem enriquecidos por tecnologia preparam os alunos
ao aumentar sua capacidade de explorar, reconstruir (ou reinventar) e explicar conceitos
matematicos ao promover conexoes entre representacoes graficas e defini¢oes formais.

Softwares dinamicos como GeoGebra, por exemplo, potencializam o aprendizado ao
facilitar a visualizacao e a exploracao de construgoes matemaéticas, possibilitando uma
melhor compreensao de conceitos por meio de recursos interativos e dinamicos.

Portanto, no ensino de Matemaética, a BNCC orienta o estudo das transformacoes
geométricas tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio, recomendando o
uso de instrumentos de desenho ou softwares de geometria dinamica como ferramentas
para desenvolver habilidades de reconhecer e construir figuras. Com base nisso, esta
pesquisa apresenta como proposta de ensino atividades da geometria projetiva das conicas,
utilizando o GeoGebra como ferramenta, ampliando o aprendizado dos estudantes para
além da geometria euclidiana.

Diante disso, neste trabalho, temos como objetivo geral: desenvolver atividades
pedagobgicas voltadas para o ensino e aprendizagem dos conceitos basicos da geometria
projetiva das conicas no Ensino Médio, utilizando o software GeoGebra como ferramenta
pedagogica principal, para explorar suas propriedades por meio de construcoes geométri-
cas, favorecendo a visualizagao, a anélise critica e aplicagao pratica dos conceitos basicos.
Para os objetivo especificos vamos: elaborar atividades de construcao usando régua e
compasso e o software GeoGebra, para aplicar transformacao por inversao em relagao ao
circulo e explorar propriedades envolvendo pontos, retas e circulos; explorar, por meio de
atividade de construcao utilizando o GeoGebra, as propriedades das conicas para identifi-
car e analisar suas caracteristicas projetivas; criar uma atividade de construcao utilizando
o GeoGebra, para aplicar o conceito de correspondéncia polar em relacao a conicas, pos-
sibilitando uma anélise interativa de suas propriedades.

Todas as imagens apresentadas neste trabalho foram construidas pelo autor.

No primeiro capitulo, abordamos as definicoes das conicas como lugares geométricos
através de relagoes métricas. Em seguida, apresentamos algumas propriedades interes-
santes, como as propriedades 6pticas e isogonais das conicas. Também caracterizamos as
cOnicas como secoes planas de um cone, por meio das Esferas de Dandelin. Esta carac-
terizacao pode ser utilizada para definir as conicas, sem recorrer diretamente a relagoes
métricas, porém utilizando-as para mostrar que as tais secoes sao, de fato, conicas, como
definidas anteriormente. E por fim, encerramos o capitulo com propriedades notaveis da
parabola.

Nos segundo e terceiro capitulos, apresentamos os fundamentos teéricos da geometria
projetiva das conicas. No segundo capitulo, exploramos conceitos importantes, como
inversao de pontos, retas e circulos em relacao a um circulo. Introduzimos nogoes basicas
sobre transformacao projetiva, comecando com a definicao de transformacgao projetiva,
explicando a projecao de um poligono ou de um circulo de um plano para outro plano.
No caso de um circulo, por meio de um projecao central, vé-se que a projecao é uma conica.



Além disso, definimos uma transformacao projetiva importante, a correspondéncia polar,
e exploramos suas principais propriedades. No capitulo 3, estendemos as propriedades
projetivas do circulo para as conicas em geral.

Finalmente, no capitulo 4, aplicamos o contetiddo abordado nos trés primeiros capi-
tulos, para justificar as construcoes que realizamos neste capitulo, utilizando o software
GeoGebra em atividades adaptadas para alunos do Ensino Médio. Apresentamos pro-
postas de atividades de geometria projetiva das conicas, transformacoes por inversao, e
correspondéncia polar. Todas as atividades apresentam o passo a passo das construcoes,
além das abordagens didaticas.



Capitulo 1

Propriedades Elementares das Curvas
Conicas

As secoOes conicas, que incluem o circulo, a elipse, a parabola e a hipérbole, nao s6
apenas ocorrem amplamente no mundo natural, mas também sao evidentes em diversos
campos, desde a arquitetura até a astronomia.

Muitos historiadores creditam ao matematico grego Menaechmus (380 - 320 A.C.
aproximadamente), discipulo de Platdo, por desenvolver a primeira definicdo de segdo
conica quando trabalhava na resolugao do problema da duplicacao do cubo. Ele foi o
primeiro a demonstrar que a elipse, as parabolas e as hipérboles podem ser obtidas como
secoes de um cone quando cortadas por um plano nao paralelos & sua base.

O antigo gedmetra grego Apolonio de Perga revisou e aprimorou a defini¢ao de
secoes conicas no século IIT a.C., estabelecendo resultados que sao conhecidos e usados
até hoje. Ele determinou que, ao cortar um cone circular reto em diferentes angulos, é
possivel obter todas as quatro secoes conicas.

Figura 1.1: Se¢ao conicas.

Secoes conicas sao abundantes no mundo fisico. Hoje, as propriedades das secoes
conicas sao aplicadas em diversas areas do conhecimento, especialmente no campo da
Fisica. Na Astronomia, por exemplo, elas sao importantes para o estudo das orbitas
dos planetas ao redor do sol. Na arquitetura e engenharia, sao utilizadas no design e
construcoes que integram na sua forma as curvas conicas. Na oOtica, temos os telescopios

10
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de reflexao, formados por espelhos com formatos conicos, aproveitam as propriedades
dessas curvas para melhorar a observacao de objetos distantes. Nesta secao, exploraremos
as conicas e suas propriedades elementares.

1.1 Definicoes das conicas

As conicas podem ser definidas de varias maneiras, dependendo do tipo de geometria
considerada (euclidiana, afim ou projetiva). Elas podem ser definidas por suas proprieda-
des focais, como secoes planas de cones de revolucao, imagens em perspectiva de circulos,
por equacgoes quadraticas ou, do ponto de vista da geometria projetiva, como o conjunto
de pontos de intersecao de lapis projetivos ou conjunto de pontos auto-conjugados de uma
polaridade no plano. Para fins deste estudo, o termo conica significa elipses, incluindo os
circulos, hipérboles e parabolas. Sempre que necessario, também mencionaremos os casos
das conicas degeneradas, como pontos ou pares de retas.

Definicao 1.1. Uma elipse é o conjunto de todos os pontos P no plano, cuja soma das
distancias a dois pontos, Fi e F5, chamados de focos, é igual a uma constante 2a > 0. Essa
constante é maior do que 2¢ > 0, onde 2¢ é a distancia entre os focos, isto &, d(F}, Fy) = 2c¢.

Figura 1.2: Elipse.

Podemos observar na elipse, ilustrada na Figura [1.2] alguns elementos importante,
como:
e Focos (F) e F,): Sao os pontos fixos da elipse.
e Distancia focal: E a distancia 2¢ entre os focos F} e Fy.
e Centro C: E o ponto médio do segmento FF5.
e Eixos de simetria: Sao a reta (A;A;) que passa pelos focos e a reta (ﬁ) per-
pendicular a essa, passando pelo ponto médio do segmento F)F;. Estas duas retas sao
chamadas, respectivamente, de eixo maior e eizo menor da elipse.

. . . - c
e Excentricidade da elipse: E o ntimero real e = —. Note que 0 < e < 1.
a

A excentricidade é responsavel pela "forma'" da elipse, quando a excentricidade esti-
ver proxima de zero, as elipses sao aproximadamente circulos, enquanto que excentricidade
proxima de 1 teremos um "achatamento" da elipse.

Do triangulo B,C F,, obtemos a relacido notavel a? = b* + 2.
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Para desenhar uma elipse, precisamos de um pedaco de papelao, duas tachinhas, um
lapis e um barbante. Primeiro, fixe as tachinhas no papelao para formar os focos da elipse
(ver Figura . Corte um pedaco de barbante com comprimento maior que a distancia
entre as duas tachinhas (distancia entre os focos), e prenda cada ponta do barbante nas
tachinhas. Com lapis, mantendo o barbante sempre esticado, trace uma curva ao redor
dos focos. O resultado é uma elipse.

Figura 1.3: Construcao de uma elipse utilizando um barbante, duas tachinhas e um lapis.

A seguir, apresentamos um interessante resultado envolvendo distancia de qualquer
ponto, seja ele interno ou externo a elipse, em relacao aos focos e o eixo maior. Considere
um ponto () é interno a elipse se, para qualquer reta que liga um dos focos ao ponto @,
essa reta intersecta a elipse em um ponto P de tal forma que () estd entre o foco e P.
Caso @) seja externo, P estard entre o foco e Q.

Proposicao 1.2. Seja uma elipse com focos Fy e Fy, e considere Q) um ponto arbitrdrio.
Se () estd no interior da elipse, entdo a soma das distdncias de ) aos dois focos € menor
que o comprimento do eixo maior da elipse. Se () estd no exterior da elipse, essa soma €
mator que o comprimento do eiro Mmaior.

(a) Ponto @ interior elipse

(b) Ponto Q" exterior elipse

Figura 1.4

Demonstracao: Considere um ponto () interior a uma elipse de focos F; e Fy. Seja P
um ponto de intersecao de Fi() com a elipse, conforme Figura [1.4a, Pela desigualdade
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triangular aplicada ao triangulo QPF5, temos

F,Q < QP + F,P

Somando Fi() em ambos membros dessa desigualdade, obtemos

FlQ -+ FQQ < FlQ -+ QP"‘ FQP

Como F1P = F1Q + QP, entao

FQ+ F,Q < FiP+ FyP

Sabemos que FyP + F5P é o comprimento do eixo maior. Logo, F,P + F,P & menor
que o comprimento do eixo maior. Por outro lado, se um ponto @’ esti externo a elipse
(Figura, e seja X, um ponto de intersecao F; ()’ com a elipse, entao pela desigualdade
triangular aplicada ao triangulo X Q'F3, temos

KX < XQ/ + FQQ/

Somando F3 X em ambos membros dessa desigualdade, obtemos

Fi X+ kKX < FlX‘f‘XQ,"‘FQQ/

Como F1Q)' = F1.X + X', entao

FlX +F2X < FlQ/+F2Q/

Novamente, sabemos que F} X + F;X é igual ao comprimento do eixo maior. Portanto,
F1Q" + F5(Q) é maior que o comprimento do eixo [ |

Definicao 1.3. Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos P no plano, cuja a
diferenga das distancia, em valor absoluto, a dois pontos fixos, F} e Fy, é igual a uma
constante 2a > 0. Essa constante é menor do que 2¢ > 0, onde 2c¢ é a distancia entre F}
e Iy, ou seja, d(Fy, Fy) = 2¢.

Figura 1.5: Hipérbole de Focos F} e F.

Assim como acontece com a elipse, toda hipérbole possui dois eixos de simetria
(Figura(l.5)): o eixo transversal, e o eixo conjugado. O eixo transversal, também conhecido
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como eixo real, é a reta m que passa pelo centro da hipérbole e pelos seus focos. O
eixo conjugado, também conhecido como eixo imaginério, é a reta By B, perpendicular ao
eixo transversal e passa pelo ponto médio entre os focos (centro da hipérbole).

Toda hipérbole possui duas assintotas que passam pelo seu centro. A medida que os
ramos da hipérbole se afastam de seu centro, eles se aproximam dessas assintotas. Quando
as assintotas sao perpendiculares entre si, a hipérbole é chamada de hipérbole equildtera.

. . ., , , & L. .
A excentricidade da hipérbole é o ntimero real e = —. Ela esta intimamente relaci-
a
onada com a abertura da hipérbole. Observe que, como ¢ > a, temos que ¢ > 1.

Observe que o retangulo central da hipérbole esta situado no seu centro O, com um
de seus lados medindo 2a, enquanto os outros lados, que passam pelos vértices A; e A,
da hipérbole, tém comprimento 2v/¢? — a?. Esse retangulo é uma ferramenta muito util
para representar graficamente a hipérbole. Para esbocar as assintotas da hipérbole, basta
desenhar e estender as diagonais do retangulo central.

Analogo ao que foi definido para elipse, considere um ponto () é interno & hipérbole
se, para qualquer reta que liga um dos focos ao ponto (), essa reta intersecta a hipérbole
em um ponto P de tal forma que @) esta entre o foco e P. Caso @) seja externo, o ponto
P estara entre o foco e Q).

Proposicao 1.4. Considere d a diferenca das distancias de qualquer ponto da hipérbole
aos focos Fy e Fy e seja A o ramo da hipérbole mais prorimo de Fy. Entdo, para qualquer
ponto X no interior (exterior) da hipérbole, | XFy — X Fy| ¢ menor (maior) que d.

Demonstragao: Suponha X no interior da hipérbole. Seja Y, intersecao de F2 X com
A, conforme ilustrado na Figura [1.6]

Figura 1.6

Note que F2X = F,Y +YX. Aplicando a desigualdade triangular ao triangulo
F1 XY, temos

FX<FY+XY & -FX>-(FY+YX)

Somando F»X em ambos os membros da segunda desigualdade, obtemos

BX —-FBX > FQX—(F1Y+YX)
(FBY + XY) — (Y + Y X)
= KLY -KRY
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Sabemos da definicao de hipérbole que d = F,Y — F1Y é constante. Portanto, F5X —
X >d

Por outro lado, se X’ esta no exterior de A, entao considere Y’ um ponto intersecao
de F1X" e A. Observe que [1X' = 1Y’ +Y'X'. Pela desigualdade triangular aplicada
ao triangulo F5X'Y’, temos

BX < BY' +Y'X!
Subtraindo F} X’ em ambos os lados , obtemos
BLX — X < EBY+XY' —FRX
(BY'+Y'X)— (FY'+Y'X")
- WY -FY

Pela definicao de hipérbole, temos que FyY’ — F1Y’ é constante. Portanto, concluimos
que FQX/_FlX/<d. [

Definicao 1.5. Uma parabola é o conjunto de todos os pontos P de um plano que sao
equidistantes de um ponto F' (chamado foco) e uma reta fixa d (chamada de diretriz).
Em outras palavras, para cada ponto P da pardbola, a distancia de P ao foco F' é igual
a distancia de P a diretriz d.

Py

Figura 1.7: Parabola de foco F' e diretriz d.

Claramente, na Figura [1.7], observa-se que o ponto médio entre o foco e a diretriz
estd situado na pardbola. Este ponto é chamado de vértice da parabola. A reta e que
passa pelo foco e é perpendicular a reta diretriz é chamada de eixo da parabola.

Note que, pela propria definicao de pardbola, essa curva é simétrica em relacao ao
seu eixo. Além disso, do ponto de vista geométrico, existe apenas uma parabola, assim
como existe apenas um circulo. Mais precisamente, todas as parabolas sao semelhantes,
ou seja, podem ser transformadas uma na outra por homotetias rotacionais. A prova
desses fatos pode ser encontrada em [15].

Um ponto @) é considerado interno & parabola se, para qualquer reta que liga o foco
a0 ponto () essa reta intersecta a parabola em um ponto P de forma que () esteja entre
o foco e P. Caso contrario, se for externo, o ponto P estard entre o foco e Q).

Proposicao 1.6. Seja I' uma pardbola com foco F e diretriz d. Para qualquer ponto @)
no interior de I', a distdncia de Q) ao foco F' € menor que a distdncia de QQ a diretriz
d. Para qualquer ponto (Q no exterior de I, a distincia de ) ao foco F' é maior que a
distdncia de () a diretriz d.
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Demonstracao: Suponha que o ponto P esta no interior da parabola. Seja Y a projecao
de X sobre a diretriz, Ver Figura[[.§

Figura 1.8

Considere o ponto X, intersecao QY com a parabola. Observe que QY = QX +XY.
Pela desigualdade triangular aplicada ao triangulo FQX, temos

FQ<QX+FX

Pela definicdo de parabola, sabemos que FX = XY, entdo

FQ<QX+XY =QY

Se um ponto () e a pardbola estao em lados opostos da diretriz, ¢ facil observar que a
distancia de ) ao foco da parabola é maior do que a distancia de @ a diretriz. Ou seja, a
medida que @) se afasta da pardbola na direcao contraria a diretriz, a distancia até o foco
aumenta em comparacao com a distancia a diretriz. Entao, suponha que Q' esta externo
a parabola, mas do mesmo lado que ela em relacao a diretriz. Seja Y’ a projecao do ponto
X' da parabola na diretriz. Note que X'Y’ = X'Q’ + Q'Y’. Aplicando a desigualdade
triangular ao tridangulo FX'Q’, temos

X'Q' +FQ >FX'

Mas pela definicao de parabola, F X’ = X'Y’, entao

X/Q/ + FQ/ > X/Y/ — X/Q/ + Q/Y/

Portanto, concluimos que F'Q)’ > Q'Y’, ou seja, para qualquer ponto fora da pardbola, a
distancia de ) ao foco da parabola é maior do que a distancia de @) a diretriz. [ |

1.2 Propriedade 6ptica

A luz é estudada ha muito tempo. Muitos pensadores gregos antigos fizeram contri-
buicoes originais, mas mencionamos aqui Heron de Alexandria (que viveu entre 150 a.C.
e 250 d.C.), pois ele foi o primeiro a articular o que veio a ser conhecido como principio
de Fermat. Em 1657, Fermart declarou que "A luz viajando entre dois pontos segue um
caminho que leva menos tempo". Modernamente, tal principio postula que, no véacuo, a
luz se propaga, entre dois pontos, de forma a minimizar o tempo total de percurso [3]. Isso
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significa que, se Fi representa uma fonte de luz (ver Figura, F5 um anteparo qualquer
e r, em particular, um espelho plano (todos situados no vacuo), entao um raio de luz que
emana de Fi, é refletido em um ponto P e incide em F5, percorre uma trajetoria tal que
a soma PF, + PF, é a menor possivel. Vamos provar que o caminho, ¢ de fato, o mais
curto.

F

Figura 1.9: Os pontos Fj e F, estao do mesmo lado em relagao a reta 7.

Com efeito, nas notagoes da Figura queremos encontrar um ponto P na reta r
tal que a soma das distancias de P a F| e F; seja a menor possivel. Refletindo F; em r,
obtemos um ponto Fj, conforme ilustrado na Figura m

F? Fg

Fl Fl

F| F

Figura 1.10

Como F} é o simétrico de Fy em relagio a r, para qualquer ponto @) na reta r, o triangulo
QF\F] ¢ isosceles, logo FIQ = F1Q. Assim, a soma F5Q + QF] = F,Q + QF,. Agora,
tracando o segmento F,F], ele intersecta a reta r no ponto P. Novamente, o triangulo
PF\F] éisosceles, entao F{P = F1P. Assim, a soma F{P+PF, = F1QQ+PF,. Aplicando a
desigualdade triangular ao triangulo Q F| Fy, obtemos Fi P+ PFy, < F1Q+ QF;. Portanto,
o ponto P é determinado de forma tnica, uma vez que a reflexao de um ponto em relacao
a uma reta ¢ unica. Note que, quando F; P + PF, é minima, os segmentos F; P e [,P
formam angulos iguais com a reta r. Além disso, a condicao de igualdade dos angulos de
incidéncia e reflexao também é uma condigao suficiente para garantir que P seja o ponto
da r cuja soma das distancias a F} e F; seja a menor possivel.

Relacionado a isso, se um raio de luz é refletido em um espelho, o angulo de incidéncia
é igual ao angulo de reflexao.

Proposicao 1.7. Sejam os pontos F| e Fy situados em lados opostos de uma reta .
Considere um ponto P sobre 1, e seja Fy a reflerdo de Fy sobre essa reta. Entdo, a
diferenca |1 P — FyP| é mdzima se, e somente se, Fi, Fy ¢ P sio colineares. Além disso,
0s dngulo formados por F1P el e por F5P el sdo iguais.
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Demonstracao:

B

Seja um ponto X sobre . Como F, é reflexdo de Fy em relagdo a [, temos que
F,X = FJX para qualquer X sobre . Precisamos de um ponto P tal que a diferenca das
distancia de P a F} e F, seja maxima. Considere o ponto P como a interse¢do da reta
TFé com [. Pela desigualdade triangular aplicada ao triangulo FyFy P, temos que

RP<EF,+FP e FP<FER+ELP

Isso implica que +(F1 P — F3P) < F1F,. Logo, |F1P — FyP| < F1 F}. Ademais, Fy, F, e P
sao colineares se, somente se, |Fy P — F}P| = F\ F},. Portanto, |Fy P — FyP| = |F1 P — F}P)|
atinge seu valor méximo se, e somente se, I, F; e P forem colineares. Além disso, como

Fy e Fy sao reflexdes um do outro em relagao a [, os angulos formados pelas retas ?13 e
» P com [ sao iguais. [ |

Vamos agora enunciar algumas das mais importantes propriedades das conicas, co-
nhecidas como propriedades 6pticas. Essas propriedades sao fundamentais nos estudos
das conicas e tém diversas aplicacoes.

Teorema 1.8. Suponha que uma reta | seja tangente no ponto P na pardbola. Considere
P’ a projecio de P sobre a diretriz. Entdo, a retal é a bissetriz do dngulo ZFPP', onde
F € o foco da pardbola.

Demonstracgao:

~

\
\
Pf

Suponha, por absurdo, que uma reta [’ seja bissetriz do angulo ZF PP’ e intersecte
a parabola em outro ponto, digamos, Q, cuja projecao a diretriz é denotada por Q.
Pela definicao de pardbola, F'QQ = QQ'. Por outro lado, o triangulo F'PP’ é isosceles, e a
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bissetriz do angulo F PP’ é também mediatriz do segmento F P’ ou seja, I é perpendicular
no ponto médio de F'P'. Portanto, P'QQ = Q') = F'Q. Mas isso é absurdo, pois o triangulo
P'QQ)’ seria isosceles com angulos da base retos, o que é impossivel, ja que em qualquer
triangulo a soma de dois de seus angulos internos é menor do que 180°.

Portanto, concluimos que nao existe outro ponto além de P tal que a reta tangente
seja a bissetriz do angulo ZFPP'. [ |

A propriedade refletora da elipse é analoga a da parabola, conforme podemos ver
no teorema a seguir.

Teorema 1.9. Suponha que uma reta | seja tangente no ponto P na elipse. Entao, a reta
[ € a bissetriz do dngulo externo LF1PFEy, onde Fy e Iy sao os focos da elipse.

Demonstracao:

Seja X um ponto arbitrario na reta [ diferente de P. Como X esté exterior a elipse,
temos X F; + XFy, > PF| + PF5. Isso significa que de todos os pontos de [, o ponto P
é 0 que possui a menor soma das distancia a F; e Fy. Portanto, o angulo formado pelos
segmentos PFy e PF, com [ sdo iguais, o que implica que [ é a bissetriz do angulo exterior
/F1PFs. [ |

Teorema 1.10. Se uma linha | € tangente a uma hipérbole no ponto P, entdo | € a
bissetriz do dngulo ZF1PFy, onde Fy e Iy sao os focos da hipérbole.

Demonstracao:

Suponha, por absurdo, que uma reta [’ seja a bissetriz do angulo ZFy PF,, e intersecte
a hipérbole em um ponto @), localizado no mesmo ramo que P. Por simplicidade, considere
que o ponto P estd no ramo cujo foco ¢ Fi. Seja F| o simétrico de F; em relagao a [’
Entéo, F1Q = QF] e F1P = PF|. Além disso, como [’ é a bissetriz do angulo Z/F| PF,
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ela é o lugar geométrico dos pontos equidistantes das retas ﬁ e ﬁ Assim, o ponto
F| pertence ao lado F»P, ou seja, P, F] e Fy sao colineares. Logo, pela defini¢ao da
hipérbole, |F2P — F1P| = |F2Q — F1Q| Portanto, FQFI/ = |F2P — PFI/| = |F2Q — QF“
Mas isso é um absurdo, pois pela desigualdade triangular aplicada ao triangulo FoQF],
temos FoF] > |FoQ — QF]|. Portanto, a bissetriz do angulo ZF;PF, é a reta tangente
. |

Observacao 1.11. O primeiro cientista a construir um telescopio para observacao as-
tronomica foi Galileu Galilei (1564 - 1642). Em 1609, ele fez notaveis descobertas, in-
cluindo a observacao da superficie lunar e muitos outros objetos dos espaco.

Figura 1.12: Esquema ilustrativo do telescopio de Newton.

Isaac Newton (1642 - 1727) construiu um telescopio refletor, que é basicamente
composto por um espelho parabolico no fundo de um tubo. Como ilustrado na Figura
Newton teve a ideia de colocar um espelho plano a entre o espelho parabdlico e o
foco F' no telescopio refletor. Dessa forma, os raios que formariam a imagem no foco F
sao novamente refletidos para um ponto F’ fora do tubo do telescopio, onde se posiciona,
o observador.
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Figura 1.13: Esquema ilustrativo do telescopio Cassegrain.

Em 1672, o astronomo francés Laurent Cassegrain propos a utilizacao do espelho
hiperbolico entre o espelho parabolico e o foco F' da parabola, de modo que um dos seus
focos do espelho hiperbolico coincida com o foco da parabola, veja Figura [1.13] Deste
modo, os raio que formariam a imagem no foco F' da parabola sao refletidos novamente,
formando a imagem no foco F’ da hipérbole, fora do tubo do telescopio.

A seguir, apresentamos mais um importante resultado envolvendo um circulo tan-
gente a uma corda que passa por um dos focos da elipse.
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Proposicio 1.12. Suponha que a corda PQ contenha o foco Fy da elipse. Seja R o ponto
de interse¢ao das tangenles a elipse em P e Q. Entao, R € o centro do circulo ex-inscrito
ao lado PQ do tridngulo FoPQ, e Fy € o ponto de tangéncia desse circulo com o lado

P0.

Figura 1.14: Circulo de centro R tangente & corda PQ no ponto F}

Demonstracao: Pela propriedade 6ptica da elipse, % e ﬁ’ sao as bissetrizes dos an-
gulos externos do triangulo FyPQ). Logo, R é o centro do circulo ex-inscrito, conforme
ilustrado na Figura[l.14 Os pontos X e Y sao os pontos de tangéncias dos prologamentos
de F5Q e F,P, respectivamente. Considere o ponto F] o ponto de tangéncia do circulo
correspondente ao lado do tridangulo. Observe que Fo X = FyY, ja que Fy é um ponto
exterior ao circulo ex-inscrito relativo ao lado PQ do triangulo F>QP. Da mesma, forma
QX = QF| e PY = PF]. Sendo assim,

Como P e Q pertencem & elipse, Fie F| pertencem ao lado PQ, temos

4a;, = (FyP + PF]) + (F,Q + QF))
= FP+PQ+QF,
= (FRP+PR)+ (FRQ+QF)
= 4a

Portanto, a; = a. Devido ao fato de que P pertence a elipse, concluimos que
PF{:2CL1—PF2:261—PF2:PF1

Logo, Fy = FJ, ja que F} e F] estdo na mesma semirreta de origem P.
[ |

Corolario 1.13. A reta que passa por um foco de uma elipse e pela intersecao das tan-

gentes a elipse pelas extremidades de uma corda contendo esse foco € perpendicular a
corda.
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Figura 1.15: A reta <O?l perpendicular & PQ.

Demonstracao: Pela proposicao anterior, vimos que o ponto O é o centro do circulo

que tangencia a corda PQ no ponto Fj. Portanto, a reta 1 & perpendicular & corda
PQ. |

1.3 Propriedade isogonal das conicas
As propriedades Opticas das conicas podem ser utilizadas para produzir provas ele-
mentares dos resultados a seguir.

Teorema 1.14. De um ponto P fora de uma elipse, desenhe duas tangentes a elipse nos
pontos A e B. Entao, as medidas dos dngulos /F1PA e ZF,PB sao igual, onde Fy e Fy
sao o0s focos da elipse.

Demonstracao:

Figura 1.16: Propriedade isogonal da elipse

Seja F) a reflexdo de Fy sobre PAe Fy areflexdo de F; sobre PB. Entao, PF| = PF,
e PFy = PF,. Além disso, pela propriedade refletora, os pontos Fi, B e Fy estao na mesma,
reta. Da mesma forma, os pontos Fy, A e F] estdo alinhados. Assim,

FQF{ = F2A+AF1 - FlB -+ FQB - F1F2/

Portanto, os triangulos PFyF| e PFyF; sao congruentes (casoLLL). Consequentemente,
F,PF, 4+ 2F,PA = F,PF! = F,PF, = F\PF, + 2F,PB
Logo, F,PA = F,PB. ]
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Assim como a elipse, em que ZF1PA = ZF,PB, a hipérbole também tem uma
propriedade isogonal, conforme podemos ver na proposicao a seguir.

Proposicao 1.15. Seja uma hipérbole com focos Fy e Fy. Considere w o ramo da hipérbole
no qual Fy estd situado. Suponha que as tangentes em w nos pontos A e B se encontre
no ponto P. Entao, as retas PA e PB sao isogonais em relagao a ZF1PFs.

Demonstracao:

Figura 1.17: Propriedade isogonal da hipérbole

Seja F] a reflexdo de Fy sobre a reta PA e F; a reflexao de Fy sobre a reta PB (ver
na Figura . Entao, [1A = F{A e [5,B = F}B. Pelo Proposicao F|, Fy e A sao
colineares, pois |1 A — FyA| = |F]{A — F,A|. Da mesma forma, Fy, Fy e B também sio
colineares, uma vez que |F1 B — FyB| = |F| B — F3B|. Segue da defini¢do da hipérbole que

Portanto, os tridangulo FyPFy e F|PF, sao congruentes (caso LLL). Isso implica que
F1PF; = F|PF,. Agora, observamos que

F\PQ + QPF, = F,PB + BPF!
P PQ = QPF} + FyPF}
FyPB = F}PF| + F/PB
Sendo assim,
F,PQ+ F\PQ — F,PF| = F,PB+ F,PB— F,PF!
2R PQ = 2F,PB
FPQ = FKPB
Portanto, o angulo formado pelas retas [%1 ﬁ e m ¢ igual ao o angulo formado pelas retas
ol” € . [ |
Apresentamos, agora, a generalizacao do teorema [1.14

Teorema 1.16. Dado um ponto P exlterno a uma elipse, tracam-se duas tangentes a
elipse intersectando nos pontos A e B. Seja Fy um dos focos da elipse. Entao, a reta F1 P
¢ a bissetriz do dngulo ZAF| B.



24

Figura 1.18: Propriedade isogonal da elipse

Demonstracao: Utilizando a prova do teorema [1.14] e observando que os triangulo
F{PA e F1PA sao congruentes pelo caso LLL, temos que PﬁA = AEP. Portanto,
podemos concluir que

PF A= PF/F, = PF.F, = PF\B

1.4 Conicas e as Esferas de Dandelin

Considere um cone de vértice V e base circular de centro C. O cone é formado
pelas retas que ligam V' a todos os pontos do circulo de base. Cada uma dessas retas é
denominada de uma geratriz do cone.

Agora, considere uma secao conica obtida pela interse¢cao do cone com um plano
B que intercepta todas as suas geratrizes, mas que nao é perpendicular ao seu eixo de
simetria (a reta que passa por V e é perpendicular & base circular do cone C'). Inscreva
duas esfera no cone, de modo que ambas toquem o plano  nos pontos F e Fs, ver Figura
1.19

Figura 1.19: O plano ( secciona o cone em uma unica folha e tangencia as esferas nos
pontos Fi e F5.
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Seja um ponto arbitrario X na intersecao do cone com o plano 5. Considere que Y; e Ys
sejam os pontos de intersecoes da reta (uma das geratrizes) com as esferas inscritas.
Temos que XF| = XY, e XFy, = XY5, pois os segmentos das tangentes a uma esfera
tracadas a partir de um ponto exterior a esfera sao iguais. Portanto, X F; + X I, = Y1Ys.

O comprimento do segmento Y;Ys, que estd entre os dois planos perpendiculares
ao eixo de simetria do cone (planos que contém os circulos que passam por Y e Y), é
independente da escolha do ponto X. Logo, a interse¢ao do cone com o plano § é uma
elipse.

Vamos considerar, agora, o caso de duas esferas inscritas no cone de duas folhas que
intersectam um plano « paralelo a duas geratrizes nos pontos F; e F,, como mostra a
Figura [1.20

Figura 1.20: O plano «a secciona o cone em duas folhas e é tangente as esferas nos pontos
Fl (& FQ.

Seja P um ponto qualquer na intersecao do plano « com a folha superior do cone.
A geratriz tangencia as esferas nos pontos @ e R, de modo que PF; = PQ) e PF; = PR,
pois os segmentos das tangentes tracadas a uma esfera a partir do mesmo ponto sao
iguais. Levando em conta que PF, > PF; (jA que P esta mais proximo a F) a diferenca
é positiva e obtemos

PF,— PF, =PR—-PQ=QR

Os circulos que passam por (Q e R sao as intersecoes do cone de folhas duplas com
as esferas. O comprimento do segmento QR nao depende do ponto P. Mais precisamente,

QR =QV + VR = \/13 + 13+ /13 +13

onde h; é a altura relativa ao cone de vértice V, cuja base é o circulo C}, de raio r;. Para
qualquer ponto P, a distancia QR é constante.

Se escolhermos P na intersecao do plano o com a folha inferior do cone, teremos
PF, > PF, e a diferenca PFy — PF, também sera positiva e igual a QR. Logo, podemos
concluir ambos os casos numa tnica expressdo: |PF, — PF}| é uma constante que nio
depende do ponto P. Deste modo, todo ponto na intersecao do plano com a superficie do
cone tem suas distancias a dois pontos fixos F} e F, satisfazendo |P_F2 — P_Fl| =k, em
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que k£ é uma constante que nao depende do ponto. Portanto, a secao transversal é uma
hipérbole.
Finalmente, considere o caso, digamos 7, é paralelo a uma geratriz, conforme ilustra

a figura [I.21]

Figura 1.21: O plano 7 secciona o cone paralelamente a uma geratriz e é tangente a esfera
no ponto F.

Nesse caso, inscreve-se no cone uma esfera tangente a plano m no ponto F. Esta
esfera é tangente ao cone ao longo de um circulo C situado em um plano A, perpendicular
ao eixo do cone. Considere [ a reta de intersecao dos planos m e A. Para um ponto
arbitrario X na intersecao do cone com o plano m, seja Y o ponto de intersecao da
geratriz W com o plano \ e seja Z a projecao ortogonal de X a . Entdo, XF = XY,
pois ambos os segmentos sao tangentes a esfera.

Por outro lado, Y e Z estdo em A, o angulo entre XY e \ é igual ao angulo entre
uma geratriz e o plano A perpendicular ao eixo cone, e o angulo entre X Z e \ é igual ao
angulo entre os planos 7 e o A. Como o plano 7 é paralelo a uma das geratrizes do cone,
esses angulos sdo iguais. Logo XY = X Z, pois esses segmentos formam angulos iguais
com o plano \. Portanto, XF = XZ, o que implica que X estd na parabola com foco F
e diretriz [.

Dado um cone circular reto, qualquer plano perpendicular ao eixo do cone é paralelo
ao plano da base. Sendo assim, toda geratriz forma angulos iguais com o plano perpendi-
cular ao eixo. Por isso, a elipse, a hipérbole e a parabola sao chamadas de secoes conicas
ou simplesmente conicas. Além disso, as esferas inscritas no cone, que tangenciam cada
plano em cada uma das situagoes acima, sao conhecidas como esferas de Dandelin.

1.5 A excentricidade e outra definicao de codnicas

A construcao que acabamos de descrever das esferas de Dandelin revela uma outra
importante propriedade das conicas.

Consideremos um plano « que intersecta o cone circular reto de vértice V. Supo-
nhamos uma esfera inscrita no cone e tangente ao plano « no ponto Fj. Similarmente ao
caso da parabola, seja A o plano que contém os pontos de tangéncia do cone com a esfera.
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Seja [ a reta de intersecao de o e A. Suponha que um ponto X esteja na intersecao do
cone com o plano . Seja Y a intersecao da reta VX com X e Z a projecao de X sobre [.
Vamos mostrar que a razao de XY e X7 é constante, ou seja, nao depende de X.

Figura 1.22: O plano A passa pela intersecao entre o cone e a esfera, e [ é a intersecao de
A com o plano que contém a conica.

Seja T a projecao de X sobre o plano A (Figura [1.22). Considere o angulo o =
ZY XT do triangulo retangulo XTY, e o angulo § = ZT X7 do triangulo. Usando as
relacoes trigonométricas no triangulo retangulo, obtemos

XT = XY cosa = XZ cosf3

Segue-se que a razao entre XT e XY nio depende de X, e ¢ igual cos(a). Da mesma
forma, a razdo entre X7 e XZ também nao depende de X, e é igual a cos(f). Portanto,

XY XT XY  cos(f)
XZ XZ XT cos(a)

. F
Como XY = X Fj, temos que a razao — 1 ¢ constante.

Assim, para qualquer conica, existe uma reta tal que, para qualquer ponto na conica,
a razao entre as distancias do ponto ao foco e a reta é constante. Essa razao é chamada
de excentricidade da conica, e as retas sao chamadas de diretrizes. Tanto a elipse quanto
a hipérbole tem duas diretrizes (uma para cada foco).

E facil ver que esta propriedade leva a mais uma definicdo de conicas:

Uma conica com foco F, diretriz [ (onde F' ndo estd em [) e excentricidade € é o
conjunto de pontos onde a razao das distancia a F' e a [ é igual a €. Desde forma:
e Se € > 1, entdo a curva é uma hipérbole.
e Se ¢ = 1, é uma parabola.
e Se € < 1, ¢ uma elipse.

Observacao 1.17. Isso nos mostra que, em coordenadas, as conicas sao curvas gerais do
segundo grau em duas varidveis, contando com os casos degenerados.
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1.6 Algumas propriedades notaveis da parabola

Nesta secao, abordaremos algumas propriedades importantes da parabola. Consi-
deremos o ponto F' como o foco da parabola. Iniciaremos com o seguinte lema:

Lema 1.18. Se o foco de uma pardbola reflete na tangente, entao sua imagem estard
sobre a diretriz. Fssa imagem corresponde a projecao do ponto onde a tangente toca a
pardbola.

R

Figura 1.23: O ponto P’ é a projecao do ponto P sobre a diretriz.

Demonstrac¢do: Suponha que a reta [ seja tangente a parabola no ponto P (ver Figura
. Seja P' a projecao de P sobre a reta diretriz. Como o triangulo F'PP’ & isosceles,
a reta [, pelo Teorema [1.8, é a bissetriz do angulo em P e também o eixo de simetria.
Portanto, a reflexdo de P’ de F sobre [ esta na diretriz. [ |

Corolario 1.19. As projecéoes do foco de uma pardbola sobre suas tangentes estao todas
na reta tangente a pardbola no seu vértice.

Figura 1.24: Conjunto de retas tangentes a parabola com foco em F'.

Demonstracao: Inicialmente, observe que pelo lema [1.18, as projecoes dos pontos de
tangencia da parabola estao sobe a diretriz. Queremos mostrar que os pontos médios dos
segmentos formados pelo foco e as projecoes dos pontos de tangencia estao sobre uma
reta.
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Figura 1.25

Considere na parabola os pontos V' (vértice) e P, e na diretriz F' e P’ as proje¢oes
de F e P (Figura . Seja M o ponto médio de F'P’, intersecao da tangente em P

com F'P'. Pela propriedade da base média, aplicada ao triangulos F'P'F’temos que, W
é paralela a diretriz. Portanto, para qualquer ponto P na parabola, o ponto médio do
segmento formado por F' e a projecao de P sobre a diretriz estd sobre uma reta paralela
a diretriz, ou seja, as projecoes de F' estao sobre a tangente a parabola em V. [ |

Lema 1.20. Suponha que as tangentes a pardbola nos pontos X e Y se intersectam em
um ponto P. Entdo, P € o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo FX'Y”,
onde X' e Y’ sio as projecoes de X eY na diretriz da pardbola, e F' € o foco da pardbola

(Figura [1.26)).

Figura 1.26

Demonstragao: Pelo Lemal|l.18] essas duas tangentes sao as mediatrizes do ponto médio

aos segmentos FX' e FY’ (Figura [1.26). Portanto, o ponto de intersecio dessas duas
tangentes é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo FX'Y". [

Corolario 1.21. Se ﬁ e ﬁ/ sao as tangentes a pardbola, entao a projecao de P a

diretriz € o ponto médio do segmento cujas extremidades sao as projecoes de X e Y

(conforme Figura[1.27).
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Figura 1.27: Retas tangentes a pardbola que passam pelo ponto P.

Demonstracdo: Como P é o circuncentro do triangulo X'FY”, temos que o triangulo
X'PY’ é isosceles de base X'Y'. Além disso, PM é altura de X’'PY”’ em relacao ao lado
XY’ temos que PM também é mediana relativa ao lado X’Y”. Logo, M ¢é o ponto médio
de X'Y’ [ |

Qual é o conjuntos P onde a parabola é vista em angulo reto? A proposicao a seguir,

semelhante & Proposicao mas aplicada & parabola, responde a essa pergunta.

Proposicao 1.22. O conjunto de pontos P onde a pardbola é vista em dngulo reto é a

diretriz da pardbola. Além disso, se e PY sao tangentes a pardbola, entao XY contém
F e PF ¢ a altura do triangulo PXY .

Xf P Y/

Figura 1.28: As retas ﬁz e ﬁ} intersectam-se perpendicularmente no ponto P, que esta
sobre a diretriz.

Demonstracdo: Suponha que P esta na diretriz, e sejam X' e Y’ as projecoes de X e
Y na diretriz. Entao, os triangulos PXF e PX X' sao congruentes, pelo caso LAL, pois
XF =XX', XP ¢ lado comum e PXX' = PXF. Sendo assim, as retas W e ?Y sao
bissetrizes dos angulos /FPX' ¢ ZFPY’, respectivamente. Como os angulos ZPFX e
ZPFY sao retos, temos que X, F' e Y sao colineares, com F entre X e Y, e PF é a altura
relativa ao lado XY do triangulo PXY'.

Agora, seja P um ponto que nao pertence & parabola, interseccao de duas tangentes
a parabola em X e Y, que sdo perpendiculares. Novamente, consideremos X' e Y’ as
projecoes de X e Y sobre a diretriz da parabola. Como as retas e ﬁ} sao bissetrizes
relativas aos vértices X e Y dos triangulos isosceles X’ X F e Y'Y'F, os triangulos X' X P
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e X F'P sao congruentes, assim como Y FP e YY'P, também sio pelo caso LAL. Dessa
forma, os angulos ZX'PF e /FPY’ sao suplementares o que implica que X', P e Y’ sao
colineares. Portanto, P est& na diretriz. [ |

Para parabola, também é possivel enunciar um resultado semelhante ao Teorema

14 e [LT6L

Proposicao 1.23. Sejam ﬁ e ﬁ/ as tangentes a pardbola passando pelo ponto P, e
seja | a reta passando por P paralela ao eixo da pardbola. FEntao, a medida do dngulo
entre as retas PY el € igual a medida do dangulo /X PF', e os tridngulos XFP e PFY
sao semelhantes. Como consequéncia, FP é a bissetriz do angulo ZXFY .

M Y’

Figura 1.29: O angulo élﬁ/ = /XPF , onde [ é perpendicular a diretriz passando pelo
ponto P.

Demonstracdo: Considere X' e Y’ as projegoes de X e Y sobre a diretriz (conforme
Figura [1.29). Entéo, pelo Lema [1.20 os pontos X', F' e Y’ estdo sobre um circulo. Logo,

XY'F = EX’ﬁF = XPF. Por outro lado, 0 angulo QPY = PYY” assim como YY'R =

MRY', um vez que as retas [ e YY’ sio paralelas (perpendiculares a diretriz). Como
FY’ é perpendicular a PY, os triangulos retangulos RPZ e RY'M, retangulos em Z e
M, sao semelhantes, pois tém um angulo em comum, ZPRZ = ZMRY'. Logo, QPY =
X'Y'F = XPF.

Agora, precisamos mostrar que os triangulos FFPX e FPY sdo semelhantes. De
fato, pela propriedade optica, ZFYP = ﬁ)YY’, isto implica que XPF = FYP. Da
mesma forma, Z/X'XP = /FXP. Como XX’ éparalelo a [, entdo FXP = XPQ. Além
disso, R R R R R R

XPQ =XPF+ FPQ=FPQ+ QPY =FPY

Assim, FXP = FPY. Portanto, os triangulos X FP e PFY sao semelhantes (caso
AA). [ |

O proximo resultado que veremos é conhecido como a reta de Simson-Wallace. Ela
serd 1til para provar outro teorema.

Teorema 1.24 (Simson-Wallace). As projecoes de P aos lados de um triangulo ABC
estda sobre uma reta se, e somente se, P estd no circulo circunscrito do tridngulo ABC.
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Figura 1.30: Circulo circunscrito ao tridangulo ABC com uma reta passando pelos pontos
P,, P, e P..

Demonstracao: Sejam P,, P, e P, as projecoes de P sobre os lados BC,CA e AB,
respectivamente. Vamos considerar o caso conforme a Figura Os demais casos sao
tratados de forma analoga.

Inicialmente, note que o quadrilatero PP,C'F, € inscritivel, entao PC’P = PPbP
Da mesma forma, para o quadrilitero PF,AF,, temos que PPbP = PAP Os pontos
Pa, P, e P.sao colineares se, e somente se, PPbP PPbP ou, equivalentemente, PAP
PC’P Mas isso significa que P esté circuncirculo do triangulo ABC.

Reciprocamente, se P esta no circuncirculo de um triangulo ABC', entao PAB =
PCB = PPbP Sendo este tltimo valido pois o quadrilatero PR,CP, € inscritivel. Da
mesma forma, PAB = PPbPC. Portanto, P,, P, e P. sao colineares, ou seja, estao em uma
reta. |

Teorema 1.25. Suponha que um tridngulo ABC' esteja circunscrito a uma pardbola, ou
seja, as retas AB, BC e C'A sdao tangentes a pardbola. Entdao, o foco da pardbola estd no
circulo circunscrito ao tridngulo ABC.

Demonstracao:

Pelo Corolario [1.19] as projegoes do foco sobre os lados do triangulo estao todas
em uma reta (que é paralela a diretriz e estd a metade da distancia do foco a diretriz).
Portanto, pelo Teorema [1.24] segue o resultado. [ |
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Assim, para cada ponto do circulo circunscrito a um triangulo ABC, podemos asso-
ciar uma tnica parabola tangente aos lados do triangulo. Mais precisamente, consideremos
um ponto arbitrario P na circulo circunscrito ao tridngulo ABC' e aplique a reflexdo so-
bre os lados do tridngulo. Obtemos os pontos P4, Pg e Pg, alinhados em uma reta. A
parabola com foco em P e diretriz P,Pp é tangente a todos os lados do triangulo. Por
exemplo, ela tocara % no ponto de intersecao de com a perpendicular a reta P4 Pp
que passa por Py, ver Figura [I.31]

Figura 1.31: Parabola inscrita no triangulo ABC, que esta inscrito em um circulo que
passa pelo ponto P.

A reta de Simson-Wallace possui algumas propriedades interessantes, que explora-
remos a seguir.

Lema 1.26. Suponha que P seja um ponto sobre o circulo circunscrito de um tridngulo
ABC'. Escolha um ponto B’ no circulo circunscrito tal que a reta PB’ seja perpendicular
a AC. Entdo, a reta BB’ ¢é paralela & reta de Simson-Wallace de P com respeito ao

trigngulo ABC' (ver Figura[1.37).

B/

Figura 1.32: Circulo circunscrito ao triangulo ABC' e a reta de Simson-Wallace EPC.

Demonstracao: Considere o caso em que o ponto P esta no arco AC, conforme mostrado
na Figura Os demais casos sao tratados de maneira semelhante.
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Sejam P. e P, as projegoes ortogonais do ponto P sobre os lados AB e AC, respecti-
vamente. Como ABB' ¢ APB' correspondem ao mesmo arco AB’, temos ABB' = APB'.

Como, AJ/D\CP e PﬁbA correspondem ao mesmo arco AP, ou seja, AJ30P = PﬁbA, temos
que o quadrilatero APP, P, ¢ inscritivel e a soma de seus angulos opostos ¢ igual a 180°.
Portanto, AP.P, e APP, sao suplementares. Temos entao

APB' = APP, = 180° — AP,P, = BE,P,
=
Portanto, ]%b_i ¢ paralelo a BB'. [

Corolario 1.27. Seja H o ortocentro do triangulo ABC. A reta de Simson-Wallace do
ponto P em relagao ao tridngulo ABC' intersecta PH no seu ponto médio (Figura .

Figura 1.33

Demonstracdo: Seja H' o simétrico de H relativo & reta jﬁ Consideremos H, o pé
da altura relativa ao vértice A do triangulo ABC. Note que o quadrilatero AH . H,C ¢
inscritivel. Desta forma, HAB = HCB = 90° — ABC'. Como os triangulos AHC e AH'C

sao congruentes (por reflexdo em relagao a reta j@), segue-se que AHC = AT'C. Logo,

AHC = AHC = 180° — (HAC + HCA)
180° — [(BAC — HAB) + (BCA — HCB)]
= 180° — [BAC — 90° + ABC + BCA — 90° + ABC]
— 180° — ABC

Entao, ABC + AH'C = 180°. Consequentemente, o quadrilatero ABC H' é inscritivel, ou
seja, H' pertence ao circulo circunscrito ao triangulo ABC.

Agora, considerando as retas B’P e BH', ambas sio perpendiculares ao lado AC do
triangulo ABC| o que significa que elas sao paralelas. Sendo assim, o quadrilatero inscrito
B'BH'P é um trapézio. Tomando as diagonais B'H’ e BP, temos que os triangulos B'H'B
e PBH’ sio congruentes, pelo caso AA. Isso implica que BB’ = H'P, mostrando que o
trapézio B'BH'P ¢é isosceles.

A seguir, refletindo a corda PH' em relacdo a reta j@, obtemos o segmento P'H,
que é paralelo & corda B’B. Como B'B é paralelo & reta de Simson-Wallace, concluimos
que P'H também é paralelo a reta de Simson-Wallace.
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Pelo fato de que P’ é o simétrico de P relativo ao lado AC, e que P, é o pé da
perpendicular que passa por P e P’, temos que P, é o ponto médio do lado PP’ do
triangulo PP'H. Aplicando o Teorema da Base Média ao triangulo PP'H, concluimos
que a reta de Simson-Wallace passa pelo ponto médio do segmento PH no triangulo
PP'H, como queriamos demonstrar. [

Teorema 1.28. O ortocentro de um tridngulo circunscrito a uma pardbola estd localizado
na reta diretriz da pardbola.

Figura 1.34: O ortocentro H do triangulo ABC sobre a diretriz da parabola.

Demonstracao: Pelo Teorema [1.25, o foco da parabola esta sobre o circulo circunscrito
do tridangulo ABC. O Corolario [1.27] diz-nos que a reta de Simson-Wallace do foco F
passa pelo ponto médio do segmento FH. Pelo Corolario , temos que a reta de
Simson-Wallace de F' tangencia a pardbola no seu vértice. Logo, H esté sobre a diretriz
da parabola. [ |



Capitulo 2

Principais Resultados da Geometria
Classica

2.1 Inversao no plano

A Geometria Inversiva tem como base a interacao entre pontos, retas e circulos
por meio da inversao. Veremos que certas transformacoes preservam a propriedade de
circulo-a-circulo, transformando circulo em outros circulos. Vamos introduzir o conceito
de inversao com um exemplo pratico: construir o ponto médio de um segmento de reta
utilizando apenas compasso.

Exemplo 2.1. Dada uma reta que passa pelos pontos A e B, encontre o ponto médio do
segmento AB utilizando apenas um compasso.

Solugao:

1. Com centro A e raio » = AB, desenhe o circulo de centro em A e raio 7 e localize o
ponto P na reta jﬁ de modo que B seja o ponto médio de AP.

2. Com centro em P, desenhe um circulo de raio AP que intersectard o primeiro circulo
no ponto C, como mostra a Figura [2.1

3. Por fim, desenhe o circulo de centro em C' e raio r cruzando a reta j@ em P’
Entao, P’ é o ponto médio de AB.

Figura 2.1

36
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Para verificar este fato, observe que os triangulo AP'C e AC P sao triangulos isosceles
semelhantes, pois compartilham um angulo de vértice em A, de modo que

AP AC
AC AP
o que implica que
AP r
ro2r
portanto
Ap — - — AB
2 2

Observe que

Assim, temos AP - AP' = r?

Esta relacao entre P e P’ ¢ chamada de Inversao. De forma mais geral, temos a
seguinte definicao:

Definigao 2.2. Dado um circulo C de centro O e raio r, considere um ponto P diferente de
O. O ponto P’ na semirreta O? & chamado de inverso de P se, e somente se, OP-OP’" = r?.

O circulo C(O, r) é chamado de circulo de inversao, o ponto O é o centro de inversao,
ré o raio de inversdo, e r* é conhecido como a poténcia de inversdo. A inversao em relacio
ao circulo C(O,r) sera denotada por I(O,r?).

Suponha que P seja um ponto diferente do centro de inversao. Se P esta fora do
circulo de inversao, entdo seu inverso P’ esta dentro do circulo de inversao. Se P estiver
sobre o circulo, entao ele é seu proprio inverso. Se P estiver dentro do circulo, entao
seu inverso P’ estd fora do circulo de inversao. A demonstracao dessas afirmacoes sera
apresentada no Capitulo 4.

Além disso, podemos afirma que o ponto P’ é tinico. De fato, suponha que exista
um outro ponto P” que seja o inverso de P. Neste caso, teriamos OP’ = OP”. Como
P’ e P" pertencem & mesma semirreta com origem em O, segue que P’ = P”. Logo, o
inverso de um ponto é tinico.

Com isso, todo ponto P no plano tem uma inversa em relacdo a um circulo C(O, 1),
exceto o centro O de C. O ponto O nao tem inverso e nao é o inverso de nenhum outro
ponto. Para superar esta omissao, acrescentamos um tnico ponto no infinito ao plano
para que a inversao mapeie O para o ponto no infinito e vice-versa.

A seguir, utilizaremos a inversao para demonstrar algumas propriedades importan-
tes, comecando pela proposicao abaixo:

Proposicao 2.3. Sob a inversio 1(O,r?), sejam P e Q dois pontos distintos ndo coli-

neares com O, e P' e Q' 0s respectivos pontos inversos de P e (). Entdo, os tridngulos

7"2

OP 0 /Pl 7 lh t /P/::P_.
Q e OQ'P sao semelhantes e () 5F 00 Q
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Figura 2.2: Triangulos OQ'P’ e OPQ com um dos vértices no centro do circulo.

Demonstracao: Sabemos que:

OP-OP =1*=0Q-0Q (2.1)
Isso implica que: o

oP_0g

00 op

Como o P@Q = Q’@P’ (angulo comum), pelo caso de semelhanca LAL, concluimos que
os triangulos OPQ e OQ'P’ sao semelhantes. Donde,

0 7q
OP’ Q/P/

_ 7‘2
Pela relacao ((2.1), sabemos que OP' = 57 Substituindo essa expressao na equacao
anterior, obtemos:

2
. r -
pl—__ P
© OP -0Q ©

Teorema 2.4. O operador de inversio I1(O,r*) transforma retas e circulos da sequinte
maneira:

1. A inversao de uma reta | que passa por O € a propria reta.
2. A inversao de uma reta | que nao passa por O € um circulo que passa por O.
3. A inversao de um circulo que passa por O € uma reta que nao passa por O.

4. A inversao de um circulo que nao passa por O é um outro circulo que também ndo
passa por O.

Demonstracao:

1. A primeira afirmacao é direta. No entanto, observe que um ponto da reta inverte
para um ponto distinto da mesma da reta, exceto para um o ponto onde a reta
intercepta o circulo de inversao. Além disso, o ponto no infinito e o centro O do
circulo de inversao sao inversos entre si.



39

2. Seja @ o pé da perpendicular baixa de O a reta [, e seja Q' o inverso de . Considere
um ponto qualquer P na reta [ que nao seja o ponto no infinito, e denote P’ como
o inverso de P, conforme indicado na Figura[2.3] Pela Proposicao os triangulos
OP'Q" e OQP sao semelhantes. Portanto,

OP'Q' = O0QP = 90°

Figura 2.3

Assim, P’ pertence ao circulo 7, cujo diametro ¢ OQ’, ja que o triangulo OP'Q’ é
retangulo. Da mesma forma, todo ponto X em ~ é o inverso de algum ponto X’ na
reta [.

3. Seja vy um circulo que passa por O. Consideremos )’ o ponto diametralmente oposto
a O em 7. Seja Q o inverso de @' relativo ao circulo C(O,r) (Figura[2.4). Tomando
t a reta perpendicular a reta OQ’ em @, afirmamos que, dado P’ em v, o ponto

de intersec¢ao de OP' com t, digamos P, é o inverso de P’ relativo a C(O,r). De
fato, o triangulo OP'Q" & semelhante ao triangulo OQP, pelo caso AA. Sendo assim,
OP 0OQ

= ¢ . Donde,
Pl

o
3l
S

OP.OP =0Q-0Q' = r*,

ja que @ é o inverso de ), como queriamos demonstrar.

Figura 2.4
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4. Conforme Figura seja o um circulo com diametro PQ sendo invertido em relacdo
I. Consideremos R, Q' e P’ respectivamente, os inversos dos pontos R, Q) e P que
estao sobre circulo a. Pela Proposi¢ao , os triangulos OR'P’ e OPR, bem como
OR'Q" e OQR, sao semelhantes. Isso implica que:

OR'P'=0OPR e ORQ =O00R

Figura 2.5

Agora, temos
QRP = ORP —-ORQ
OPR - OQR
Pela medida do angulo externo do tridangulo PRQ), temos
OPR — OQR = PRQ

Como PQ é o diametro de o, segue que P]SLQ = 90°. Portanto, o angulo Q’E’P/ =
90°, ou seja, o triangulo Q'R'P’ é retangulo. Assim, R’ pertence ao circulo 3, cujo
diametro Q'P’. Analogamente, qualquer ponto no circulo § é o inverso de algum
ponto no circulo a.

[ |
Utilizaremos ainda inversao, vamos provar o teorema de Ptolomeu.

Teorema 2.5 (Teorema de Ptolomeu). Se ABCD ¢é um quadrildtero inscritivel, entao
o produto das diagonais € igual a soma dos produtos dos lados opostos. Ou seja:

AC-BD =BC-AD+CD-AB

Demonstracdo: Considere o efeito de I(A,7%) no circulo do quadrilatero inscritivel
ABCD. O circulo se inverte em uma reta, e os pontos inversos B’,C’ e D’ estao nessa
reta, como mostrado na Figura 2.6



41

Figura 2.6

Observe que a reta fﬁ deixa os pontos B e C' do quadrilatero convexo ABC'D do
mesmo lado, conforme ilustrado na Figura Como o ponto C estd no arco DB que
nao passa por A, a semirreta AC' esta contida na regiao angular ZDAB. Logo, a projecao
de C, ¢ o ponto C’, na reta D'B’ estd no segmento D'B’. Assim, podemos escrever
B'D' = B'C" 4 C'D'. Aplicando a Proposicao obtemos

B0 , B , CD
- = = .7 +_—_'T
AB-AD AB - AC AC - AD
AB-AD - AC
r2

AC-BD =BC-AD+CD-AB

Multiplicando ambos os membros dessa equacao por , obtemos

que é o resultado desejado. [ |

Embora a inversao mapeie circulos em circulos, ela tem um desvantagem técnica
importante: nao transforma conicas em conicas. Por exemplo, uma parabola submetida
& inversao em relacao a um circulo com centro no foco da pardbola se transforma em
um cardioide (ver Figura . No entanto, mais adiante, utilizaremos a inversao para
construir a chamada transformacao polar, que possui essa propriedade.

Figura 2.7: A curva vermelha é um cardioide

2.2 Nocoes basicas sobre transformacoes projetivas

As transformagoes projetivas, também conhecidas como transformacoes colineares
ou homograficas, sao aplicacoes que levam pontos de um plano projetivo para outro,



42

preservando as relacoes de incidéncia entre pontos e retas. Isso significa que, se trés ou
mais pontos estao alinhados em uma reta em um espaco, eles permanecerao alinhados
apo6s a transformacgao. Mas, tais transformagoes nem sempre levam retas paralelas em
retas paralelas.

No plano usual, as retas paralelas se transformarao em retas paralelas porque a
transformacao é bijetiva. Por isso, acrescenta-se a chamada reta no infinito. Os pontos
nesta reta sao chamados de pontos no infinito, e sao considerados como as das retas
paralelas em uma mesma direcao. Cada ponto no infinito é visto como pertencente a
todas as retas na mesma direcao. O plano, quando concluido dessa maneira, é chamado

de plano projetivo.

Definicao 2.6. Uma transformagao projetiva é uma aplicagao entre planos projetivos
que leva cada reta de um, incluindo a reta no infinito, para uma reta do outro.

Conforme a definicao, as transformacoes projetivas, com a operacao de composi¢ao
de funcoes, constituem um grupo. Primeiro, a composta de transformacoes projetivas é
uma transformacao projetiva. A composicao de transformacoes é associativa, a aplicacao
identidade é uma transformacao projetiva, e cada transformacao projetiva, por ser bijetiva,
tem uma transformacao projetiva inversa. Entre os subgrupos desse grupo, destacam-se os
grupos de transformagoes afins, que preservam as retas paralelas (que podem ser definidas
como as transformagoes que preservam a reta no infinito), além dos grupos de semelhangas,
que incluem homotetias, e os movimentos compostos por rotacoes e translagoes.

Uma transformacao projetiva no plano pode ser visualizada da seguinte maneira.
Suponha dois planos, o e 3, concorrentes no espaco, e um ponto H nao pertence a esses
planos, conforme Figura [2.8a] Considere um pentigono regular no plano a. Se H é o
observador (centro de projecao), entdo a projecao do pentagono por meio desse ponto,
ainda que distorcida da original, serd outro pentigono. Isso ocorre porque as retas sao
transformadas em retas.

H

[ %

LIRS
s

(a) O plano « e g perpendicular entre si (b) Os planos a e 8 sdo paralelos.

Figura 2.8

Agora, consideremos que o plano « seja paralelo a 5 (Figura . O pentagono
regular em « serd transformado em outro pentédgono regular por homotetia.

Suponha agora que estamos projetando pontos em um plano v por meio de um
centro de projecao H em outro plano f.
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Seja um plano A que passa por H paralelo ao plano 3 que intersecta o plano v na
reta | (Figura . Esta reta se projeta para o infinito no plano 3, por esta razao [ é
chamada de reta de fuga no plano ~.

A reta de fuga é claramente paralela a reta s, que é a intersecdo entre os planos v e
£, chamada de eixo de projecao.

Agora, consideremos os pontos A e B na reta de fuga [ e um ponto C no plano 7.
O angulo ZAC B no plano v sera projetado no plano § como o angulo ZAHB.

reta de fuga

Figura 2.9: Os planos « e (8 sao paralelos.

Com efeito, observe que o plano (HC'A) intercepta o plano 5 em uma reta d. Como
o plano A é paralelo ao plano 5, as interse¢oes desses planos com o plano (HCA) sao

paralelas, ou seja, d = (HAC) N 3 é paralelo a m De forma andloga, as intersecoes dos

planos A e 5 com o plano (HCB) também sao paralelas, ou seja, e = (HCB) N f || [ﬁ
Assim, temos que Zde = ZAHB.

Portanto, qualquer angulo no plano v se projeta no plano f como um angulo de
medida igual ao angulo correspondente subtendido em H pela porcao da reta de fuga
interceptada pelas retas que formam o angulo original.

Além disso, observamos que qualquer transformacgao projetiva é uma composicao de
uma projecao central e um movimento no espaco. Isso significa que, ao realizar movimen-
tos no plano de projecao, como rotacoes, translacoes ou outras transformacoes, podemos
relacionar o plano de projecao com o plano original. Portanto, conforme analisado na
Secao e discutido anteriormente, é possivel aplicar a projecao do circulo (que é a in-
tersecao das esferas de Dandelin com o cone) utilizando V' como centro de projecao, de
acordo com a posicao do plano de projecao. Entao,

e Se o plano [ intercepta o eixo de simetria em uma tunica folha do cone, de modo que
sua inclinacao nao seja paralela a nenhuma geratriz, a projecao do circulo C' através do
vértice V' serd uma elipse. Neste caso, a elipse nao possui pontos no infinito.
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Figura 2.10: Projecao de um circulo a partir do centro de projecao V' sobre o plano /3,
que intersecta o cone em apenas uma de suas folhas.

e Se o plano [ é paralelo a duas geratrizes do cone, a projecao dos circulos por V'
serd uma hipérbole. Neste caso, a hipérbole intersecta a reta no infinito em dois pontos,
o que corresponde uma direcao de cada geratriz.

Figura 2.11: Projecao de um circulo a partir do centro de projecao V' sobre o plano 3,
que é paralelo a duas geratrizes e intersecta ambas as folhas do cone.

e Se o plano 3 é paralelo a uma tnica geratriz do cone, entao a projecao do circulo
por V é uma parabola. A geratriz paralela a § projeta-se sobre § no infinito. Neste caso,
a parabola possui um ponto de interse¢ao com a reta no infinito em uma tnica direcao.
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Figura 2.12: Projecao de um circulo a partir do centro de projecao V' sobre o plano 3,
que é paralelo a uma geratriz e intersecta apenas uma folha do cone.

e Se o plano [ é perpendicular ao eixo de simetria do cone, a projecao do circulo
por V serd um circulo.

Figura 2.13: Projecao de um circulo a partir do centro de projecao V sobre o plano [3,
que é perpendicular ao eixo de simetria do cone.

Por fim, nos casos em que o plano 3 contém o eixo de simetria do cone ou é perpen-
dicular ao eixo de simetria pelo vértice, a projecao resultard em duas conicas degeneradas:
duas retas concorrentes ou um ponto (circulo degenerado), respectivamente.
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Figura 2.14: O par de retas e o ponto V representam conicas degeneradas.

O que foi feito acima, juntamente com o que abordamos na Secao do Capitulo
1, mostra-nos que

Proposicao 2.7. Toda conica é projetivamente equivalente a um circulo, ou seja, existe
uma transformacgao projetiva que leva uma conica em um circulo.

Desse modo, as transformacoes projetivas levam conicas em conicas. De fato, qual-
quer transformacao projetiva é a composicao de duas transformacoes, a primeira trans-
forma a conica em um circulo, e a segunda transforma o circulo em uma conica, conforme
Proposicao Isto demonstra que as transformacoes projetivas sao adequadas para
trabalhar com conicas.

A seguir, enunciamos algumas das principais propriedades das transformacdes pro-
jetivas.

Proposicao 2.8. Todos os quadrildteros sao projetivamente equivalentes. Mais preci-
samente, para quaisquer dois conjuntos de quatro pontos em posicao geral, A, B,C,D e
A B, C", D, existe uma tnica transformacao projetiva que leva A em A', B em B', C
em C' eD em D',

Demonstracao: Seja ABC'D um quadrilatero formado por quatro pontos A, B, C, D no
plano, dispostos em posicao geral (isto é, trés a trés nao colineares). Definimos E e F
como os pontos de intersecao das extensoes dos lados opostos, digamos, £ é a intersecao
de ﬁ com CD e F é a intersecao de E com B? (ver figura 2.15). Além disso, seja @ o

ponto de intersecio das diagonais AC e BD. Denotemos por a reta que passa pelos
pontos E e F.
E
A
\ !
C
B

Figura 2.15
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Agora, aplicamos uma transformacao projetiva que envia a reta W para o infinito.
Esta transformacao garante que os lados opostos do quadrilatero se tornam paralelos,
projetando o quadrilatero original em um paralelogramo. Em seguida, projetamos o
angulo ZBAD em um angulo reto, transformando o paralelogramo em um retangulo.

Finalmente, ao projetar o angulo ZBQA também em um angulo reto, o retangulo
resultante se transforma em um quadrado. Como cada uma destas transformacoes ¢é tinica,
o quadrilatero original ABCD é projetivamente equivalente a um quadrado A'B'C'D’".

Portanto, para quaisquer dois quadrildteros com quatro pontos em posicao geral,
existe uma tnica transformacao projetiva que leva A em A, Bem B', C em C' ¢ D em
D.D. [ |

Teorema 2.9. Dado qualquer conjunto de cinco pontos, desde que trés deles nao sao
colineares, existe uma unica conica que passa por todos esses pontos.

Demonstracao: Considere cinco pontos A, B, C, D e E. Aplicando uma transformacao
projetiva adequada, podemos levar os pontos A, B, C e D a novos pontos A', B', C’
e D', de modo que esses pontos se tornem os vértices de um quadrado no plano de
coordenadas. Consideremos as mediatrizes dos lados do quadrado A’B’C’D’ como eixos
coordenados, onde a interseccao das mesmas é a origem do sistema de coordenadas. No
sistema considerado, os vértices do quadrado tém coordenadas (41, +1). Observemos que
a familia de curvas az? + (1—a) y?> = 1, de parametro a, passam pelos vértices. Sendo

assim, para a = 2 a curva é um circulo. As diagonais também pertencem a familia, isto

é, os pontos da forma (xg, £yo). Agora, dado Xy = (x¢, o), com xy # Fyo, temos que o

11—y .
ap correspondente ¢ dado por —; 02. Sendo assim, por cada ponto do plano, passa uma
Ty — Y
0~ Y%
tnica curva da familia. [ |

Teorema 2.10 (Desargues). As retas A Ay, B1 By, C1Ch que ligam os vértices corres-
pondentes dos tridngulos A1B1CY e /AQ.B\QCQ; intersectam-se em um unico ponto se, e

somente se, as intersecoes das retas A1 By com AyBs, B101 com BQCQ, C1 A, com CyA,
sao colineares.

Figura 2.16: Prolongamento dos lados correspondentes, intersectando-se em pontos coli-
neares.

. ; ;
Demonstracao: Suponhamos que as retas AlAg,BlBQ e (1Cy se encontrem em um
tnico ponto P (centro de projegéo). Considere os pontos Pap, Ppc € Pac as intersecoes
< <

de A,B; com Ay B, B,C} com BQCQ, A7 com \CQAQ, respectivamente, conforme Figura
2. 10l
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Consideremos a transformagao projetiva, que leve os pontos de intersecoes Pap e Pgc
ao infinito. Denotemos as projecoes dos pontos Ay, By, Cy, Aa, By e Cy por A}, By, Cy, A, B,
e Cy, respectivamente (ver Figura [2.17)).

Figura 2.17

: - TR TR e V= A=Y
No novo sistema projetivo, as retas A} B; e A,B;, assim como B{C}| e ByC,, sao
paralelas. Aplicando o Teorema de Tales, obtemos
PA}  PB) PCj
PA, PB, PC,

s . !/ ! !/ !
Consequentemente, pela reciproca parcial de Tales [3] A|C] é paralela a A,C5, o
que implica que Psc também esta no infinito. Assim, P, g, Ppo € Pjo sdo colineares no
infinito.
Portanto, os pontos Pap, Pec € Pac sao colineares.

Figura 2.18

Reciprocamente, Suponhamos que Psp, Pgc e Py sao colineares. Consideremos
que as retas A;As e O, Cy intersectam-se em P, conforme Figura . Seja X o ponto
de intersecao das retas PBy e AyBs. Neste caso, os triangulos A;C1 By e A;CyX estao
em correspondéncia projetiva pelo centro de projecao P. Sendo assim, a interseccao de
C1B; e (5X esta na reta PagPac. Mas, por hipotese, as retas C1B; e CyB; intersectam
a reta PapPsc em Ppg. Desta forma, CyBs e C5X estao na mesma reta. Logo, By = X.

Portanto, as retas A As, B, B; e O,C, intersectam-se em um tnico ponto, como queriamos
demonstrar. [
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Via de regra, transformagoes projetivas nao preservam circulos, no entanto o seguinte
fato é verdade.

Proposicao 2.11. Seja dado um circulo I' e uma reta | que nao o intersecta. Existe uma
transformacao projetiva enviando o circulo I' em um outro circulo e a reta | na reta no
wnfinito.

Figura 2.19: Circulo I' e um reta [

Demonstracao: Considere a transformacgao projetiva que leve a reta [ na reta no infinito.
Entao, sob essa transformacao, o circulo se transforma em uma conica, especificamente
em uma elipse, j4 que ela nao intersecta reta no infinito.

/
X a

Agora, aplicando a transformagao afim, podemos enviar essa elipse em um circulo.
De fato, dada uma elipse de cento O, considere o circulo «, também centrado em O,
cujo didmetro é igual ao eixo maior da elipse. Definimos uma transformacao afim que
leva cada ponto da elipse a um tnico ponto no circulo o da seguinte forma: para cada
ponto X da elipse, a semirreta de origem em O intersecta o em um tnico ponto X'. Essa
transformacao, é claramente bijetiva.

Transformagoes projetivas estao intimamente relacionadas com transformacgoes que
levam ponto em reta.

Definigao 2.12. A correspondéncia polar em relacdo a um circulo w com centro O e raio
r associa a cada ponto P do plano, distinto de O, uma reta p chamada de polar de P.
Esta reta p é perpendicular ao segmento OP, e intersecta a reta no ponto P, que é o
ponto inverso de P em relacdo ao circulo w, isto é, OP-OP’ = r2. Nessa correspondéncia,
o ponto P é chamado de polo da reta p.
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Para o ponto O, a polar é definida como a reta no infinito. Por sua vez, a polar
de um ponto no infinito é definida como a reta que passa pelo centro O do circulo e é
perpendicular as retas paralelas que que se interseccionam no ponto no infinito.

p
polar(P)

X

inverso (PNg"

.

Figura 2.20: Reta polar de P em relagao a um circulo w.

Quando que P esta fora de w, a Figura [2.20|ilustra o processo de construgao da reta
polar do ponto P. Neste caso, a reta polar de P é definida como a reta que passa pelos
pontos de tangéncia, X e Y, das duas retas tangentes a w que passam por P. De fato,
Observe que os triangulos OP'X e OXP sao semelhantes pelo caso AA, o que implica
que

oP
0X

_9X L op.oP-0OX
oP

onde OX =r.

Se P estiver no interior de w, com P # O, a reta polar pode ser determinada da seguinte
forma: trace uma perpendicular & semirreta OP no ponto P e marque os pontos de
intersecao, A e B, dessa reta com o circulo. Em seguida, construa as retas tangentes a w
nos pontos A e B, e marque o ponto de intersecao P’ dessas tangentes com a semirreta,
OP. Este ponto P’ & o inverso de P. Finalmente, trace uma perpendicular a OP passando
por P'. Esta serd a reta polar do ponto P (ver Figura . Por fim, no caso em que o
ponto P estd exatamente sobre o circulo, a reta polar coincide com a reta tangente a w
no ponto P. Com efeito, como o segmento OP é um raio, temos que OP - OP = r2. Isto
significa que P = P'.

\‘u g N \‘u | ~
O P P 0 P P
B B

Figura 2.21: Construcao da reta polar de um ponto P interno circulo w.

Mencionamos agora uma importante propriedade da correspondéncia polar.
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Proposicao 2.13. Sejam dois pontos A e B no plano e suas respectivas retas polares a
eb. Se A€b, entao a polar de A passar por B.

Demonstracao:

Suponhamos que B’ seja o ponto inverso de B em relacao ao circulo w. Consequen-
temente, a reta b (polar de B) é perpendicular a reta no ponto B’. Além disso, na
semirreta OA, consideremos X como pé da perpendicular tragada a partir de B.

Como os triangulos AB'O e BXO sao retangulos e possuem um angulo comum, eles
sao semelhantes. Dessa semelhanca, obtemos

3
S

<

(S
Q

B

O que implica que

OB-OB'=0A-0X =1°

Assim, X é o ponto inverso de A.

Agora, pela definicdo da reta polar a, temos que a = ﬁ Isso significa que, se A
estiver em b, entao B esta em a.
Portanto, B pertence a polar de A, ou seja, B € a. [ |

Isso implica que o polo de qualquer reta é a intersecao das polares de todas os pontos
pertencentes a esta reta. Dualmente, a polar de um ponto é o lugar geométrico dos polos
de todas as retas que passam por este ponto (ver Figura [2.22]).
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Figura 2.22: Conjunto de polares passando pelo ponto P.

Definicao 2.14. Dado um circulo e uma reta [, definimos a reta diametral associada a [
como sendo a reta que passa pelo polo P de [ e é perpendicular a reta [ no ponto inverso
de P em relacao ao circulo. O ponto inverso é também o polo de uma reta que, passando
pelo polo de [, é paralela a .

reta diametral

!
P inverso (P)

Figura 2.23: Reta diametral b? associada a reta [.

Desta forma, ao tomarmos uma reta paralela a uma dada reta que passe pelo seu
polo, podemos determinar o polo dessa reta tracando uma reta perpendicular que passe
pelo centro do circulo e pelo polo da reta dada. O ponto de intersecao, sobre a reta dada,
é seu polo.

Observe que, apesar das propriedades métricas mencionadas na definicao, a cor-
respondéncia polar é uma nocao projetiva. Em outras palavras, se uma transformacao
projetiva preserva o circulo dado e envia o ponto P para P’, entdao a polar de P transforma-
se na polar de P’. Isso produz um resultado importante conforme veremos na proxima
secao.
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2.3 Principio de dualidade

Um principio muito importante da geometria projetiva ¢ Principio de Dualidade.
Ele afirma que qualquer teorema formulado em termos de pontos, retas, intersecoes e in-
cidéncias permanece verdadeiro se trocarmos as palavras "pontos"por "retas", "retas'"por
"pontos"e seus derivados (concorrentes por colineares, vértice por lado, etc.), mantendo
a relagao de incidéncia entre pontos e retas. O teorema resultante dessa troca é chamado
de teorema dual. A descoberta de que teoremas validos, ao serem dualizados, geram novos
teoremas igualmente validos na geometria projetiva é geralmente atribuida ao matematico
francés Joseph Diaz Gergonne (1771-1859).

Por exemplo, se um teorema original afirma que trés retas em um plano se encontram
em um ponto, o teorema dual afirma que trés pontos estao alinhados em uma reta. De
forma anéloga, se um teorema original afirma que quatro planos passam por um ponto, o
teorema dual afirma que quatro pontos estao em um mesmo plano.

Dessa maneira, cada propriedade geométrica de uma figura possui uma propriedade
correspondente em sua figura dual.

Assim, ao provarmos uma proposicdo geométrica, estamos, na verdade, provando
duas proposigoes: a original e sua dual.

Um exemplo classico do principio de dualidade ¢ o Teorema de Pascal e o Teorema
de Brianchon. O primeiro afima que

Teorema 2.15 (Pascal). Os pontos de interse¢ao dos pares de lados opostos de um
hexdagono inscrito em um circulo sao colineares, ou seja, todos pertencem a uma mesma
reta.

Figura 2.24: Prolongamento dos pares de lados opostos de um hexagono inscrito em um
circulo, intersectando-se em pontos colineares.

Demonstragao: Seja o hexdgono ABCDEF inscrito em um circulo. Apliquemos uma
transformacao projetiva e movamos os pontos de intersecao das retas AB e , e
ara o infinito. Neste caso, as retas AB e tornam-se paralelas, assim como

e %%
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Agora, precisamos mostrar que @ ¢ paralelo a ﬁ Observe que, como ZABC
e ZDFEF tém lados paralelos, esses angulos sao congruentes. O quadrilatero BGEH ¢é
um paralelogramo. Sendo assim, os lados opostos sao iguais e os angulos opostos sao
iguais. |

Observacao 2.16. Ao fazer coincidir determinados pares de vértices no hexdgono ABCDEF,

é possivel deduzir teoremas andlogos ao Teorema de Pascal para pentagonos, quadrilate-
ros e até triangulos inscritos em uma circulo. Assim, para um caso particular, ilustrado
-

na Figura [2.24] ao fazer coincidir A com B e D com FE, as retas AB e tornam-se
tangentes ao circulo, criando uma nova configuracao, como mostrado na Figura [2.25]

7

TN P=F

Figura 2.25: Os pares de pontos A e B, assim como D e E, coincidem, formando um
quadrilatero.

Para maiores detalhes, consulte a referéncia [7]
O proximo resultado é o dual do Teorema de Pascal.

Teorema 2.17 (Brianchon). As diagonais de um hexdgono circunscrito a uma circulo
se encontram em um unico ponto.
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Figura 2.26: Hexadgono ABCDFEF circunscrito a um circulo.

Aplicando o principio de dualidade também podemos provar a proxima proposicao.

Proposicao 2.18. Dado um circulo a e um ponto C' localizado em seu interior, existe
uma transformacao projetiva que envia circulo o para outro circulo e C' para o centro do
novo circulo.

Demonstragao: Aplicando o principio de dualidade obtemos a Proposi¢ao Agora,
utilizando uma transformacao projetiva, movamos a reta polar do ponto C ao infinito.
Neste caso, o centro do novo circulo corresponde ao ponto C, ja que o polo da reta no
infinito é o centro do circulo. Assim, C' torna-se o centro do circulo transformado. [ |

2.4 Razao cruzada

Recordamos que, na geometria euclidiana plana, as propriedades das figuras estu-
dadas sao precisamente aquelas que permanecem invariantes por rotacoes, reflexoes e
translagoes, que sao denominadas de movimentos rigidos. Na geometria projetiva, por
outro lado, o foco estd nas transformacoes projetivas. Um conceito métrico fundamen-
tal nessa geometria é a de razao cruzada, o qual é invariante sob tais transformacoes
projetivas. Vamos explorar esse conceito agora.

Definigao 2.19. Sejam A, B e C' trés pontos distintos em uma reta. A razao entre esses
pontos é definida como L
(A, B;C) = A:O
BC

Dualizando, consideremos trés retas distintas, [, [y e [3 que se interceptam em um
unico ponto. A razdo entre essas retas é definida por

senZlls

l,1l5;13) =
(17 5 3) Senélglg

Agora, vamos definir a razao cruzada entre quatro pontos distintos em uma reta, a saber

Definigao 2.20. Considere A, B, C, D quaisquer quatro pontos distintos em uma reta (ver
Figura[2.27). A razao cruzada de A e B com relagao a C' e D, denotada por (A, B; C, D),
é definida como a razdo entre (A, B;C) e (A, B; D). Explicitamente, temos:

AC/BC AC BD AC-BD
AD/BD BC AD AD-BC

(A, B;C,D) = (2.2)
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Figura 2.27: Razao cruzada

Consideremos, na Figura os quatro pontos distintos A, B,C e D situados na
reta r. A partir de um ponto P, ndo pertencente a reta r, projete esses pontos em uma
outra reta s, que também nao passa por P, para obter os pontos projetados A, B',C’ e
D’. O préximo teorema apresenta uma importante propriedade sobre a razao cruzada.

Teorema 2.21. A razio cruzada de quatro pontos distintos em uma reta permanece in-
variante sob qualquer projecao.

Demonstracao: Como mostrado anteriormente, qualquer transformacao projetiva pode
ser vista como uma projecao central. Seja P o centro de projecao, Figura Tracemos
uma perpendicular de P até a reta r encontrando o ponto H. A razao cruzada pode ser
expressa como

o 1HP-AC Apapc 1AP.CP sens/AprcC
(A,B;C,D) AC/BC  1HPBC  ZAnpro 15pcp senzpc  senZAPC -sen/BPD
" AD/BD 3HPAD - Asapp - jAP-DP SeNZAPD  gen/BPC - sen/APD
1HP-BD AaBPD 1BP-DP Sen/BPD

Figura 2.28

Agora, tracemos uma perpendicular de P até a reta s, obtendo o ponto H’, e aplique
0 mesmo argumento acima. Isso resulta em
_ACT B'D sentA'P'C'-sen/B'P'D
- BIC" A'D' sen/B'P'C'-sen/A'P'D'

(AI, B/, C/, D/>
Logo, temos a igualdade

sen/A'P'C" - sen/B'P'D’ B sen/APC -sen/BPD
sen/B'P'C"-sen/A'P'D'  sen/BPC -sen/APD

. Portanto, concluimos que

(A,B;C,D) = (A",B;C'", D"
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O Teorema permite-nos definir a razao cruzada na situagao dual. Consideremos
quatro retas distintas a, b, c e d que se intersectam em um ponto P. Suponhamos que estas
retas sejam cortadas por quaisquer retas r e s, que nao passam por P, nos conjuntos de
pontos A, B,C,D e A", B',C’, D', respectivamente. Pelo que acabamos de ver

(A,B;C,D)=(A",B;C", D"
Isto sugere a seguinte definicao:

Definicao 2.22. A razao cruzada, em qualquer ordem, de quatro retas a,b,c e d em um
ponto P é definida como a razao cruzada, na mesma ordem, dos quatro pontos A, B, C, D
onde estas retas sao interceptadas por qualquer reta que nao passe por P. Em outras
palavras

(a,b;c,d) = (A, B;C,D) = (c,a;d,b) = (C, A; D, B), e assim por diante.

A razao cruzada implica que, se as imagens de trés pontos na reta sao conhecidas,
as imagens dos demais pontos sao determinadas de maneira tnica. De fato, sejam A, B
e C trés pontos numa reta r, e A, B’ e C' suas imagens através de uma transformacao
projetiva. Suponhamos que as imagens A, B’ e C’ estdao em r’. Agora, dado D em r,

para determinarmos sua imagem, basta obtermos o tinico X’ em 7’ tal que (A, B;C, D) =
(A, B, C', X7).

Teorema 2.23 (Pappus). Se Ay, By, Cy estao em 1y e Ay, By, Cy em Iy, entdo os pontos
de intersecao das retas A132 e AgBl, BlC’g e BQC’l, C'lAg e CgAl sao colineares.

l> As B, Cy

Figura 2.29: Trés pares de retas se intersectam em trés pontos colineares.

Demonstragao: Aplicando uma certa transformagao projetiva, podemos mover os pon-
. ~ . 4
tos de intersecao entre as retas A; B, e A5 By, assim como as retas Bng e B102 e BQC'l, ao

infinito. Como resultado, as retas A; By e Ay By tornam-se paralelas, bem como as retas
Eng (& j?gcl.
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Figura 2.30

Sejam agora X e Y os pontos de intersecao das retas A1 By com B1Cy e AyB) com

2C'1, respectivamente, conforme Figura Observe que os triangulos X A1 By e Y B;C}
sao semelhantes (caso AA), assim como Y A By e X ByCy. Sendo assim,

XA, _XB 2.3)
YB, YC(C '
XC, XB, (2.4)
YB, YA, '

Como, o quadrilatero X B1Y B, é um paralelogramo, temos de (2.3) e (2.4) que

XCQ YAQ == XBQ YBQ

= YBl . XBl
= XA -YC,
Dessa forma, obtemos a relacao
XA, YA
X0, Y,

Além disso, como Al)A(Cg = Ag?C’l, os triangulos A; XC5 e AyY () sao semelhantes.
—_~ —_ . . ~
Consequentemente, temos Co A1 X = C1A5Y, o que implica que as retas A;C5 e A;C sao
paralelas. Assim, os trés pontos sao colineares no infinito.
Portanto, os pontos de intersecao das retas AIBQ e AyBi, Bng e BQC’I, C’lA2 e
(C5A; sao colineares, como queriamos demonstrar. [ |

2.5 Alguns fatos geométricos do triangulo

Nesta secao, abordaremos algumas propriedades fundamentais da geometria do tri-
angulo, que serao essenciais na demonstracao de alguns resultados importantes.

Definicao 2.24. Uma ceviana de um triangulo é um segmento que liga um vértice a um
ponto do lado oposto. Em outras palavras, se X,Y e Z sao pontos nos lados BC, AC e
AB, respectivamente de um triangulo ABC' os segmentos AX, BY e C'Z sao cevianas.
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Teorema 2.25 (Ceva). Sejam X,Y e Z pontos sobre os lados BC, AC e AB, respecti-
vamente, do tridngulo ABC. Os segmentos AX, BY e CZ intersectam-se em um ponto
P se, e somente se,

BX OY A7
XC YA ZB
Usando o Principio de Dualidade, ao invés de demonstrarmos o Teorema de Ceva,
demonstraremos o seu dual, que é o Teorema de Menelaus.

Teorema 2.26 (Menelaus). Sejam X,Y e Y pontos sobre as retas suportes dos lados
AB, AC e BC, respectivamente, mas nao todos situados sobre os lados do tridngulo ABC.
Os pontos X,Y e Z sdao colineares se, e somente se, a sequinte relacao for satisfeita:

XA ZB YO _,

XB ZC YA

B C

Figura 2.31: Pontos colineares X, Y e Z sobre os lados do triangulo ABC.

Demonstracao:

Figura 2.32

Inicialmente, vamos supor que os pontos X, Y e Z sao colineares, com X e Y situados

sobre as retas AB e AC', respectivamente, e Z localizado sobre o prolongamento de BC,
conforme mostrado na Figura . Sejam AR, BQ e CS as perpendiculares tracadas a
partir de A, B e C, respectivamente, sobre a reta que passa por X,Y e Z.

Observe que os triangulos ARX e BQX sao semelhantes pelo caso AA, assim como
os triangulos BQZ e C'SZ. Entao,

XA AR ZB  BQ

et —_— e _ = =

XB BQ ZC  CS
Além disso, os triangulo ARY e C'SY também sao semelhantes pelo caso AA. Conse-
quentemente, temos
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Portanto,

XA'ZB'YC’_AR.BQ.@_l
XB ZC YA BQ CS AR
XA ZB YC
XB ZC YA
7 sao colineares. Seja X' um ponto sobre o lado AB, tal que X', Y e Z sao colineares,
conforme indicado na Figura [2.33

Reciprocamente, suponhamos = 1. Queremos provar que X,Y e

Figura 2.33

Pela primeira parte da demonstracio, ja sabemos que se X', Y e Z sao colineares,
vale a equagao

X'A ZB YC
X'B ZC YA
Portanto,
XA 7B YC_l_X’A ZB YC
XB ZC YA — X'B ZC YA
Simplificando os termos comuns, concluimos que
XA XA
XB X'B

Como X e X' sao pontos pertencentes ao lado AB, da equacao temos que

X _ax
AB AB

Sendo assim, AX = AX’. Como X e X’ estdao na mesma semirreta de origem A, temos

que X = X'. Portanto, os pontos X, Y e Z sao colineares, o que completa a demonstracao.
[ |

Definicao 2.27. Seja ABC um triangulo qualquer e P um ponto no plano, distinto dos
vértices A, B e C. As reflexdes das retas ({AHP, e C'P em relacao as bissetrizes dos
angulos ZBAC, ZABC e ZAC B, respectivamente, intersectam-se em um ponto P’. Este
ponto é chamado de conjugado isogonal de P em relacao ao triangulo ABC.
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Figura 2.34: Conjugado isogonal

A transformacao que associa cada ponto do plano projetivo ao seu conjugado isogo-
nal é chamada de conjugacao isogonal.

A partir dessa definicdo, podemos mencionar algumas propriedades elementares da
conjugagao isogonal:

1. Se P nao estiver sobre nenhuma das retas que contém os lados do triangulo, entao
o conjugado isogonal de P, P’, é determinado de forma tnica. E imediato que um
é o conjugado isogonal do outro. Neste caso, dizemos que P e P’ sdo isogonalmente
conjugados.

2. O conjugado isogonal de um ponto situado sobre uma reta que contém um dos lados
de um triangulo é o vértice oposto a esse lado.

3. A conjugacao isogonal fixa exatamente quatro pontos do plano: o centro do circulo
inscrito (incentro) e os trés centros dos circulos ex-inscritos do triangulo.

Proposicao 2.28. Se P estd sobre o circulo circunscrito ao tridangulo ABC', entdo o
conjugado isogonal de P € o ponto da reta no infinito, na direcdio perpendicular a reta de
Simson de P em relacio a ABC, ou seja, a reta que passa pelas projecoes de P aos lados
do tridngulo ABC.

Demonstracao:

Figura 2.35
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Consideremos o caso indicado na Figura Os demais casos sao tratados de forma
analoga. Suponha que o ponto P esteja sobre o circulo circunscrito ao triangulo ABC.
Considere as projecoes P, e P. de P sobre os lados AC' e AB, respectivamente. Seja X

o ponto de intersecao da reta de Simson de P com a reta r, que é a reflexdo de AP em
relacdo a bissetriz do angulo ZA. O quadrilatero PAP,.P, é inscritivel, logo

AP.P, = 180° — APP,
= 180° — (90° — PAP,)
= 90° + PAP,
= 90°+ XAP,

Utilizando o fato de que o angulo exterior de um triangulo ¢ igual a soma dos dois angulos
internos nao adjacentes, concluimos que AX P, = 90°

Figura 2.36

Agora, considere os pontos Y e F, intersecoes da reflexdo da reta PB relativo a
bissetriz do angulo /B, respectivamente, com a reta de Simson e com jﬁ (ver Figura

[2.36). Assim, temos
ABY = PBC (2.6)
Como o quadrilatero ABC'P ¢ inscritivel, segue que
BPC = BAC = BAP, (2.7)
A partir de e , implica que
BCP = AFB = P.P,P
Além disso, como o quadrilatero AP.P,P ¢é inscritivel, vem que
PAF =P.PP, e APP.=P.BF

Como PP,P. = 90° + FB,P, e AFY = FP,P, + FY P, = PP,P.. Logo, FY P, = 90°.
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Figura 2.37

Por fim, nas notacoes da Figura P, ¢ a projecao de P no prolongamento do
lado BC, o ponto %a reflexao de P relativa a bissetriz do angulo ZC' e Z é o ponto de

intersecao da reta P'C' com a reta E—P_; Pela condicao isogonalABéP’ inaP.
Observe que o quadrilatero PP,C P, é inscritivel, entao beC = beaC’. Além disso,

ZBCP' e £ZCP, sao opostos pelo vértice, o que implica BCP' = ZCP,.

como P,PC + PCP, =90°, entao

P,ZC = 180° — (P,P,C + P,CZ)
— 180° — (P,PC + BCP))
= 180° — (R,PC + PCP,)
= 180° —90°
90°
Portanto, o isogonal de P é o ponto no infinito. [ |

Utilizando a conjugacao isogonal, provaremos o Teorema de Pascal de maneira bas-
tante geral.

Teorema 2.29. (Pascal) Sejam seis pontos A, B,C, D, E e F situados sobre uma conica.
Entao, as intersecoes das retas j@ com ﬁ, % com e % com m sao colineares.

Figura 2.38: Teorema geral de Pascal

Demonstracao: Consideremos as posicoes dos pontos A, B,C, D, E e F como na Figura
Os outros casos sao tratados de forma andloga.
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Aplicando uma transformacao projetiva, podemos transformar a cénica em um cir-
culo. Neste configuragio, os pontos A, B,C, D, E e F estdo no circulo (ver Figura [2.39).

Figura 2.39

Sejam X,Y e Z os pontos de intersecao das retas fﬁ com ﬁ, % com ﬁ e ﬁ
com C%, respectivamente. Queremos provar que X,Y e Z sao colineares.

Observe que os angulos ZBAF e Z/BCF sao iguais, pois ambos subtendem o mesmo
arco no circulo. Da mesma forma ZCDE ¢ igual a ZCFE. Além disso, o triangulo AZD
é semelhante a CZF pelo caso AA, pois ADZ = ZFC, e os angulos ZAZD e Z/CZF sao
opostos pelo vértice.

Consideremos a similaridade que transforma o triangulo AZD no triangulo CZF'.
Para construir o ponto X', proceda da seguinte forma: sobre a reta suporte de FZ,
com vértice em F' e um dos lados a semirreta ﬁ, construa o angulo de medida XDZ.
Analogamente, sobre a reta suporte de C'Z, com vértice em C' e um dos lados a semirreta
CZ, construa o angulo de medida XAZ. Os outros dois lados dos angulos descritos se
interseccionam em X'. Observemos que XZA = X'ZC.

A transformagao de similaridade faz com que no triangulo CZF, X' seja tal que
X'FZ =XDZ e X'CZ = XAZ. Logo, pela defini¢ao de isogonalidade X’ ¢ o conjugado
isogonal de Y. Portanto, temos que AZX = CZX' = FZY, o que prova que os pontos
X,Y e Z sao colineares. [ |

Novamente, o dual desse teorema também generaliza o Teorema de Brianchon, como
podemos ver abaixo.

Teorema 2.30. Sejam 1,1y, ...l seis retas tangentes a uma mesma conica, e sejam

. ~ ~ 7
A;j os pontos de intersecao das retas l; e l;. Entao, as retas AjgAss, AsgAsg € AssAg se
intersectam em um unico ponto.
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Figura 2.40: Dual do Teorema geral de Pascal.

2.6 Eixo radical e lapis de circulos

Definigao 2.31. Seja o circulo de centro O e raio r, e um ponto P. A expressao Pot(P) =
OP° — 2 é chamada de poténcia de P em relacao ao circulo.

Essa definicao implica que a poténcia de um ponto P é igual a zero quando P estéa
sobre o circulo, é positiva quando P esta fora do circulo, e negativa quando P estd dentro
do circulo.

Lema 2.32. Dado um circulo de centro O e raio v, e um ponto P interior (exterior) a
este circulo. Considere uma reta que passa por P e intercepta o circulo nos pontos A e
B. O produto PA - PB independente da escolha da reta e € igual ao valor absoluto da
poténcia de P em relacao ao circulo.

Demonstracao:

Figura 2.41

Suponhamos que o ponto P exterior ao circulo (o caso em que P ¢ interior é tratado
de forma analoga). Consideremos duas retas passando por P, sendo que a primeiro
intercepta o circulo nos pontos A e B, e a segunda nos pontos C' e D, como indicado na
Figura [2.41] observe que os triangulos PAD e PC B sao semelhantes, pois compartilham
o angulo ZP e os angulos ZPBC e /P DA sao iguais, ja que subtendem os mesmos arcos.
Portanto, pela semelhanca de triangulos, temos

P:A:: — PA-PB=PC-PD
PC
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Agora, resta mostrar que essa expressao é igual ao valor absoluto da poténcia de P
em relacao ao circulo. Considere uma reta passando por P e pelo centro do circulo O.
Entao, o produto das distancias de P as intersecoes com o circulo dos pontos é igual a

(W+T>(W—T>=W2—T2. |

Teorema 2.33. Sejam wy e wy dois circulos nao concéntricos. O lugar geométrico dos
pontos P no plano para os quais as poténcias de P em relacao a wy e wy G0 tguais, isto
é, Pot,, (P) = Pot,, (P), é uma reta perpendicular a reta que conecta os centros de wy e
wa. Esta reta € denominada o eizo radical dos circulos wi e ws.

Demonstracgao:

Figura 2.42

Suponhamos que os dois circulos w; e wy se intersectam. Trace uma reta passando
pelos pontos de intersecao A e B (ver Figura . Afirmamos que esta reta é o eixo
radical dos dois circulos. De fato, consideremos o ponto P arbitrario na reta j@, externo
aos dois circulos (o caso em que P ¢ interno ¢ tratado de forma andloga). Pelo Lema [2.32]
a poténcia de P em relacdo a ambos os circulos é dada por PA - PB, e os sinais destas
poténcias coincidem. Além disso, como os triangulos O1AB e O3 AB sao iso6sceles, a reta

105 (a reta que une os centros dos circulos) é a bissetriz do angulo formado por esses
triangulos e é perpendicular a reta ﬁ Portanto, a reta 1@ é o eixo radical dos circulos.

Figura 2.43

Para o caso em que os dois circulos nao se intersectam, Figura [2.43] consideremos
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um ponto P no plano tal que Potw;(P) = Potwy(P). Temos que

PO, —r} = PO,—12 &
PO, = PO, = 12 =12

ou seja, se, e somente se, a diferenca dos quadrados das distancias de P aos pontos O; e

O,, respectivamente, for constante e igual a r? — 7.

s
Agora, considere D o pé da perpendicular baixada de P a reta OO0, e suponhamos
que D pertence ao segmento 010, (Figura [2.43). Nesse caso, temos que

PO, -~ PO, = (PD +DO,’)—(PD’+D0y)
_ D—012 _ D—022
— (DO; + DO,)(DO; — DO)
— 0,05(0,0; — 2D03),

—2 =2
Dessa forma, temos que PO, — PO, = r7 —r3, se, e somente se,

uma expressao constante.
Os casos em que os circulos sao disjuntos, um contido no outro, ou tangentes podem
ser tratados de maneira analoga. |

Agora, suponhamos que trés circulos sao dados. Se seus centros nao forem colineares,
entao os eixos radicais de dois pares desses circulos se intersectam em um ponto. As
poténcias desse ponto em relagao aos trés circulos sao iguais, e, portanto, o terceiro eixo
radical também passa por ele. Esse ponto é chamado de centro radical dos trés circulos.
Se os centros dos circulos estao em uma reta, entao os eixos radicais sao paralelos ou
coincidem. Neste ultimo caso, os circulos sao ditos coaxiais.

Figura 2.44: Ponto P ¢ o centro radical.

O conjunto de todos os circulos coaxiais com dois circulos dados é chamado de ldpis,
ver Figura Se os circulos que definem o lapis se intersectam em dois pontos, o
lapis consiste em todos os circulos que passam por esses pontos, sendo entao chamado
de lapis € hiperbolico. Se os dois circulos sao tangentes, qualquer circulo do lapis seréd



68

tangente a reta tangente comum no ponto de tangéncia, e o lapis é chamado de parabdlico.
Finalmente, dois circulos sem intersecao dao origem ao ldpis eliptico. Além disso, dois
circulos degenerados em pontos no lapis eliptico sao chamados de pontos limites de lapis.

a) Lapis hiperboélico
(a) Lap b (b) Lapis parabélico

(c) Lapis eliptico

Figura 2.45: Lapis de circulos.



Capitulo 3

Propriedades Projetivas das Conicas

A analise das conicas no campo da Geometria Projetiva proporciona uma com-
preensao mais profunda de suas propriedades distintivas. Ao explorar as propriedades
projetivas dessas curvas, introduzimo-nos em um dominio de transformacoes e relagoes
intrinsecas que revelam a riqueza e complexidade inerentes a essas formas matematicas.
Neste capitulo, mostraremos as caracteristicas fundamentais das conicas sob a perspectiva
projetiva.

3.1 Razao cruzada em uma conica

No capitulo 2, demonstramos que ao projetar quatro pontos colineares a partir de um
ponto P situado fora de uma reta, obtemos um invariante numeérico conhecido como razao
cruzada. Esta grandeza permanece constante, independentemente da posicao especifica
do ponto de projecao P. Agora, buscamos estender esta propriedade para uma conica.
Assim, comecando com um circulo w, consideremos os pontos A, B, C, D em w e os
pontos A", B',C" e D', formados pelas intersecoes de PA, PB, e com uma reta [,
vamos mostrar que (A, B;C, D) = (A', B'; C', D"). De fato, ja sabemos que

’ /" ¥ N\

Figura 3.1: Razao cruzada em um circulo w

IRl N Sen(a—’—ﬁ).sen(ﬁ—i_e)
B D) = e+ 51 0) - sen(d)

69
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Figura 3.2: O triangulo ACO é isosceles e M é o ponto médio de AC

Observe que o triangulo ACO é isosceles de base AC. Além disso, OM & bissetriz do
ZAOC relativa a base AC. Portanto, aplicando a Lei dos Senos, temos que AC =
2 Rsen(a + ). Da mesma maneira, procedemos com BD, BC' e AD. Dai,

AC-BD  2Rsen(a+ f)-2Rsen(f+6) sen(a+ 3)-sen(S +6)
AD-BC 2Rsen(a+3+0)-2Rsen(B) sen(a+ 3+0)-sen(B)
Logo, (A,B;C,D) = (A", B;C", D").

=(A,B;C,D)

Este resultado amplia a invariancia da razao cruzada para o contexto de um circulo,
porém com uma leve restricao: o ponto de projecao deve estar localizado sobre o proprio
circulo. Agora, estendemos essa invariancia para conicas em geral.

Sabemos que uma conica é a projecao de um circulo e que qualquer propriedade do
circulo que seja invariante sob transformacoes projetivas, também serd uma propriedade
da conica. Portanto, a razao cruzada para os quatro pontos A, B, C, D na cOnica é definida
da mesma forma que no circulo. Para isso, considera-se uma reta arbitraria r e um ponto
X adicional na conica que nao pertence a reta r (conforme ilustrado na Figura 1.3), e
define-se a razdo cruzada de (A, B; C, D) como sendo igual a razdo cruzada (A, B'; C', D").

S X -

Figura 3.3: A razao cruzada (A, B;C,D) = (A", B’;C', D"

As conicas tem as seguintes propriedades fundamentais em relacao a razao cruzada:

Proposicao 3.1. Dada uma cénica K e quatro pontos A, B, C e D pertencentes a
ela (vide Figura 1.4), entao para qualquer ponto P pertencente a K, a razao cruzada

(ﬁ‘l, ﬁ; %, %) ¢ independente de P.
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B C

Figura 3.4: Razao cruzada na Conica

Demonstragcao: Sabemos que uma conica pode ser obtida como a imagem de um circulo
por meio de uma transformagao projetiva, como ilustrado na Figura|3.5, No circulo, Pelo
Teorema do Angulo Inscrito, conforme a Figura a esquerda, temos que APB =
P’B e analo amente para as demais cordas BC e CD Dessa forma, a razao cruzada
A % é independente da posicao do ponto P no circulo. Como a razao
cruzada 1nvar1ante sob uma projecao, essa propriedade se mantém valida para qualquer
coOnica, através de uma transformacao projetiva.

Figura 3.5: A conica imagem de uma circulo por uma Trasnformacao projetiva

Vamos explorar agora a reciproca dos teoremas de Pascal e Brianchon, os quais serao
uteis nas demonstracoes de alguns resultados geométricos.

Teorema 3.2. (O inverso do Teorema de Pascal) Sejam X;,i = 1,..,6, quaisquer
seis pontos distintos no plano. Se os pontos de intersecoes das retas X1X5 e X4X;, Xo X5

7 . ~ . A . - -
e X5X6 e X3X4 e X6X1 forem colineares, entdo existe uma coénica Uunica que passa por
todos esses seis pontos.
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Figura 3.6: Razao cruzada na conica

Demonstragao: Sabemos que, para quaisquer cinco pontos em posicado geral, existe
uma tnica cdnica que passa por esses pontos. Seja « a cOnica passando passando por
Xl,XQ,Xg,X4 e X5 Consideremos A B e C' os pontos de intersecoes das retas X; X, e
X4X5, X2X3 e X5X6 e X3X4 e XﬁXl, e seja Y o ponto de intersecao de o e BX5, tal que
Y # X5. Pelo Teorema [2.29) (Pascal), a intersecao entre m e X’Y}_} estd na reta A
isto é, Xz X,NX; Y =C. Logo , Y coincide com Xg.

Ao dualizarmos o Inverso do Teorema de Pascal, obtemos o inverso do teorema de
Brianchon, que para provéa-lo, precisamos do proximo resultado.

Proposicao 3.3. Sejam cinco retas no plano tais que trés quaisquer nao sao concorrentes.
Entao, existe uma unica cénica tangente a essas cinco retas.

Demonstrag¢do: Aplicando o Principio de Dualidade, obtemos o Teorema[2.9que afirma
que, dados cinco pontos em posicao geral, existe uma tnica conica que passa por esses
pontos. [ |

Teorema 3.4. (O inverso do Teorema de Brianchon) Sejam l;,i =1,...,06, seis

retas distintas quaisquer no plano e A;; a intersecao del; e l;. Se as retas A Ays, AgsAsg

e AsyAg1 intersectam em um 1inico ponto, entao existe uma tunica conica tangente a todos
0s ;.
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Demonstracao:

Pelo Proposicao dadas cinco retas tangentes, existe uma tnica conica tangente
a todas as cinco reta. Sejam o a conica tangente as retas [; e A;;. Consideremos o ponto
\ \

P interseccao das retas A1 Ays, AgsAsg e AsiAgr, onde Asg € 15 e Agy € 1. Seja agora, a
reta r tangente a « tal que rNls = {X} e rNl; = {Y'}. Pelo Teorema [2.30] (Brianchon), o
ponto de intersecao das diagonais do hexagono A5 As3A34A45 XY circunscrito a o coincide
com P, de maneira que X = Asg e Y = Ag. Logo, r coincide com a reta AsgAg = lg. W

3.2 Correspondéncia polar: polo e polar

Podemos generalizar o conceito de reta polar para quaisquer conicas, definindo e
construindo a reta polar associada a um ponto dado.

Sejam uma conica e um ponto A, pertencentes ao mesmo plano. Consideremos
uma transformagao projetiva arbitraria que leve a conica em um circulo. Através de uma
transformacao projetiva dada, sejam A’ a imagem de A e ' a reta polar de A’ relativa ao
circulo dado. Desta forma, definimos a polar de A como sendo a imagem inversa de a’.
Vejamos, como a pode ser construida no plano da conica dada.

Figura 3.9: Construgao da reta polar de A em relacdo a um conica

Sejam duas retas passando por A e intersectando a conica nos pontos By, By e Cy, Cs.
Consideremos B e C os pontos de interseccao das retas tangentes a conica nos pontos By
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e By e (] e (5, respectivamente. Sendo assim, a reta polar a de A é definida como a reta
que passa por B e C. Mostremos que, de fato, a reta que passa por B e C' é a imagem
inversa de a’, que é a polar de A’, conforme Figura [3.9

Sejam Bj, B,, C] e C5 os pontos de intersecgiao das retas que passam por A’ com
o circulo. Considerando B’ e C” os pontos de intersec¢ao das tangentes ao circulo que
passam por Bj e Bj e C] e C, respectivamente, temos que as polares de B’ e C' sdo as
retas que passam por By e Bj e C] e Cy, respectivamente. Como A’ pertencem as polares
de B’ e (', entdo a polar de A’ passa por B’ e (', como queriamos demonstrar.

Como transformagoes projetivas preservam as interseccoes e tangéncias de retas e
conicas, a reta a nao depende da escolha da transformacao projetiva utilizada. Além
disso, pela Proposicao , do Capitulo 2, podemos observar que as retas m e m
sao, respectivamente, as polares de B e C.

Uma outra maneira de construir a reta polar a é a seguinte:

Figura 3.10: Construcao da reta polar de A em relacdo a um conica

A partir de um ponto A no plano, externo a uma conica dada (ver Figura [3.10),
tracamos duas retas secantes, respectivamente, passando pelos pontos By, By e C, Cs.
As retas m e m se intersectam em um ponto (). As retas tangentes em B; e B se
intersectam no ponto U. Por fim, marcamos os pontos de intersecao R das retas B;C5
e m Pelo Teorema de Pascal, e Observacao , os pontos ), U e R sdo colineares.
Logo, a reta a passa pelos pontos (), U e R. Particularmente, se A é o centro de uma
elipse ou uma hipérbole a reta polar serd a reta no infinito.

Figura 3.11: A direita, o ponto P esta no interior de uma elipse, e sua reta polar é definida
pelos pontos E e F.

Para o caso em que ponto P esteja no interior da cénica, mas nao coincida com o
centro, facamos da seguinte forma: trace duas retas passando por P e marque os pontos
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A,B,C e D, que sao as intersecoes dessas retas com a conica (ver Figura . Em
seguida, trace as retas Zg e @, e denote seu ponto de intersecao por E. De modo
analogo, trace as retas ﬁ e %, e denote o ponto de intersecao por F. A reta ﬁ é,
entao, a reta polar do ponto P. De fato, pela construcao acima, a reta que passa por P
e F é a polar do ponto F, ja a reta que passa por P e F' ¢é polar de E. Sendo assim, a
polar de P, é a reta que passa pelos pontos E e F'.

A relacao estabelecida acima entre os pontos e as retas relativas & conica é deno-
minada de correspondéncia polar relativa a conica. A reta a é chamada de polar de A,
enquanto que A é o polo de a. Procedendo como acima, é imediato que as propriedades
da correspondéncia polar no circulo estende-se naturalmente para as conicas.

Em particular, podemos definir a reta diametral associada a uma reta em relacao a
uma conica. Observando que ja temos a definicao de reta diametral no circulo, aplicamos
uma transformacgao projetiva que leva a conica a um circulo e a reta para sua imagem
transformada. Dessa forma, A imagem inversa desta reta é a reta diametral da reta dada
relativa a conica.

Nosso objetivo agora é descrever, assim como fizemos para a reta polar em relacao a
uma conica, o procedimento para construir a reta diametral de uma dada reta em relacao
a uma conica.

polar(P')

polar(P')

reta diametral

Figura 3.12: Construcao da reta diametral dado uma reta r e um conica.

Para isso, consideremos uma reta r e uma conica (Figura . Seja P o polo da
reta r, isto é, o ponto de intersecao de todas as retas polares de cada ponto de r em relacao
a conica. Em seguida, tomamos a reta paralela a r que passa por P e determinamos o
seu polo, que estara sobre a reta r. A reta diametral de r é entao a reta que passa por P
e pelo polo (inverso de P) em r da reta paralela a r.

Essa construcao permite definir a reta diametral de maneira semelhante & definicao
de retas polares, estendendo o conceito para qualquer conica.
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Figura 3.13: A reta polar do ponto P passa pela reta Zg no ponto Q).

Agora, observemos que se uma reta p é a polar de um ponto P e uma reta arbitraria
passa por P intersectando p em ) e a conica nos pontos A e B (Figura , entao
(P,Q; A, B) = 1. Para provar esse resultado, vamos considerar o caso em que a cOnica é
um circulo. Para isso, tracamos outra reta passando por P e intersectando a circulo em
dois pontos distintos, C' e D. Pela construcao da polar, as retas e AD se intersectam
em p em um ponto, digamos E (ver Figura e as retas % e @ em R.

Figura 3.14

Assim, aplicando o Teorema de Ceva no triangulo ABE, obtemos

AQ BC ED _,

= (3.1)
QB CE DA
Aplicando o Teorema de Menelaus no triangulo ABFE, temos
AP BC ED
N _ (3.2)
BP CE DA

Dividindo (3.2)) por (3.1]), temos

_AP/PB _AP-QB
~ AQ/QB AQ-PB

= (P,Q; A, B)
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Figura 3.15: Reta polar de a em relagao a um conica degenerada de 2° grau

Observemos que a tltima construcao que fizemos da polar de uma conica se aplica

a conicas degeneradas, ver Figura[3.15] Considerando a conica constituida por duas retas

l; e Iy concorrentes em O, temos, dado um ponto A, sejam duas retas que passam por

A, intersectando [, e [y nos pontos B, By e (1, Cs, respectivamente, como indicado na

Figura Sendo assim, a reta que passa por O e pela interseccao das retas m) e

21 € a reta polar. E, novamente, por pelos Teoremas de Ceva e Menelaus, temos que
(I1,l2; 0A, a) = 1.

O

Figura 3.16: Elipse de centro O, a reta polar p passando por O e o ponto P no infinito

Agora, levando P para o infinito, sua polar passa pelo centro do circulo, e a reta
que passa por A e B é a polar do ponto de interseccao das tangentes ao circulo por A e
B. Consequentemente, p é a mediatriz da corda AB pelo ponto Q. Disto, segue-se que
os pontos médios de todas as cordas paralelas a uma dada reta estao sob uma reta que
passa pelo centro do circulo. Em particular, se a conica é uma elipse ou uma hipérbole,
entao os pontos médios de todas as cordas paralelas a uma reta fixa estao em uma reta
que passa pelo centro da conica. Se a cdnica é um parabola, os pontos médios das cordas
paralelas a uma reta fixa estdo em uma reta paralela a seu eixo. A proxima proposicao
mostra este tultimo fato.
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Figura 3.17: Elipse com cordas paralelas a uma reta fixa, e a reta p passando pelos pontos
médios dessas cordas

Proposicao 3.5. Sejam duas retas paralelas que intersecta a pardbola nos pontos A, B e
C, D, respectivamente. Entdao, a reta que liga os pontos médios dos segmentos AB e CD
€ paralela ao eixo da pardbola.

1 [

Figura 3.18: Reta paralela ao eixo da parébola.

Demonstragao: Apliquemos uma transformacao afim que leva as retas dadas a retas
paralelas a diretriz da parabola. Com isso, a reta que conecta os pontos médios dos
segmentos AB e C'D sera, naturalmente, transformada no eixo da parabola. Além disso,
a transformacao afim preserva o paralelismo entre as retas que sao paralelas ao eixo
da parabola. Essas retas intersectam o ponto de tangéncia da parabola com a reta no
infinito. [ |

Definicao 3.6. A curva dual de uma curva suave é o conjunto dos duais de todas as retas
tangentes a curva. Dada uma curva ¢, denotamos a curval dual de ¢ por R(y).
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a = polar(A)

Figura 3.19: Exemplo da curva polar associada a curva .

O exemplo de curva dual de uma curva suave que nos estamos interessados é aquela
associada correspondéncia polar. Neste caso, a curva dual é o conjunto dos polos de todas
as tangentes & curva relativos a um dado circulo, que passamos a denominar de curva
polar relativa ao circulo dado, conforme Exemplos 3.19] e [3.20]

Figura 3.20: Curva 7 e sua curva polar.

A proposicao a seguir estabelece uma propriedade importante da operacao de dua-
lidade.

Proposigao 3.7. Seja ¢ uma curva e R(p) a curva dual de . Entdo, R(R(p))=¢.

Demonstracao:
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Suponha um ponto X movendo-se ao longo de ¢ em direcao a A. FEntao, as in-
tersecoes das retas tangentes em X e A convergem para A. Seja Y a intersecao das
retas tangentes x e a. Ao considerarmos as duais de x e a na curva R(p), notamos que
R(x) tende a R(a), logo o segmento R(xz)R(a) tende a tangente de R(p) em R(a). Mas

R(z)R(a) nada mais é que R(Y'), e portanto R(Y') tende a tangente de R(y) em R(a).
Entdo, o dual de R(Y') tende ao dual da tangente em R(a). Porém este é o ponto Y, sob
movimento, tende a A. Segue-se que o dual da tangente em R(a) é A. Mas isso implica
que os duais das tangentes para R(y) formam a curva ¢. |

Proposicao 3.8. A curva polar de um circulo com relagao a outro circulo € uma conica.

Demonstracao:

Figura 3.22

Consideremos um circulo w com centro O e w; um circulo com centro em O;. Vamos
assumir que O esta fora de w; (ver Figura. Suponhamos que a inversao em relacao a
w transforma w; em um circulo wy centrado em O,. Neste caso, ws nao passa pelo centro
de w, conforme o Teorema item |4, Entdo, seja p(X) a reta passando por X em wy e

perpendicular a . Ela é a polar do inverso de X com relagao a w. Observemos que a
medida que X se move ao longo de ws, sua reta correspondente varre o conjunto das retas
polares de pontos de wj.

Vamos mostrar que o conjunto de todas essas retas sao tangentes a uma conica.
Consideremos O a reflexao de O relativa ao ponto Oy e O” a reflexao de O relativa ao
ponto em X. Note que O’O" é o diametro de w,, pois pelo Teorema da base média do

triangulo OO'0", temos que O'O” = 20,X. Suponha Y seja a intersecao entre W e
p(X). Entao, como p(X) é perpendicular no ponto médio de OO”, o triangulo OYO" é
isosceles, pois YO = YO”. Além disso, OY X = XY O". Portanto, p(X) & tangente a
uma hipérbole em Y, de focos O ¢ O’ e cujo valor absoluto da diferenca das distancias de
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Y aos focos ¢ o diametro de wy, j4 que |OY — O'Y| = [0"Y — O'Y| = 20,X. Além do
mais, a medida que X percorre wy, 0 ponto Y percorre toda hipérbole.

Por fim, se O esta dentro de wy, argumentando de modo analogo, a curva polar sera
uma elipse. Por outro lado, se O estd em w; a curva serd uma paréabola. [ |

Devido a equivaléncia projetiva das conicas, podemos generalizar a proposicao an-
terior como segue.

Teorema 3.9. A curva polar de uma conica com relacdo a outra conica é também uma

conica (Figura [3.23).

Figura 3.23: A curva polar da conica I' em relagdo a conica I'y é uma hipérbole.

Demonstragcao: Sejam as conicas I' e I'1. Escolhamos cinco pontos X7, Xo, X3, X, e X5
sobre a conica I' cuja curva polar consideramos. As retas polares desses cinco pontos em
relacao a I'y sao tangentes a alguma outra conica, que chamaremos de a.

Seja X um ponto movendo-se sobre I'. Sendo assim, o Teorema [2.29 pode ser
aplicado aos pontos Xi, Xo, X3, X4, X5 e X. Por dualidade, o Teorema de Brianchon
pode ser aplicado as retas polares destes pontos. Segue-se que as retas polares dos pontos
colineares X1 Xo N X, X5, Xo X5N X5 X e X3X, N XX, se intersectam em um tnico ponto.
Consequentemente, pelo Inverso do Teorema de Brianchon, todas as seis retas polares sao
tangentes a uma conica, que s6 poder ser «, pois cinco das seis retas polares (as polares
de X;,i =1,..,5) sdo tangentes a uma unica conica. Portanto, todas as polares de todos
os pontos de I' sao tangentes a a.
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Figura 3.24: O ponto verde externo a conica « representa o polo, e as linhas tracejadas
indicam as retas polares da reta verde e dos trés pontos sobre esta reta em I,

Vamos mostrar agora que um foco e a diretriz correspondente de uma conica sao
polares entre si.

Proposicao 3.10. Um foco e a diretriz correspondente de uma conica sao polares entre
St.

Demonstracao:

Consideremos uma coénica, que sem perda de generalidade, podemos supor que é
uma elipse cujo o foco é I e a reta polar deste é p. Vamos mostrar que para quaisquer
dois pontos X e Y na conica, a razao entre as distancias a F] e a p sao iguais. Seja @)
a intersecao da reta W e p, e Z a intersecao das retas tangentes em X e Y. Como Q
pertence as polares de F} e Z, temos que a reta que passa por F; e Z é a polar de (). E
mais, observando que () pertence as tangentes das interseccoes da polar de (), que formam
uma corda que contém o foco Fy, com a conica, temos, pela Proposigao que a reta
que passa por Fy e ) ¢ perpendicular & polar de Q) em F1, isto ¢, QF1Z = 90°. Além do
mais, pelo Teoremaimplica que F17Z é a reta bissetriz do angulo X F1Y. Entao, os
angulos formados pelas retas 1€ 1 sao opostos pelo vértice, logo, F1(Q) é bissetriz
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do angulo externo em F) do triangulo X F1Y. Assim, pelo teorema da bissetriz externa
aplicada a esse triangulo, temos

hX _RY (3.3)
OX Qv

Considerando R e S, respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de X e Y a
reta p, os triangulos XQR e YQS sdo semelhantes (caso AA), entao

X QY
XR YS
Portanto, de (3.3)) e (3.4), temos
RX FY
XR YS
[

A proposicao anterior pode ser demonstrada utilizando a construcao de Dandelin,
a qual aplicamos para mostrar que uma codnica é uma projecao de um circulo, ver Figura
Além disso, no espaco tridimensional, também existem transformacoes de dualidade,
onde os pontos se transformam em planos e os planos em pontos, enquanto que retas se
tornam em retas. Essas transformagoes podem ser construidos de maneira analoga omo
fizemos em 2D.

Figura 3.25: O plano ¢ é o plano polar do ponto V', e o plano « é o polar do ponto F'.

O plano polar de um ponto V' com relacao a uma esfera Il é o plano ¢, e o plano
polar de um ponto F' é o plano «. Assim, o polar de uma reta é a reta d. Note que
o polo de d com relagao ao circulo, intersecao de Il e v, é o ponto ), que é intersecao
da reta W e o plano 1. Portanto, F' é o polo de d com relagao a intersecao do cone e o
plano «, onde podemos considerar a projecao do plano ¢ a « a partir do ponto V.

Vejamos mais outro resultado relacionado ao triangulo de Ceva do triangulo inscrito
em uma conica. Para isso, definimos um tridngulo autopolar como aquele em que cada
vértice é o polo de seu lado oposto.
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Proposicao 3.11. Um tridngulo ABC € autopolar com relacdo a uma conica se, € so-
mente se, ele € o tridngulo de Ceva de um ponto na conica com relagio a um tridngulo
mscrito na conica.

Demonstracao:

. —C

Suponhamos que o triangulo ABC seja autopolar. Por uma transformacao projetiva
movamos os vértices B e C' aos pontos no infinito com direcoes perpendiculares. Logo, o
centro da conica passa ser o ponto A cuja a polar é a reta no infinito . Consideremos
um retangulo inscrito na conica cujos lados sao paralelos as dire¢oes dadas por B e C.
Seus vértices podem ser vistos como de um triangulo e um ponto P na conica para o qual
o triangulo ABC' é um tridngulo de Ceva.

Reciprocamente, suponhamos que o triangulo ABC seja de Ceva de um ponto P em
relacdo a um triangulo inscrito na conica. Por uma transformacgao projetiva, leve os
pontos B e C em diregoes perpendiculares aos pontos no infinito, e o ponto A, no centro
da coénica. Logo, o polo da reta no infinito é o centro da coénica, isto é, o ponto
A. Além disso, as polares dos pontos no infinito sdo as retas que passam pelo centro da

conica, ou seja, AC' e AB. Portanto, o tridngulo ABC' é autopolar. [ |

Proposicao 3.12. Sejam um tridngulo ABC e um ponto Z. Consideremos A’ e B’
as intersecoes das retas suportes dos lados BC e AC, respectivamente, com um(a_>reta

arbitrdria passando por Z. Entao, o lugar geométrico das intersecoes das retas AA' e
S A , . 7 ﬁ
BB’ € uma conica passando por A, B e C, e € tangente as retas AZ e .

Figura 3.26: Conica passando pelos pontos A, B e C.
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Demonstragao: Inicialmente, aplicando a transformacao projetiva, transformamos o tri-
angulo ABC' em um triangulo retangulo isésceles, onde AC' = B(C, e enviamos o ponto Z
a0 ponto no infinito em direcao perpendicular a AB. Seja P o ponto de interseccao das

—

retas 4B ¢ A'B'. Como A' ¢ B’ pertencem a reta que passa por Z, temos que a reta A'B’
é perpendicular a reta suporte do lado AB no ponto P. Assim, concluimos que os trian-
gulos retangulos APB’' e ABC sao semelhantes pelo caso AA. Logo, PA = PB'. Além
disso, o quadrilatero PBC B’ é&inscritivel, pois BPB'+ BCB' = 180°. Consequentemente,
temos que PBB' = PCB'. De maneira anéloga, o quadrilatero PCA'A & inscritivel, ja
que APA' = ACA' = 90°. Logo, temos PCA = PBB' = PA’A. Com isso, os triangulos
APA' e B'PB sio congruentes pelo caso LAAg. Segue-se que AA’ = B'B.

Agora, observemos que os triangulos ACA’ ¢ BOB' sao congruentes, pelo caso
Hipotenusa-Cateto, dado que AC = BC e BB’ = A’A. Assim, os angulos ZB'BC e
ZA'AC sao iguais. Como os a@los /BB'C e ZAB'Q sao opostos pelos vértices, onde

Q é o ponto de interseccao de AA" e BB', e complementares ao angulo ZB’AQ), segue-se

que o tridangulo AB'Q é retangulo em Q. Alem disso, as retas e 1@ sao tangentes ao
circulo em A e B.

Por fim, como foi visto, alguns teoremas relacionados as conicas, a primeira vista, pa-
reciam dificeis de demonstrar. No entanto, com os conhecimentos de geometria projetiva,
as demonstragoes se tornaram simples e objetivas. Neste contexto, usando transformacao
polar, vamos demonstrar uma teorema muito interessante, que é o Teorema de Frégier.

Teorema 3.13 (Frégier). Seja I' uma conica dada e um ponto P pertencente a I'. Entdo,
todas as cordas de I' que sao vistas em um dngulo reto a partir de P intersectam-se em
um unico ponto.
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NN S

Figura 3.27: Cordas vistas sob um angulo reto se intersectam em um tnico ponto.

Demonstragdo: Consideremos um circulo « centrado em P. Seja R(w) a curva polar
de w pela correspondéncia polar relativa ao circulo a. Pelo Teorema , R(w) também é
uma conica. Como w passa pelo centro de «, temos que a polar de P em relacao a « esté
no infinito. Sendo assim, pela Proposi¢io [3.8] a conica transformada é uma parabola.
As retas perpendiculares em P se transformam em pontos no infinito correspondentes
as direcoes perpendiculares, e suas segundas intersecbes com a conica se transformarao
em retas perpendiculares tangentes a pardbola. Pela Proposigao [1.22] Capitulo 1, estas
interseccoes estao sobre a diretriz. Logo, a corda correspondente, cujos extremos sao os
pontos de tangéncia na parabola, passa pelo polo (foco) da diretriz.




Capitulo 4

Software Dinamico para uma
Abordagem Interativa em Geometria
Projetiva

As tecnologias digitais e a Computacao é um tema presente na Base Nacional Co-
mum Curricular (BNCC), que destaca a importancia da integragao de recursos tecnologi-
cos ao processo de ensino e aprendizagem. Esses recursos apresentam novas possibilidades
para auxiliar no aprendizado em diversas disciplinas, ampliando as formas de explorar
conceitos e desenvolver habilidades nos estudantes.

Desse forma, o uso de tecnologias no processo educacional tem se tornado cada vez
mais importante, principalmente no ensino de Matematica. Varias ferramentas tecnologi-
cas foram desenvolvidas para apoiar o ensino e aprendizagem dessa disciplina, e uma das
que se destacam no ambito educacional é o GeoGebra.

Desenvolvido por Markus Hohenwarter, da Universidade de Salzburgo, o GeoGebra
¢ um software de matematica dinamica gratuito que pode ser utilizado em diferentes
contextos de ensino e aprendizagem em matematica. Fle permite explorar e modelar
situacoes geométricas, onde facilita a visualizacdo e a compreensao das propriedades e
relacdes entre figuras geométricas. Assim, essa caracteristica torna o GeoGebra uma
poderosa ferramenta pedagogica para o ensino de conceitos mateméticos desde os mais
simples aos mais complexos.

Neste capitulo, apresentamos propostas de atividades sobre a geometria projetiva
das conicas que podem ser aplicadas ao Ensino Médio, utilizando o software GeoGebra
como recurso didatico, na busca por promover uma abordagem interativa e visual para a
apresentacao dos conceitos bésicos, cuja base tedrica encontra-se no capitulos anteriores.

4.1 Transformacao por inversao

No Capitulo 2, abordamos a inversao em relacao a um circulo, apresentando algu-
mas de suas propriedades importantes. Pensando em adaptar esse conceito para o ensino
médio, podemos trata-lo de uma maneira mais simples, como veremos a seguir. Primei-
ramente, construiremos o inverso de um dado ponto utilizando régua e compasso. Em
seguida, usaremos o GeoGebra para realizarmos a mesma construgao.
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4.1.1 Construcao do inverso com a régua € o compasso

Dado um circulo C de centro O e raio r, e um ponto P, descreveremos um proce-
dimento para construir o ponto inverso P’, utilizando régua e compasso. Sendo assim,
temos trés casos, o primeiro é quando P estd no exterior do circulo.

Descricao dos passos:
1. Trace o segmento OP.

2. Com o compasso centrado em P e abertura igual ao comprimento de OP, desenhe
um arco que intercepte C em um ponto Q).

3. Com o compasso centrado em () e abertura igual ao comprimento de OQ), trace um
arco que intercepte o segmento OP em P’

Logo, o ponto P’ é o inverso de P em relagao ao circulo C.
Para ver isso, podemos observar que os triangulos isosceles OQP e OP'Q sdo seme-

lhantes pelo caso de semelhanca AA, ja que compartilham dois angulos iguais. de modo
que

_oQ
oR OF

IS

e portanto,

OP-OP =0Q" =1’

0 que prova a construcao.
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O segundo caso, é quando P estd no interior do circulo C. Vejamos como proceder
neste caso.

Descricao dos Passos:

1. Trace a semirreta O‘}>7

2. Desenhe uma perpendicular & semirreta O? passando por P, e marque o ponto A
na intersecao desta perpendicular com o circulo C.

A

3. Trace uma tangente a C passando por A e marque o ponto P’ na intersecao da
tangente com a semirreta OP.

O ponto P’ é o inverso de P em relacao ao circulo C.

__ De fato, os triangulos OPA e OAIAD’ sao semelhantes pelo caso AA, pois os angulos
AOP e AOP' sao comuns e OPA = OAP' = 90°. Segue-se que

AP A0 PO

- - — OP-OP=0A" =2
PA PO A0

o que confirma a construcao.

O ultimo caso é aquele em que P estd sobre o circulo C. Bem, se o ponto P estéa
sobre o circulo C, entao o inverso de P é o proprio ponto P. Isso é imediato, pois, como
— 2
OP = rtemos que OP - OP = OP" = r%.
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4.1.2 Construcao do inverso pelo GeoGebra

Podemos construir o ponto P’ no GeoGebra de maneira pratica e direta, conforme
0S Passos a seguir:

Descricao dos Passos:

1. Na barra de ferramentas, selecione a opcao Circulo: Centro & Raio ®, insira

na janela de visualizacdo, um circulo de centro A, e um raio qualquer, digamos.
Renomeie o ponto A de O.

Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
jebrall | b Janel
@ Circulo: Centro & Raio

o)
\*7 Compasso
A

Figura 4.1: Ferramenta Circulo: Centro & Raio.

2. Insira um ponto P diferente de O na janela de visualizacao.

AN

3. Na barra de ferramentas, encontre e selecione a ferramenta Inversao “.. Em
seguida, clique no ponto P e no circulo para obter o ponto inverso P’.

Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

Janela Ajuda :‘:- @ O & gﬁ &

a=2
4: E —— ‘1" » Janela de Visualizagdo

x Reflexsio em Rela¢do a uma Reta
acdo
.*" Reflexdo em Relagdo a um Ponto

N Inversdo .

Figura 4.2: Inversao ponto P’ de P.

A seguir, veremos como determinar, usando a transformacao de inversao, o lugar

geométrico dos pontos de uma reta que nao passa pelo centro de um circulo. Para isso,
podemos proceder da seguinte forma:

Descrigao dos Passos:

a=2
1. Na barra de ferramentas, selecione a opcao Controle Deslizante — + e crie um con-

trole chamado n, com intervalo de valores definido como min = 0 e max = 1, e
incremento de 0.01 (veja a Figura [4.3)).



© <4 NE] @

sualizagdo

Cantrale Deslizante

@ Nimero
0 Angulo
O Inteiro

min: 0

Nome

n

D Aleatario (F9)

max: 1

OK

Intervalo Controle Deslizante Animagdo

Incremento: |0.01

Cancelar
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Figura 4.3: Controle Deslizante

2. Insira umareta f na janela de visualizacdo. Em seguida, utilize o comando Ponto(<Objeto >,
<Pardametro>) no campo de entrada, preenchendo-o como Ponto(f, n). Apareceré
um ponto C sobre a reta f, que podera ser movido utilizando o controle deslizante.

3. Selecione a ferramenta Inversdo * ~ e clique no ponto C sobre a reta f e no circulo
c. Surgira um ponto C’ que é o inverso de C. A medida que o controle desli-
zante é movido, podemos observar que o ponto C’ descreve uma curva. Esse lugar
geométrico é um circulo que passa pelo centro do circulo c.

4. Utilize o comando LugarGeométrico(<Ponto do Lugar Geométrico>, <Controle
Deslizante>) no campo de entrada, preenchendo-o como LugarGeométrico(C’, n).
Assim, obteremos o circulo que passa pelo centro do circulo c.

NI ANBEE

» Janela de Visualizagao

Figura 4.4: Inversao da reta f em relagdao ao circulo ¢

Esse procedimento pode ser realizado de maneira inversa. Dado um circulo a que
passa pelo centro do circulo ¢, o lugar geométrico da inversao dos pontos de a ¢ uma reta
que nao passa pelo centro do circulo ¢. Caso o circulo o nao passe pelo centro de ¢, sua
inversao sera outro circulo que também nao passa pelo centro de c.
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Claro que poderiamos utilizar diretamente a ferramenta de Inversao para encontrar
o inverso de uma reta ou circulo. Com a ferramenta Inversao selecionada, basta clicar
em uma reta ou circulo e, em seguida, no circulo c¢. Dessa forma, obteremos o lugar
geométrico correspondente, que seré:
e um circulo que passa pelo centro de ¢, se o objeto de inversao for uma reta que nao
passa pelo centro de c.
e uma reta que nao passa pelo centro de ¢, se 0 objeto de inversao for um circulo que nao
passa pelo centro de ¢
e uma reta [ que passa pelo centro de ¢, se o objeto de inversao for a propria reta [ que
passa pelo centro de ¢
e um circulo que nao passa pelo centro de ¢, se objeto de inversao for um circulo que nao
passa pelo centro de c.

Vale ressaltar que esses resultados foram demonstrados no Capitulo 2.

Portanto, o método descrito acima promove uma investigacao mais detalhada junto
aos estudantes, permitindo, por exemplo, deduzir que a inversao de uma reta que nao
passa pelo centro de c¢ resulta em um circulo.

4.2 Transformacoes Projetiva das Conicas

Para uma anélise investigativa das conicas, com base no que foi apresentado no
Capitulo 2, podemos utilizar o conceito de transformacao projetiva. Com o objetivo de
facilitar a compreensao da projecao das cOnicas, iniciaremos explicando o conceito de
transformacao projetiva, utilizando o software GeoGebra como ferramenta didatica. Para
tanto, utilizaremos um cone para ilustrar como as conicas sao formadas por uma projecao
central em relacao a um circulo, permitindo uma visualizacao clara das suas diferentes
formas e propriedades.

Inicialmente, construiremos dois planos no GeoGebra para ilustrar a ideia de trans-
formacao projetiva, seguindo as etapas descritas abaixo.

Descricao dos passos:

a=2
1. Selecione a ferramenta Controle Deslizante — + e crie trés controles deslizantes

(Figura [4.5):
e O primeiro, chame-o de h. Ele controlard a posicao de um plano em relagao
ao outro, com valores de min = 0, max = 6, e incremento de 0.01.

e O segundo, chame-o inc. Ele ajustard a inclinacao do plano, com valores de
min = 0.001, max = 7/2, e incremento de 0.01.

e O terceiro, chame-o cp. Controlaré a altura do centro de projecao, com valores
de min = h, max = 6, e incremento de 0.01.

*Nimero | Nome ®Nimerg  Nome s Mimero | Nome
> Angulo h > Angulo inc o Angulo cp
Dlnteiro [ Aleatério (F9) “Inteiro (1 Aleatério (F9) Jlnteire [ Aleatério (F9)
Intervalo Controle Deslizante Animacdo Intervalo Controle Deslizante Animagdo Intervalo Controle Deslizante Animacdo
min: 0 max: 4 Incremento: 0.01 min: 0.001 max: /2 Incremento: 0.01 min: h max: 6 Incremento: 0.01
OK  Cancelar OK  Cancelar OK  Cancelar

Figura 4.5
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2. No campo de entrada, crie um nimero § definido como = 7/2 —inc, para ajustar
a inclinagao do plano.

3. Abra a janela 3D e, no campo de entrada, defina os pontos A = (—1,0,h) (que
ajustard a posi¢ao de um dos planos) e O = (—2,0, cp) (o centro de projegao). Em
seguida, crie uma reta f paralela ao eixo OY utilizando o comando Reta(A, FizoY).

4. Defina o ponto H = (0,0, abs(z(A)) tan(8) + h). Com a ferramenta Plano selecio-
nada, clique no ponto A e na reta f para gerar um plano p.

5. No campo de entrada da janela 3D, crie o plano g : z = 0.

6. Na janela 3D, oculte todos os objetos, exceto os planos «, 3, e os pontos O e H

(Figura [4.6).

» Janela de Visualizagédo 3D

Figura 4.6

7. Selecione a ferramenta Poligono Regular O. na janela 3D e crie um pentagono
regular sobre o plano p. Em seguida, use a ferramenta Semirreta para clicar no

ponto O e, depois, em cada vértice do pentagono, gerando as semirretas que partem
de O.

8. Por fim, selecione a ferramenta Intersecao de Dois Objetos >\/ e clique em cada
semirreta e no plano g para criar os pontos de intersecao. Use a ferramenta Poligono
para construir um novo poligono com os pontos obtidos no plano g (ver Figura [4.7)).
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]l b s e 4@ 4 N =
Entrada:
» Janela de Visualizagéo X/ | » Janela de Visualizagéo 3D X

h=28
L 2

inc =048
-

CP =787
L]

9

Figura 4.7

A construcao dinamica descrita acima (disponivel em https://www.geogebra.org/
m/bgyvieaa) possibilita que os estudantes compreendam de forma intuitiva o conceito de
transformacao projetiva. Observe que o ponto O (centro de projecao) projeta o pentagono
regular que esta no plano p para o plano g. Embora a projecao resulte do plano p em
uma figura diferente da original, ao ajustar o controle deslizante inc, os alunos perceberao
que a figura projetada permanece um pentagono, mesmo que os lados e angulos parecam
alterados. Além disso, ao mover o controle deslizante de forma que os planos p e g fiquem
paralelos, observaremos dois pentadgonos semelhantes. Isso ilustra a propriedade funda-
mental de que as transformacoes projetivas preservam retas e as relagoes de incidéncias
entre elas, contribuindo para uma melhor compreensao do conceito pelos estudantes.

Agora, com o auxilio do GeoGebra, vamos construir uma ferramenta didatica que
servird como suporte para explorar o conceito de transformacao projetiva das conicas.
Por meio de uma abordagem interativa, serd possivel visualizar como diferentes conicas
(como elipses, parabolas e hipérboles) podem ser obtidas a partir da interse¢do de um
plano com um cone de duas folhas, utilizando o vértice do cone como centro de projecao.
Esta ferramenta vai permitir uma compreensao mais clara e dinamica das transformacoes
e das propriedades que se mantém invariantes durante o processo.

Descricao dos passos:

a=2
1. Selecione a ferramenta Controle Deslizante — * e crie quatro controles deslizantes:

e O primeiro, chame-o de h. Ele controlard a posicao de um plano em relagao
ao outro, com valores de min = 0, max = 6, e incremento de 0.01.

e O segundo, chame-o de inc. Ele ajustard a inclinagdo do plano, com valores
de min = 0.001, max = /2, e incremento de 0.01.

e O terceiro, chame-o de a. Controlard o angulo do centro de projecao, com
valores de min = 0, max = 1, e incremento de 0.01.

e O quanto, chame-o de ¢p. Controlara a posicao do ponto V sobre o eixo de
simetria, com valores de min = A + 0.001, max = 4.01, e incremento de 0.01.

2. No campo de entrada, crie um niimero A definido como A = /2 — inc, para ajustar
a inclinagao do plano.


https://www.geogebra.org/m/bgyvfeaa
https://www.geogebra.org/m/bgyvfeaa

10.

11.
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Na janela 3D, no campo de entrada, defina o ponto A = (—1,0,h). Em seguida,
crie uma reta f paralela ao eixo OY utilizando o comando Reta(A, FizoY)

. Crie o ponto B = (0,0, abs(x(A)) tan(A) 4+ h). Em seguida, crie uma reta f paralela

ao eixo OY utilizando o comando Reta(A, EizoY).

Selecione a ferramenta Plano ' e clique no ponto B e na reta f para gerar o
plano p. No campo de entrada, digite z = 0 para criar o plano g. Oculte a reta f e
o plano padrdo da janela de visualizagdo 3D (plano cinza).

\
Na janela 3D, usando a ferramenta Reta Perpendicular ~ <, clique no plano p e
no ponto A para gerar a reta perpendicular ¢. Em seguida, marque o ponto de
intersecao C' entre a reta ¢ e o plano g.

Com a ferramenta Reflexzdo em Relacao a um Ponto * +, clique no ponto A e depois
no ponto C para gerar o ponto A’. Em seguida, determine a semirreta j = CA’.

Utilize o comando Angulo(<Reta>, <Reta>) colocando Angulo(j, EizoX) para criar
o angulo « entre o plano p e a reta .

No campo de entrada, utilizando o comando Crreulo(<Ponto>, <Raio>, <Dire-
¢Go>), coloque Circulo((-1, 0, 0), ¢p, EizoY) para gerar um circulo c¢. Marque o
ponto de intersecao entre a reta i e ¢, renomeando-o como V. Oculte os eixos coor-
denados e todos os objetos recém-construidos, exceto o ponto V' (Ver Figura a
direita).

» Janela de Visualizagdo 3D » Janela de Visualizagio 3D

Figura 4.8

Construa um cone infinito b através do comando Conelnfinito(<Ponto>, <Ponto>,
<Angulo>), usando InfiniteCone(V, A, a) para definir o cone.

Com a ferramenta Intersecao de Duas Superficies é selecionada, clique no cone
b e no plano g para gerar a conica d sobre o plano. Oculte o plano p (Figura .



12.

13.

14.

15.

16.

17.
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» Janela de Visualizagao 3D

Figura 4.9

Determine os pontos de intersecao entre o eixo OX e a conica d, usando o comando
Intersecao(<Objeto>, <Objeto>), colocando Interse¢io(FizoX, b). Renomeie esses
pontos como V; e Vj.

Trace as geratrizes k = € Viel= @ V5 do cone.

Construa as bissetrizes m e n usando o comando Bissetriz(<Reta>, <Reta>) co-
locando Bissetriz(FizoX, k) (pois ha uma esfera de Dandelin tangente ao cone b e
ao plano g). Em seguida, use os comandos Intersecao(m, i) e Interse¢io(n, i) para
encontrar e renomear os pontos como O; e Os, que sdo os centros das esferas de
Dandelin.

Trace as perpendiculares utilizando os comandos ¢ = Perpendicular(Oy, k) e r =
Perpendicular(Os, k). Marque os pontos D e E, que sao as interse¢oes entre as retas
q com k e r com k, respectivamente.

\

Selecione a ferramenta Plano Perpendicular V. e construa dois planos perpendi-
culares ao eixo de simetria 7. Clique no ponto D e depois em ¢ para gerar o plano
p1, e faga 0 mesmo para gerar o plano ¢, clicando no ponto E e depois em .

Selecione a ferramenta Intersecao de Duas Superficies 8 e clique no cone, em
seguida no plano r, para gerar o primeiro circulo e. Repita o procedimento para
gerar o segundo circulo s no cone.
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» Janela de Visualizagdo 3D

Figura 4.10

18. Agora, selecione a ferramenta Intersecao de Dois Objetos e Clique na reta [ e em
seguida no cone b para gerar os pontos F' e . Utilizando os pontos C, V e G,
construa o angulo 3 (Figura |4.10)).

19. Para determinar os focos da conica d, utilize o comando Foco(<Cdnica>) inserindo
Foco(d).

20. Por fim, oculte os objetos que nao sao essenciais para a visualizacao final, deixando
apenas os elementos principais, conforme mostrado na Figura [{.11] A construcao
completa pode ser acessada na plataforma GeoGebra pelo link:
https://www.geogebra.org/m/vdyjcrsp

.Ar/ﬁb(l)é L O NP NN

Entrada:

b Janela de Visualizagdo X | » Janela de Visualizagao 3D X
h=1 inc=0.93
® s 2

a=05 cp =1.96
. .

Figura 4.11: Construcao apresentadas em duas janelas de visualizacao.

Essa construcao ainda pode ser melhorada adicionando novos elementos, como bo-
toes, textos explicativos e segmentos que conectam os focos a um ponto comum na co-
nica, entre outros objetos. KEsses incrementos ajudam a enriquecer a visualizacao e a
interacao entre os objetos construidos, resultando em uma construcao mais bem deta-
lhado (ver Figura [4.12)), como a disponivel na plataforma GeoGebra, acessivel pelo link:
https://www.geogebra.org/m/cfbhhnvc


https://www.geogebra.org/m/vdyjcrsp
https://www.geogebra.org/m/cfbhhnvc
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B+ del e lal @) <) N+

¥ Janela de Visualizagdo X|| » Janela de Visualizagdo 3D X

h=1 inc =0.75
®

a=047 cp=22
- ®

Mostrar Parabola | Apagar Retas/Pontos
Animar Ponto/ Parar o
Mostrar Cénica

|:| Mostrar Propriedade Mostrar Cone

b Janela de Visualizagdo 2 X

i S

Figura 4.12: Construcao detalhada com trés janelas de visualizacao, trés botoes e caixas
de selecao para exibir os objetos.

Depois de aprimorada, a construcao vai servir como uma ferramenta pedagdgica
para explicar os conceitos basico de transformacao projetiva das conicas. A partir de um
centro de projecao V', um circulo contido em um plano p é projetado em outro plano g,
gerando diferentes tipos de conicas. Isso permite um trabalho de investigagao simples
junto aos estudantes, como explorar as condigoes em que a projecao de um circulo resulta
em uma determinada conica, por exemplo, uma parabola.

Um objeto importante nessa construcao que desempenha uma funcao importante,
¢ o controle deslizante inc. Ele permite alterar a projecao do circulo e gerar diferentes
tipos de conicas. A medida que os valores de inc sdo ajustados, o angulo a também se
modifica, mostrando as diferentes conicas projetadas no plano g. E possivel observar as
propriedades especificas de cada conica, de acordo com a posicao do centro de projecao
V. Ao clicar na opcao Mostrar Propriedade, podemos verificar, por exemplo, que a soma
das distancias entre os focos Fi, F5 e um ponto X em uma elipse é constante quando
a < 3, e que o valor absoluto da diferenca das distancias entre os focos I}, F5 e um ponto
X em uma hipérbole permanece constante quando a > . Além disso, ao utilizar o botao
Animar Ponto/Parar, podemos visualizar que as distancias entre os focos e as diferentes
posicoes do ponto X na elipse nao se alteram. Durante a animacao, observa-se ainda um
conjunto de retas e pontos sendo gerados, reforcando a ideia de transformacao projetiva
das conicas, conforme figura [£.13]

inc =0.75

cp=22
®

Mostrar Parabola | Apagar Retas/Pontos
Animar Ponto/ Parar X
Mostrar Cénica

D Mostrar Propriedade |:| Mostrar Cone

» Janela de Visualizacdo 2 X

Figura 4.13: Ao clicar no botdo Animar Ponto/Retar, foi gerado um conjunto dinamico
de retas e pontos, ilustrando a projecao do circulo no plano.
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Por fim, ao clicar no botao Mostrar Pardbola, uma parébola serd exibida, destacando
a igualdade entre os angulos « e 3, 0 que indica que o plano g é paralelo a uma geratriz do
cone. Com base nas investigacoes realizadas ao analisar a posicao do centro de projecao
V', podemos concluir que:
e Quando « > f3, a soma das distancias dos focos F; e F, ao ponto X é constante, e a
projecao do circulo no plano g é uma elipse, ver Figura [4.14]

0
-,

h=1 inc = 0.75 ~ . FiX + F,X =k (Constante)
iy * i 0.96+3.67=462 o> 0
a=047 cp=1.58
> -
Mostrar Parébola j§ Apagar Retas/Pontos
Animar Ponto/ Parar

Mostrar Cénica
Mostrar Propriedade Mostrar Cone

Figura 4.14: A projecdo do circulo é uma elipse.

e Quando a < f3, o valor absoluto da diferenca das distancias dos focos Fi e F, ao ponto
X é constante. A projegdo do circulo ao plano g é uma hipérbole, Figura [4.15]

s I¥ T Vv 2l
he12 ihe = 042 ~ [FoX — Fi X[ =k (Constante)
- g - /
M & |3p5 — 7.1 =385 a<f
a=058 cp=12 e . .
. Hipérbole
Mostrar Parébola || Apagar Retas/Pontos

Animar Ponto/ Parar

Mostrar Cénica
Mostrar Propriedade Mostrar Cone

g

Figura 4.15: A projecao do circulo é uma hipérbole.

e Quando o = (3, o plano g é paralelo a uma geratriz do cone, e a projecao do circulo no
plano g é uma parabola, Figura



a=/[ =

~
)
h=1 inc =0.46
-

a=0.46 cp =247 S
- -
Mostrar Parébola || Apagar Retas/Pontos

Animar Ponto/ Parar

Mostrar Cénica

Parabola

X =XP
reta geratriz || plano g

<

reta geratriz

Mostrar Propriedade Mostrar Cone

Diretriz

Figura 4.16: A projecao do circulo é uma parébola.

a=26.36"
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e Quando a = 90°, o plano g é perpendicular ao eixo de simetria do cone. A projecao do

circulo ao plano g é um circulo.

o
h=1 inc =1.57
- ——e
a=0.46 cp =247
& -
Mostrar Parébola | Apagar Retas/Pontos
Animar Ponto/ Parar

Mostrar Cénica
Mostrar Propriedade Mostrar Cone

X

a = 90°

Figura 4.17: A projecao do circulo é um circulo.

Circulo de raio = F1 X

Podemos analisar ainda que, quando ajustamos os controles deslizantes h, inc e cp,
colocando-os nos valores minimos, ou seja, h = 0, inc = 0 e c¢p = 0, o centro de projecao
V' estara localizado sobre o plano g. Neste caso, a projecao em g serd um par de retas
concorrentes, isto ¢, uma conica degenerada, conforme ilustrado a esquerda da Figura
4.18] Para o caso em que h = 0, ¢p = 0, e alterando o valor de inc, colocando, por
exemplo inc = 1.57, obtemos um circulo degenerado, como mostrado a direita da Figura

.18l

h=0 =0

- - -

a=0.46 ep=0 a=046 =0
- -

.
Mostrar Pardbola il Apagar Retas/Pontos Mostrar Pardbola il Apagar Retas/Pontos.
Animar Ponto/ Parar
Mostrar Conica

Animar Ponto/ Parar
Mosirar Propriedade Mostrar Cone

Mostrar Cénica
Mostrar Propriedade Mostrar Cone

Fe Fa

Canicas degeneradas | _, P

[

e

Comicas degeneradas

Figura 4.18: A esquerda, uma conica degenerada representada por um par de retas con-

correntes. A direita, uma conica degenerada reduzida a um tnico ponto.

Observemos que, no Capitulo 1, as conicas foram definidas como lugares geométricos
em termos de relacbes métricas. Aqui, as conicas sao apresentadas em termos das relacoes
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angulares: o angulo entre uma geratriz e o eixo de simetria e o angulo entre o eixo de
simetria e o plano de projecao da conica.

Como podemos ver, essa constru¢ao permite uma abordagem interativa das trans-
formagoes projetivas de conicas, é um recurso didatico que contribui para a compreensao
dos estudantes sobre o porqué dessas curvas serem denominadas conicas. Por meio dela,
eles podem observar que a elipse, a hipérbole e a pardbola surgem como interseccoes de
um plano com um cone.

4.3 Transformacao por Correspondéncia Polar

Nos capitulos 2 e 3, definimos a reta polar, primeiramente em relacao a um circulo
e, em seguida, a uma conica qualquer. Além disso, demonstramos como construir a reta
polar a partir de um dado ponto em relagdo a uma cdnica. Nesta secao, exploraremos
algumas ideias sobre o conceito de reta polar e discutiremos algumas de suas propriedades,
de modo que possam ser abordadas de forma acessivel para alunos do Ensino Médio.

Primeiro, podemos comecar introduzindo o conceito de reta polar de maneira intui-
tiva, propondo a seguinte construcao utilizando o GeoGebra.

Descricao dos passos:

1. Na barra de ferramentas do GeoGebra, selecione a ferramenta Circulo: Centro &

Raio @ circulo e insira um circulo ¢ de centro O e raio r na janela de visualizacao.
Em seguida, insira um ponto exterior ao circulo e rotule-o como P.

2. Solicite aos estudantes que acessem a barra de ferramentas e selecionem a opgao

Reta Tangente ** para inserir duas tangentes a partir do ponto P. Nos pontos de
tangéncia, marquem os pontos A e B.

plplelo]<lNl=]+

» Janela de Visualizago

Figura 4.19: Retas tangentes ao circulo.

3. Peca aos alunos que construam a reta que passa pelos pontos de tangéncia A e B

2

e que a rotulem como p. Esta reta p é a reta polar do ponto P. Neste caso, P é
denominado o polo de p.
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Arolol<N=]+

» Janela de Visualizagdo

Figura 4.20: Reta j@ é a polar do ponto A.

Note que, ao tracar a reta Oﬁ, ela intersecta perpendicularmente a reta polar no ponto
que corresponde ao inverso de P, conforme foi visto no Capitulo 2.

Para o caso em que o ponto P estd no interior do circulo, podemos proceder da seguinte
forma:

Descricao dos passos:

1. Na janela de visualizagao marque o ponto P interior ao circulo.

2. Utilize a ferramenta Reta ’/ e selecione o ponto P e o centro O do circulo para
tracar uma reta .

Do HANEE

-

.
3. Usando a ferramenta Reta Perpendicular —7-, trace a reta perpendicular passando

por P e marque os pontos de interseccao com o circulo os pontos A e B.

_#4_

4. Com a ferramenta Reta Tangente v, trace duas tangentes ao circulo passando

pelos pontos A e B.
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Figura 4.21: Construcao da reta polar de um ponto P, localizado no interior do circulo e
distinto de O.

I e
0 )| & o
ROV AN 3

»

5. Usando novamente a ferramenta Reta Perpendicular — -, trace uma perpendicular

passando pelo ponto de intersecdo entre as retas tangentes e a reta OP. A reta
obtida ¢ a polar do ponto P.

Observe que o ponto de interseccao das retas tangentes é o ponto inverso de P.

Para o caso em que P esta sobre o circulo, sua reta polar é a tangente ao circulo
no ponto P. Porém, o que acontece quando P coincide com o centro O do circulo?
Da construcao anterior, notamos que, ao mover o ponto P em dire¢ao ao centro O, a
reta polar correspondente se afasta progressivamente. Assim, quando P é posicionado
exatamente no centro do circulo, isto é, P = O, a reta polar de P encontra-se no infinito.
De fato, quando P se aproxima do centro do circulo, as tangentes tendem a ser paralelas,
veja Figura [4.22] Dessa forma, o inverso de O ¢ o ponto no infinito na direcao das retas
paralelas. Além disso, o polo de qualquer reta que passa pelo centro do circulo é o ponto
no infinito. Esta deducgado estd de acordo com a abordagem e as definicbes apresentadas
nos Capitulos 2 e 3, que tratam da posicao dos polos e polares em relacao a uma conica.

lelel<N]=]+

v Janela de Visualizacdo
v

Figura 4.22: Construcao da reta polar de um ponto P em relagao a uma elipse.

E importante que os alunos explorem a movimentacdo do ponto para observar como
a reta polar se comporta. Ao mover o ponto, eles devem perceber como a reta polar muda
de posicao. Quanto mais proximo o ponto estiver do circulo, mais proxima a reta polar
estard também. Além disso, ao posicionar o ponto P sobre o circulo ¢, os estudantes
devem perceber que a reta polar de P ¢é justamente a reta tangente ao circulo no ponto
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P. Essa abordagem permite uma compreensao intuitiva da relacao entre o ponto e sua
reta polar.

O procedimento feito para encontrar a polar de um ponto P externo a um circulo
também vale para qualquer conica. Para o caso em que P esta interno a cénica, como
demonstrado no Capitulo 3, seguiremos os passos a seguir.

Descricao dos passos:

1. Insira uma cdnica na janela de visualizacao usando uma das ferramentas disponiveis

&)

para conicas (por exemplo, selecione uma elipse +). Marque um ponto no interior
da conica e renomeie-o como P. Em seguida, oculte o ponto C' e renomeio os focos
por Fy e Fy, ver Figura [4.23

[R] &~ 4 D OO LN =2 S

Entrada:

Figura 4.23

~

2. Com a ferramenta Reta - selecionada, trace duas retas passando P. Marque o
pontos de intersecao entre as retas e conica. Renomeio-os de A, B,C' e D.

3. Ainda com a ferramenta Reta selecionada, trace as retas j@ e @ e marque o ponto
de intersecao E. Da mesma forma, trace as retas jﬁ e % e marque o ponto de
intersecao F.

R AL D OO, &) N2 @
Entrada:

Figura 4.24: A reta ﬁ é a polar de um ponto no interior de uma conica.
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4. Finalmente, trace a reta ﬁ, que ¢é a polar do ponto P em relagao a conica.

Apés discutir a construgao da reta polar de um ponto P em relacao a uma conica
qualquer, podemos utilizar uma abordagem mais rapida e direta com a ferramenta Reta

Polar ou Diametral '\Q Para construir a reta polar de um ponto P no plano em relacao
a uma codnica, basta selecionar a ferramenta Reta Polar ou Diametral, clicar no ponto P
e, em seguida, na conica. Dessa forma, a reta polar de P serd gerada automaticamente.

BN FANEE T @@ & N = @

Reta Perpendicular

*_— Reta Paralela

Mediatriz

I \, I"".

Bissetriz

Reta Tangente p

.

OO

Reta Polar ou Diametral

.

_'-.-' Reta de Regressdo Linear

.\ Lugar Geométrico

Figura 4.25: Construcao da reta polar de um ponto P em relagao a uma elipse.

Para o caso de uma reta r qualquer e uma conica dada, utilize a mesma ferramenta
Reta Polar ou Diametral, clicando na reta r e depois na conica. Aparecerd a chamada
reta diametral d, que passa pelo centro da conica e intercepta a reta r em um ponto que
é o polo de uma reta paralela a r.

[R] A~ L D @O £ N 22

Entrada:

v

Figura 4.26: A imagem ilustra uma conica, uma reta r e reta diametral d passando pelo
centro O da elipse.

Vale destacar que qualquer ponto na reta polar de um ponto P tem sua propria
reta polar que passa por P, conforme Proposicao demonstrada no Capitulo 2 para
circulo e também valido para conicas, de acordo com a Proposicao 2.7 Isso estabelece
uma relacdo que chamamos de dualidade ou relacao mitua. Em outras palavras, cada
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ponto em uma reta pode ser associado a sua reta polar, e, reciprocamente, cada reta polar
pode ser associada a seu polo. Para facilitar a compreensao dos estudantes, essa ideia
pode ser explorada também com o uso do GeoGebra.

Por exemplo, de forma simples podemos ilustra a relacao dual entre ponto e reta da
seguinte forma: no GeoGebra marque um ponto @) sobre uma conica (ver Figura [£.27).
Seguindo o procedimento para encontrar a polar de um ponto, obteremos a reta tangente
a conica no ponto (). Por outro lado, se tivermos uma reta tangente a conica, o polo dessa
reta serd precisamente o ponto de tangéncia.

DB IS ol IPAN EI S D/ R Sio) =) AN BT B2

Entrada: Emrada

TL \¥

Figura 4.27: A tangente a conica no ponto () representa a polar de Q.

Para um conjunto de pontos sobre uma reta r que nao tangencia uma dada conica
seguimos os passo abaixo.
Descricao dos passos:

1. Na janela de visualizacao, insira uma reta r e uma conica c.

2. Coloque alguns pontos sobre a reta r (ver Figura |4.28]).

NN ENEE

Entrada:

TH- o~

N

Figura 4.28
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3. Selecione a ferramenta Reta Polar ou Diametral '\Q Para cada ponto colocado
em r, clique nele e, em seguida, na conica ¢ para construir suas respectivas retas

polares. Em seguida, use a ferramenta Intersecao de Dois Objetos >'\/, para marcar
o ponto de interse¢ao dessas retas e renomeie-o como R.

BN INCE AN

Entrada:

v
v

Figura 4.29: Conjunto de pontos sobre a reta r e suas retas polares, todas intersectando
em um tunico ponto.

4. Por fim, com a ferramenta Reta Polar ou Diametral '\Q novamente selecionada,
clique no ponto R e depois na conica. Veremos que a reta polar obtida coincidira
com a reta r, ou seja, r é a polar do ponto R.

Outra maneira de explorar a Proposicao [2.13] é dinamizar o processo descrito anterior-
mente utilizando um controle deslizante. A seguir, estdo os passos para essa construcao:
Descricao dos passos:

1. Na janela de visualizagao, insira uma reta r e uma conica c.

2. Na barra de ferramentas, selecione a opcao Controle Deslizante e crie um controle
chamado n, com intervalo de valores definido como min = 0 e max = 1, e incremento

de 0.01.

3. No campo de entrada, utilize o comando Ponto(<Objeto>, <Pardametro>) , preenchendo-
o como Ponto(r, n). Isso criard um ponto movel sobre a reta r. Na Figura [1.30]
este ponto é identificado como A.
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[R] A1 D OO £ N =2 4

Entrada:
[ A4
r
\/ A
c

Figura 4.30

4. Selecione a ferramenta Reta Polar ou Diametral '\Q para encontrar a polar de A.
Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o ponto A e a reta polar de

A, e selecione a opcao Habilitar Rastro

BRSNS ol FAN B D[ RS S o) FA RN ETES
Ertrada; Entrada:

= M

Figura 4.31

Ao variar os valores do controle deslizante, é possivel analisar simultaneamente como os
pontos na reta r se relacionam com suas respectivas retas polares que se interseccionam
em um unico ponto, conforme Figura .31} A construcao anterior facilita a compreensao
do principio de dualidade no estudo das conicas no plano projetivo, permitindo uma
visualizacao mais dinamica e intuitiva das propriedades polares.

4.3.1 Construcao das coénicas por correspondéncia polar via Ge-
ogebra
Conforme discutido na Secao 3.2 do Capitulo 3, a correspondéncia polar é uma

ferramenta poderosa para a construcao e estudo de conicas. Com o auxilio do software
GeoGebra, podemos obter um método para construir, junto com os alunos, as chamadas
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curvas polares. De acordo com a Definicao [3.6] essas curvas sao formadas pelo conjunto
dos polos de todas as tangentes a curva.

Considere inicialmente dois circulos, a e 3, na janela de visualizacao do GeoGebra.
Vamos construir a curva polar seguindo os passos descritos abaixo:

Descricao dos passos:

1. Selecione um ponto A sobre um dos circulos, digamos S.

.

2. Usando a ferramenta Reta Tangente , clique no ponto A e em [ para criar a

reta tangente que passa por A.

[&] AL A LS elo el =)«

Figura 4.32

3. Selecione a ferramenta Reta Polar ou Diametral '\Q, clique no ponto A e, em
seguida, no circulo a. Isso exibird a reta polar de A. Em seguida, clique na reta
tangente em A e no circulo « para gerar a reta diametral d.

4. Marque o ponto de intersecdo B entre a reta diametral e a reta polar de A. Este
ponto é o polo da reta tangente em A, conforme estabelecido na Proposicao [2.13 e
pela definicao [2.14]
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AP OO L) N 4

Entrada:

Figura 4.33: A reta diametral d intersecta a reta polar a no ponto B.

5. No campo de entrada, utilize o comando LugarGeométrico(<Ponto do Lugar Ge-
ométrico>, <Ponto>) e insira LugarGeométrico(B, A) para gerar a curva polar
desejada.

A P OO, L N e B

Entrada:

Figura 4.34: lgl é o lugar geométrico dos polos de todas as tangentes ao circulo 5.

Para este caso, observe que a curva polar resultante é, na verdade, uma conica. Além
disso, ao mover um dos circulos, podemos visualizar uma variedade de conicas diferentes.

Uma abordagem didéatica para explorar esse conceito, aproveitando a construcao
anterior realizada até o passo 4, é incentivar os alunos a investigar através de questiona-
mentos, como: "Que tipo de trajeto o ponto B esta percorrendo ao movermos o ponto A?
E uma curva? Se sim, que tipo de curva é essa?"

Esses tipos de perguntas estimulam a curiosidade, a reflexao e promovem uma in-
vestigacao mais profunda dos conceitos matematicos envolvidos.

Apos essa andlise inicial, podemos clicar com o botao direito sobre a reta polar de A e

selecionar Habilitar Rastro , repetindo o mesmo procedimento para o ponto A. Dessa
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forma, ao mover o ponto A, é possivel visualizar um conjunto de retas polares dos pon-
tos do circulo «, e seus respectivos polos na circulo 3, ilustrando o conceito de curva polar.

A PO O L] N e

Entrada:

Figura 4.35: As retas azuis sao a retas polares dos polos no circulo

Uma outra situagao é desabilitar o rastro de A e de sua polar, e habilitar o rastro
do ponto B e da reta tangente em A. Assim, ao mover o ponto A, obtemos um conjunto
de pontos que representam os polos das tangentes ao circulo a. Essa construcao destaca,
mais uma vez, o principio de dualidade entre pontos e retas, facilitando a compreensao
desse conceito.

DR SosIPFANE

Entrada:
- AC~
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¥
Figura 4.36: A imagem mostra alguns pontos, que sao os polos das tangentes ao circulo 8

Continuando, desabilite o rastro do ponto A e siga o passo 5 da construcao anterior
para gerar o lugar geométrico lgl dos pontos gerados por B, quando movemos o ponto
A em «. Insira cinco pontos sobre 1g1 (incluindo o ponto B) e, em seguida, oculte 1g1.

Com a ferramenta Cénicas por Cinco Pontos : selecionada, clique nos cinco pontos
que estao sobre 1gl, que esta oculto, para gerar a mesma curva que lgl.
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Figura 4.37: A imagem apresenta uma conica e com focos I} e F5, formada a partir de
cinco pontos B,C, D, E e F, utilizando a ferramenta Cénicas formada por cinco pontos.
Esta conica é unica, conforme o Teorema do Capitulo 2.

Em seguida, os focos dessa conica podem ser inseridos utilizando o comando Foco (< Cénica>)
no campo de entrada, digitando Foco(e), onde e é o rotulo da conica gerada. Assim, os
focos da conica serao exibidos na construcao.

Portanto, ao mover o circulo «, podemos observar as diferentes conicas que sao
geradas. Dessa forma, quando o centro do circulo o esta exterior a [, obtemos uma
hipérbole, como mostrado na Figura [4.37 Se o centro de « estiver no interior de 3, a
conica sera uma elipse (Figura . Ja quando o centro de a esti exatamente sobre o
circulo f, a conica resultante ¢ uma parébola (Figura [4.38D)).

.A/}b(ﬁ@éx:iév -A//*rb@@-&.xi'%'

Entrada:

Entrada:

(a) Quando centro do circulo a estd no (b) Quando centro do circulo « esta sobre 3, a curva
interior de 3, a curva polar é uma elipse. polar ¢ uma parabola.

Figura 4.38: Transformacao por correspondéncia polar.

A construcgao de conicas por meio da correspondéncia polar, utilizando dois circulos
no GeoGebra, proporciona uma anélise mais interativa no estudo das conicas. Esse método
permite que os alunos explorem e compreendam de maneira prética e visual os conceitos
envolvidos.



Capitulo 5
CONSIDERACOES FINAIS

Com os avancos tecnolégicos, o uso das ferramentas digitais em sala de aula tornou-
se essencial para auxiliar professores e alunos no processo de ensino e aprendizagem em
Matemaética. Véarios softwares educacionais foram desenvolvidos para servir como ferra-
mentas pedagogicas, proporcionando aos estudantes melhor visualizacao dos contetidos
que sao abordados em sala de aula, incentivando a reflexao sobre o que estao aprendendo
em relacao aos objetos de conhecimentos.

Neste trabalho, apresentamos propostas de atividades para o estudo da Geometria
Projetivas das Conicas no Ensino Médio utilizando o software dindmico GeoGebra. O uso
desta tecnologia permite uma visualizacao mais clara e intuitiva, principalmente, no es-
tudo de Geometria Projetiva. Com o GeoGebra, é possivel manipular objetos geométricos
em tempo real, o que facilita a compreensao de propriedades especificas das parabolas,
elipses e hipérboles, e permite explorar como essas propriedades se alteram sob diferentes
transformacoes projetivas.

Para a implementacao dessa proposta, é fundamental que as escolas contem com
uma infraestrutura tecnolégica adequada, como laboratérios de informatica equipados
com as tecnologias necessarias, possibilitando que professores e professoras desenvolvam
as atividades aqui sugeridas. Além disso, é necessario assegurar formacao continuada tec-
nologica para os docentes, capacitando-os para o uso de ferramentas digitais e garantindo
que tenham seguranca para aplicar as atividades propostas em sala de aula.

No desenvolvimento desta proposta, foram abordados inicialmente os conceitos fun-
damentais das conicas no plano euclidiano e suas principais propriedades. Em seguida,
exploramos as transformagoes projetivas, demonstrando que, por meio de um centro de
projecao, um circulo projetado em um plano pode ser transformado em uma elipse, uma
hipérbole, uma parébola ou outro circulo. Este trabalho mostrou como o uso do GeoGe-
bra permite que as conicas e suas propriedades possam ser compreendidas sem o uso de
coordenadas, como ocorre tradicionalmente na Geometria Analitica. Dessa forma, a abor-
dagem dinamica por meio desse software facilita o entendimento e incentiva a participacao
ativa dos estudantes, permitindo que facam uma analise mais profunda dos conceitos e
sua propriedades envolvidas.

E importante destacar que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) orienta o
estudo das transformacoes geométricas no Ensino Fundamental e Ensino Médio, incluindo
transformacoes isométricas, que preservam forma e tamanho, e transformacoes homotéti-
cas, que envolvem ampliacao e reducao de figuras. As atividades propostas neste trabalho
ampliam o entendimento dos alunos sobre esses temas, ao incorporar a teoria da Geo-
metria Projetiva das Conicas o uso do GeoGebra, o que permite ir além das abordagens
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tradicionais da Geometria Euclidiana. Foram apresentados o passo a passo dos processos
de construcao e orientacoes de como trabalhar em sala de aula a transformacao de retas
em retas, de retas em circulos, de circulos em circulos e retas, por meio de inversao, e
de circulos em conicas por correspondéncia polar, destacando o Principio da Dualidade.
Estas construgoes e instrugoes visam possibilitar a participacao ativa dos estudantes e o
aprofundamento dos conceitos abordados.

Assim, o presente trabalho contribui para a pratica pedagogica ao proporcionar uma
nova abordagem das conicas por meio da Geometria Projetiva, favorecendo um ambiente
de aprendizagem que valoriza tanto a participacao ativa dos estudantes quanto o desen-
volvimento de suas habilidades criticas e analiticas. Acreditamos que o uso de tecnologias
como o GeoGebra pode servir de auxilio no estudo da Matematica, atendendo as neces-
sidades e interesses dos alunos e tornando o aprendizado mais envolvente e significativo.
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