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RESUMO

O presente trabalho trata-se de um conjunto de atividades voltadas ao ensino
dos conceitos basicos da trigonometria para o ensino médio, acompanhadas de
um resumo tedrico da disciplina em questao.

As atividades foram elaboradas em um software de geometria dindmica: o

GeoGebra, e possuem o intuito de fazer com que aluno perceba o
comportamento das razdes seno, cosseno e tangente no triangulo retangulo, e
também no circulo unitario. As demais fungbes trigonométricas: secante,
cosecante e cotangente sédo definidas e apresentadas graficamente. Fungdes
do tipo h(x)=a+b.cos(cx +d), sdo analisadas, enfocando como seus graficos se
comportam em relagdo as mudangas ocorridas em seus coeficiente reais a, b, ¢
e d. As atividades sdo intercaladas por explicacbes tedricas, que podem
usadas ou adaptadas pelo professor, de acordo com o conhecimento de seus

alunos.

Palavras-chave: Matematica. Trigonometria. Ensino auxiliado por computador.



ABSTRACT

The present work is a set of activities aimed at teaching introductory notions of
trigonometry to high school, accompanied by an abstract theory of the subject.

The activities were developed in free and multi-platform dynamic mathematics
software: GeoGebra, and have the intention to make students realize the
behavior of trigonometric ratios of sine, cosine and tangent in right-angled
triangle, and also on the unit circle. The other trigonometric functions: secant,
cosecant and cotangent are defined and presented graphically. Functions like h
(x) = a + b.cos (cx + d), are analyzed focusing on the behavior of their graphics
when the real coefficients a, b, ¢ and d vary. Activities are interspersed with
theoretical explanations that can be used or adapted by the teacher, according

to the knowledge of their students.

Keywords: Mathematics. Trigonometry. Teaching by means of computer.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivos

A trigonometria é um topico de grande relevancia na Matemaética, que possui
muitas aplicagoes, que vao desde as mais elementares, no dia e dia, até as
mais complexas, na Ciéncia e na alta tecnologia. No Ensino Médio, este tema
é muito importante, pois possibilita que os alunos aprofundem seus conheci-
mentos na Geometria, nas Funcoes, e entendam conceitos da Fisica Classica:
no estudo de vetores e decomposicao de forcas aplicadas em um corpo, por
exemplo, é necessario que eles tenham uma nogao de seno e cosseno. No
entanto, é perceptivel a dificuldade dos alunos em trigonometria, tanto em
relacao aos seus conceitos basicos, quanto na resolucao de problemas ineren-
tes a este assunto.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma série de atividades para aju-
dar o professor a sanar essa dificuldade do aluno. Serao apresentados os
principais conceitos tedricos seguidos de atividades realizadas com um soft-
ware gratuito de Geometria Dinamica, o GeoGebra; tais atividades estao
gravadas em CD-room acompanhando este trabalho. O GeoGebra é um efi-
caz complemento as aulas expositivas no quadro negro devido ao seu carater
dinamico: o aluno tem a possibilidade de manipular os objetos, arrastar,
entender suas propriedades e fazer investigacoes sobre eles. E a tecnologia
como aliada no processo ensino-aprendizagem.

As Tecnologias de Informagcao e Comunicagao (TIC) estao, a cada
dia mais, presentes no nosso cotidiano, constituindo-se num in-
strumento de trabalho essencial, razao pela qual exercem um pa-
pel cada vez mais importante na educacao, notadamente na Ed-
ucacao Matematica. Pesquisas sobre o uso das TIC em sala de
aula ressaltam a sua relevancia no ensino de Matematica (...).(LOPES,



2011)

Outrossim, ¢ interessante desenvolver no aluno habilidades na utilizacao
dessas tecnologias. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (PCNEM), uma das habilidades a serem desenvolvidas em
matemadtica, no que concerne a representacao e comunicacao é:

Utilizar adequadamente os recursos tecnolégicos como instrumen-
tos de producao e de comunicacao.

E, em relacao a contextualizacao sécio-cultural temos outra habilidade:

Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo
suas limitacoes e potencialidades.

Neste trabalho serao abordados os seguintes temas: trigonometria no
triangulo retangulo; o nimero 7; a Funcao de Euler e a medida de angulos; o
grau e o radiano; as fungoes seno e cosseno; funcao tangente e demais fungoes
trigonométricas e as sendides.

As secoes referentes as fungoes seno, cosseno e tangente constituem o tema
central deste texto, sendo as secoes anteriores a estas, pré-requisitos para
seu desenvolvimento e as posteriores, uma complementagao. Espera-se que o
software GeoGebra ajude o aluno a compreender as razoes trigonométricas, o
comportamento do circulo trigonométrico e das fungdes de maneira dinamica
e dedutiva, evitando a memorizacao de férmulas e procedimentos.

1.2 Publico alvo

O publico alvo deste trabalho sao os alunos da 2* série do Ensino Médio,
momento em que geralmente este conteido é abordado. Porém no 9° ano
do Ensino Fundamental o aluno ja entra em contato com a trigonometria no
triangulo retangulo. Para este publico é recomendado apenas o estudo da
Secao 2.2 deste trabalho.

1.3 Pré-requisitos

A trigonometria é um assunto que requer uma série de conhecimentos prévios.
Para o estudo da trigonometria no triangulo retangulo, o aluno deve conhecer
o Teorema de Pitagoras e semelhanca de triangulos. Para estudar as funcoes
seno, cosseno, tangente e demais fungoes trigonométricas, é necessario um
solido conhecimento sobre o aspectos gerais das fun¢des como: dominio, i-
magem, maximos e minimos, monotonicidade e transformacoes.



1.4 Materiais e tecnologias

Serd necessario o uso de microcomputadores, de preferéncia, no maximo 2
alunos por maquina com o software GeoGebra instalado. O programa é gra-
tuito e pode ser encontrado através em: http : //www.geogebra.org. Porém,
é necessario que se tenha também a linguagem Java habilitada nos computa-
dores, através do “Java Runtime Envorinment” (JRE), que pode ser obtido
gratuitamente em http : //www.java.com.

1.5 Recomendacoes Metodoldgicas

Este trabalho tem o objetivo de apresentar ao aluno os conceitos basicos e
fundamentais da trigonometria em uma ambiente de geometria dinamica, que
é muito atrativo e eficiente; portanto, temos em cada se¢ao, para o aluno,
uma sequéncia de atividades produzidas no GeoGebra, que o instigara a tirar
suas proprias conclusoes a respeito de conceitos imprescindiveis para o estudo
da trigonometria.

H&4 também, em cada secao, um texto matematico que chamamos de
Fundamentacao tedrica; este texto tem como alvo principal o professor
que queira relembrar ou aprofundar os conceitos tedricos envolvidos naquela
atividade. Para o professor utilizar a Fundamentacao tedrica em aula, ele
deve adapta-la de acordo com o nivel de conhecimento da classe em que esta
trabalhando.

Em algumas secoes, mostramos também um texto sobre a histéria do
desenvolvimento matematico do assunto em questao. E interessante que o
professor trabalhe este aspecto em sala de aula, para que os alunos vejam
a matematica como uma produc¢ao humana, que se desenvolve ao longo dos
anos.

As atividades contidas neste trabalho sao maneiras mais eficientes de
ensinar os conceitos bésicos da trigonometria aos alunos sob um aspecto
geométrico.

1.6 Dificuldades previstas

Uma das dificuldades que o professor pode encontrar para a execucao deste
trabalho é o recurso tecnoldgico. A escola precisa ter computadores instala-
dos em quantidade suficiente para os alunos e, preferencialmente, alguém que
dé algum suporte técnico para estas maquinas pois é necessario que sejam in-
stalados os softwares citados na Segao 1.4 em todos os computadores. Se nao
houver alguém que faga este trabalho, esta tarefa fica destinada ao professor.



Outra questao: os alunos ficam euforicos quando vao para o laboratério, ou
sala de informatica; alguns vao querer jogar, usar a internet, talvez danificar
algum equipamento, etc. O professor deve ter um didlogo firme e claro sobre
os propositos da aula e orienta-los quanto a isto. Mas todo o sacrificio com-
pensa nas expressoes em seus rostos ao verem as construgoes se mexendo,
alguns sorriem, outros ficam boquiabertos, outros brilham os olhos. Me-
lhor ainda, os alunos comecam a entender conceitos que nao ficaram claros
com as aulas expositivas no quadro negro; assim, estamos desenvolvendo um
trabalho que traz um grande retorno no processo ensino-aprendizagem.



Capitulo 2

Desenvolvimento

2.1 A Histéria da Trigonometria

Em sua pratica na sala de aula, é interessante que o professor conte sobre
a evolugao histérica do conhecimento que transmite, valorizando quem o
produziu :

A educagao cléssica comete outro grande erro. Ela se esforca para
transmitir o conhecimento em sala de aula, mas raramente co-
menta sobre a vida do produtor do conhecimento. As informacoes
sobre quimica, fisica, matematica, linguas deveriam ter um rosto,

um identidade. (CURY, 2003).

A seguir, temos um breve resumo sobre a Histéria da Trigonometria e
seus principais precursores.

A palavra trigonometria ¢ formada por trés radicais gregos: tri
= trés, gonos = angulos e metron = medir. Dai o seu signifi-
cado: medida dos triangulos. Inicialmente, entao, a trigonometria
era considerada a parte da Matematica que tinha como objetivo
o calculo das medidas dos elementos de um triangulo (lados e
angulos). Como a trigonometria estabelece relagoes entre as me-
didas de angulos e de segmentos, foi também considerada como
uma extensao da Geometria. (DANTE, 2008)

Associa-se o desenvolvimento inicial da trigonometria ao da Astronomia.

A trigonometria teve seu inicio na antiguidade remota, quando se
acreditava que os planetas descreviam érbitas circulares ao redor



da Terra, surgindo dai o interesse de relacionar o comprimento
da corda de uma circunferéncia com o angulo central por ela
subentendido. Se ¢ é o comprimento da corda, « é o angulo e r é
o raio da circunferéncia, entao ¢ = 2r.sen 5. Essa ¢ a origem da
palavra seno, que provém de uma tradugao equivocada do arabe
para o latim, quando se confundiu o termo jiba (corda) com jaib
(dobra, cavidade, sinus em latim). (LIMA, 1997).

Foram os astronomos que estabeleceram os fundamentos da trigonome-
tria. Sabe-se que o astronomo grego Hiparco (190 a.C.- 125 a.C), empre-
gou, pela primeira vez, relagoes entre os lados e os angulos de um triangulo
retangulo, por volta de 140 a.C. Dai ser considerado o precursor da trigonome-
tria.

Gragas a Ptolomeu (125 a.C), o mais célebre astronomo da Antiguidade,
surge o documento mais antigo que trata da trigonometria, chamado ‘O al-
magesto’. Nele, Ptolomeu apresenta um verdadeiro tratado de trigonometria
retilinea e esférica.

Importantes trabalhos hindus foram traduzidos para o arabe, no final do
século VIII, mostrando o quanto aquele povo estava familiriazado com esse
ramo da Matematica, sendo os responsaveis pelas notaveis descobertas feitas
pelos matematicos arabes.

No século XV, Purback, um matematico nascido na Baviera, procurou
restabelecer a obra de Ptolomeu, introduzindo o seno e a tangente na trigonome-
tria e construindo a primeira tdbua trigonométrica. Porém, o primeiro
tratado de trigonometria feito de maneira sistemética é chamado ‘De tri-
angulis’ ou ‘Tratado dos triangulos’ e foi escrito pelo matemético alemao
Johann Muller, discipulo de Purback.

Atualmente, a trigonometria nao se limita a estudar somente os triangulos;
sua aplicagao se estende a varios ramos da Matematica (como a Geometria
e a Andlise). Encontramos também aplicagoes da trigonometria em Eletrici-
dade, Mecéanica Acustica, Musica, Engenharia Civil, Topografia e em muitos
outros campos de atividades, aplicacoes estas envolvidas em conceitos que
dificilmente lembram os triangulos que deram origem a trigonometria.

2.2 Trigonometria no triangulo retangulo

Problema: distancia da Terra a Lua.

Hiparco de Nicéia (190 a.C.- 120 a.C) foi o maior astronomo da antigu-
idade e é considerado o inventor da trigonometria. A distancia da Terra a
Lua foi estimada por Hiparco em 402.500km. O valor aceito atualmente é de
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cerca de 360.000 km no perigeu, quando a Lua encontra-se mais proximo da
Terra; e 405.000 km no apogeu, quando situa-se mais longe.

Vamos efetuar este calculo: suponha a Terra e a Lua com formato aprox-
imadamente esférico, com centros nos pontos 1" e L respectivamente. Con-
sidere um observador num ponto Z, sobre a superficie da Terra, alinhado
com os pontos T" e L. No mesmo instante um outro observador em H na
mesma longitude de Z, vé a Lua nascer (veja a Figura 2.1). O angulo « é a
diferenca de latitude entre os dois obervadores. Sabe-se que o raio da Terra r
¢ de aproximadamente 6.371km e que o angulo « é de 89,1° . Como calcular
a distancia da Terra a Lua com estas informagoes? Vamos aplicar uma razao
trigonométrica!

Terra

Figura 2.1: Distancia da Terra a Lua

Nesta secao, serao abordados os conceitos de seno, cosseno e tangente, nao
de maneira que o aluno apenas memorize estas razoes, mas que ele consiga
visualiza-las.

Acompanhando este trabalho, ha uma série de arquivos elaborados no
GeoGebra (extensdo .ggb), com construgbes geométricas a serem utilizadas
com atividades para este estudo. Caso o leitor deseje conhecer os procedi-
mentos necessarios para a construgao das figuras, basta acessar, no menu, o
item ‘Exibir’, e em seguida, ‘Protocolo de Construcao’.

Trata-se de uma abordagem muito interessante pois, no GeoGebra, ‘as
figuras construidas com as propriedades que as definem, podem ser movi-
mentadas pela tela através de rotacao, translacao, ampliagao ou reducao de
seus tamanhos e elas mantém suas caracteristicas intrinsecas.(...) Essa nova
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abordagem no estudo da geometria é conhecida como Geometria Dinamica.’
(DUCATTI, 2010).

2.2.1 Atividade 1: Razoes trigonométricas

Abrir o arquivo atividadel.ggb. Na janela de visualizagao aparecerd um
triangulo ABC', retangulo em A, com as medidas de seus angulos A, B, e C,
e de seus lados AB, AC' e BC'. Faca o que se pede:

(a) Com o auxilio de uma calculadora, obtenha o resultado de AB/BC e
AC/BC.

(b) Mova o ponto A, ‘ampliando’ ou ‘reduzindo’ o triangulo; as medidas dos
segmentos serao alteradas. Repita o procedimento do item (a) quantas
vezes queira. O que ocorreu com as razoes calculadas?

(¢) O que ocorreu com os valores dos angulos A, B e C?

Respostas esperadas:
(a) AB/BC =9,66/12,58 ~ 0,768. AC/BC = 8,05/12,58 ~ 0, 639.

(b) Ao ‘ampliar’ e ‘reduzir’ o triangulo, as medidas de seus lados se alteram,
porém as razoes entre eles se mantém com os mesmos valores.

(¢) Os angulos também nao se alteram.

2.2.2 Fundamentacao tedrica

Apés esta atividade, com o auxilio do professor, o aluno concluird que as
razoes entre os lados, e os angulos nao se alteram qualquer que seja o tamanho
do triangulo. Neste momento, o docente pode esclarecer que, as razoes
AB/BC e AC/BC sio, respectivamente o seno e o cosseno do angulo B.
Além disso, quando ampliamos e reduzimos o triangulo em questao, seus
angulos nao se alteram e obtemos assim intmeros triangulos semelhantes.
Vamos formalizar este conhecimento.

Definicao 1 Em um triangulo retangulo de hipotenusa a e angulos agudos
Be C’, opostos respectivamente aos catetos b e ¢, como mostrado na Figura
2.2 tém-se as definigoes:

cos B =

sen B =

Qs 2l
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~ b
tg B = -.
c
c
b a
. ; .

Figura 2.2: Triangulo retangulo

Observemos que cos B e sen B dependem apenas do angulo B e nao do
tamanho do triangulo retangulo do qual B é um dos angulos agudos. Com
efeito, dois quaisquer triangulos retangulos que tenham um angulo agudo
igual a B sao semelhantes, como mostra a Figura 2.3.

Se esses triangulos sao ABC e DEF com E = B, entao a semelhanca

nos da:

SIS

.
Logo, sen F = sen B e cos E = cos B. Portanto, o seno e o cosseno ‘per-
tencem’ ao angulo e nao ao eventual triangulo que o contém.

Resolucao do problema: Distancia da Terra a Lua.

Neste problema, temos um triangulo T'H L, retangulo em H. Sendo: r =
raio da terra e D = distancia a Lua, temos:

sen(90° — a) =
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Figura 2.3: Dois triangulos semelhantes

Como 90° — a = 0,9° cujo seno (obtido em uma calculadora) é cerca de

0,0157, temos:

1
% ~0,0157 = D ~ 405.796

Logo, a distancia do centro da Terra ao centro da Lua ¢ de aproximadamente

405.796 km.

2.2.3 Atividade 2: Angulos complementares e relacao
fundamental.

Ainda no arquivo atividadel.ggb, faca o que se pede:

(a) Qual é o valor da soma entre os angulos B e C'7 Vocé sabe se existe
algum nome especial para este par de angulos?

(b) A partir da defini¢do de seno e cosseno ja dada, calcule, cos B,sen B, cos C , sen C.
(c) Qual a relagao entre estes valores? O que vocé concluiu?
(d) Calcule sen? B + cos? B.
Respostas esperadas:
(a) B+ C = 90°, sio dngulos complementares.

(b) cos B ~ 0,768,sen B ~ 0,639, cos C' ~ 0,639, sen C' ~ 0, 768.



14

(¢) cos B=senC e cosC =sen B. O cosseno de um angulo é igual ao seno
de seu complementar.

(d) sen? B +cos® B =1.

2.2.4 Fundamentacao tedrica

Neste momento, o professor pode enunciar estas interessantes propriedades
ja verificadas pelo aluno: a relagao fundamental e seno e cosseno de angulos
complementares. Também, pode observar que o seno e o cosseno sao razoes
que variam no intervalo real ]0,1[; lembrando que, neste contexto, estamos
trabalhando com angulos compreendidos entre 0° e 90°, com excecao destes
dois valores.

Relagao fundamental:

Seja o triangulo retangulo ABC com AB = ¢, AC'=be BC = a, temos que

2 2 2 2
A A & b b+ ¢
COSQB+SGH2B=—2+—2: -
a a a

Pelo Teorema de Pitégoras,
a® =b* + 2

Assim,
2

cos’> B +sen’ B = a_2 =1
a
Observacao 1 Sendo C um angulo agudo, medido em graus, temos:

e senC' = cos (90° — C) e cos C' = sen (90° — ),

e 0<senC<1le0<cosC < 1.

2.3 O numero 7

Neste momento, é interessante o professor relembrar o significado do ntimero
m, para dar prosseguimento ao nosso estudo.
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2.3.1 Atividade 3: Circunferéncias e o numero 7.

Vamos acessar o arquivo atividade3d.ggb. H& tres circulos com os raios
medindo 1, 1,5 e 2 unidades e perimetros de aproximadamente 6,2832,
9,4248 e 12,5664 unidades, respectivamente. Em cada um deles, calcule
a razao entre o perimetro e o diametro. Qual valor foi obtido?

Resposta esperada:

Fazendo os calculos corretamente, o aluno percebera que todas as razoes
resultam em aproximadamente 3, 1416, que é uma aproximagao para o nmero
.

2.3.2 Fundamentacao tedrica

Como todo o conhecimento matematico, o niimero 7 passou por uma série
de evolugoes ao longo da Histéria. Desde hd muito tempo (cerca de 4000
anos) notou-se que o numero de vezes em que o diametro esta contido na cir-
cunferéncia é sempre o mesmo, seja qual for o tamanho dessa circunferéncia.
Este valor constante da razao % ¢ um numero que vale aproximada-
mente 3,141592, o qual se representa pela letra grega m. Os babilonios ja
tinham observado que o valor de 7 situa-se entre 3,125 e 3, 142.

O Velho Testamento, que foi escrito cerca de 500 anos a.C. contém um
trecho segundo o qual 7 = 3, (Primeiro Livro dos Reis, VII: 23), em que esta
escrito: ‘Fez também o mar de fundicao, era redondo e media dez covados
duma borda a outra, cinco covados de altura e trinta de circunferéncia’.

Desde Arquimedes, que obteve o valor w7 = 3, 1416, matematicos se tem
ocupado em calcular m com precisao cada vez maior. O inglés Willian Shanks
calculou m com 707 algarismos decimais exatos em 1873. Em 1947 descobriu-
se que o calculo de Shanks errava no 527° algarismo e portanto nos seguintes.
Com auxilio de uma maquininha manual, o valor de 7 foi entao calculado
com 808 algarismos decimais exatos. Depois vieram os computadores e, com
seu auxilio, em 1967, na Franca, calculou-se 7 com 500.000 algarismos dec-
imais exatos e, em 1984, nos Estados Unidos, com mais de dez milhoes de
algarismos exatos.

Segue a definigao:

Definigao 2 O nudmero m é o comprimento de um semicirculo de raio 1.

Desta forma, no circulo de raio 1, o comprimento ¢ é dado por ¢ = 27
e consequentemente, no circulo de raio R, ¢ = 27 R. Escrevendo ¢/2R = 7
vemos que o nimero 7 é a razao entre o comprimento de qualquer circulo e
o seu diametro, sendo aproximadamente 3, 14159265.
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Até aqui, o seno e o cosseno foram definidos para angulos maiores do que
0° e menores do que 90°. Vamos estender as defini¢oes estudadas para os
demais angulos.

2.4 A Funcao de Euler e a medida de angulos

Primeiramente vamos considerar a circunferéncia trigonométrica ou unitaria,
definida a seguir e ilustrada na Figura 2.4.

Definicao 3 A cincunferéncia unitdria C € a circunferéncia de raio 1
e centro na origem de R?, ou seja,

C={(z,y) eR}2*+y* =1}.

by

Figura 2.4: Circunferéncia unitaria

Agora, imagine a circunferéncia unitaria C' como um carretel no qual se
enrola a reta R, de modo que o zero fique sobre o ponto (1,0). Assim, a
reta real esta sendo imaginada como um longo fio que devera ser enrolado no
carretel considerado. Ao enrolar o fio no carretel este coincidirda com algum
arco da circunferéncia. E esta a idéia da funcao £ : R — C, que associa cada
nimero real ¢t a um ponto P = E(t) localizado na circunferéncia C' conforme
ilustrado na Figura 2.5. Em referéncia ao seu criador, o matemético suico
Leonard Euler (1707-1783)- E é chamada Funcao de Euler. Na atividade
a seguir, vamos visualizar a fun¢ao de Euler restrita no intervalo real [0, 27],
e fazer uma correspondéncia entre o angulo central, em graus, e a medida
correspondente de seu arco em radianos.
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2.4.1 Fundamentacao tedrica

Definicao 4 A Funcao de FEuler E : R — C' € a aplicacdo que faz cor-
responder a cada nimero real t o ponto E(t) = (cost,sent) da circunferéncia
unitdaria. Note que:

o E(0)=(1,0).

e Set > 0 percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0),
um caminho de comprimento t, sempre andando no sentido positivo
(anti-hordrio, que nos leva de (1,0) a (0,1) pelo caminho mais curto
sobre C). O ponto final do caminho serd chamado E(t).

o Set <0, E(t) serd a extremidade final de um caminho sobre C, de com-
primento |t|, que parte do ponto (1,0) e percorre C sempre no sentido
negativo (hordrio).

Y
A
E(t) £ 1
\\ -
0 (1,0) X 1o

Figura 2.5: A Funcao Euler

A Funcgao de Euler é periddica de perfodo 27, ou seja, E(t) = E(t + 2kw),
para todo k € Z.

Proposicao 1 Tem-se E(t') = E(t) se, e somente se, t' = t + 2kn, para
algum k € Z. Quando t' >t vale k > 0; quando t' <t tem-se k < 0.

A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em (LIMA, 1997).
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2.5 O grau e o radiano

Nesta se¢ao e na préxima, estudaremos as unidades de medida para angulos,
grau e radiano, respectivamente. Este aspecto deve ser muito bem trabalhado
em sala de aula, pois é comum os alunos nao compreenderem a unidade
radiano para a medida de angulos e sempre fazerem perguntas como: Este 7
significa 180° ou 3, 147

A intencao das proximas atividades é fazer com que o aluno saiba diferen-
ciar o angulo central da medida de seu arco correspondente na circunferéncia.

2.5.1 Atividade 4: O angulo central e a medida de seu
arco correspondente.

No arquivo atividade4.ggb, temos uma circunferéncia com centro em (0,0) e
raio 1. Sobre ela, existe um ponto F. Conforme movemos este ponto, forma-
se um arco em verde, com origem no ponto A(1,0) sobre esta circunferécia, e
também um segmento de reta em azul partindo de (0,0) e com uma extremi-
dade no ponto 7. A medida do arco em verde, corresponde a medida
do segmento em azul. Note também que, aparece o angulo central em
vermelho, correspondente ao arco em questdo. Responda, quanto mede o
arco em verde AE quando seu angulo central correspondente vale

Repostas esperadas: Usando a contrucao, o aluno chegara nos resulta-
dos m/2, m, 3w /2 e 27, respectivamente. Desta forma, ele perceberd a relagao
entre o angulo central, em graus, e a medida de seu arco correspondente na
circunferéncia unitaria, escrita em funcao do niimero 7. Serd uma motivagao
para o entendimento da unidade radiano.

2.5.2 Atividade 5.

No arquivo atividadeb.ggh existe uma construcao com a Circunferéncia 1 de
raio 4 u.c. (unidades de comprimento), e a Circunferéncia 2 de raio 6 u.c. Em
vermelho, destacam-se os arcos DB e FG. Conforme movemos os pontos B
e GG, mudamos a medida em graus dos angulos centrais, em verde, e a medida
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dos arcos em unidades de comprimento. Na Circunferéncia 1, dé os valores
aproximados:

(a) do angulo correspondente arco de 4 u.c.

(b) do angulo correspondente ao arco 8 u.c.

(¢) do arco correspondente ao angulo de 45°.
Da mesma forma, na Circunferéncia 2:

(d) do angulo correspondente arco de 6 u.c.

(e) do angulo correspondente ao arco de 12 u.c.

(f) do arco correspondente ao angulo de 45°.

Respostas esperadas:

(a) Aproximadamente 57,293°.

(b) Aproximadamente 114, 596°.

(
(d) Aproximadamente 57,292°

)

)

¢) Aproximadamente 3,142 u.c.

)

e) Aproximadamente 114, 589°
)

(
(f) Aproximadamente 4, 712 u.c.

Neste momento, pelos itens (a) e (d) é provavel que o aluno perceba que,
quando a medida do arco da circunferéncia corresponde a medida de seu raio,
o angulo central equivale a aproximadamente 57,3°. Além disso, por (b) e
(e), percebe-se que, quando duplicamos a medida do arco, o angulo também
duplica para aproximadamente 2 x 57,3° = 114, 6°.

Agora, o professor também pode explicar que, o angulo correspondente
a um arco, cuja medida é igual ao raio da circunferéncia, é chamado de
radiano (denota-se rad). E também observar que 1 rad corresponde, a
aproximadamente 57,29577951°.

Assim, na atividade 5, em (a) e (d) o angulo central mede 1 rad, e em (b)
e (e) mede 2 rad.
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2.5.3 Atividade 6: valores em radianos dos angulos de
90°, 180°, 270° e 360°.

De acordo com a definicao anterior, em uma circunferéncia de raio unitario
(r = 1), o arco de comprimento k corresponde ao angulo de k rad. Assim,
utilizando o arquivo atividade6.ggb, dé os valores em radianos dos angulos
de 90°, 180°, 270° e 360°.

Respostas esperadas

/2, m, 37/2, 27, respectivamente.

Observacao 2 Agora, podemos dizer que 180° corresponde a m rad.

2.5.4 Atividade 7: Medidas de angulos em graus e ra-
dianos e medida de arcos.

(a) Na circunferéncia unitdria, o arco de gu.c. corresponde ao angulo de

rad.

— Escreva £ na forma decimal.

s
6
s

— Escreva Z rad em graus.

=]

— No arquivo atividade7.ggb, verifique que os valores se correspon-
dem.

(b) Qual é o angulo que corresponde ao arco de comprimento % u.c. na
circunferéncia unitaria?
— Resposta em radiano.

— Resposta em graus.
(c) Para o angulo de 45° determine:

— A medida do arco correspondente em decimal (utilize atividade7.ggb).

— A medida do angulo correspondente em radianos. Faca em funcao
de 7 e em decimal.

— Verifique que as medidas dos dois itens anteriores se correspondem.
Respostas esperadas:

(a)  — 3,1416/6 = 0,523, aproximadamente.
— 180°/6 = 30°.
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— O angulo central de 30° corresponde a medida aproximada de
0,524 do arco correspondente.

(b) — 7m/3 rad.
— 60°.
(¢) — Aproximadamente 0, 786.
— Em unidades 7 7/4 rad. Em decimal 3,1416/4 ~ 0, 785.

Neste momento, espera-se que o aluno consiga diferenciar as unidades de
medidas graus e radianos, e entenda o significado desta tltima. Além disso,
com o auxilio do professor, ele pode aprender como converter a medida de
um angulo de graus para radianos e vice-versa.

2.5.5 Fundamentacao tedrica
O RADIANO

A seguir, definimos a medida em radiano de um angulo utilizando a Fungao
de Euler E(t).

Definicao 5 (Medida em radiano): Consideremos a circunferéncia unitdria
C, e os pontos A = (1,0) e O = (0,0). Para cadat € R ponhamos B = E(t).
O angulo AOB mede t radianos.

Observacao 3 e Pode-se ter B = E(t), com t < 0; é permitido a um
angulo ter medida negativa.

o A medida do angulo AOB ¢ determinada por um maultiplo inteiro de
27, ou seja, B = E(t) = E(t + 2km) para todo k € Z.

e 0 angulo AOB mede 1 radiano se, e somente se, o arco AB da circun-
feréncia C, por ele subentendido, tem comprimento igual ao raito da
circunferéncia.

De outra forma, podemos definir a medida de um angulo central em
radianos.

Definicao 6 Um dangulo central de uma circunferéncia, é um angulo cujo
vértice encontra-se no centro da mesma.

Definicao 7 A medida de um angulo central em radianos, € igual a razao
entre o comprimento do arco subentendido por esse angulo e a medida do
raio da circunferéncia.
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O GRAU

Seja C' a circunferéncia unitaria e G uma fungao G : R — C, tal que

G(0) = (1,0).

Para s > 0, G(s) é o ponto da circunferéncia unitaria obtido quando
se percorre no sentido positivo, a partir do ponto (1,0), ao longo de C', um
2w

caminho de comprimento 35 s; e para s < 0, G(s) ¢ definida de forma analoga

a anterior, percorrendo a circunferéncia no sentido negativo. Temos que

G(t) = E(g%t).

Definicdo 8 Seja A = (1,0), O = (0,0) e B = G(s). O dngulo AOB mede
s graus.

Observagao 4 e O dngulo AOB mede 1 grau quando B = G(1), ou

seja, quando o arco AB da circunferéncia unitdaria tem comprimento
wgual a 3%‘ O angulo de 1 grau é aquele que subentende o arco igual a
1/360 da circunferéncia.

e Notacao: 1 grau = 1°.

e Como 27 rad = 360°, temos que 1 rad= % ~ 57,29°.

2.6 As funcoes seno e cosseno

Nesta secao, estudaremos as funcgoes seno e cosseno, mostrando algumas de
suas aplicacoes, seus graficos com suas propriedades e caracteristicas, e sua
definicao proveniente da Funcao de Euler.

O objeto inicial da Trigonometria era o tradicional problema da
resolucao de triangulos, que consiste em determinar os seis ele-
mentos dessa figura (trés lados e trés angulos) quando se conhe-
cem tres deles, sendo pelo menos um deles um lado. Posterior-
mente, surgiu a necessidade de atribuir as nogoes de seno, cosseno
e suas associadas tangente, cotangente, secante e cossecante o sta-
tus de funcao real de uma variavel real. Assim, por exemplo, ao
lado de cos 121, o cosseno do angulo 121, tém-se também coszx, o
cosseno do numero real x, isto é, a funcao cos : R — R. Analoga-
mente, tem-se as fungoes sen, tg, cotg, sec, cossec, completando
as funcoes trigonométricas. Uma propriedade fundamental das
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fungoes trigonométricas é que elas sao periédicas. Por isso sao
especialmente adaptadas para descrever os fenomeno de natureza
periodica, oscilatoria ou vibratoria, os quais abundam no uni-
verso: movimento de planetas, som, corrente elétrica alternada,
circulacdo de sangue, batimentos cardiacos, etc. (LIMA, 1997).

Vamos conhecer uma aplicagao:

A altura de maré:

Em certa cidade litoranea, a altura h da maré (em metro), em fungao do
tempo t, 0 <t < 24, é dada pela funcao

h(t) =2+ 0, 5.005(%.75),

na qual o tempo é medido em hora, a partir da meia-noite. Nessa situacao,
aparece a funcao trigonométrica cosseno, que descreve um comportamento
do tipo periddico.

2.6.1 Seno e cosseno no circulo unitario.

Ja conhecemos a fungdo de Euler £ : R — C, em que E(t) = P; sendo ¢
um nuimero real e P = E(t) um ponto na circunferéncia unitaria. Define-se
nesta circunferéncia:

e cost é a abcissa do ponto P,
e sent é a ordenada do ponto P,
e P = (cost,sent)

Veja a Figura 2.6.
A propdsito, o ciclo trigonométrico é dividido em quatro quadrantes,
analogamente ao plano cartesiano, como mostra a Figura 2.7:

Atividade 8: sinais de seno e cosseno na circunferéncia unitaria.

Vamos para a seguinte atividade: no arquivo atividade8.ggb, temos uma
circunferéncia unitaria onde destacam-se um arco de medida ¢ em vermelho
e um ponto P, que é a imagem de ¢ € R pela fungao de Euler . Conforme
movemos o ponto P, alteram-se as medidas do arco AD em azul, e do arco AF
em verde. De acordo com a definicio dada acima, AD = cost e AE = sent.
Assim, escolha um arco de cada quadrante e encontre os valores do seno e
do cosseno, com uma aproximagao de trés casas decimais (mova a ‘rodinha’
do mouse para aproximar a tela).
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sen(t)

cos(t) (1,0)

Figura 2.6: E(t) = P: o arco AP tem medida t.

(a) No Quadrante 1,
(b) No Quadrante 2,
(¢) No Quadrante 3,
(d) No Quadrante 4.

O que voce percebeu em relagao aos sinais do seno e do cosseno em cada
um dos quadrantes da circunferéncia?

Resposta esperada:

Nos itens (a), (b), (c) e (d) o aluno escolhera aleatoriamente medidas de
angulos em cada quadrante e encontrara seu valores de seno e cosseno. Ele
também devera compreender os sinais do seno e do cosseno em cada qua-
drante. (Ver também Figura 2.8.)

e No Quadrante 1: senx > 0 e cosz > 0.
e No Quadrante 2: senx > 0 e cosz < 0.
e No Quadrante 3: senx < 0 e cosz < 0.

e No Quadrante 4: senx < 0 e cosz > 0.
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Quadrantel

Quadrante2

Quadranted Quadrdnted

Figura 2.7: Os quatro quadrantes do ciclo trigonométrico

Atividade 9: seno e cosseno de 0, 7, 7 e 37”

Ainda no arquivo atividade8.ggb, encontre os valores de:

cos( e sen0.

b) cos sen

(a
(

wl:\
INE]

(c) cosm e sen.

COS— esen; .

)
)
)
(d)

Respostas esperadas:

(a) 1e0

Atividade 10- Redugao ao primeiro quadrante:

Nesta atividade, vamos identificar a simetria existente no ciclo trigronométrico,
ou seja, existem arcos que, mesmo situados em quadrantes diferentes possuem
seus valores para seno e cosseno iguais em modulo.
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(= +) 051 (+,4)

(=,—) 051 (+,-)

Figura 2.8: Sinais do seno e cosseno em cada quadrante

(a) No arquivo atividadel0a.ggh, movimente o ponto P alterando a medida
do angulo central do arco BP para 30°, 45°, 60°. Em cada um deles,
dé a medida do angulo correspondente no segundo quadrante. O que
ocorreu com as medidas e sinais dos respectivos senos e cossenos?

(b) Faca o mesmo em atividadel0b.ggb, para o 3° quadrante;

(c¢) Faga também em atividadelOc.ggb para o 4° quadrante.

Respostas esperadas

(a) 150°, 135° e 120°. Os senos sao iguais e os cossenos tém mesmo valor
em modulo, com sinais diferentes.

(b) 210°, 225°, 240°. Senos e cossenos iguais em mddulo mas com sinais
diferentes.

(c) 330°, 315° e 300°. Os cossenos sao iguais e os senos tém mesmo valor
em modulo, com sinais diferentes

2.6.2 Fundamentagao tedrica

Consideremos a Fungao de Euler £ : R — C. Como ja dissemos anterior-
mente, esta funcao pode ser imaginada como o processo de enrolar a reta real,
identificada a um fio inextensivel, sobre a circunferéncia C' (pensada como
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um carretel) de modo que o ponto 0 € R esteja sobre o ponto (1,0) € C,
como mostra a Figura 2.5. Assim, a Funcao de Euler representa um ponto
bem definido da circunferéncia unitaria C'.

Por outro lado, dado um ponto P € C, ele é a imagem da funcao E de
uma infinidade de ndmeros reais, ou seja, P = E(t). Todos estes nimeros
sao da forma

t+2km k€Z,0<t<2n.

Dizemos que t 4 2k7 sao as varias determinagoes de um angulo ou que ¢
e t + 2km sao congruos.

No sistema de coordenadas cuja origem é o centro de C, e sendo A =
(1,0), definimos:

e cost é a abcissa do ponto P.

e sent é a ordenada do ponto P.

o tgt =32t se cost # 0

Veja a Figura 2.6.
Formalizaremos assim a seguinte definicao:

Definicao 9 As funcgoes cos : R — R e sen : R — R, chamadas fung¢ao

cosseno e funcao seno, respectivamente, sao definidas pondo-se para cada
teR

E(t) = P = (cost,sent)
Podemos obter os seguintes valores: (ver também Figura 2.9)
(a
(

Quando P; = (1,0), cos0 =1 e sen0 = 0;
b 1

) (

) Quando P, = (0,1), cos§ =0 e sen ] = 1;
(¢) Quando P3; = (—1,0), cosm = —1esenm =0
(d) Quando P, = (0,—1), cos 3 =0esen? = —1

)

(e) Como todo ponto P(cos z,sen z) da circunferéncia C' esta a uma distancia
1 da origem temos a relagao fundamental:

cos’t +sen’t =1
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Figura 2.9: senos e cossenos nas extremidades da circunferéncia unitaria.
2.9

Periodicidade

Definicao 10 Uma func¢do f : R — R € periodica, se existir um nimero
p > 0 satisfazendo a condi¢ao

f(x+p)=[f(z),Vz e R.
O menor valor de p que satisfaz a condi¢cao acima € chamado periodo de f.

As funcées seno e cosseno sao peridédicas de periodo 27, de fato, pela
Proposicao 1,
E(t+2km) = E(t).

Como E(t + 2km) = (cos (t + 2km),sen (t + 2km)) e E(t) = (cost,sent),
segue que
cos (t + 2km) = cost

sen (t + 2km) = sent.

Assim, se conhecemos o comportamento destas fun¢oes no intervalo [0, 27],
passamos a conhecer imediatamente como estas fungoes se comportam em
todos os intervalos seguintes e anteriores de comprimento 27.
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Propriedades

As funcgoes seno e cosseno, como coordenadas de um ponto, tém sinais que
dependem do quadrante em que se encontram, como esta esquematizado na
Figura 2.8.

Na fungao seno:

a) se = ¢ do primeiro ou do segundo quadrante, entao sent é
P E(t) éd imei d gund drant ta té
positivo,

(b) se P = E(t) é do terceiro ou quarto quadrante entao sent é negativo,

(c) se P = E(t) percorre o primeiro ou quarto quadrante entao sent é
crescente,

(d) se P = E(t) percorre o segundo ou terceiro quadrante entao sent é
decrescente.

Na funcao cosseno:

(a) se P = E(t) é do primeiro ou do quarto quadrante, entao cost é posi-
tivo,

(b) se P = E(t) é do segundo ou terceiro quadrante entao cost é negativo,

(c) se P = E(t) percorre o primeiro ou segundo quadrante entdo cost é
decrescente,

(d) se P = E(t) percorre o terceiro ou quarto quadrante entdo cost é
crescente.

Na Figura 2.10 temos a representacao do seno e do cosseno na circunferéncia
trigonométrica.

Dominio e imagem

A TImagem das fungoes seno e cosseno é o intervalo [—1,1], isto é, —1 <
sent < 1e —1 < cost < 1. De fato, se o ponto P esta na circunferéncia
unitéria, sua abcissa e ordenada podem variar apenas de —1 a 1.

O Dominio destas fungoes é conjunto de todos os ntimeros reais; de fato,
a funcao de Euler tem como dominio todos os nimeros reais.
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sent

Figura 2.10: OM = sent e ON = cost.

Graficos

Com as informacgoes acima, podemos esbocar o seguinte grafico, denominado
sendide, que nos indica como varia a funcao f(z) =senx (Figura 2.11).

Analogamente, podemos esbogar o grafico da funcao f(z) = cosx deno-
minado cossendide. (Figura 2.12).

Reducao ao primeiro quadrante

Vamos mostrar como é possivel determinar o valor das fungoes seno e cosseno
em qualquer quadrante, conhecidos seus valores no primeiro quadrante. Us-
aremos a notagao m(AB) a medida do arco AB, neste caso, m(AB) = t.
Consideremos separadamente os casos em que a extremidade B do arco AB ,
de medida t, estd no segundo, terceiro ou quarto quadrante.

Na funcgao seno:

(a) B = E(t) estd no segundo quadrante, isto é 7/2 <t < 7.
Tragamos por B uma reta r paralela ao eixo das abcissas que intersecta
novamente C' em B’. Observemos que m(AB’) = m(BA') = m —t, ¢
portanto, sent = sen (r — t). (Figura 2.13).

(b) B = E(t) esta no terceiro quadrante, isto é, m < t < 37/2. Tracamos
por B uma reta r passando pela origem O, que intersecta novamente
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Figura 2.11: f(z) = sen(z)

Figura 2.12: g(z) = cosx

C em B’. Observemos que m(@') = m(@) =t — 7. (Figura 2.14)
Assim, obtemos sent = —sen (t — 7).

(¢c) B = E(t) estd no quarto quadrante, isto é 37/2 <t < 2.

Tragamos por B uma reta r paralela ao eixo das ordenadas, que inter-
secta novamente C' em B’. Observemos que m(AB’) = m(BA) = 2r—t
e sent = —sen (2 — t) (Figura 2.15).

Na funcao cosseno
Fazemos as construgoes andlogas a funcao seno, e obtemos:

(a) Se o arco de medida ¢ estd no segundo quadrante, isto é 7/2 <t <
entao cost = —cos (m — t),
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B
At

Figura 2.13: sent = sen (7w — t)

Figura 2.14: sent = —sen (t — 7)

(b) Se o arco de medida t estd no terceiro quadrante, isto é, 7 <t < 37/2
entdo cost = — cos (t — 7),

(¢) Se o arco de medida t estd no quarto quadrante, isto é 37/2 < t < 2w
entdo cost = cos (2m — t).

Como conclusao, temos que os valores absolutos das fungoes trigonométricas
estao determinados pelos valores destas fung¢oes no primeiro quadrante.
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sen(t)

sen(2m — t)

Figura 2.15: sent = —sen (27 — t)

2.6.3 Atividade 11: grafico das funcoes seno e cosseno.

Neste momento vamos mostrar os graficos das fungoes seno e cosseno no
intervalo [0, 27] bem como estudar suas caracterisicas. Aqui, o aluno deve
ter conhecimento basico em funcgoes, em conceitos como monotonicidade,
maximos e minimos e raizes.

No arquivo atividadellseno.ggb, hd uma construcao em que, ao movermos
o ponto C, aparece o desenho de um trecho (periodo) da funcao f(z) = senzx.
Vamos fazer um estudo desta fungao.

(a) Em quais intervalos a fungao é crescente?
(b) E decrescente?
(¢) Quais sao os valores méximo e minimo desta funcao? E a sua imagem?

(d) Quais sao as raizes da fun¢ao?

Respostas esperadas:
(a) A funcdo é crescente para x € [0,7/2] ou x € [37/2, 27].
(b) A fungao é decrescente para x € [r/2,37/2].

(c¢) Os valores maximo e minimo sdo 1 e -1, respectivamente. Sua imagem
¢ o intervalo [—1, 1].
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(d) Asraizessdo: x =0,z =7 ex = 27.

Repita a atividade para a fungao g(x) = cosz utilizando o arquivo ativi-
dadellcosseno.ggb.

Respostas esperadas:

(a) A fungao é crescente para x € [r, 27].
(b) A fungao é decrescente para x € [0, 7].

(¢) Os valores méximo e minimo séo 1 e -1, respectivamente. Sua imagem
¢ o intervalo [—1, 1].

(d) As raizes sdo: x = /2 e x = 3m/2.

2.6.4 Atividade 12: Problema- altura da maré.

Vamos retomar o problema inicial desta segao:
Altura de maré: Em certa cidade litoranea, a altura h da maré (em
metro) em funcao do tempo t > 0, é dada pela funcao

h(t) =2 +0,5. cos (%.t),

na qual o tempo é medido em hora, a partir da meia-noite. No arquivo
atividadel2.ggb temos o gréfico da funcao h(t) com dominio em todos os
reais, mas vamos considerar apenas a funcao restrita na regiao retangular
em vermelho. Fazemos isto porque o tempo é relacionado com as horas do
decorrer de um dia, devendo assim variar de 0 a 24.

(a) Utilizando a fungao h(t), determine as alturas maxima e minima da
maré na situacao dada. Lembre-se: pela Atividade 11, descobrimos
que, para a fungao f(x) = cosz o valor méximo é 1 e o valor minimo
é —1.

(b) A partir do gréfico, responda em quais hordrios ocorreram as marés
altas e baixas. Lembrando que ¢t = 0 equivale a meia-noite, t = 1 a
uma hora da manha, etc.

(c) Identifique o periodo desta fungao e interprete o resultado.
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Respostas esperadas:

(a) Para obter o valor méximo, nesta func¢ao, vamos substituir o termo
cos (§.t) por 1. Assim temos:

h(t) =2+0,5.1 = 2,5.
Para o obtermos o valor minimo, temos:

h(t) =2+0,5.(—=1) = 1,5.

(b) As marés altas ocorreram a meia-noite e ao meio-dia. As marés baixas,
as 6h da manha e as 18h.

(¢) O periodo é de 12h; a cada 12h as alturas da maré se repetem, ou 12h
¢ tempo de uma oscilagao para a altura.

2.7 Funcao tangente

Nesta secao vamos conhecer a interpretacao geométrica da tangente na cir-
cunferéncia unitaria e conhecer o grafico de sua respectiva funcao.

2.7.1 Atividade 13: tangente de um arco.

No arquivo atividadel3.ggh, temos uma circunferéncia unitaria e uma reta
perpendicular ao eixo das abcissas tangenciando a mesma no ponto B(1,0).
Inicialmente, vamos considerar um arco do primeiro qua- drante (entre 0 e
)

Tragamos a reta suporte do lado AC, e esta intersecta a reta tangente no
ponto D; temos, entao, o triangulo ABD. De acordo com a Definicao 1, a
tangente do angulo central BAC ¢ dada por:

Em breve provaremos que a tangente dos arcos em qualquer quadrante é
dada pela medida do segmento BD. Considerando isto faga o que se pede:

(a) Mova o ponto C' para o primeiro quadrante da circunferéncia no sentido
anti-hordrio. Conforme aumentamos a medida do arco, o que acontece
com a medida do segmento BD? O que acontece quando o arco é de
5 rad?
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(b) Descreva o comportamento do segmento BD quando o angulo central
se encontra no 2°, 3° e 4° quadrantes.

(c) Quais s@o os arcos para os quais a tangente nao existe?

Respostas esperadas

(a) A medida do segmento BD, ou seja, a tangente do angulo aumenta,
tendendo a valores muito grandes. Quando o arco é de 7 rad, nao existe
o ponto D, que ¢é a interseccao entre as duas retas. Logo, a tangente
do arco de /2 rad nao existe.

(b) Movendo o ponto C' no sentido anti-horario no 2° quadrante, percebe-
mos que a ordenada do ponto D assume valores negativos, inicialmente
muito pequenos e depois, aproximando-se cada vez mais de zero. Os
arcos do 3° quadrante tem o mesmo comportamento do 1°, e os do 4°
quadrante tem suas tangentes andlogas aos do 2°.

—
o
~
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2.7.2 Atividade 14: grafico da funcao tangente.

No arquivo atividadel4.ggb, ha uma construcao em que, ao movermos o
ponto C', é construido o gréfico da fungao f(z) = tgx restrita no dominio

3
D:{xeR/OSxSme#g,x%g}.
Vamos fazer um estudo desta funcao.

(a) Qual é aimagem desta fun¢ao? Ela possui valores méximos ou minimos?

(b) O que ocorre com a fungao quando a medida do arco BC se aproxima
srad 7 e de 3Tﬁmd?

(¢) Em quais intervalos a funcao é crescente ou decrescente?

(d) Qual é o periodo desta fun¢ao?
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Respostas esperadas

(a) A imagem é o conjuntos dos nimeros reais, a fungdo nao possui pontos
de maximos ou minimos.

(b) Quando o arco se aproxima de 7/2 rad ou 37 /2 rad, os valores de f(x)
ficam muito grandes, tendem ao infinito.

(¢) A fungao é sempre crescente em todo o seu dominio.

(d) O periodo é .

2.7.3 Fundamentagao tedrica

A funcao tangente ¢é definida por tgz = 522, em que ¥ # § + km, para

todo k € Z. Facamos sua interpretagao geométrica.

Consideremos uma reta orientada tangente a circunferéncia unitaria pelo
ponto A, como na Figura 2.16. Seja AB um arco de medida x. A reta r que
contém O e B determina B’ na circunferéncia e 7' no novo eixo. Mostremos
que tgx = m(AT), em que mAT significa a medida algébrica do segmento
AT.

(a) Se B estd no primeiro ou terceiro quadrante.

Figura 2.16: A unidade do novo eixo é o raio do circulo.

Suponhamos que z seja um arco do primeiro quadrante, e portanto,
x + m, do terceiro. Os triangulos OCB, OSB, OC'B" e OS'B’ sao
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congruentes, e semelhantes ao triangulo OAT. Portanto,

senx oS CB AT AT
tgx g pry fr g = — = mAT’
costr  OC OC OA 1

—_— )_sen(x%—ﬁ)_—W_C’B’_ﬁ
& i ~cos(z+m)  —0OC" OC" OA

(b) Se B esta no segundo ou quarto quadrante.

A
x
B s
c 14
c 0 B}
S/
B
T
Figura 2.17:

Suponhamos que x seja um arco do segundo quadrante, e portanto,
x + 7, do quarto quadrante (Figura 2.17).

t()_sen(:c)_ oS CB —-AT —AT
B T wse) T ZO0C - —oC 04 1

= —AT = mAT,

; (x_i_ﬂ)_sen(x—l—ﬂ)_—W_—C”B’_—ﬁ__ﬁ_mAT
& T cos(z+m)  0C  0C'  OA e

Assim, concluimos que a tgx pode ser vista como a medida algébrica de
um segmento AT.
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Propriedades
(a) O dominio da funcdo tangente é D = {z € Rlz # I + km, k € Z}.

(b) A imagem da funcao tangente é R, isto é, para todo y real existe um «
real tal que tgx = y. De fato, dado y € R, consideremos sobre o eixo
das tangentes o ponto T tal que mAT = y. Construindo a reta que
passa por O e T, observemos que ela intercepta o circulo unitario em
dois pontos B e B’, imagens dos reais x cuja tangente é y.

(¢) Se x é do primeiro ou terceiro quadrante, entao tgx é positiva. Se x é
do segundo ou do quarto quadrante, entao tgz é negativa.

(d) tgz é crescente para todo = € D.

(e) De acordo com as explicagoes dadas, em qualquer caso, tg x = tg (z + ),
para todo x € D, ou seja, a tangente é uma fungao peridédica de periodo
TT.

Grafico
Segue um esbogo do grafico da funcdo f(x) = tgz na Figura 2.18.

/2 0 T2 T 3172

e e o
S A g

Figura 2.18: f(z) = tgz



40

2.8 Demais funcoes trigonométricas: Funda-
mentacao teodrica.

Nesta secao, vamos estudar outras funcoes trigonométricas auxiliares, sao
elas as funcoes: secante, cossecante e cotangente.

2.8.1 Funcao secante

Dado um nimero real z, x # § + k7 seja P sua imagem no circulo unitario
pela Funcao de Euler. Consideremos a reta s tangente ao circulo em P e
seja S sua interseccao com o eixo dos cossenos. Denominamos secante de x
(e indicamos por sec r) a abcissa OS do ponto S; como est4 representado na
Figura 2.19.

N
N
NI

B

Figura 2.19: Representagao geométrica da secante de x.

Denominamos funcao secante a funcao f : D — R que associa a cada real
x, v # 5+ kn,k €Z o real OS = secr isto é, f(r) = secw.

Notemos que, para z = 7 + km, P é igual a B ou B’ e, entao, a reta
s fica paralela ao eixo dos cossenos. Como neste caso nao existe o ponto
interseccao com o eixo das abcissas, a funcao sec x nao esta definida.

Propriedades:

(a) Se P = E(x) estd no 1° ou 4° quadrante, secx é positiva; se P = E(x)
esta no 2° ou 3° quadrante, sec x é negativa.

(b) Se P = E(x) percorre o 1° ou 2° quadrante, secz é crescente; se P =
E(z) percorre o 3° ou 4° quadrante, secx é decrescente.

(¢) Dominio: D = {z € Rlz # Z + kr }.
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(d) Imagem: R\] —1,1].

(e) Periodo: 2.

Grafico:

O gréfico da fungao f(z) = sec x esta representado na Figura 2.20.

2

N
)
N
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Figura 2.20: Gréfico da fungao f(x) = secx.

2.8.2 Funcao cossecante

Dado um numero real x, x # km, seja P sua imagem no circulo unitario pela
Fungao de Euler. Consideremos a reta s tangente ao circulo em P e seja
C' sua intersecgdo com o eixo dos senos. A cossecante de x (cossecz) é a
ordenada OC do ponto C. (Figura 2.21).

Denominamos funcao cossecante a funcao f : D — R que associa a
cada ntmero real z, x # km,k € Z o ntmero real OC = cossecz, isto é
f(z) = cossec x.

Notemos que, para x = km, P é igual a A ou A’ e, entao, a reta s fica
paralela ao eixo dos senos. Como neste caso nao existe o ponto de interseccao
com o eixo das ordenadas, a funcao cossec x nao esta definida.

Propriedades:

(a) Se P = E(z) estd no é do 1° ou 2° quadrante, entao cossec x é positiva;
se P = E(x) estd no 3° ou 4° quadrante, entao cossec z é negativa.
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Figura 2.21: Representagao geométrica da cossecante de x.

(b) Se P = (E(x) percorre o 2° ou 3° quadrante, entao cossec x é crescente;
se P = E(x) percorre o 1° ou 4° quadrante, entao cossec x é decrescente.

(c) Dominio: D = {z € R|z # kn, k € Z}.
(d) Tmagem: R\] —1,1].

(e) Periodo: 27.

Grafico:

O gréfico da fungao f(z) = cossec x estd representado na Figura 2.22.

2.8.3 Funcao cotangente

Dado um ntmero real x # k7, k € Z seja P sua imagem no circulo unitario.
Seja também a reta tangente ao circulo pelo ponto (0, 1), paralela ao eixo das
abcissas, doravante denominada eixo das cotangentes. Consideremos a reta
passando por O e P e seja D sua interseccao com o eixo das cotangentes.
A cotangente de x (cotgz) é a medida algébrica do segmento BD. (Figura
2.23)

Denominamos funcao cotangente a funcao f : D — R que associa a
cada numero real z, x # km,k € Z o nimero real mBD = cotgx, isto é,
f(z) = cotg x.

Notemos que, para © = km, k € Z, P = E(x) é igual a A ou A’ e a reta
que passa por O e P fica paralela ao eixo das cotangentes. Como neste caso
nao existe o ponto de interseccao com o eixo das cotangentes, a cotgx nao
esta definida.
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Figura 2.22: Gréfico da fungao f(x) = cossecz.

Propriedades:

a) Se P = E(x) é do 1° ou 3° quadrante, entdo cotgx é positiva; se
Se P E & do 1° 3° drant ta tgx é 1ti
P = E(x) é do 2° ou 4° quadrante, entao cotgx é negativa.

(b) Se P = E(x) percorre qualquer um dos quatro quadrantes entao cotg
é decrescente.

(c) Dominio: D = {z € R|z # kn, k € Z}.
(d) Imagem: R.

(e) Periodo: .

Grafico:

O gréfico da fungao f(z) = cotgx estd representado na Figura 2.24.

Definigoes

As funcoes secante, cossecante e cotangente, sao também, usualmente, definidas
como a seguir:

e secante de x:

SeCxr =

,cosx # 0,
cos
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Figura 2.23: Representacao geométrica da cotangente de x.

e cossecante de z:

cossecx = ,senx # 0,

sen x
e cotangente de x:

1
cotgr = — tgx # 0.
tgx

O professor pode utilizar a proxima atividade para mostrar as construgoes
e as propriedades das funcoes trigonométricas vistas nesta secao.

2.8.4 Atividade 15: graficos das fungoes cossecante,
cotangente e secante.

Nos arquivos atividadelbsec.ggb, atividadelbcossec.gghb e atividadelbcotg.ggb,

podemos obter os graficos das funcgoes secante, cossecante e cotangente, res-

pectivamente. Os graficos estao restritos em [0, 27r]. Em cada um deles, mova
o ponto C' e observe a construgao e o grafico obtido.

2.9 Senodides

Nesta secao, vamos observar o comportamento das sendides, que sao fungoes
trigonométricas que envolvem o seno e o cosseno de um arco. Uma sendide
tem uma expressao do tipo

h(x) = a+ b.cos(c.x + d),

ou
h(z) = a+ b.sen(c.x + d),
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Figura 2.24: Gréfico da fungao f(x) = cotgz.

em que a, b, ¢, e d sao constantes reais. O grafico de uma sendide é obtido
através de tranformacoes na fungao seno ou cosseno.

2.9.1 Atividade 16: funcoes do tipo

h(z) = a+b.cos(c.x + d).

No arquivo atividadel6.ggb, temos o gréfico de uma fungao do tipo h(x), em
que através de controles deslizantes do GeoGebra podemos alterar os valores
dos parametros a, b, ¢, d.Vamos estudar esta funcao.

(a) Primeiramente, deslize os controles até obter a = 0, b = 1, ¢ = 1 e
d = 0. Qual foi a funcao obtida?

Nos préximos itens (b), (¢) e (d) e (e), responda qual foi a mudanga
ocorrida em relacao ao gréafico da funcao f(z) = cos:

) Mantenha os parametros b =1, c=1e d = 0 e altere o valor de a.

(c) Mantenha os parametros a =0, b =1, ¢ = 1 e altere o valor d.

(d) Mantenha os parametros a =0, ¢ =1 e d = 0 e altere o valor de b.
)

Mantenha os parametros a =0, b =1 e d = 0 e altere o valor de c.
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Respostas esperadas:

(a)

g(x) = cos.
Ocorreu uma translagao em relagao ao eixo y.
Ocorreu uma translagao em relagao ao eixo z.

Ocorreu uma dilatagdo ou contragao do grafico em relagao ao eixo y.
Ha& alteragoes na imagem da funcao.

Ocorreu uma dilatacao ou contragao do grafico em relagao ao eixo .
H4 alteragoes no periodo da funcao.

2.9.2 Fundamentagao tedrica

A partir da atividade 16, vamos entender o que ocorre na funcao

h(xz) = a+ b.cos(cz + d)

com as mudancas dos parametros a, b, c e d.

O grafico de fungoes trigonométricas do tipo h(x) = a + cosz sofre
uma translagao vertical de |a| unidades em relagao ao gréafico original
da seguinte forma: Se a > 0, entao a translagao é para cima; se a < 0,
entao a translagao é para baixo.

O gréfico de fungdes do tipo h(z) = cos(z + d) sofre uma translagao
horizontal de |d| unidades em relagdo ao gréfico original, de tal modo
que: se d > 0, a translagao é para a esquerda e se d < 0, a translacao
é para a direita.

O grafico de fungoes do tipo h(x) = b.cosx sofre uma contragado ou
dilatagao vertical, em relagao ao grafico original, sua amplitude é |b|.

O gréfico de fungoes do tipo h(z) = cos (cx) sofre uma contragdo ou
diltacao horizontal em relacao ao grafico original, e tém periodo %

O raciocinio é analogo para fungoes do tipo h(z) = a + bsen(cx + d).



Capitulo 3

Consideracoes finais

3.1 Relato de experiéncias

O presente trabalho foi aplicado em uma das classes da Escola Técnica Es-
tadual Philadelpho Gouveéa Netto, em Sao José do Rio Preto, SP.

Nesta unidade escolar, sou professora de duas turmas de 2* série de ensino
médio: a turma X, no matutino, e a turma Y, no vespertino, com 40 alunos
cada uma. Para fechamento de notas, as mencgoes utilizadas em nossa U. E.
sdo : MB (muito bom), B (bom), R (regular) e I (insuficiente). Como sempre,
cada turma tem suas particularidades: em matematica, a turma X tem um
desempenho discretamente melhor do que a turma Y. Em cada bimestre, a
turma X apresenta, em média, 7 mencoes I, e a turma Y, 10; diferenca nao
muito grande. Percebe se que isso se deve ao fato de a turma X apresentar
um melhor habito de estudo, quase todos os alunos fazem as tarefas de casa.

Por motivos diversos, algumas das atividades constantes neste trabalho
foram aplicadas somente para a turma X, pois nesta classe, a matéria estava
mais adiantada do que na turma Y, portanto, houve tempo em minhas aulas
para realizar tais atividades. Nesta escola, tenho uma facilidade: um portal
educacional. Neste portal temos uma ferramenta onde é possivel ao profes-
sor postar atividades pela internet para que o aluno responda as questoes,
também on-line, e o docente tenha acesso a estas respostas.

Assim, foram aplicadas as atividades 11, 13, 14, 15 e 16 no horario da
aula de matematica. Os alunos interagiram bastante e responderam até com
certa facilidade, pois contaram com o meu auxilio e tinham a liberdade de
pedir ajuda aos colegas. O tempo gasto foi de 2 aulas de 50 minutos.

Na avaliacao bimestral, dentre outras questoes havia o seguinte exercicio:
Esboce os grificos das fungoes trigonométricas:

(a) y =3senuz,

47
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(b) y = sen(3z).

Uma questao simples, em que podemos avaliar se o aluno reconhece uma
funcao seno, e se ele tem uma ideia sobre as transformacoes no grafico desta
funcao, decorrentes da variagao de seus parametros.

A diferenca de acertos entre a turma X, em que foi aplicada a atividade,
e a turma Y, que nao a fez, foi muito significativa. Na turma X, 13 alunos
acertaram totalmente a questao, enquanto 12 acertaram parcialmente.

Na turma Y, apenas 3 alunos acertaram a questao, e parcialmente. A
maioria deixou a questao em branco, alguns esbocaram graficos muito in-
corretos como segmentos de retas e outras curvas estranhas. Durante as
aulas ministradas nas duas turmas sao utilizados os mesmos métodos de
ensino e materiais didaticos. A questao exigia um conhecimento basico de
fungoes, matéria vista na série anterior, também pelo mesmo professor nas
duas classes.

Como docente, acredito que ao visualizar as fungoes construidas no Geo-
Gebra o aluno tem uma facilidade maior em compreender o comportamento
e o dinamismo de seus graficos. No quadro negro, temos o habito de cons-
truir os gréaficos atribuindo pontos no plano cartesiano, ¢ um procedimento
valido, mas quando o aluno aprende somente por este caminho, ele pode se
confundir ao marcar estas coordenadas incorretamente. E necessério que o
discente tenha uma idéia global do grafico da funcgao, e essa idéia pode ser
obtida através do uso de ferramentas computacionais.

3.2 Conclusao

A grande dificuldade no ensino da trigonometria ocorre na compreensao de
seus conceitos fundamentais: as nogoes de seno, cosseno e tangente, a cons-
trucao da circunferéncia trigonométrica, e a notacao para as medidas de
arcos e angulos, muitas vezes sao apresentadas aos alunos como elementos
vagos, sem muitas explicagoes. Uma abordagem dinamica, apoiada nos uso
da Tecnologias de Informacao e Comunicacao é um dos meios de sanar estas
dificuldades.

Isto ocorre porque nossos alunos sao os chamados ‘nativos digitais’, desde
pequenos eles tém acesso aos computadores, e portanto a um fascinante
universo repleto de cores, sons movimentos e sensacoes. Isto sem falar
nos videogames e jogos digitais, nos quais eles tém o controle sobre toda
a situacao, dando-lhes a sensacao de poder; o interessante é que, os jogos,
mesmo sendo dificeis e desafiadores, fazem com que a crianga ou adolescente
persista, tenha paciéncia e busque estratégias para vence-los. Talvez seja este
um dos caminhos para melhorar o ensino ministrado a este publico: faze-los
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construtores do préprio conhecimento e permitir que manipulem os objetos e
tirem suas proprias conclusoes. Os softwares de geometria dinamica, como o
GeoGebra, tem esta caracteristica, sendo uma ferramenta muito util a ser uti-
lizada no ensino da matematica, mais precisamente, em fungoes, trigonome-
tria, geometria plana e analitica. O desafio é que nds, como ‘imigrantes
digitais’ também entremos neste universo de tecnologia, que se transforma
todos os dias, a uma velocidade surpreendente.
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