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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho consiste na producdo de um referencial teérico relacionado
aos conceitos de ponto fixo, que possibilite, aos alunos do Ensino Médio, o desenvolvimento
de habilidades e competéncias relacionadas a Matematica. Neste trabalho sdo colocadas
abordagens contextualizadas e proposicOes referentes as nog¢oes de ponto fixo nas principais
funcdes reais (afim, quadratica, modular, dentre outras) e sua interpretacdo geométrica. S&o
abordados de maneira introdutdria os conceitos do teorema do ponto fixo de Brouwer, o
teorema do ponto fixo de Banach e o método de resolucdo de equacgdes por aproximacdes

sucessivas.

Palavras-chaves: Ponto fixo. Teorema de Brouwer. Teorema de Banach. Resolucdo por

aproximacdes sucessivas.




ABSTRACT

The main objective of this work is to produce a theoretical concepts related to fixed point,
enabling, for high school students, the development of skills and competencies related to
Mathematics. This work placed contextualized approaches and proposals relating to notions
of fixed point in the main real functions (affine, quadratic, modular, among others) and its
geometric interpretation. Are approached introductory concepts of the fixed point theorem of
Brouwer's, fixed point theorem of Banach and the method of solving equations by successive

approximations.

Keywords: Fixed point. Brouwer theorem. Banach theorem. Resolution by successive
approximations.
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MOTIVACAO

Os documentos norteadores do Sistema Educacional Brasileiro' e da Secretaria de
Educagdo do estado de S&o Paulo® sdo colocados como pardmetros que orientam a pratica
escolar. Eles buscam contribuir para que os alunos tenham acesso a um conhecimento
matematico que desenvolva competéncias que lhes possibilite de fato sua insergdo, como
cidaddos, no mundo do trabalho, das relacbes sociais e da cultura. Estes documentos
apresentam uma lista de temas e conteldos para a Matematica, e tém como premissa
fundamental que os contetdos sdo meios para o desenvolvimento das competéncias
almejadas.

As transformacdes sociais, causadas principalmente pelos computadores, trouxe a
necessidade de técnicas de programacdo de algoritmos e andlise de dados ndo apenas aos
inseridos no Ensino Superior, mas a populacdo em geral. Conteldos matematicos mais
comuns no ensino superior como, por exemplo, a criptografia, a topologia e a otimizacéo,
hoje sdo fundamentais para a cidadania.

Inexoravelmente o avanco da computacdo de forma intensa e abrangente na nossa
sociedade permite e exige que varios conteldos da Matematica que antes eram restritos ao
ensino superior, hoje sejam introduzidos aos alunos do Ensino Médio.

A atualizagdo dos conteudos, além de fundamental para o desenvolvimento de
competéncias necessarias a vida social, deve ser colocada de forma que permita aos alunos
uma interacdo entre a matematica e os desafios apresentados na sociedade atual.

Sobre isso, Dante [6], p.11 diz que um dos principais objetivos do ensino de matematica
é fazer o aluno pensar produtivamente e para isso nada melhor que lhe apresentar situacfes —
problemas que o envolvam, o desafiem e 0 motivem a querer resolvé-Ilas.

Assim, este trabalho busca apresentar referéncias e parametros tedricos para apoiar a
elaboracdo de sequéncias didaticas relacionadas aos conceitos de ponto fixo de funcdes que
podem ser empregados no Ensino Médio, visando o desenvolvimento de competéncias ligadas

a Matematica.

! Parametros Curriculares Nacionais — MEC, 1998. [3]
? Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo — SEESP, 2008. [12]
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1 INTRODUCAO

As Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio: Ciéncias da Natureza, Matemaética e
suas Tecnologias [4] destacam que o conteudo parte do principio de que toda situacdo de
ensino e aprendizagem deve agregar o desenvolvimento de habilidades que caracterizem o
“pensar matematicamente”. Neste sentido, € preciso dar prioridade a qualidade do processo e
ndo a quantidade de conteudos a serem trabalhados. A escolha de conteldos deve ser
cuidadosa e criteriosa, propiciando ao aluno um “fazer matematico” por meio de um processo
investigativo que o auxilie na apropriacao de conhecimento.

As competéncias e habilidades de matematica desenvolvidas no Ensino Médio,
relacionadas aos estudos das funcbes, desempenham um papel fundamental na formacéo
basica do cidaddo. Para isso, os conteldos devem possibilitar um bom dominio das funcdes,
principalmente as habilidades que exploram qualitativamente as relac6es entre duas grandezas
em diferentes situacdes, destacando o significado da representacdo grafica das funcdes,
quando alteramos seus parametros e pontos significativos para o seu estudo.

Varios pontos ou valores relevantes aos estudos das fun¢es sdo comumente abordados
nos livros didaticos disponibilizados aos alunos como: zero da funcgdo, valor maximo e
minimo da funcdo, vértice da parabola descrita por uma funcdo quadratica, ponto de
interseccdo de funcdes, pontos da funcdo que tocam os eixos cartesianos, dentre outros. Neste
trabalho pretendemos evidenciar um ponto extremamente relevante para o estudo das funcdes
que n&o é abordado nos livros didaticos do Ensino Médio, isto &, o ponto fixo de uma funcéo.
Buscamos, dessa forma, auxiliar professores e alunos com um referencial tedrico acerca dos
conceitos de ponto fixo, para que este conhecimento venha enriquecer os contetdos que
desenvolvem as competéncias e habilidades relacionadas ao estudo de funcdes e sequéncias

numeéricas.

No Capitulo 2 introduziremos conceitos iniciais de ponto fixo apresentando abordagens
introdutorias da definicdo de ponto fixo e situagBes contextualizadas para a familiarizacdo

com o tema.

No Capitulo 3 abordaremos o ponto fixo de uma funcdo real e sua interpretacdo
geométrica, apresentando proposi¢cdes que estdo relacionadas as principais fungdes reais e
suas operacOes. Apresentaremos ainda aplicacfes contextualizadas do teorema do ponto fixo

de Brouwer.
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No Capitulo 4 apresentaremos aplicacfes dos conceitos de ponto fixo na resolugdo de
equacdes através do método de aproximacdes sucessivas, com base nos conceitos de
sequéncias de numeros reais. Apresentaremos ainda abordagens envolvendo os conceitos

referentes ao teorema do ponto fixo de Banach.

Por fim, concluiremos buscando expor nossas consideracdes finais acerca do tema

desenvolvido.
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2 CONCEITOS INICIAIS DE PONTO FIXO

As abordagens apresentadas a seguir buscam mostrar como o0 conceito de ponto fixo
pode auxiliar no desenvolvimento de competéncias relacionadas a interpretacdo de tabelas,

formulas matematicas e resolucé@o de problemas contextualizados.

2.1 Definicéo de ponto fixo

Amigo-secreto® ou amigo-oculto é uma tradicional dinamica de final de ano que tem
como objetivo, através da troca de presentes, a confraternizacdo entre todos os participantes
de um grupo. Para isso, coloca-se 0 nome de todos em bilhetes, que sdo depositados em uma
urna. Aleatoriamente, cada pessoa retira apenas um bilhete, que traz escrito 0 nome de seu
amigo-secreto. Porém, um problema muito comum desta brincadeira consiste quando a pessoa

retira da urna o seu prdprio nome.

Tal fato corriqueiro pode ocorrer em fungbes matematicas. Consideremos, por exemplo,
a funcdo, f: R — R, dada por f(x) = 4x — 15, é razoavel questionar se existe algum valor
x = k, pertencente ao dominio da funcéo, ndo sofre alteracdo pela funcdo f, ou seja, tenha
y = k. De fato, existe x = 5 para o qual temos y = f(5) = 5, ou seja, 0 ponto x = k = 5,
ndo sofre alteracdo pela funcdo f. Esta singularidade é a base em uma poderosa ferramenta

matematica, principalmente, sobre o estudo de funces e de equaces.

Dados dois conjuntos quaisquer ndo vazios A e B, contidos no conjunto

o dos nameros reais, e uma funcdo f: A — B, define-se ponto fixo de f, 0
Definicéo 2.1 ] o

valor k € A tal que f(k) =k € B, ou seja, um ponto fixo é um valor k

pertencente ao dominio de f que ndo sofre alteracéo pela fungéo f.

Assim como podemos nédo ter problemas na retiradas dos nomes no amigo-secreto,

também temos funcBes matematicas que ndo possuem pontos fixos.

* |deias adaptadas do trabalho de Moreira [10].

14



2 DEFINICOES INICIAIS DE PONTO FIXO

2.2 Relagbes definidas por formulas matematicas

Como os conceitos de tabela de dupla entrada sdo desenvolvidos geralmente no Ensino
Fundamental e ampliados no Ensino Médio, podemos verificar que, durante a introducéo de
relacbes definidas através de férmulas matemaéticas, a nogdo de ponto fixo pode ser
apresentada como parte complementar desses conceitos.

Exemplo 2.2.1 — Maquina de renumerar cartdes

Imaginemos, por exemplo, uma maquina que renumera cartfes. A maquina Ié o nimero
original x e escreve um novo numero y, onde y = 3x — 6. A tabela abaixo apresenta alguns

valores originais e seus novos nUmeros:

x y
0 -6

1 -3

2 0

3 3 Ponto fixo
4 6

5 9

Observe que quando inserimos o cartdo com o nimero 3 a maquina ndo altera o valor do

ndmero, ou seja, o numero 3 ficara fixo.

Exemplo 2.2.2 — Escalas termométricas

Dentro das aplicagdes de proporcionalidade desenvolvidas durante o Ensino
Fundamental e novamente trabalhados nas disciplinas de Matematica e Fisica no Ensino
Médio, temos problemas, por exemplo, como os de conversdes entre escalas termométricas

que permitem a ampliagdo do conceito de ponto fixo.
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2 DEFINICOES INICIAIS DE PONTO FIXO

Dadas duas escalas termométricas graduadas A e B, temos dois pontos conhecidos, por
exemplo, o de congelamento e o de ebuligdo da agua. Na escala A tais pontos sdo: 10° A e 90°
A, enaescala B, -10°B e 110° B.

90 °A Ponto de Ebuli¢io 110 °B

10 °A Ponto de Congelamento -10°B

Figura 1 - RelagGes entre escalas termomeétricas

Pela Figura 1, temos a seguinte relacdo de proporcionalidade que estabelece a conversao

entre as escalas:

x—10 _ y—(-10) __3x-30
90-10  110—(—10) T2

(2.2.a)

Em temas envolvendo estes assuntos, uma pergunta simples que pode ampliar o
conceito de ponto fixo é: existe alguma temperatura que possui um valor na escala A que tem
0 mesmo valor na escala B? Em termos matematicos, existe algum x = k em Atal que y = k

em B?
Da equacédo (2.2.a), temos:

3k —30
Tk

y=fk)=k = 3

Portanto, segue que em determinada temperatura os dois termémetros marcaréo o valor

30, ou seja, o valor 30 é fixo nos dois termdmetros.

Em particular, as escalas termométricas utilizadas na maioria dos paises sdo a escala

Celsius e a Fahrenheit, elas possuem ponto fixo igual a — 40.

16



2 DEFINICOES INICIAIS DE PONTO FIXO

Exemplo 2.2.3 — Caixas d"agua

Imaginemos duas caixas d"agua, uma vazia e outra com 50 litros. Elas vao ser cheias
por duas bombas d"&gua idénticas, que iniciardo no mesmo momento, porém a que enchera a
caixa com 50 litros funcionard com metade da poténcia da primeira. Como a primeira enchera
mais rapido que a segunda, podemos afirmar que em determinado momento elas terdo a

mesma quantia d"agua.

Seja x a quantia de 4gua da caixa 1, podemos escrever a quantia y na caixa 2 em funcgéo

da quantia x, ou seja,
y = §+ 50 (2.2.b).

Logo, o problema se resume em determinar quando a quantia x = k implicard numa
quantia y = k. Ou seja, o valor corresponde a um ponto fixo. Assim, pela equagéo (2.2.b),

segue que:
k
y=fl)=k = S+50=k = k+100=2k - k=100

Portando, a quantidade nas duas caixas d"agua sera igual em 100 litros.

17



3 PONTO FIXO DE UMA FUNCAO REAL

A nocéo de fungdo foi desenvolvida e aperfeigoada ao longo de vérios séculos. E esta
nocdo nao € restrita apenas aos interesses da Matematica, pois, ela faz parte do nosso
cotidiano e esta presente em diversas areas do conhecimento. Varios problemas que surgem
de fendmenos presentes na natureza recaem no estudo das fungdes, possibilitando uma
poderosa ferramenta na interpretacdo e compreensédo dos fendmenos em questao.

As definicGes das principais fungbes que apresentaremos foram adaptadas do trabalho
de Dante [7], que possui 0 seu trabalho distribuido pelo Ministério da Educacdo a varias

escolas do pais.

3.1 Interpretagdo geométrica do ponto fixo

O desenvolvimento das habilidades relacionadas ao estudo de gréficos é fundamental no
estudo de funcgdes reais. A interpretacdo geométrica do ponto fixo pode auxiliar no

desenvolvimento destas habilidades.

Uma fungdo f:R — R possui ponto fixo x = k se, e somente se, 0

HCREE I ponto P(k, k) no plano cartesiano pertencer ao grafico da funcéo f.

Demonstracéo:

(=) Sejauma funcdo f: R — R, tal que k € R seja um ponto fixo da f.
Logo, pela definicdo 2.1, para x = k implica que existe y = f(k) = k.
Como os pontos do gréafico da funcdo f sdo da forma (x,y), podemos

afirmar que o ponto P (k, k) pertence ao grafico da funcéo f.

(€) Seja uma funcdo f:R — R, tal que o ponto P(k, k) pertence ao
grafico da funcdo f. De fato, existex =k que implica em

y = f(k) = k. Logo, pela definicdo 2.1, x = k é ponto fixo da funcéo f.

18



3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Observacdo: A partir desta proposicdo observamos uma correspondéncia biunivoca entre
qualquer ponto fixo x = k € R com o par ordenado (k, k) € R?. Como todos os pontos da
forma (k, k) € R? sdo pontos da reta definida por y = x no plano cartesiano, podemos
concluir que, se o grafico de uma funcéo f: R — R interceptar a reta y = x, entdo este ponto
sera um ponto da forma P(k, k), determinando assim o ponto fixo da funcdo f dado por
x = k. Portanto, os pontos do grafico de uma funcéo f que tém abscissas iguais as ordenadas

determinardo os pontos fixos x = k desta funcéo.

A interpretacdo geométrica do ponto fixo de uma fungdo f serd, portanto, relacionada

através de um ponto auxiliar pertencente a reta y = x.
Exemplo 3.1.2 — Fungé@o com um Unico ponto fixo.
Consideremos a funcdo g: R — R, definida por g(x) = 3x — 10. Pela definicdo 2.1
x = k =5 é o Unico ponto fixo da funcéo g. De fato,
gk)=k & 3k—-10=k & 2k=10 & k=5,

Geometricamente, temos:

74

Figura 2 - Exemplo 3.1.2
Fungdao com um unico ponto fixo

A funcdo g possui um unico ponto fixo dado por x = k = 5 que, pela proposicao 3.1.1,
estéd associado ao ponto P(5,5). Analisando geometricamente vemos que o grafico da fungéo

g intersecta a reta y = x em um Unico ponto.

19



3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Exemplo 3.1.3 — Fung&o com dois pontos fixos.

Vérias fungdes intersectam mais de uma vez a reta y = x, nestes casos, pela proposicao
3.1.1, existem mais de um ponto fixo. Como no exemplo anterior, consideremos o grafico da

funcdo h: R — R, tal que h(x) = x? — 6x + 10.

Pela proposicéo 3.1.1 segue que, se x = k é um ponto fixo da funcéo h, entéo:

{y=k2—6k+10
y=k

Resolvendo o sistema, temos:

k2— 6k + 10=k < k®— 7k +10=0 -~ k, =2 ou k, = 5.

Geometricamente, temos:

h(x)

hik,) 2@---------- A

L
T R e e T T

K

Figura 3 - Exemplo 3.1.3
Fungao com dois pontos fixos

Conforme a proposicédo 3.1.1, a funcdo h possui apenas dois pontos fixos, k; = 2 e
k, =5, que estdo associados aos pontos A(2,2) e B(5,5). Analisando geometricamente

vemos que o grafico da fungéo h intersecta a reta y = x nestes dois pontos.

20



3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Exemplo 3.1.4 — Funcgéo com trés pontos fixos.

Consideremos o grafico da fungdo f:R — R, dada por f(x) = x3. Pela definicdo 2.1

k = —1, 0e 1 séo pontos fixos da fungéo f. De fato,

fky)=k ©ok*=k © k*- k=0 © k(k—-1D(k+1)=0 & k=-1, Ooul.

T - ————— - —— = C

0.5

-0.5

(x)

Figura 4 - Exemplo 3.1.4
Fungdo com trés pontos fixos

Analisando geometricamente segue que o grafico da funcéo f intersectard areta y = x
em trés pontos, ou seja, nos pontos A(—1,—1), B(0,0) e C(1,1), que estdo associados aos

pontos fixos x = —1, x = 0 e x = 1 conforme a proposigéo 3.1.1.
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3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

3.2 Funcao afim

No estudo de funcdo afim sdo desenvolvidos conteddos referentes a taxa de

crescimento/decrescimento, grafico da funcdo, valor inicial, zero da fungéo, estudo do sinal da

funcdo, dentre outros.

Definicéo 3.2.1

Uma fungdo f:R — R chama-se fungdo afim quando existem dois

nameros reais a e b tal que f(x) = ax + b paratodo x € R.

A partir desta definicdo é razoavel questionarmos se uma funcdo afim possui pontos

fixos e quais sdo suas caracteristicas. A proposi¢do seguinte mostra como localizar um valor

k € R, que determina o ponto fixo de uma funcéo afim através dos coeficientes a e b.

Proposigéo 3.2.2

Se f:R - R é uma funcéo afim, da forma f(x)=ax+ b, com

a # 1, entdo ela tera um Unico ponto fixo k € R, dado por

b

k=a"%

(3.2.a)

Demonstracéo:
Existéncia: Pela definicdo 2.1 queremos encontrar x = k € R, tal que

f (k) = k. De fato,

b
1-a)

f(k)=k = ak+b=k = (1—-a)k=b ~ k=

Afirmacdo: x = k = ﬁ é ponto fixo da funcéo f. De fato,

f(ﬁ): a<ﬁ>+b =02y ¢ [ =k

Unicidade: Suponhamos que existam k4, k, € R, com k; # k,, pontos

fixos da fungéo f. Pela defini¢do 2.1 segue que:

b
a-a
b

T (-a)

f(kl):kl = ak1+b:k1 = (1—a)k1:b klz

f(kZ):kZ = ak2+b:k2 = (1—a)k2:b o kZ

Logo, k; = k,. Isso reduz a afirmacdo de que a fungdo f possui pontos
fixos distintos ao absurdo. Ent&o, f possui um Gnico ponto fixo x = k.
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3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Exemplo 3.2.3 — Funcéo afim com a # 1.

Consideremos a funcéo afim f: R — R, definida por f(x) = —x + 4. Como a # 1,
b

pela proposi¢do 3.2.2, existe um Unico k € R, tal que k = e Logo,
L — 2 =
k_(1—(—1)) =k S = k = 2.

Isso pode ser observado na Figura 4.

\4 00

Figura 5 - Exemplo 3.2.3
Fungao afim com az1.

A funcdo f intersecta a reta y = x, uma Unica vez e o ponto fixo da funcdo f serad
k =2.

Observacéo: Devido a condicdo a # 1 na proposi¢do 3.2.2, é necessario analisar a fungéo

identidade e suas translagdes com relagéo ao eixo y, pois elas possuem coeficiente a = 1.
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3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Seja f:R — R afuncéo identidade, da forma f(x) = x. Entdo, todos 0s

Proposicao 3.2.4 pontos do dominio da funcéo f séo pontos fixos.

Demonstracéo:
Decorre da definicdo 2.1. De fato, dado qualquer x = k, implica que

f(k) = k. Logo, qualquer x pertencente aos reais € um ponto fixo da

fungéo f.

1=

Figura 6 - Proposicao 3.2.4
Grafico da fungao identidade

Analisando geometricamente, os pontos A e B (Figura 5) sdo dois pontos da forma
(k, k) pertencentes ao grafico da funcdo identidade. Pela proposi¢do 3.1.1 segue que pontos
dados desta forma permitem a localizacdo dos pontos fixos x = k de uma funcéo. Logo, todos

o0s pontos do dominio da funcdo identidade sdo pontos fixos.

Exemplo 3.2.5 — Funcédo afimcoma =1eb # 0.

Consideremos a fungdo afim f:R — R, definida por f(x) = x + 2, uma translagdo da

funcdo identidade. Vamos supor que existe k € R, tal que f(k) = k. Logo,

f(k)=k =k+2=k = 2=0.
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3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

A afirmacéo da existéncia de um ponto fixo em f reduziu-se ao absurdo. Dessa forma, a

fungéo f nédo possui ponto fixo.

Esta caracteristica é verificada para qualquer translacdo da funcdo identidade conforme

proposicgéo 3.2.6.

Seja f:R — R um funcéo afim. Entdo, f é uma translacdo da fungéo

Proposicao 3.2.6 4 tidade se, e somente se, f ndo possuir pontos fixos.

Demonstragéo:

(=) Seja f:R — R, uma translacéo da funcdo identidade. Logo, f pode

ser expressa da forma f(x) = x + b, com b # 0.

Assim, pela definicdo 2.1 de ponto fixo segue que a fungdo f possui

ponto fixo se existir k € R tal que f (k) = k. Entdo,
f(k)=k = k+b=k = b=0.

Assim, a afirmacdo de que f(k) =k se reduz ao absurdo. Pois,
implicaria que b = 0, contrariando a afirmagé&o inicial era de que b # 0.

Portanto, f ndo possui ponto fixo.

(€) Seja f:R — R, uma funcdo afim que ndo possui ponto fixo k.
Temos pela proposigédo 3.2.2 que, se a # 1, entdo f possuira ponto fixo.
Logo, uma funcdo afim podera ndo ter ponto fixo somente se a = 1, ou
seja, f é da forma f(x) = x + b. Afirmamos que b € distinto de 0, caso
contrario f(x) = x tem uma infinidade de pontos fixos. Isto contraria a
hipotese. Logo, f é uma funcdo afim com coeficientesa = 1 eb # 0, ou

seja, f translacdo da funcdo afim.
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3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Analisando geometricamente através da figura 6, vemos que o grafico da funcéo f é

paraleloaretay = x.

Figura 7 - Exemplo 3.2.6,
Translagao do grafico da fungao identidade.

Geometricamente podemos resumir os pontos fixos de fungdes afins em trés casos:

Caso I: Infinitos pontos fixos Caso II: Nenhum ponto fixo Caso I11: Um anico ponto fixo
a=leb=0 a=leb#0 azl
\4 )
44 T=x 4
B *
* filk) 2 P

4 ih T T T T
1 -1 o 1 3 q 5
k
Yy=x
o -1
1] . T T T T T

A funcdo afim é a fungéo O grafico da fungdo afim € paralelo A funcéo afim possui coeficiente
identidade. ao grafico da funcéo identidade. azl
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Podemos ainda escrever ainda a lei de uma fungéo afim a partir de seu ponto fixo. Tal
abordagem serd relevante para o entendimento de composicdo de funcdes afins que seréd

desenvolvido posteriormente.

Seja f: R — R, uma funcdo afim. Entéo, f possui ponto fixo k € R se, e

Proposicao 3.2.7 somente se, f(x) = ax — ak + k, a € R.

Demonstragéo:
(=) Sejam f(x) = ax + b uma funcdo afim e x = k um ponto fixo de

f. Logo, pela defini¢do 2.1 segue que, f (k) = k, logo, ak + b = k, isto

equivale a afirmar que b = —ak + k.
Portanto, f(x) = ax + b implica que f(x) = ax — ak + k.

(€) Seja f:R - R uma funcdo dada por f(x) = ax — ak + k.
Tomando b = —ak + k, segue que f(x) = ax + b. Logo, pela defini¢do
3.2.1, f é uma funcio afim. E imediato seque f(k) = ak — ak + k = k,

ou seja, x = k é ponto fixo de f.
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3.3 Funcdo quadrética

No tema de funcdo quadratica sempre sdo abordados os conteudos referentes a
concavidade da parabola, grafico da funcéo, zero da funcéo e analise do discriminante, estudo
do sinal da funcdo, dentre outros. O tema do ponto fixo se mostra também significativo e
relevante dentro deste contexto, pois pode ser abordado da mesma maneira como é tratado o

tema zero da funcdo ou raizes da funcdo quadratica.

Uma funcdo f: R — R chama-se funcdo quadratica quando existem
Definico 3.3.1 nlmeros reais a,b e c, com a # 0, tal que f(x) = ax® + bx + ¢ para
todo x € R.

A partir desta definigdo vamos supor que f tenha ponto fixo, entdo existe x = k € R,
tal que f (k) = k. Logo,

f(k)=k = ak?+bk+c=k =
= ak?’+(b—-1k+c=0 (3.3.0)

Isso reduz a abordagem dos pontos fixos de uma funcdo quadratica a resolucdo de
equacdes quadréticas, ou seja, k € raiz da equacdo quadratica (3.3.a).
O estudo do numero de pontos fixos de uma funcdo quadratica vai depender do

discriminante da equacéo (3.3.a), onde
A= (b —1)? — 4ac (3.3.h)

Assim, como nos estudos de zeros de equagfes quadraticas, podemos afirmar que uma
funcdo quadréatica pode ter dois, um ou nenhum ponto fixo.

O quadro a seguir ilustra a quantidade de pontos fixos de uma fungdo quadratica em
funcéo do sinal do discriminante (3.3.b).

28



3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Caso I: Dois pontos fixos ~ Caso II: Um unico ponto fixo Caso I11: Nenhum ponto fixo

Ak> 0 Ak= 0 Ak< 0

)
5

3.4 Funcé&o modular

Denomina-se funcdo modular, a funcdo f:R — R, definida por

x,sex>0

Definigdo 3.4.1 f(x) = |x|, ou seja, f(x) = {

-x,sex<0’

Para enfatizar o tema de ponto fixo juntamente com fung¢bes modulares, utilizaremos a
questdo proposta na prova de Matematica da 22 fase do Exame de Ingresso da Universidade

Estadual de Feira de Santana, aplicada no ano de 2010.

A questdo trouxe o seguinte enunciado:

“Os pontos do grafico de uma funcdo que tém abscissas iguais as ordenadas sdo chamados de
pontos fixos desse grafico.

A distancia, em u.c., entre os pontos fixos do gréfico da funcdo f(x) = 1 + |2x — 5], é igual a:

a) 2v2 b) 2v/3 c)3vV2 d) 3v3 e) 4v/2” UEFS/2010

Inicialmente, vamos analisar a definicdo dada de ponto fixo de uma fungdo. O
enunciado define que os pontos do grafico de uma funcdo que tém abscissas iguais as
ordenadas sdo chamados de pontos fixos desse grafico. Tal definicdo ndo estd correta, pois

ponto fixo é um ponto do dominio da fungdo e ndo o par ordenado de uma fungdo. Podemos
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relacionar o ponto fixo ao par ordenando como fizemos na proposicdo 3.1.1 sobre a
interpretacdo geométrica do ponto fixo.

Resolvendo a questdo, suponhamos que exista um ponto fixo x = k € R na funcdo dada
por f(x) = 1+ |2x — 5|. Logo, pela proposicdo 3.1.1, temos que o ponto P(k, k) pertence ao
grafico de f. Assim,

f(k)=k = 1+|2k-5|=k = |2k-5|=k—-1.
Como condigéo de existéncia, segue que: [2k —5| >0 = k—-1>20 = k=>1.
Pela defini¢cdo de modulo, temos:
e 2k—-5=k—-1 = k,=4
e 2k—-5=—(k—1) = k=2
Assim, a funcdo f possui dois pontos fixos, ou seja, k; = 2 e k, = 4.
Analisando geometricamente segue que o0s pontos fixos k; = 2ek, =4 estdo

relacionados com os pares ordenados P1(2, 2) e P,(4, 4).

1) \
8

Figura 8 - Ponto fixo de um fungao modular

Logo, a distanciaentre os P1e P2 e d, ,, = \/(4 —2)24+(4-2)2 =22

O enunciado desta questdo ficaria adequado da seguinte forma: os pontos do grafico de
uma funcdo que tém abscissas iguais as ordenadas permitem localizar os pontos x = k,
pertencentes ao dominio, que sdo denominados pontos fixos da func¢do. Determine a distancia

entre P1(kq, k1) € Pa(k,, k3), em que k, e k, sdo pontos fixos da fungdo f(x) = 1+ |2x — 5|.
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3.5 Paridade de fungdes

No estudo de caracteristicas de fungdes temos também como objeto de anélise as
funcbGes pares e impares. Em especial, no estudo de funcBes impares podemos propor

abordagens envolvendo o conceito de ponto fixo.

f:R = R é fungdo impar se, e somente se, f(—x) = —f(x), para

BEIED €l qualquer x pertencente ao dominio de f.

Como consequéncia dessa definicdo ainda o grafico de f que é simétrico em relacdo a

origem O.

_ Seja f:R — R uma fungdo impar. Se existe ponto fixo x = k € Dy,
Proposicao 3.5.2 _
entdo seu oposto, x = —k, também sera ponto fixo.

Demonstracéo:

Suponhamos que x = k é ponto fixo de f, pela definicdo 2.1, temos que
f(k) = k. Pela hipétese de que a funcio f é impar, temos que
f(=k) = —f (k). Logo, é imediato que f(—k) = —k.

Assim, x = — k é ponto fixo de f.

Exemplo 3.5.3 — Fung¢éo impar.

Para analisar geometricamente esta proposicao,

utilizaremos a fungdo impar f: R — {0} —» R, dada por

flx) = i com x # 0. Verificaremos que o grafico de f

intersecta a reta y = x em dois pontos simétricos em

relacdo a origem. Observemos que os pontos A (-1, -1) e B

(1, 1) pela proposi¢do 3.1.1 permitem a localizagdo dos

Figura 9 - Exemplo 3.5.3
Pontos fixos opostos da fungao impar

pontos fixos desta funcéo dados por k; = —1ek, = 1.
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Se f:R — R ¢é uma funcdo impar, entdo existe pelo menos um ponto

Proposicao 3.5.4

fixo trivial da funcéo f, k = 0.

Demonstragéo:

De fato, como 0 € Dy, entdo,

f(

f(=0) = —£(0)
0)+f(0)=0
2f(0) =0
£(0) = 0.

Portanto, o ponto k = 0 é ponto fixo em f.

Exemplo 3.5.5 — Funcéo impar.

Analisando geometricamente a proposi¢do acima através da funcdo f: R — R, dada

por f(x) = x3, temos:

0.5

-0.51

Figura 10 - Ex

emplo 3.5.5

Ponto fixo de uma fung¢ao impar

Como a funcéo € impar e possui Dy = R, analisando geometricamente, segue que ela

intersecta a reta y = x nos pontos (—1,—1), (0,0) e (1,1). Pela proposicdo 3.1.1, segue que

0s pontos fixos da fungdo sédo k; = —1, k, = 0 e k; = 1. O ponto k = 0 € ponto fixo de uma

funcdo impar conforme a proposicéao 3.5.4.
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3.6 Composigoes de fungdes

Uma importante operacéo envolvendo fungdes séo as fungdes compostas.

Sejam f e g funcbes definidas de R em R. Se f(k) =k = g(k), ou

seja, as fungbes f e g possuem 0 mesmo ponto fixo x = k € R, entdo
flg) =k = g(f (k).

Demonstracéo:

Proposicao 3.6.1

Sejam f e g fungbes definidas de R em R, tais que
f(k) =k = g(k). Logo,
flg(k) = f(k) =k = g(k) = g(f (k).

Exemplo 3.6.2 — Composicao de fungdes.

Analisaremos esta proposicdo a partir da funcdo f:R — R , definida por
f(x) = 3x — 10. Esta funcéo, pela proposi¢do 3.2.2, possui um Unico ponto fixo, isto &, para
x=k=05, y=5. Analisando a composta da fungdo f com ela mesma, ou seja,
f(f(x)) = f(3x — 10) = 9x — 40, teremos o mesmo ponto fixo, ou seja, para x = k = 5
temos f(f(5)) = 5.

O resultado deste exemplo parece a primeira vista ébvio. Porém, fazendo uma analise
geométrica da funcdo f com as suas compostas (Figura 10), temos uma caracteristica de
aproximac0Oes sucessivas acerca do ponto fixo x = k =5, 0 que nos permite supor que 0
limite de infinitas composicdes desta funcdo tenderia para a reta y = 5, bem como uma
rotagdo em torno do ponto de interseccdo da funcdo com a reta y = x, dado por (5,5). Tal
abordagem enriquece o desenvolvimento das habilidades relacionadas aos estudos de funcdes

e graficos.
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Proposicdo 3.6.3

—_ — e = — g

Se—

o T 357 S F ¢

|
fix .
% fkka},lll
|

f-:f-:fl:: )
| |
2 fT(T09)))
F

|

Figura 11 - Exemplo 3.6.2
Composigoes de fungdes com o mesmo ponto fixo

Sejam f e g fungdes afins definidas de R em R, se existir x = k € R,

tal que £ (k) = k = g(k), entdo, f(g(0)) = g(f()).

Demonstracéo:
De fato, sejam f e g funcbes afins definidas de R em R, com

f(k) =k = g(k). Logo, pela proposicédo 3.2.7,
f(x)=ax—ak+k e glx)=ax—a'k+k

Assim,
g(f(x)) =glax —ak+k)=a(ax —ak+k)—a'k+k

g(f(x)) =aax—aak+ak—ak+k
g(f(x)) =a'ax—a'ak +k (3.6.0)

Temos ainda, que:
flgx)=fla@x—ak+k)=al@x—ak+k)—ak+k

f(g(x)) = aa’x —aa’k + ak — ak + k

flgix)) =aax—aak +k (3.6.b)

Portanto, pelas equagbes (3.6.a) e (3.6.b), segue que

flg() = g(f(0).
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Exemplo 3.6.4 — Composicéo de fungdes.

Sejam f e g fungdes afins definidas de R em R, tais que f(x)=2x—-5 e
g(x) = =3x + 20. Como f(5) =5 = g(5), temos que as funcbes f e g possuem 0 mesmo
ponto fixo x = k = 5. Pela proposicéo 3.6.3, as funcBes compostas f(g(x)) e g(f(x)) serdo
iguais. De fato,
flg(x)) =2g(x) —5=2(—3x +20) — 5 = —6x + 35.
g(f(x)) = =3f(x) + 20 = —=3(2x — 5) + 20 = —6x + 35.

O gréfico abaixo (Figura 11) ilustra a interacdo das funcbes e suas compostas com 0

ponto fixo.

204
a0

154

Tl

Figura 12 - Exemplo 3.6.4
As fungGes compostas e o ponto fixo
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Sejam f e g fungdes afins definidas de R em R. Se f(g(x)) = g(f(x))
Proposicdo 3.6.5 ea+ lea #1,entdoexiste x = k € Rtal que, f(k) =k = g(k).

Demonstragéo:

De fato, como a # 1 e a” # 1, temos pela proposicdo 3.2.2 que f e g

possuem pontos fixo Unicos. Suponhamos que tais pontos fixos sejam

distintos. Logo, pela definicdo 2.1 existem m, n € R, tais que,

fm)=m e g(n) =n e m # n. Pela proposicdo 3.2.7, segue que

fx)=ax—am+m e gx)=ax—an+n.

De,

flg) = g(f()

f@x —an+n) =glax —am+m)
a(@x—an+n)—am+m=a(ax —am+m)—an+n
aa’x —aan+an—am+m=aax—aam+am—-an+n
(a—-D@-Dn=>@-1D(@-1m
n=m

Isso reduz a afirmacéo de que n # m ao absurdo.
Portanto, existe x =k € R tal que, f(k) = g(k) =k, ou seja, as

funcgdes f e g possuirdo o mesmo ponto fixo.
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3.7 Funcoes inversas

Abordando o tema de funcdes inversas, com foco nas propriedades de ponto fixo,

colocamos algumas proposicoes.

Sejam X e Y subconjuntos dos numeros reais, e as fungbes f: X — Ye

f~1:Y - X, onde f~! é a funcdo inversa da funcdo f. Segue que, dado

Proposicao 3.7.1

Demonstragéo:

Como

qualquer ponto A(k, k), os pontos P;(x,y) € f e P,(y,x) € f~1 sdo
equidistantes do ponto A.

(dap) = (x—K)2+ (Y= k)2 = (y = k)% + (x — k) = (dp,)’

dAP1 = dAP2

Portanto, os pontos P; e P, sdo equidistantes do ponto A.

Exemplo 3.7.2 — Fungdes inversas.

Analisando geometricamente
através das funcbes f e f~1, funcdes
definidas de Ry em Ry, dadas por
f(x) =x? e f~1(x) =+/x, podemos
verificar que os graficos de duas
funcgBes inversas sdo sempre simétricos
com relagdo a quaisquer pontos da reta
y = x, que estdo relacionados de acordo
com a proposic¢éo 3.1.1 aos pontos fixos
de uma funcdo. Dai segue que o0s
graficos de fungbes inversas serdo

sempre simétricos com relagdo a reta

y = x.

=00

0o

Figura 13 - Exemplo 3.7.2
Pontos equidistantes de pontos fixos
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Sejam X e Y subconjuntos dos numeros reais, e as fungdes f: X — Ye
f~1:Y - X, onde f~! é a funcdo inversa da funcdo f. Segue que,
Proposi¢do 3.7.3 f(k) =k se, e somente se, f~1(k) =k, ou seja, uma funcdo e sua

inversa sempre possuem 0s mesmos pontos fixos.

Demonstracéo:

De fato, segue da definicdo de funcdo inversa que o par ordenado (x,y)
pertence ao grafico de f se, e somente se, o par ordenado (y, x) pertence
ao grafico de f~1. Portanto, (k, k) pertence ao grafico de f se, e somente

se, (k, k) pertence ao grafico de f~1.

Exemplo 3.7.4 — Funces inversas.

Para as funcbes f e f~1, definidas de R. em R., tais que f(x) = x? e f~1(x) = Vx,
podemos verificar que os graficos destas duas fungdes inversas (Figural3) intersectam a reta
y = x nos pontos 0(0,0) e A(1,1), simultaneamente. Isto ilustra a proposigdo 3.7.3 de que
uma funcao e sua inversa sempre possuem 0s mesmos pontos fixos.

Os pontos k; = 0 e k, = 1 sdo pontos fixos de f e de f~1.

1.5

0.5

o (0

Figura 14 - Exemplo 3.7.4
Pontos fixos de fungdes inversas
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3.8 Ponto fixo e o teorema do valor intermediario

Ao desenvolvermos as competéncias relacionadas ao estudo das funcGes, nossa primeira
preocupacdo deve ser sua expressdo matematica e o seu dominio (condicdo de existéncia),
afinal, s6 faz sentido utiliza-la nos pontos em que esteja definida e, portanto, tenha
significado. Entretanto, em muitos casos, é importante fazer uma anélise dos resultados
obtidos nos pontos em que a funcao esta definida e verificar o padrdo dos resultados, ou seja,
saber como a funcéo se comporta com relagdo ao conjunto imagem.

Dentro da abordagem de ponto fixo de uma funcédo real, a imagem de um ponto do

dominio tem aspecto fundamental, pois ela garante a existéncia do ponto fixo da funcéo.

Exemplo 3.8.1 — Fung&o continua.

Suponhamos, por exemplo, que o fio de um metal ocupa o intervalo [0, 60] da reta real.
A cada posicéo x € [0, 60], medida em centimetros, associamos T (x), a temperatura desse fio
neste ponto, medida em graus Célsius.

Considerando que o metal ¢ um meio que conduz calor com facilidade, como seria o

gréafico de tal funcdo? Segue uma possibilidade.

A

30

Figura 15 - Exemplo 3.8.1
O grafico de fungdes continuas

O grafico sugere que uma pequena variagdo na posi¢ao correspondera a uma pequena
variagao na temperatura.
Esta é a ideia bésica da continuidade de uma fung¢do, no caso, a temperatura em

termos da posicéo.
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Note que pequena variacdo é um conceito relativo e necessita de nogcoes de limite para
estabelecermos a definicdo em termos absolutos. Como os alunos do Ensino Médio néo
possuem subsidios para tal abordagem, a definicdo de funcdo continua é apresentada de
maneira intuitiva.

Como veremos algumas proposi¢des decorrentes do conceito de funcdo continua,

colocamos a seguinte definig&o:

Seja f:Df € R — R. Dizemos que f & uma fungdo continua em ¢ € Dy
Definicdo 3.8.2  se dado & > 0 existe § = §(¢) > 0 tal que sempre que |x — c| < & entdo

If () = fOl <e.

Para provar que uma determinada fungdo € continua é necessario verificar a definicéo
em cada ponto de seu dominio. Por outro lado, para mostrar que certa funcdo nédo é continua,
basta descobrir um ponto de seu dominio no qual a defini¢do de continuidade falhe.

Dada uma funcéo f: [a, b] = R, observemos alguns possiveis gréaficos:

A
Fla) >
|
|
d ool
| |
| I
Fy
| I I
| I I
| I I ’
a c b
Figura 17 - Exemplo de Fungio continua Figura 16 - Exemplo de Fungdo continua
f(a) < d < f(b) f(a) > d > f(b)

fb) |-

fla) |

a b

Figura 18 - Fun¢ao nao continua
Nao existe c € [a,b], tal que f(c)=d.
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3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Observando os graficos anteriores poderiamos colocar a seguinte questdo: dada uma

fungdo f:[a,b] —» R, sob quais condi¢des podemos afirmar que, se d é um ndmero entre

f(a) e f(b), entdo existe um numero c, entre a e b, tal que f(c) = d?

Como ilustram as figuras anteriores, segue que a continuidade ¢ uma condigdo

necessaria para a existéncia de um namero c, tal que f(c) = d. Ou seja, a continuidade é a

condicdo necessaria para o grafico da funcéo, ao passar do nivel f(a) para o nivel f(b),

cruzar todas as retas horizontais entre eles, passando também pela reta y = d, pelo menos

uma vez. Este fato que nossa intui¢do aceita tdo facilmente, é um resultado matematico muito

importante, chamado Teorema do Valor Intermedidrio ou Teorema de Bolzano, em

homenagem ao matematico tcheco Bernhard Bolzano (1781-1848), que o demonstrou

analiticamente.

Teorema 3.8.3

Teorema do valor
intermediario®

Seja f:[a,b] = R uma funcdo continua e seja d € um namero entre
f(a) e f(b). Entdo existe um numero ¢ € (a, b) tal que

f(c) =d.

Como aplicacdo do teorema do valor intermediario apresentaremos um corolario que

garante a existéncia de um ponto fixo de uma funcéo real sobre determinadas condicdes.

Corolério 3.8.4

Seja f:[a,b] = [a,b] uma fungdo continua. Entdo existe um numero
k € [a, b] tal que
f(k) =k.

Demonstragéo:

Consideremos a  fungdo  g:[a,b] = [a,b], definida  por
g(x) = x — f(x) que obviamente é continua em [a, b]. Se g(a) = 0 ou
g(b) =0 o corolério esta demonstrado, pois f(a) =a ou f(b) = b.
Caso contréario, segue que g(a) = a — f(a), como a < f(a) < b, segue
que g(a) < 0. Por outro lado, g(b) = b — f(b), como a < f(b) < b,
segue que g(b) > 0. Pelo teorema do valor intermediario existe

k € (a,b) tal que g(k) = 0, isto &, k é um ponto fixo para a funcéo f.

4 ~ , , . . .
A demonstracdo deste teorema é um tanto técnica e preferimos omiti-la.
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3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

X

LY
rd

a k b \

Figura 19 - Corolario 3.8.4
Teorema do Valor Intermediario e ponto fixo de f

Intuitivamente podemos observar o seguinte: Seja f uma funcdo continua de um
intervalo fechado [a, b] nele proprio. O grafico da fungdo f é uma curva continua que une um
ponto do lado esquerdo do quadrado [a, b] x [a, b], a um ponto do lado direito; logo o grafico
de f terd que interceptar a diagonal do quadrado. As coordenadas (k, f (k)) de qualquer ponto

do gréfico que pertence a diagonal satisfazem a condicéo f (k) = k.

3.9 Teorema do ponto fixo de Brouwer

A teoria dos pontos fixos hoje esta fortemente ligada também ao ramo da Topologia,
ramo da matematica desenvolvida nos finais do século XIX. Um nome importante e que deve
ser referenciado é Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), matematico e fil6sofo
holandés que generalizou o Coroléario 3.8.4.

Consideremos um namero natural n > 1, e denotemos por B™ a bola unitaria em R",
isto e,

"= {x = (x4, %5, X3, ..., Xy) € R™: |x| < 1},

onde |x| = Vx;2 + %2 + x32 4+ ..+ x,2.

Segue que B! =[—1,1]; B? ¢ o circulo de centro na origem (0,0) e raio 1 do plano;

B3 é a esfera de centro na origem (0,0,0) e raio 1 do espaco; e assim por diante.
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3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Teorema 3.9.1
Teorema do ponto
fixo de Brouwer®

Toda funcdo continua f: B™ — B™ tem pelo menos um ponto fixo.

Exemplo 3.9.2 — Papel amassado.

-~ . ~

L 3

Figura 20 - Exemplo 3.9.2
Teorema de Brouwer no R?

Consideremos uma funcgdo continua f: B> — B2. Pelo Teorema de Brouwer existe pelo
menos um ponto fixo, ou seja, que se encontra fixo depois da aplicacdo da funcéo f.

llustraremos o resultado de Brouwer da seguinte forma: consideremos duas folhas
idénticas e numeradas; coloquemos uma das folhas de papel amassada aleatoriamente, sem
rasgar, acima da outra folha do mesmo padrdo conforme a Figura 20. O Teorema de Brouwer
garante a existéncia de pelo menos um ponto na folha amassada que esta diretamente acima

do ponto correspondente da folha que esta abaixo.

Figura 21 - Exemplo 3.9.2
Teorema de Brouwer no R?

5 ~ . . . . s
A demonstragdo deste teorema é um tanto técnica e preferimos omiti-la.
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3 PONTO FIXO DE UMA FUNGAO REAL

Exemplo 3.9.3 — Xicara de café.

Figura 22 - Exemplo 3.9.3
Teorema de Brouwer no R3

Outro fato decorrente do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer que pode ser
exemplificado como uma aplicagdo continua f:B3 — B3 é que ndo importa como vocé
misture o café em uma xicara, sempre existe uma particula de café que retorna ao seu lugar de

origem.

Este teorema possibilitou o0 desenvolvimento ndo somente da Topologia, mas este e
outros teoremas garantem a existéncia de solucdes de equacdes diferenciais, integrais, dentre
outras, que podem ser demonstrados utilizando teoremas de ponto fixo. Os teoremas do ponto
fixo sdo usados em outras areas de conhecimento, como por exemplo, em economia, teoria de
jogos e a informatica.

As ideias destes exemplos foram adaptadas dos trabalhos de Francis Edward Su [15], de
Caissotti [5], de Shashkin [13], e é possivel encontrar nestas referéncias demonstracées do

teorema e outras aplicacdes.
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4 INTRODUCAO A RESOLUCAO DE EQUACOES PELO METODO
DAS APROXIMACOES SUCESSIVAS

Apenas um conjunto de equagfes € proposto aos alunos do Ensino Médio, devido,
principalmente, ao nivel de complexidade para a obtencdo de métodos que possibilitem a

resolucdo dessas equacdes.

4.1 Motivacao

Exemplo 4.1.1 — Efeito Droste.

Consideremos a figura abaixo:

Figura 23 - Exemplo 4.1.1
Imagem Droste® - Adaptado de <www.neatorama.com>

Através da figura 22, podemos verificar uma sequéncia de imagens recorrentes. A
medida que olhamos para uma imagem menor dentro da propria imagem nos aproximamos

cada vez mais de um ponto fixo que é constante em todas as imagens.

® 0 termo foi cunhado pelo poeta e colunista Nico Scheepmaker no final da década de 1970.
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4 INTRODUGAO A RESOLUGAO DE EQUAGOES PELO METODO DAS APROXIMAGOES SUCESSIVAS

O mesmo efeito do exemplo 4.1.1 poder ocorrer em varias funcbes matematicas.
Exemplo 4.1.2 — Ponto fixo da raiz quadrada de um ndmero real positivo

Através de uma calculadora com funcdo raiz quadrada, faca a experiéncia a seguir.
Escreva 0 maior ou 0 menor nimero real positivo que conseguir e extraia a sua raiz quadrada.
Repita 0 processo, extraindo a raiz quadrada do resultado. E mais uma vez, e outra,
reiteradamente. VVocé deve observar que este processo resultara o numero 1. O fendmeno
observado reflete o fato de que 1 é um ponto fixo da funcéo raiz quadrada.

Em termos matematicos estamos fazendo o seguinte: dado a > 0, consideremos a
sequéncia (x,) obtida da seguinte maneira: x; =a e x, =\/m, para n = 2. Entéo,
lim,,_, . x, = 1. A sequéncia foi obtida aplicando reiteradamente a funcéo raiz quadrada ao
ndmero a.

Note também que nem sempre um ponto fixo atraird sequéncias obtidas por processos
como este. Basta pensar na funcédo definida por f(x) = x2, na reta real. Novamente 1 é um
ponto fixo, mas agora ndo atrai mais os termos da sequéncia. Se b; > 1, e colocamos
b, = (b,_1)?%, para n>2, entdo lim,_. b, = . Se escolhermos 0 < b; < 1, entdo

lim,, . b, = 0.
4.2 Reescrevendo uma equacao

Por vezes estamos interessados em obter as solu¢BGes de uma equacao
fx) =c, (4.1.0)
sendo f uma funcéo continua, definida num intervalo fechado [a, b] com valores em R.
Se escrevermos F(x) = f(x) + x — ¢, vemos que F é continua e resolvendo a equagdo
(4.1.a) equivale a encontrar um x € [a, b], tal que,
F(x) = x. (4.1.b)

Pela definicdo 2.1., um ponto x = k que verifica (4.1.b) é ponto fixo da funcéo F.

O método de resolucdo de equagdes que apresentaremos esta baseado na tentativa de
reescrever uma equacgdo f(x) = ¢ como uma equacdo F(x) = x, de tal modo que a funcdo F
possa ser reiterada de maneira sucessiva formando uma sequéncia recorrente e sendo atraida

(convergente) para o ponto fixo da fungdo F. Assim, determinaremos de maneira aproximada
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4 INTRODUGAO A RESOLUGAO DE EQUAGOES PELO METODO DAS APROXIMAGOES SUCESSIVAS

ou por limite a solugcdo da funcdo f. Para isso, destacaremos algumas definigOes e teoremas
necessarios para o entendimento do método em que estdo relacionadas principalmente as

sequéncias de numeros reais e suas propriedades.

4.3 Sequéncias de numeros reais

Uma sequéncia (ou sucessao) de nimeros reais é uma funcéo x: N - R,
Definicio 4.3.1  due a cada nimero natural n associa um namero real x, = x(n),

chamado de n-ésimo termo da sequéncia.

Denotaremos por (x4, X5, X3, ..., Xp, ... ) OU Simplesmente (x,,), a sequéncia cujo n-ésimo
termo € x,, com n € N. Por exemplo, a sequéncia dos nimeros pares positivos pode ser
expressa por ( 2,4,6, ...,2n,...),n € N, cujo n-ésimo termo ou termo geral é x,, = 2n .

Observacgéo: Sem perda de generalidade, consideraremos N = {1, 2,3, ... }.

Dada uma sequéncia (x,), ey de nimeros reais, uma subsequéncia de
(x,) é arestricdo da funcdo x que define (x,) a um subconjunto infinito
DETGS 22 N; ={ny, n,, ns, .., ng..}. Denotamos a subsequéncia por

(xk)keNl-

Consideremos, por exemplo, a sequéncia (X )neny=1(2,4,6, ..,2n,...), Se
restringirmos a funcdo x ao subconjunto N; = {3, 6, 9, ..., 3k, ...}, com k € N, teremos a

subsequéncia (xx)ken, = (6,12,18, ..., 6k, ...). Observemos ainda que todos os elementos

da subsequéncia (x; )k ¢ v, sS40 elementos da sequéncia (x,)n e -

4.4 Limites de sequéncias de nimeros reais

Sejam (x,) uma sequéncia de nimeros reais e L um numero real.
Dizemos que (x,) converge para L, ou é convergente, e escreve-se
Definicio 4.4.1  limp_.o x, = L, quando para qualquer intervalo aberto I contendo L (por
menor que ele seja) é possivel encontrar um natural n.,, de modo que

X, € I paratodo n > n,.
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Esta definicdo equivale a condicdo algébrica: para todo ndmero real € > 0, dado
arbitrariamente, podemos encontrar n, = n(¢) € N tal que todos os termos x,, com n > n,

satisfazem a condicdo |x, — L| < e.
Exemplo 4.4.2 — Limite de uma sequéncia.

Consideremos a sequéncia (0,1; 0,11; 0,111; 0,1111; ...) e observemos a fracéo

geratriz % da representacéo decimal 0,1111. Podemos supor que o limite desta sequéncia é %

. A - 1
0u seja, esta sequencia converge para 5

1

O termo geral da sequénciaé x,, = 0,111 ...1 = 1—10 + 152

n

1 .
+ -+ —. Consideremos esta

soma como uma soma de finitos termos de uma progressdo geométrica. Logo,

n

_1(1-(p)
T\ L
=3 (1- (lio)n) (4.4.2)

Pela defini¢do 4.4.1, segue que:

1 1
limxn=§<:)Ve>O,ElnseN: xn—§|<€,Vn>ns.

n—>oo

De fato, dado um numero real arbitrario € > 0 é possivel determinar um nimero natural
ng tal que 10™e. & > 1 (Propriedade Arquimediana dos nimeros reais).

Assim, pela equacdo (4.4.a), temos para qualquer n > n:

Ng

=l =51 Go) )3 =) <(5) <

. .. A =1
Portanto, verificamos que o limite da sequéncia é 5

Encontrar o limite para onde uma sequéncia converge pela definicdo pode se mostrar
muito dificil ao se aplicar no Ensino Médio. Porém, a nocdo de que fra¢cbes com numeradores

constantes e denominadores muito grandes sé@o fragcdes tendendo a zero, pode auxiliar nesta

interpretacdo. Neste exemplo, lim L =o.
n—->oo

0™
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Pela equacéo 4.4.a,

Definicéo 4.4.3

Proposicao 4.4.4

Proposicao 4.4.5

lim X —liml(l—i)—l
N2 oM 09 10™ 9'

Quando ndo existir um numero real L para o qual a sequéncia (x,)

convirja, dizemos que a sequéncia (x,,) diverge, ou que é divergente.

Se existir um namero real L tal que lim,,_,, x,, = L, entdo ele é unico.

Demonstragéo:

Suponhamos por absurdo que lim,_,. X, = L; € lim,_,, X, = L,, cOM

L,—L . . . . .
Ly # L,. Tome r = ""2—” > 0. Assim, existem Inteiros positivos n, €

n, tais que para todo n>n,, |x, —L;| <r e para todo n > n,,
|x, —L,| <r. Tomando-se n, =max{n,,n,}, Segue  que
|x, — L;| <relx, —L,| <r,paratodon > n,, 0 que é equivalente a

Li—r<x,<Lij+re Ly—-r<x,<L,+r
Multiplicando-se a primeira desigualdade por -1 e adicionando-a na
segunda, obtemos |L, — L,| < 2r = |L, — L/, absurdo.

Provamos assim que o limite é Unico.

Seja (x,) uma sequéncia tal que lim,_,x, =L € seja (x,) uma
subsequéncia qualquer, entdo lim,,, o x,, = L.

Demonstracéo:

Seja r > 0 um numero real, logo existe n, tal que x, € (L—r,L + 1)
para todo n > ny. Por outro lado existe i, tal que se i > i,, entdo
n; > n,. Portanto, se i > iy, segue que x,, € (L —,L + ), que mostra

que limy,_,, X, = L.
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4.5 Sequéncias recorrentes de numeros reais

Seja (x,,) € R. Dizemos que (x,) € uma sequéncia recorrente ou é

uma sequéncia definida por recorréncia se existe uma fungdo F: R - R

tal que
DRl A Xy = F(x,),n=1,2,3, .. (4.5.9)
e 0 primeiro termo x, é dado.

Neste caso a equacéo (4.5.a) é chamada de relacéo de recorréncia.

Observacdo: Uma sequéncia recorrente € uma iteracdo sucessiva da funcédo F a partir de x;;

Xy = F(x1), x3 = F(F((x1)) =F o F(x) = F?(x1), s Xpg1 = F™(x1).
Exemplo 4.5.2 — Sequéncia recorrente.

Consideremos as principais sequéncias recorrentes apresentadas no Ensino Médio:

Sequéncia aritmética
Por exemplo, tomemos a sequéncia (5, 8, 11, 14, ...). Segue que,
x; = 5;
X, =x1+3=28;
X3 =x, +3=11;
X4 = X3+ 3 =14;
e assim por diante.
Logo,

Xpn41 =X, +3 eF(x)=x+3,comn € N.

Em termos matematicos, estamos fazendo o seguinte:

Seja r € R, dizemos que uma sequéncia (x,,) é aritmética de razdo r se x,41 = x, + 7
para todo n€N. Neste caso F(x)=x+r e a expressio do termo geral €
Xp =%+ —Dr.

Se r = 0, a sequéncia aritmética é constante x,, = x4;

Se r > 0, a sequéncia aritmética diverge para +o;

Se r < 0, a sequéncia aritmetica diverge para —co.
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Sequéncia geométrica

Por exemplo, tomemaos a sequéncia (40, 20, 10, 5, ...). Segue que,

X1:4‘0;

1 .
x2=x1'z=20,
X3:xZ'%:10,
x4=x3-%=5;

e assim por diante.

Logo,

1 1
Xnt1 = Xn '3 e F(x) =--x,comn € N.

Em termos matematicos, estamos fazendo o seguinte:

Seja r € R, dizemos que uma sequéncia (x,) € geométrica de razdo q se x,,.1 = qx,
para todo n € N. Neste caso F(x) = gx e a expressao do termo geral é x,, = g™ Vx;.

Se g = 0, a sequéncia geométrica é constante x,, = 0;

Se g = 1, a sequéncia geométrica é constante x,, = x;;

Se |q| < 1, a sequéncia geométrica converge;

Se |q| > 1, a sequéncia geométrica diverge;

Se g = —1 e x; # 0, asequéncia geométrica diverge.

Existem varias sequéncias que podem ser obtidas de maneira recorrente, em particular, a

mais famosa é a sequéncia de Fibonacci’, dada por, (1, 1, 2, 3,5, 8, ...).

” Leonardo Pisano Fibonacci (1170-1250), matematico italiano.
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4.6 Sequéncias de Cauchy®

Existem varios resultados em diferentes partes da Matematica que garantem que as
sequéncias, desde que satisfeitas algumas condicGes, sejam convergentes ou divergentes.

A maior dificuldade em mostrar que uma sequéncia converge, usando técnicas que
vimos até agora, € que devemos saber antecipadamente se ela converge ou ndo. Isto é um
problema do tipo “o ovo e a galinha”, pois para provar que uma sequéncia converge, nos
devemos saber se esta sequéncia é convergente e quem é o seu limite. Uma saida deste dilema

é fornecida pelas sequéncias de Cauchy.

Uma sequéncia (x,) € R é dita sequéncia de Cauchy se para todo
Definicio 4.6.1 € > 0, existe n, = n(e) € N tal que

|, — x| < €,Vm,n > n,.
Exemplo 4.6.2 — Sequéncia de Cauchy

A sequéncia (x,), onde x, =1 +% , € de Cauchy. De fato, dado € > 0, existe n, =
n(e) € N tal que n, - ; > 1. Dai, para todo n,m € N tal que n > m > n,, segue que % < % <

1 € 1 1 1 1 € €
n—s<5. LOgO, Ixn—xml = |;—;| <;+;<E+E—S,Vm,n>n£.

Teorema 4.6.3  Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragéo:
Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Logo, para €= 1, existe
ne =n(e) €N tal que |x, —x,| <1,Vvm,n>n, Dai segue, que
|0 — % 41| < 1,¥ n > n.. Por outro lado,

|, | < |xn — xn£+1| + |xn£+1| <1+ |xn£+1|,Vn > n,.
Fazendo M = max{|x,|, [xzl, ., [Xn 41|, 1 + |xn41]},  segue que

|x,| < M,V n € N. Portanto, a sequéncia (x,) é limitada. [ ]

® Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matematico francés.
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Teorema 4.6.4
Critério de Cauchy

Uma sequéncia de nameros reais (x,) € convergente se, e somente Se,

(x,,) € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragéo:
(=) Suponhamos que x,, — L. Entéo, dado € > 0, existe N = n(¢) € N
tal que
lx, — L] < %,Vn > N,.
Sem,n > N, entdo

€

2=S.

€
Ixn_xml < Ixn_Ll + Ixm_LI <E+
Isto mostra que a sequéncia (x,,) é de Cauchy.
(€) Se (x,) é uma sequéncia de Cauchy, entdo dado & > 0, existe
N; = n(¢) € N tal que

€
lx, — x| <§,Vm,n > N,.

Pelo Teorema 4.6.3, (x,) é limitada. Pelo teorema de Bolzano-
Weierstrass® segue que (x,,) tem uma subsequéncia (xn,) convergente.
Digamos que x, — L, quando n, — o, isto é, dado &> 0, existe
N, € N tal que
€
|xnk - L| < E'Vxnk > N,.

Por outro lado, temos

|x, — L| = |xn—xnk+xnk—L|
< |xn—xnk|+|xnk—L|
_ELE_ v N
_§+E_S’ n>N,

onde N = max{N;, N,}. Portanto, x,, = L, quando n — oo. Isto conclui a

demonstracéo.

As ideias da demonstracdo desse teorema foram adaptadas do trabalho de Robert G.
Bartle e Donald R. Sherbert [14].

° Teorema (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada (x,) C IR possui uma subsequéncia convergente.
Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897), matematico alemao.
Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848), matematico tcheco.
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4.7 Teorema do ponto fixo de Banach™

Seja F: X € R - R uma funcdo. Dizemos que F é uma contracdo se
Definicdo 4.7.1  existe a € [0,1) tal que

Contracéo
|F(x) = F(Y)| < alx -yl

Exemplo 4.7.2 — Contragéo

A fungéo F: R — R, definida por, F(x) = 100 + =, é uma contrag&o.
De fato,
1

10 lx — vl

|F(x) = F(y)| = |i_l| =
YI= 110" 10
1
Logo, a = - & [0,1).

Portanto F é uma contracao.

Seja X c R. Se F: X — X é uma contragdo com constante a, entdo para
Proposicdo 4.7.3 todox,y € X,

Desigualdade fundamental
de contragdes

=yl < (x=FI+ 1y - FOGID (4.7.a)

—a
Demonstracéo:
Aplicando duas vezes a desigualdade triangular temos
lx =yl <lx=F@)| +[F(x) = F()| + |y — F(y)
<|lx—-F)|+alx—y|l+|y—FQ)I.

Assim,

A-a)lx—yl<|x—F)I+|y—FQ)I
Disto segue a desigualdade (4.7. a).

Como estamos trabalhando com base em sequéncias recorrentes, o corolario abaixo, se
satisfeito, garante a convergéncia de uma sequéncia recorrente, podendo-nos auxiliar quanto a

necessidade de mostrar que uma sequéncia é convergente.

1% Stefan Banach (1892-1945), matematico polonés.
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Se uma sequéncia (x,) de nimeros reais e existe a € [0, 1) tal que
Corolério 4.7.4 |Xn+1 — xul < alxy —xn—4l, Vn €N, (4.7.b)
entdo (x,,) € convergente.
Demonstracéo:
Primeiro vamos mostrar a seguinte afirmacao:
Sen € N, entéo
|Xpe1 — %] < a™|x, —x4|, nE€N. (4.7.¢0)
VVamos provar isto por inducdo. De fato,
e Sen=1,temos |x, — x| < al|x, — x,|;
e Suponhamos que paran = j, a desigualdade (4.7.c) vale;
e Vamos mostrar que para n=j+ 1, a desigualdade (4.7.c)
também vale. De fato,
%42 = %41 | < @lxin — x|
< a(a/|x; — x)
< @/t x, — x4l
Portanto, pelo principio de inducdo finita a desigualdade (4.7.c) vale
para todo n € N.
Agora, sejam n,m € N tais que m > n, entao
|y = xm| = 10n — xp_1) + (tnog — Xp_2) + -+ (o1 — X))
< | — Xpoal + X1 — X2l 4+ -+ |1 — 2

<(a™+a™l + -+ a™)|x, — xq]

n 1 _ am—n+1
<a ? |x2 - Xll

1
<a"(—— -
sa (1—a)|x2 X1
Como a™ - 0 quando n — oo, segue que |x, — x| = 0, quando
n,m — oo, Logo, a sequéncia (x,) € de Cauchy. Portanto, (x,) é

convergente pelo Critério de Cauchy (Teorema 4.6.4).
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Teorema 4.7.5

Teorema do ponto
fixo de Banach

Se X c R fechado e F: X — R é uma contragdo com F(X) c X, entdo F
tem um Unico ponto fixo k € X, e para qualquer x; € X a sequéncia (x,)
definida por
Xn41 = F(x,), ne€eN (4.7.d)
converge para k.
Demonstracéo:
Existéncia: Vamos mostrar que a sequéncia (x,,) € de Cauchy. De fato,
paran = 1 temos
|%n41 = xn| = |1F(x) = F(xn-1)| < alxn, — x54|

Aplicando sucessivamente a desigualdade acima temos

|%p41 — %] < a@™|x, —x4|, nE€N. (4.7.¢)

Fazendo x = x,, e y = x,, e usando a desigualdade (4.7.a) temos

(lxn - F(xn)l + |xm - F(xm)l) (47 6)

Substituindo (4.7.¢) em (4.7.e) temos

|xn_xm|S1_a

|2, — x| < (a™xy — xq| + a™|x; — x41])

l-a
a™ +a™
q1_a |2z — 1]
ecomo 0<a<1, a®—- 0, quando n - . Assim |x, — x| = 0,
quando n, m — oo. Logo, concluimos que a sequéncia (x,,) é de Cauchy
e, portanto, existe k € R tal que lim,_(x,) = k. Sendo X fechado,
segue que k € X. Tomando o limite em (4.7.d) e usando a continuidade

da funcdo F, segue que k = F(k), isto é, k é ponto fixo da funcéo F.

Unicidade: Suponhamos que exista outro ponto fixo de F, digamos q.

Usando a desigualdade (4.7.a) obtemos

1
lk—ql = 7= (k= F()l +lq = F(@)]) (4.7.1)
Como k e g sdo pontos fixos, da desigualdade (4.7.f) segue que
|k —q| < 0. Logo, |k —q| =0, o que implica k = q. Isto completa a

demonstracdo.
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O teorema do ponto fixo demonstrado por Banach é mais abrangente, porém esta
apresentacdo parcial do teorema € mais acessivel para os alunos do Ensino Médio. As ideias
da demonstracdo do teorema 4.7.5 foram adaptadas do trabalho de R. Palais [11]. Uma
demonstracdo mais abrangente pode ser encontrada no trabalho de M. S. Ferreira [9], caso o
leitor busque mais detalhes.

Este teorema que garante a convergéncia de uma funcgdo recorrente e a unicidade do
ponto fixo é fundamental para se determinar como podemos reescrever uma equacao. Ou seja,
ndo basta apenas reescrever uma equacao como fizemos no item 4.2, mas se a funcdo F for

uma contracdo seré garantida a resolugdo da equacao.
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4.8 Resolucéo de equactes pelo método das aproximacdes sucessivas

Da equacéo (4.5.a), ou seja, x,.1 = F(xy), que define uma sequéncia recorrente, segue
que se a sequéncia recorrente (x,) converge para k, entdo a subsequéncia (x,,;) converge
para 0 mesmo limite k e se F é uma funcéo continua em k, entdo F(k) = k, ou seja, 0 limite
de uma sequéncia recorrente pode ser interpretado como um ponto fixo da funcéo.

Basicamente 0 que devemos buscar € uma sequéncia recorrente e convergente. O
método se baseia no método das iteracbes ou método das aproximagOes sucessivas, em que

queremos encontrar o valor k para onde a sequéncia recorrente (x,,) converge.
Exemplo 4.8.1 — Aquiles e a tartaruga.

Consideremos o problema proposto pelo filésofo grego Zenon de Eléia, 500 a.C., que
buscava demonstrar que ndo existe movimento na natureza.

Para isso Zenon prop8e uma corrida entre Aquiles, considerado o homem mais rapido
entre os gregos e uma tartaruga. Ao colocar, por exemplo, a tartaruga a 1000 metros a frente
de Aquiles no momento da largada, e ao considerar que Aquiles desenvolve uma velocidade
de 10 metros por segundo e a tartaruga uma velocidade de 1 metro por segundo, qual seria o

tempo necessario para Aquiles alcancar a tartaruga?

E_

Figura 24 - Exemplo 4.8.1
Aquiles e a tartaruga
adaptado de <http://conceitoaronaldo.blogspot.com/2009/08/o0s-paradoxos-de-zenao.html>, 2013.

A concluséo dele foi a seguinte: Se Aquiles tivesse tentado alcancar a tartaruga, nunca a
alcancaria. De fato, suponhamos que a distancia entre Aquiles e a tartaruga € 1000 passos e
suponhamos que Aquiles corre 10 passos por segundo, enquanto a tartaruga faz 1 passo por
segundo. Depois de 100 segundos, Aquiles percorreu 1000 passos que o distavam da
tartaruga, mas neste tempo, a tartaruga, se distanciou 100 passos. Passados 10 segundos,
Aquiles percorre estes 100 passos, mas a tartaruga estara na frente 10 passos. Para percorrer

estes 10 passos Aquiles precisard de 1 segundo, durante o qual a tartaruga percorre 1 passo
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mais. Deste modo, segundo o raciocinio de Zenon, a tartaruga sempre estaria a frente e
Aquiles nunca a alcancaria. Portanto, ndo existe movimento.

A concluséo baseada no argumento de que Aquiles nunca alcancaré a tartaruga, Zenon
desconsidera qualquer reflexdo sobre o que é o tempo. A conclusdo de que a tartaruga sempre
estara a frente se sustenta sobre o argumento de infinitos deslocamentos simultaneos, de
Aquiles e da tartaruga, que representam sempre um décimo em relacdo ao deslocamento
anterior. De forma anéloga, o tempo transcorrido para cada deslocamento ira ser de um
décimo do tempo do deslocamento anterior. Logo, tem-se que o0 tempo transcorrido € uma
progressdo geometrica de razao inferior a "um”, o que significa que se somando os infinitos
intervalos de tempo desta progressdo, havera um valor limite ao qual o somatdrio converge.
Encontra-se, entdo, uma incoeréncia no paradoxo, porque ele define que a tartaruga nunca
sera alcangada, porém a andlise temporal demonstra que isto acontecera apenas neste intervalo
de tempo fixo.

A solucdo deste paradoxo envolve nocbes dos conceitos de limite e convergéncia de
sequéncias numéricas. O paradoxo surge ao supor, intuitivamente, que a soma de infinitos
intervalos de tempo € infinita, de tal forma que seria necessario passar um tempo infinito para
Aquiles alcancar a tartaruga. No entanto, os infinitos intervalos de tempo descritos no
paradoxo formam uma sequéncia em progressdo geométrica e sua soma converge para um

valor finito, em que Aquiles encontra a tartaruga.

No Ensino Médio, podemos resolver o problema proposto simplesmente considerando o

tempo necessario para Aquiles alcancar a tartaruga por x. E o problema pode ser escrito por:

Daquites = Deartaruga = 10x = 1000 + 1x = 9x = 1000 - x = 111,11 ...

Portando, 0 tempo necesséario serd de 111,11... segundos.

O que propomos neste exemplo é um método de resolucdo chamado método das
aproximacdes sucessivas. Em alguns casos ele pode parecer menos pratico, mas sera mais
eficiente para a obtencéo de valores aproximados na resolugéo de outros problemas.

Consideremos a equacdo obtida acima 10x = 1000 + 1x. Ela pode ser reescrita de
varias maneiras, porém, iremos reescrevé-la de tal forma que obtenhamos uma fungdo F

continua no intervalo do problema proposto e que seja uma contragéo. Logo,
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X
Daquites = Deartaruga = 10x = 1000 + 1x = x =100+ - = x =F(2).

Doravante consideremos a equagdo x = F(x) = 100 + % Se desprezarmos o termo %

da equacdo, pois é considerado relativamente pequeno se comparado a x, obteremos um valor

aproximado x; = 100. Agora, substituindo x por x; = 100 no lado direito da equagéo,

teremos um valor mais aproximado de x dado por x, = 100 +% = 110. Analogamente,

substituindo x por x, = 110 no lado direito da equacédo, teremos um valor mais aproximado

de x dado por x3 = 100+%= 111. Deste modo obteremos os valores x; = 100,

x, = 110, x3 = 111, x, = 111,1, e assim por diante. Estes nUmeros formam uma sequéncia
recorrente que pode ser escrita da seguinte maneira:
X1 = 100 + T (4.8.0)
Observemos gque ndo achamos o valor exato da solucdo do problema, mas conseguimos
construir uma sequéncia recorrente e convergente que fornece aproximacdes sucessivas cada
vez mais proximas do valor exato.
Pelo exemplo 4.8.2 segue que, a funcdo F, definida por F(x) = 100 + 1x_0 é uma

contracdo. E pelo teorema do ponto fixo de Banach, segue que a sequéncia (x,,), definida por
Xn+1 = F(x,) € convergente e converge para um Unico ponto fixo k € [a,b] que
correspondera a solucdo procurada na equacdo inicial.

Como a sequéncia (x,) converge para k, entdo a subsequéncia (x,,,,) converge para o
mesmo limite k e se F é uma relacdo de recorréncia continua em k, entdo F(k) = k, ou seja,
o limite desta sequéncia recorrente pode ser interpretado como um ponto fixo da relacdo de
recorréncia. A sequéncia converge para 0 mesmo valor obtido anteriormente, ou seja, na
medida em que n aumenta a solucéo se aproxima x = 111,11 ....

Observemos ainda que o teorema do ponto fixo de Banach garante que a sequéncia é
convergente para um Unico ponto fixo k independente do valor inicial tomado, pois F € uma
contragéo, pelo exemplo 4.7.2.

Suponhamos que eles tenham corrido por 300 segundos e tomando a primeira

aproximacéo por x; = 200, e substituindo na equacéo (4.8.a) temos:

x, = 100 + 22 = 120; x; =100 + =2 = 112; x, =100 + =2 =111,2;
10 10 10
111,2

x5 =100 + — = 111,12, e assim por diante.
10

Portanto, o tempo necessario serd aproximadamente de 111,12 segundos.
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Exemplo 4.8.2 — Valor aproximado de raizes quadradas.

Um dos mais belos achados sobre a civilizagdo babil6nica, em termos matematicos,
consiste uma tabua de argila (YBC7289), de aproximadamente 2500 anos, que se encontra no
museu da Universidade de Yale, nos Estados Unidos. Este fragmento contém, na base
sexagesimal, uma bela aproximacio para o valor de v2, convertendo para a base decimal

temos: V2 = 1 + 24/60 + 51/60% + 10/603 = 1.414212963.

Figura 25 - Exemplo 4.8.2 - Aproximagao de V2
adaptado de <http://pt.wikipedia.org/wiki/Matematica_babildnica>, 2013.

Tal numero também foi objeto de discussdes entre os pitagdricos por volta de 2500 anos
atras, por ser um numero diferente dos utilizados na época, descoberta atribuida a Hipaso de
Metaponto, da escola de Pitagoras, hoje conhecidos como ndmeros irracionais.

Consideremos o seguinte problema: qual é a medida da diagonal de um quadrado de
lado 1?

1

Figura 26 - Exemplo 4.8.2 - Diagonal do quadrado de lado unitario

Pelo teorema de Pitagoras, d? = 12 + 12. Portanto, d = /2.

Mas qual é a representacéo decimal correspondente a v/2?

Por construcdo segue que 1 < d < 2, ou seja, 1 <2 < 2.

Consideremos x; = 1 uma aproximacdo de /2. Denotemos por a, 0 erro desta
aproximacdo. Desta forma, temos V2 = x; + a; = (\/7)2 = (x; + a;)?. Elevando os dois

membros da equacdo ao quadrado, temos: a;2 + 2.x;.a; + x,2—2=0.Como 0 < a; < 1

segue que a;2<1. Assim, podemos desprezar a;2 da equagdo, logo,

Z_X12

2.x1.a1 =2 —x12 = aq = = 0,5

X1
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2—x12

como V2= x;+a;, consideremos x, =x; + —
A1

=1405=1,5 uma

aproximacdo de /2. Denotemos por a, 0 erro desta aproximagdo. Desta forma, temos
V2= x,+a,. Elevando o0s dois membros da equacdo ao quadrado, temos:

a,? + 2.x5.a, + x,2 —2=0. Como a,? < 1, podemos desprezar a,* da equacdo, logo,

~ 2 ~ 27X7°
2.x2.0(2=2—x2 = a2=

= —0,083333 ...

Analogamente, a terceira aproximacédo pode ser escrita da forma:

—x,2 2
Xs =yt dy = X3 =yt = xy= 2 oy~ 1416666 ...
Z.XZ 2.x2
Repetindo este processo, teremos:
2
Xy =Xz +a3 = x, = % = x, = 1,41421568627451.
A3

Observe que para x, encontramos uma boa aproximac&o para a V2.

Assim, por inducdo matemética encontramos o valor aproximado x,,; para V2, esta

aproximagcéo tem a seguinte forma:

1 2
Xne1 = F(xy) = E(x" + x_)

n

De maneira geral, para calcular a va, consideremos 0 < a € R e suponhamos que

tenhamos achado a n-ésima aproximacéo positiva x,, de va, entdo temos:

Segue que va é a média geométrica dos niimeros x,, e xi O valor aproximado da média
n

geométrica é a média aritmética dos numeros x,, e xi isto é,
n

1 a
i1 = z("n + x_)'
n

Neste caso F: (0,0) — R é dada por: F(x) = %(x + %)
a 2 a 2 -
Observando o fato de que (x + ;) =x%+2a+ (;) > 2a. Disto segue que

%(x+g)2 >%.

Desta ultima desigualdade segue a afirmacédo. Logo,

62



4 INTRODUGAO A RESOLUGAO DE EQUAGOES PELO METODO DAS APROXIMAGOES SUCESSIVAS

a
xn>\/%,Vn € N.

Consequentemente, x,x,_; > % Disto segue que,

a
0< <1

—_— 4.8.
anxn—l ( ° b)

Assim,

%01 — %, = l(x X, ) — alxn = xn-1)
Pela desigualdade (4.8.b) temos:
|xn+1_xn|_ 1_ a <1
|xn - xn—ll 2 2xpxpql 2

Logo, segue que
1
Xn+1 — xnl =< E |xn — Xn-1l-

Dai segue pelo corolario 4.7.4 que a sequéncia é convergente.

Como as sequéncias (x;,) e (x,+1) convergem para 0 mesmo limite L e x,, > \/g segue
que L > 0, assim segue que

) 1 a 1 a
b= Jim g = Jim 7 (504 7) =5 (149)
Logo,
1 a
L=+a

Portanto, v/a € ponto fixo da relagio de recorréncia F.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Os conceitos aqui apresentados buscaram auxiliar a criacdo de referenciais tedricos que
possibilitem, de maneira significativa, o desenvolvimento das competéncias e habilidades
relacionadas com a Matematica atual. Permite aos alunos compreender os desafios que serdo
propostos durante o Ensino Superior, visto que tais conceitos ja sdo muitas vezes tratados
como pré-requisitos em algumas disciplinas e vestibulares.

Através de situacBes contextualizadas de maneira simples podemos ilustrar que
conceitos restritos ao Ensino Superior como, por exemplo, o teorema de Bouwer e 0 teorema
de Banach, podem e devem ser abordados no Ensino Médio, desenvolvendo novos horizontes
e possibilidades para aplicacfes de tais conceitos na sociedade atual.

Os exemplos apresentados, principalmente os antigos, buscaram provocar e motivar a
busca de novas formas de resolvé-los, mostrando que um mesmo problema tem vaérias
possibilidades de ser resolvido, criando assim uma visdo de que mesmo na matematica nao
existem verdades absolutas, e sim maneiras distintas de se compreender um determinado
assunto.

O método de resolucdo de equacdes por aproximacgdes sucessivas, conforme foi aqui
apresentado, pode desenvolver habilidades e competéncias relacionadas as formas de resolver
equacOes, diferente das abordadas tradicionalmente. Possibilita ainda uma visao diferenciada
para 0s numeros irracionais que necessitam constantemente de aproximacOes para seu
entendimento.

A Matematica tem avancado significativamente no ultimo século e um tema relevante
neste avango esta relacionado ao conceito de ponto fixo. Tentamos apresentar uma abordagem
simples, porém, significativa dos conceitos de ponto fixo com a intensdo de possibilitar a
insercdo de maneira concreta deste tema nos contetidos escolares propostos aos alunos do
Ensino Médio, permitindo assim uma atualizacdo de tais conteddos.

O conhecimento adquirido pela humanidade deve ser compartilhado entre todos,
principalmente com 0s mais jovens que serdo os protagonistas do futuro. Ndo devemos
restringir as nocles elementares da Matematica atual a sociedade, e sim encontrar formas
simples de leva-las a todos para que novas formas de conhecimento sejam construidas
Esperamos que este trabalho seja uma fonte inspiradora e norteadora de novas abordagens de
conceitos relevantes na Matematica e que tais abordagens sejam compartilhadas com o0s

alunos.
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APENDICE

Os exames de ingresso no Ensino Superior colocam em evidéncia os conteldos,
competéncias e habilidades necessérias aos candidatos que desejam ser aprovados. Em varios
vestibulares o conteudo acerca do ponto fixo vem sendo abordado, o que reforca a
necessidade de adequacéo da grade de conteudos referentes a Matematica.

Observemos algumas questdes que mostram a abordagem do tema de ponto fixo.
Exemplo 1 — Universidade Federal de Juiz de Fora.

A prova de Matemética da 22 fase do vestibular para a Universidade Federal de Juiz de

Fora, aplicado em 2010, trouxe a seguinte questao:

Dizemos que Xo € R € ponto fixo de uma funcdo f: R — R se f(Xo) = Xo.

a) Verifique se a funcdo f: R — R, definida por f(x) = x2 — 4x + 6, possui ponto fixo e, em
caso afirmativo, determine seu(s) ponto(s) fixo(s).

b) Seja g: R > R uma funcdo da forma g(x) = ax + b. Determine a e b para que g admita

dois pontos fixos x; e X, distintos.

Analisando o item a), temos direto da definicdo proposta na questdo. Se existe(m)
ponto(s) fixo(s) ele(s) satisfaz(em) f(xo) = Xo. Entdo:
flxg) =xy = x2—4x0+6=x9y = x,°—5x+6=0
Isso reduz o problema a simples resolucdo de equacgdes quadraticas. Logo, S = {2, 3}.
Portanto, existem dois pontos fixos, para x; = 2 e para X, = 3.
Analisando o item b), temos pela hip6tese da questdo dois pontos fixos distintos x; e X»,
logo:
gx) =% = ax;+b=x (1)
gx)=x, = ax, +b=x, (II)
Resolvendo o sistema de equagdes dados por (1) e (II), seqgue que a =1e b = 0.
Portanto, a unica funcéo afim que possui dois pontos fixos distintos é a funcéo identidade.
Caso o0 aluno ja tivesse tido, mesmo que superficialmente, um contato com 0s conceitos

acerca de ponto fixo, isso facilitaria a interpretacéo dos resultados obtidos.
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Exemplo 2 — Unicamp.

A prova de Matematica da 22 fase do Vestibular Nacional da Unicamp 2011, na questao
18, trouxe a seguinte questéo:

Define-se como ponto fixo de uma funcéo f o nimero real x tal que f(x) = X. Seja dada a
funcéo

f()=r—7
X+
(3]

b) Na regido quadriculada abaixo, represente o gréafico da funcdo f(x) e o gréfico de

a) Calcule os pontos fixos de f(x).

g(x) = X, indicando explicitamente os pontos calculados no item (a).

. . e . ~ ~ .. 1
Analisando o item a), temos inicialmente que a funcdo ndo esta definida para x = -

Segue direto da definicdo proposta na questdo. Se existe(m) ponto(s) fixo(s) ele(s)

satisfaz(em) f(Xo) = Xo.

Entdo:
1+x0 +%
flxg) =%, = 1+1=x0 = =X =
X0+2 x0+§

1 1
= 1+x0+§=x0(x0+§) =  2xy+3=2x%+x, =

2

= 2x0_x0_3:

Isso reduz o problema a simples resolucao de equacgdes quadraticas. Logo, S = {—1, —} .

Portanto, existem dois pontos fixos, para x; =—1 e para X, = %

68



Analisando o item b), temos:

Figura 27 - Exemplo 2
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Através deste exemplo vemos claramente a necessidade de favorecer nossos alunos

quanto a importancia da interpretacdo geométrica do ponto fixo de uma funcéo.
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