UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Matematica Financeira Contextualizada em

Sistemas de Amortizacao e Imposto de Renda

Ricardo Inacio Batista Junior

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagao — Mestrado Profissional em Mate-
matica em Rede Nacional como requisito par-

cial para a obtencao do grau de Mestre

Orientadora
Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato

2014



510
B333m

Batista Junior, Ricardo Inécio

Matematica Financeira Contextualizada em Sistemas de Amor-
tizagdo e Imposto de Renda/ Ricardo Inacio Batista Junior- Rio
Claro: [s.n.], 2014.

63 f.: fig., tab.

Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Insti-
tuto de Geociéncias e Ciéncias Exatas.

Orientadora: Suzinei Aparecida Siqueira Marconato

1. Matemaética. 2. Sequéncias. 3. Progressoes. 4. Equagcoes de
Diferenca. I. Titulo

Ficha Catalografica elaborada pela STATT - Biblioteca da UNESP
Campus de Rio Claro/SP




TERMO DE APROVACAO

Ricardo Inacio Batista Jinior
MATEMATICA FINANCEIRA CONTEXTUALIZADA EM SISTEMAS DE
AMORTIZACAO E IMPOSTO DE RENDA

Dissertagao APROVADA como requisito parcial para a obtencao do grau de
Mestre no Curso de Pos-Graduacao Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Uni-
versidade Estadual Paulista “Jalio de Mesquita Filho”, pela seguinte banca

examinadora:

Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Marconato

Orientadora

Prof. Dr. Renata Zotin Gomes de Oliveira

Departamento de Matematica - Unesp/Rio Claro

Prof. Dr. Erika Capelato

Departamento de Economia - Unesp/Araraquara

Rio Claro, 17 de Fevereiro de 2014






Dedico este trabalho a todos que me apoiaram na caminhada até aqui, ora sendo um
ombro amigo, ora sendo parte de meu crescimento intelectual. Aos meus pais, minha

esposa e amigos que me auxiliaram nessa jornada.






Agradecimentos

Agradeco a Universidade Estadual Paulista (UNESP - RC) por ser um dos polos
do PROFMAT, possibilitando assim o meu acesso ao mestrado profissional.

Agradeco a todos os professores que me auxiliaram até agora e a minha esposa
Adriana Correa Almeida Batista, a meus pais Ricardo Inacio Batista e Maria Luiza de

Souza Batista e a todos que me auxiliaram nessa caminhada.






A vida, principe Leon, pode muito bem ser comparada a estes jogos. Na imensa
multidao aqui reunida alguns vieram a procura de lucros, outros foram trazidos pelas
esperancas e ambicoes da fama e da gléoria. Mas entre eles existem uns poucos que
vieram para observar e entender tudo o que se passa aqui.

Com a vida acontece a mesma coisa. Alguns sao influenciados pela busca de riqueza,
enquanto outros sao dominados pela febre do poder e da dominacao. Mas os melhores
entre os homens se dedicam a descoberta do significado e do proposito da vida. Eles
tentam descobrir os segredos da natureza. Este tipo de homem eu chamo de filésofo,
pois embora nenhum homem seja completamente sabio, em todos os assuntos, ele
pode amar a sabedoria como a chave para os segredos da natureza.

Pitagoras






Resumo

As movimentacoes financeiras obedecem principios baseados nos mais rudimenta-
res conhecimentos sobre matemética discreta. Esses principios estao alicercados nos
conhecimentos envolvendo varidveis discretas, tais como sequéncias, progressoes, equa-
coes de diferenca, etc. Eles servem de base para o entendimento dos conceitos de juros,

simples ou composto, de Sistemas de Amortizacao e de Imposto de Renda.

Palavras-chave: Matematica, Sequéncias, Progressoes, Equacoes de Diferenca.






Abstract

Financial transactions obey principles based on the most rudimentary knowledge of
discrete mathematics. These principles are grounded in knowledge involving discrete
variables, such as sequences, progressions, difference equations , etc. They serve as a
basis for understanding the concepts of interest, simple or compound, Amortization

System and Income Tax.

Keywords: Mathematics, Sequences, Progressions, Difference Equations.
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1 Introducao

A Matemaética Financeira fascina por envolver em suas formulas e calculos situacoes
do dia-a-dia em que, na maioria das vezes, exige uma tomada de decisao baseada em
principios teéricos que tornam uma op¢ao mais vantajosa que outra, seja a curto, meédio
ou longo prazo.

Essa tomada de decisao é baseada, muitas vezes, no conhecimento prévio que cada
pessoa tem a respeito dos conceitos matematicos envolvidos em transacoes financei-
ras, tais como: sequéncia, progressoes, porcentagem, juros simples, juros compostos,
descontos, sistemas de amortizagao, etc.

Durante o ano comercial a maioria das movimentacoes financeiras sao contabilizadas
pelo banco. O salario mensal, os rendimentos de aplicacoes financeiras sao exemplos
de ganhos, enquanto que o pagamento de contas basicas e empréstimos sao exemplos
de perdas. Para conseguir controlar o aumento nos gastos provocados pelo indice
inflacionério ou pelo juros, o trabalhador assalariado recorre a outra fonte de renda ou
a um empréstimo para equilibrar as contas a longo prazo sem pagar tanto juros. Em
ambos os casos ele acaba pagando, seja os juros, no caso do empréstimo, seja o imposto
devido, no caso de mais de uma fonte de renda.

Abordar a matematica financeira como é colocado na maioria dos livros didaticos
do Ensino Médio seria oferecer ao aluno conhecimentos superficiais sobre o tema, pois
eles sequer problematizam uma pratica real que ocorre numa instituicao financeira.

A necessidade de entender sobre os percentuais utilizados no célculo do INSS, do
imposto devido ou mesmo de empréstimos auxiliam na formacao critica que o indi-
viduo adquirird e que serd necessaria para tomar decisoes, tais como, escolha do(s)
emprego(s), investimentos, etc.

O objetivo dessa dissertacao é construir modelos matemaéaticos que resolvam situa-
coes do cotidiano, relacionadas a rendas e sistemas financeiros.

Neste trabalho, foram elaborados modelos matemaéticos referentes a financiamento
e imposto de renda, com situacoes hipotéticas, abordando os sistemas de amortizagao
e o imposto de renda.

Nos trés capitulos iniciais retomamos as formulacoes necessarias sobre Sequéncias e
Progressoes. Ja no capitulo quatro abordamos tais formulagoes com os conceitos usados

na teoria sobre Equacoes de Diferenca. Para finalizar, os dois tltimos capitulos tratam
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Introducao

da abordagem financeira dada para os conceitos de Progressdo Aritmética (Juros Sim-
ples), Progressao Geomeétrica (Juros Compostos) e o tema central da dissertagao, ou
seja, os Sistemas de Amortizacao e o Imposto de Renda. O saber necessario para lidar
com questoes financeiras complexas perpassa pelos conceitos simples de Progressoes
abordados no Ensino Médio da Escola Basica.



2 Sequéncias

As defini¢oes, exemplos e resultados deste capitulo foram retiradas da Ref. [1].

Uma sequéncia é uma funcdo cujo dominio é o conjunto dos nimeros naturais (N).

Costuma-se usar a seguinte notacdo para sequéncia: (xi1, T, ..., Tp,...), que abrevi-
adamente pode ser expressa como (Z,),en Ou (), simplesmente. Isto significa que a
sequéncia dada ¢ a funcao a qual faz corresponder a cada nimero natural n o nimero

real z,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Exemplo 2.1 (Sequéncia de Fibonacci). Cada termo da Sequéncia de Fibonacci cor-
responde a soma dos dois termos anteriores, sendo z; = 1 e x5 = 1 temos x3 = 2,

ry = 3, x5 = 5 e assim por diante, de tal forma que podemos escrever a sequéncia
(1,1,2,3,5,8,13,...)

Defini¢ao 2.1. Uma sequéncia (x,) diz-se limitada superiormente (respectivamente
inferiormente) quando eziste ¢ € R tal que z,, < ¢ (respectivamente x,, > c¢) para todo

n € N. Diz-se que a sequéncia (x,,) € limitada quando ela é limitada superiormente e

inferiormente. Isto equivale a dizer que existe k > 0 tal que |x,| < k para todo n € N.

Exemplo 2.2. Se b > 1 entao a sequéncia (b, 0%, b%,...,b", ...) ¢ limitada inferiormente
porém nao superiormente. Ao multiplicarmos ambos os lados da desigualdade 1 < b
por b" obtemos b" < b"*1. Segue que b < b" Vn € N, logo (b") é limitada inferiormente
por b.

Defini¢ao 2.2. Diz-se que o numero real a é limite da sequéncia (z,) quando, para
todo nimero real € > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ng € N tal que todos o0s
termos x, com indice n > ng cumprem a condi¢do |r, — a| < €. FEscreve-se entdo

a= lim =z,.
n—-+00

Simbolicamente, escreve-se
a= lim z, < Ve>0 dngeN;n>ng= |z, —al <e.
n—-+o0o

Definicao 2.3. A notacao

lim a, = +oc.
n—-+o0o

21



22 Sequéncias

stgnifica que, para todo numero real positivo P, existe um niumero natural ng tal que

a, > P sempre que n > nyg.

Teorema 2.1.

i) lim r"=0se |r| <1.
n—-+o0o

ii) lim |r"| =+oose |r| > 1.
n—-+o0o

Demonstracao
Se r = 0, é trivial que o limite é 0. Suponhamos 0 < |r| < 1. Para provar i)
por meio da Definicao 2.1, devemos mostrar que, para todo € > 0, existe um nimero

positivo ng tal que
se n > ng, entdo 1" — 0| < e

A desigualdade |r™ — 0| < ¢ é equivalente a cada uma das desigualdades seguintes:

Ine
In|r|

Ir|" <e, In|r|” <lne, nln|r| <lne, n >

Inverte-se o sentido da tltima desigualdade porque In|r| é negativo se 0 < |r| <
1. A dltima desigualdade nos d& uma ideia para a escolha de ny. Consideremos
separadamente os dois casos € < 1 ee > 1. Se e < 1, entao Ine < 0 e temos
ng = Ine/In|r| > 0. Nesta hipotese, se n > ng, entdo a tltima desigualdade da lista é
verdadeira e, assim, também o é a primeira, que é o que queriamos provar. Se £ > 1,
entdo Ine > 0 e Ineg/In|r| < 0. Neste caso, se ng ¢ um nimero positivo arbitrdrio,
entao, sempre que n > ng a ultima desigualdade é novamente verdadeira.

Para provar ii), seja |r| > 1 e consideremos um nimero real positivo arbitrario P.

As desigualdades seguintes sao equivalentes:

In P

|r|™ > P, In|r|” >InP, nln|r| >InP, n > :
In|r|

Escolhendo ny = In P/In|r|, entdo, sempre que n > ng, a ultima desigualdade é
verdadeira e, assim, também o é a primeira; isto é, |r|* > P. Pela Defini¢do 2.2, isto
significa que nl_1>rfoo 7" = +o0.

Exemplo 2.3. Seja 0 < b < 1. A sequéncia (b,b?, b3, ..., b", ...), formada pelas poténcias
sucessivas de b é decrescente e limitada, pois ao multiplicarmos os termos de 0 < b < 1

por b" obtemos 0 < b"! < . Afirmamos que lim b" = 0. Com efeito, dado £ > 0,

n—-+o0o
como 1/b > 1, segue-se do exemplo (2.2) que, dado arbitrariamente € > 0 existe ng € N

tal que (1/b)™ > 1/e, ou seja, b™ < e. Segue que lim " = inf{b";n € N} = 0.



3 Progressoes

3.1 Progressoes Aritméticas

As defini¢oes, exemplos e resultados deste capitulo foram embasadas na Ref. [3].

Progressoes Aritméticas sao sequéncias nas quais o aumento de cada termo para o
seguinte é constante ou, ainda, uma progressao arilmélica ¢ uma sequéncia na qual a
diferenca entre cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é
chamada de razao da progressao e é representada pela letra r.

Alguns exemplos podem ser tteis para contextualizar a definicao formal de Pro-

gressao Aritmética.

Exemplo 3.1. As sequéncias (1,4,7,10,...) e (18,14, 10,6, ...) sdo progressoes aritmé-

ticas de razoes 3 e —4, respectivamente.

Em uma progressao aritmética (ay, as, as, ...), para avancar um termo basta somar
a razao r, para avancar dois termos, basta somar duas vezes a razao r, e assim por
diante. Por exemplo
a11 = ag + 5r, pois, ao passar do 6° termo para o 11° termo, avancamos 5 termos;
ai1g = az + 157, pois, ao passar do 3° termo para o 18° termo, avancamos 15 termos; e,

de modo geral,

an =ai + (n—1)r. (3.1)
pois, ao passar do 1° termo para o n-ésimo termo, avangamos (n — 1) termos.

Exemplo 3.2. Qual é o quinto termo da progressao aritmética que se obtém inserindo
15 termos entre os niimeros 13 e 617
Como entre os numeros 13 e 61 ha 15 termos, entdo a; = 13 e a;; = 61. Assim a razao

da progressao aritmética sera obtida como segue

23
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17 = Q1 + (]_7 — 1)7”7
61 = 13+ 16r,
61—13 = 16r,

Rt
T
r = 3.

Sendo a razao r = 3 teremos que o quinto termo sera o primeiro mais 4 vezes a razao,

pois ao passar do primeiro para o quinto termo, avancamos 4 termos. Assim

as = aq+4r,
as = 13 + 4 . 3,
as = 25.

Um dos desafios que se encontra quando se estuda progressao aritmética é somar os
n primeiros termos de uma progressao aritmética qualquer. Este desafio foi resolvido
primeiramente pelo grande matemético alemao Carl F. Gauss (1777-1855), pois quando
tinha 7 anos de idade, seu professor lhe pediu que calculasse a soma dos inteiros de 1
a 100. O professor ficou surpreso quando viu, depois de poucos minutos, o pequeno
Gauss anunciar que o valor da soma era 5050. A resposta estava certa, mas o professor
lhe perguntou como conseguira fazer o calculo tao rapidamente. Gauss explicou-lhe
que somara primeiramente 1-+100, 2+99, 3+98, .... Assim obtivera 50 somas iguais a
101 e a resposta era 50 x 101 = 5050. Baseado na idéia de Gauss podemos concluir que

a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética é dada pela expressao

(a1 + ap)n

Sp = 5

(3.2)

Exemplo 3.3. A soma dos n primeiros nimeros impares é

1+2n—1
1+3+5+7+...+(2n—1)zW:n2.

Observe que S,, ¢ um polindémio do segundo grau em n, sem termo independente.

Exemplo 3.4. A soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética é

_(ar+an)n (e t+a+m—-Drjn v, r
Sh=y = 2 _2n+<‘“_2)"

Observe que, se r # 0, S, é um polindémio do segundo grau em n, desprovido de
termo independente. Se r = 0, S, ¢ um polindomio de grau menor que 2, sem termo

independente.
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Reciprocamente, todo polinémio do segundo grau em n, desprovido de termo inde-
pendente, ¢ o valor da soma dos n primeiros termos de alguma progressao aritmética.
Com efeito P(n) = an® +bn ¢ a soma dos n primeiros termos da progressao aritmética

r

-
naqual5:aeal—gzb,ouseja,fr:Qaeal:a—i—b.

O proximo exemplo ¢ uma aplicacao interessante e possivel de ser abordada com
os alunos do Ensino Médio, pois é uma forma de problematizar matematicamente
o quadrado mégico, o qual é conhecido popularmente como "jogo de raciocinio" e é
amplamente divulgado para o grande ptblico por meio de passatempos, revistas e livros

didéaticos.

Exemplo 3.5. Quadrado Magico é uma tabela quadrada de ntiimeros em progressao
aritmética em que a soma dos termos de cada coluna, de cada linha e das duas diago-
nais sao iguais. Sabe-se que um quadrado magico tradicional seria o quadrado formado
pelos ntimeros naturais de 1 a 9, disposto em uma tabela de trés linhas por trés colunas,
cuja soma dos termos de cada linha, de cada coluna e de cada diagonal vale 15, que ¢é a
chamada constante mégica. Podemos obter a constante magica dividindo a soma dos

9 termos da progressao aritmética por 3, pois se trata de trés linhas e trés colunas.

Pela equagao (3.2) temos

1
5, — ( +9)97

2
Sg = 45.

Logo, a constante magica valerd 435 = 15.

41912
3|5
(716

N

Figura 3.1: Quadrado Magico de Ordem 3

Vejamos como obter um quadrado magico de ordem 3, com constante mégica 33 e
primeiro termo a; = —1.

Como o quadrado magico é de ordem 3, entao ele sera constituido de nove niimeros
dispostos trés a trés nas linhas, colunas e diagonais. Para determinar quais serao esses

niimeros sabendo que a constante magica vale 33, teremos que utilizar a equagao (3.2).
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Sg _ (2&1 —;— 87“)97
3:33 = (ay +4r)9,
99
i
9 o
M+1 = 4r
12
=
r = 3.

Assim teremos que os nove primeiros termos da Progressao Aritmética a serem

dispostos no quadrado magico serao:

~1,2,5,8,11,14, 17, 20, 23.

Tabela 3.1: Quadrado Magico de Ordem 3 com Constante Magica igual a 33.

23| 2

11117

20| -1 1] 14
Autor.

Uma progressao aritmética é dita estacionaria ou constante quando a razao r for
igual a zero, caso contrario, ou seja, quando r # 0, ela sera nao-estacionaria.

Uma progressao aritmética de segunda ordem é uma sequéncia (a,) na qual as dife-
rencas Aa, = a,.1 — a,, entre cada termo e o termo anterior, formam uma progressao

aritmética nao-estacionaria.

Exemplo 3.6. A sequéncia dos numeros quadraticos (b,) = (1,4,9,16,25,...) é uma
progressao aritmética de segunda ordem porque a sequéncia das diferencas entre cada
termo e o termo anterior, (¢,) = (Ab,) = (but1 —bn) = (3,5,7,9,...) ¢ uma progressao

aritmética nao estacionéria.

E comum observarmos a utilizacio da teoria sobre progressio aritmética em calculos
envolvendo juros simples, tais como, multa por atraso de pagamento, calculo do juros
em um dado més no Sistema de Amortizacao Constante (SAC), etc. Veremos no
capitulo 5 que no sistema de capitalizacao simples, os juros sao calculados baseados
no valor da divida ou da aplicacao. Dessa forma, o valor dos juros é igual, periodo a
periodo, durante a aplicagao ou durante a continuidade da divida.

A Progressao Aritmética também fornece suporte para teorizacoes da éarea finan-

ceira, como pode ser observado no exemplo (3.7)
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Exemplo 3.7. Més a més Pedro recebe a fatura do cartao de crédito para pagar. Como
ela nao esta em débito automaético, Pedro se preocupa com a data de vencimento, pois
se pagar ap6s essa data o valor da fatura do proximo més sera acrescido de multa de
1,00% ao dia mais juros de 0,20% ao dia sobre a divida. Se Pedro atrasar em 2 dias o
pagamento da fatura de R$200,00 do cartdo de crédito, quanto a mais ele pagara na

proxima fatura?

Como ao todo sao 1,00% + 0,20% = 1,20% sobre os R$200,00 e Pedro atrasou 2
dias para pagar a divida, entao no proximo més Pedro pagara 4 reais e 80 centavos a

mais, pois

J =200-0,012 -2,
J =4,80 reais.

A analise deste exemplo nos permite concluir que no sistema de capitalizagao simples
o juro é constante més a més, pois ele é calculado com base na divida inicial. Assim
podemos dizer que o valor da divida depois de d dias sera o valor inicial da divida mais
os juros decorrentes destes d dias, ou seja, 200 + 200 - 0,012 - d, onde o primeiro termo
dessa progressdo aritmética seria o valor inicial da divida, ou seja, R$200, 00 e, a razao
seria 200 - 0,012 = 2,40 reass.

3.2 Progressoes Geométricas

Uma Progressao Geométrica é uma sequéncia na qual o quociente da divisao de
cada termo pelo termo anterior é constante. Esse quociente constante é chamado de
razdo da progressao geométrica e serd representado pela letra q. A razao q de uma
progressao geométrica é simplesmente o valor de 1+ i, onde 7 é a taxa de crescimento
constante de cada termo para o seguinte.

Tendo como base esta defini¢ao, os exemplos (3.8) e (3.9) apontam aplicagoes dos

principais conceitos sobre Progressao (Geométrica.

Exemplo 3.8. As sequéncias (3,6,12,24,...) e (81,27,9, 3, ...) sdo progressoes geomé-

tricas cujas razoes valem respectivamente ¢g; = 2 e ¢ = 3 Suas taxas de crescimento
2

sao respectivamente i; = 100% e i, = —3= —66,67%, pois ¢ = 1 + 1.

Em uma progressao geométrica (a, as, ag, ...), para avancar um termo basta multi-
plicar pela razao; para avancar dois termos, basta multiplicar duas vezes pela razao, e
assim por diante.

Por exemplo, a1 = agq®, pois avancamos 5 termos ao passar de ag para ai;

a1z = azq'®, pois avancamos 15 termos ao passar de az para a;s; de forma geral,
n—1
a, = a1q" . (3.3)

pois, ao passar de a; para a,, avancamos n — 1 termos.
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Exemplo 3.9. Qual é o sétimo termo da progressao geométrica que se obtém inserindo
8 termos entre os nimeros 5 e 25607 Como entre os ntimeros 5 e 2560 ha 8 termos,
entao a; = 5 e a;g = 2560. Assim a razao da progressao geométrica serd obtida como

Se segue

(10-1)

ajp = a1q )
2560 = 5¢°,
2560

5 - Q7
512 = ¢°,

q = 2.

Sendo a razao ¢ = 2 teremos que o sétimo termo serd o primeiro multiplicado 6 vezes

pela razao, pois ao passar do primeiro para o sétimo termo, avancamos 6 termos. Assim

ar = 01(167
ar = 525
a; = 5H-64,
ar = 320.

Semelhante a progressao aritmética, também precisamos obter meios para se cal-
cular a soma de uma certa quantidade de termos de uma progressao geométrica. Para
tanto vamos comecar pela expressao usada para calcular a soma dos n primeiros termos

de uma progressao geométrica de razao ¢ > 0 e g # 1. Assim temos
S, = a;+as+ ...+ a,. (3.4)
Multiplicando ambos os lados da igualdade por ¢ teremos
¢S, = ast+as+ ..+ api1. (3.5)

Subtraindo (3.5) de (3.4) obtemos

Sp(l—q) = a1 — ans, (3.6)
- ai(1 —q")
Sp o= (3.7)

Da equacao (3.7) podemos obter a expressao que calcula a soma dos infinitos termos
de uma progressao geométrica de razdo ¢, 0 < ¢ < 1. Pelo teorema (2.1) parte i) temos

que ¢" tende a 0 quando n tende ao infinito. Assim a equacao (3.7) reduz-se a

a1

(3.8)

lim S, = .
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Uma das utilizagoes para a equagao (3.8) é a obtencao da fracao geratriz de uma
dizima periodica. Sendo S a representacao da fracao geratriz da dizima periddica
0, 666..., vejamos como obter S.

Sabemos que

= 0,64+0,06+ 0,006+ ...
= 6+ 0 + 0 +
10 100 1000 @ T

6 11
= —(1+=4+—+..).
S 10(+10+100+>

1
Assim, como 1, %, ﬁ, ... formam uma PG de razao ¢ = 10 e primeiro termo a; = 1,
entao pela equacao (3.8) temos

6 [/ 1

5 = 1_0(1—%)’
6 (1

S = — (=
i(3)

6 10

S = — .=

10 9’
2
= 3

Assim como utilizamos a teoria sobre progressoes aritméticas no sistema de capi-
talizacao simples, a teoria sobre progressao geométrica ¢é utilizada para fundamentar e
até entender os conceitos presentes no sistema de capitalizacao composto. Isso posto,
podemos afirmar que os juros decorrente do sistema de capitalizacao composto é re-
sultante da taxa de juros aplicada sobre o montante acumulado no tdltimo periodo, ou
seja, periodo a periodo, o valor a ser acrescido (juro) na aplicagao ou na divida sempre
aumentara, pois dependerid do montante do periodo anterior.

A poupanca tem sido uma fonte de investimento de muitos brasileiros, com o intutito
de guardar e, ao mesmo tempo, ter um rendimento, o cidadao encontra um local
seguro mas pouco rentavel nesse investimento. Todavia, por nao dominar os conceitos
envolvidos nos investimentos de risco, eles acabam optando pela poupanca. Em média,
a conta poupanca rende 0,5% a.m. sobre o valor depositado, assim, depois de 1 més
teremos aplicado na conta poupanca o valor inicial mais 0,5% dele, ou seja, ficaremos
com R$100, 50 aplicados na poupanca, depois de 2 meses teremos R$ 100, 50 mais 0, 5%

de R$ 100,50 e assim por diante, de tal forma que podemos escrever

M, = V;-1,005,
My, = V;-(1,005),

M, = V;-(1,005)".
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De forma geral podemos dizer que o montante acumulado depois de n meses em
um investimento com rendimento percentual : ao més, sendo aplicado um valor inicial

V;, serd dado por

M, = Vi-(1+i)" (3.9)

Note que para a féormula acima V; representa o valor aplicado inicialmente na pou-
panca. Em comparacao com a teoria sobre progressoes geométricas temos que o pri-
meiro termo serd M, ou seja, o montante acumulado depois de um més de aplicacao
e a razao sera dada por ¢ = 1 +i. No entanto, se tivermos uma poupanca planejada,
o montante acumulado na poupanga nao serda dado pela equagao (3.9), pois no inicio
de cada més sera feito um novo dep6sito no mesmo valor do deposito inicial. Assim
teremos outra situacao em que o montante acumulado depois de n meses serd dado

pela expressao
M, =V;(1+0)"+V;A+9)" "+ V(1 +9)" >+ .+ Vi(L+i)* + V(1 +4) + V.

Como podemos observar a expressao representa a soma dos n + 1 primeiros termos
da Progressao Geométrica de primeiro termo a; = V; e razao ¢ = 1 + ¢, logo podemos
sintetiza-la usando a equagao (3.7) para calcular a soma dos n+ 1 primeiros termos da

Progressao Geométrica citada. Assim teremos

Vil — (1 +4)"*)
1—(1+1)
V;; 1 \n+1l _ 1
M, — Al+9) ). (3.10)
1
No préximo exemplo podemos observar qual sera o valor acumulado em uma conta

M,

poupanca planejada depois de 60 meses de aplicacao.

Exemplo 3.10. Jodo tem uma poupanca planejada que rende, em média, 0,5% ao
més. Como os depositos mensais sao debitados de sua conta corrente no valor de 100
reais, Joao precisa garantir no minimo esse valor em conta corrente para que o deposito
possa ser feito na conta poupanca. Se Joao manteve a disciplina de sempre garantir
o deposito de 100 reais na conta poupanca, quanto ele terd acumulado depois de 60

meses?
Utilizando a formula (3.10) para V; = 100, ¢ = 0,5% = 0,005 e n = 60, teremos:

100((1 + 0,005)%! — 1)

Men =
o0 0,005 ’
100(1, 3556 — 1
MGO = ( )7
0,005
35,56
Moy = 2292
60 0,005

Mgy = 7112 reais.
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Portanto, Joao terd acumulado em sua conta poupanca 7112 reais, valor que é
superior aos 6100 reais que ele teria se guardasse esse dinheiro em casa, mas que é
inferior ao valor acumulado se ele depositasse 6100 reais de uma tnica vez e deixasse
render por 60 meses.

Esse tltimo valor pode ser obtido através da formula (3.9), onde V; = 6100 reais,
i=0,5% = 0,005 e n =60, vejamos

Mgy = 6100(1 4+ 0,005)%,
Mgy = 6100 -1,34885,
Mgy = 8228 reais.

No entanto, se Joao tivesse 6200 reais para depositar inicialmente mais 100 reais
para depositar nos meses seguintes, entao ele teria acumulado, no final de 60 meses,
8228 + 7112 = 15340 reais.

O proximo exemplo ilustra qual deve ser a melhor opcao de compra dentre duas
opcoes de compra a prazo, na primeira o pagamento serd feito em trés prestagoes

mensais iguais e na segunda em sete prestagoes mensais de mesmo valor.
Exemplo 3.11. Alberto tem duas opc¢oes de pagamento na compra de um fogao:
i) 3 parcelas mensais de R$ 180,00 cada,
ii) 7 parcelas mensais de R$ 80,00 cada.

A 1% parcela é paga no ato da compra em ambos os casos. Sabendo que o dinheiro de

Alberto rende 2% ao més, qual devera ser a melhor opcao para Alberto?

Vamos determinar o valor dos dois conjuntos de pagamentos na mesma época, por
exemplo depois do segundo més e antes do terceiro. Com essa suposi¢ao, Alberto teré
pago 3 parcelas em ambos os casos, uma no ato e duas nos dois meses seguintes. No
entanto, tal valor poderia ter sido investido, rendendo 2% ao més. Para tal situacao
podemos considerar que as parcelas pagas renderiam juros se fossem aplicadas e as que

ainda nao foram, antes do terceiro més, teriam os juros retirados. Assim, teriamos:

P; = 180(1 +0,02)* + 180(1 + 0,02) + 180 = 550, 87,

80
Py = 80(1+0,02)% + 80(1 +0,02) + 80 + ——
(170, 02)7 -+ 80(L+0.02) 80+ 377 55

30 80 80
T + + — 549, 45.

(140,022 " (1+0,02)  (1+0,02)
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Alberto devera preferir o pagamento em sete parcelas.
Podemos notar, através desse exemplo, que além do montante final a ser pago em
cada uma das situagoes, 540 e 560 reais, respectivamente, devemos levar em conside-

racao o valor do dinheiro ao longo do tempo, no caso um periodo mensal.



4 Equacoes de Diferenca de Primeira
Ordem

As definigbes, exemplos e resultados deste capitulo foram retiradas das Ref. [4] e
[5].

Outro método usado para resolver situacoes envolvendo rendimento ou cobranga de
juros é a teoria sobre Equagoes de Diferenca de Primeira Ordem, assim chamada por ser
expressa de forma recorrente, ou seja, o termo a ser obtido depende do termo anterior
e da posicao do termo, a variavel discreta. Um exemplo de equacgoes de diferenca de
primeira ordem ¢ a progressao aritmética, pois nela o préoximo termo é resultado da
soma do termo atual com a razao, ou seja, x,.1 = T, + r. Vejamos adiante uma
introducao a teoria.

4.1 Introducao

Equacoes de diferenca geralmente descrevem a evolugao de certos fend6menos no
decorrer do tempo. Por exemplo, se uma certa populacao tem geracoes discretas, o
tamanho da (n+ 1)ésima geragao x(n+ 1) ¢ uma funcao da n-ésima geragao x(n). Esta

relacao pode ser expressa na equacdo de diferenca

z(n+1) = f(z(n)). (4.1)

Vejamos este problema sobre um outro ponto de vista. Comecando de um ponto x,

podemos gerar a sequéncia

2o, f(l'o), f(f($0))7 f(f(f(xO)))a

Por conveniéncia adotamos a notagao

f2 (@) = f(f(20)), f2 (o) = f(f(f(20))), etc.

f(xo) é chamada a primeira iteragao de zg sob f; f?(z) ¢ chamada a segunda iteragao

de xy sob f; mais geralmente, f™(z() é a n-ésima iteragdo de xy sobre f. O conjunto

33
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de todas as iteragoes (positivas) {f™(zg) : n > 0} onde f°(zy) = xy por definigao, é
chamado orbita (positiva) de g e serd denotada por 0(zg). Este procedimento iterativo

¢ um exemplo de um sistema dinamico discreto. Tomando x(n) = f™(xo), temos

z(n+1) = f"(x0) = f[f"(x0)] = f(x(n)),

e portanto, encontramos (4.1). Observe que z(0) = f%(xg) = x. Por exemplo, seja
f(x) =2 e 1y = 0,6. Para encontrar a sequéncia de iteragoes { f"(zo)}, introduzimos
a chave 0,6 na calculadora e entdo apertamos repetidamente o botdo z2. Obtemos os

nimeros
0,6;0,36:;0,1296;0,01679616; ...

Alguns toques mais na calculadora serd suficiente para convencer o leitor de que a
iteragao f"(0,6) tende a zero. O leitor esta convidado a verificar que para todo xy €
(—1,1), f™(xo) tende para zero quando n tende para infinito e que f™(zy) tende para
infinito se zo ¢ [—1,1]. Obviamente, f"(0) = 0, f"(1) = 1 para qualquer inteiro
positivo, e f"(—1) =1 paran =1,2,3,....

Depois desta discussao podemos concluir corretamente que equacoes de diferenca e
sistemas dinamicos discretos representam dois lados da mesma moeda. Quando mate-
maticos falam sobre equacdes de diferenca eles geralmente se referem a teoria analitica
do assunto e quando eles falam sobre sistemas dinamicos discretos eles geralmente se
referem aos seus aspectos geométricos e topologicos.

Se a fungao f em (4.1) for substituida por uma fun¢ao ¢g de duas varidveis, isto é,
g:7Z" xR — R, onde Z* & o conjunto dos inteiros nao negativos e R ¢ o conjunto

dos niimeros reais, entao temos
z(n+1) = g(n,z(n)). (4.2)

A equagao (4.2) é chamada nao auténoma ou dependente do tempo, enquanto que a
equagao (4.1) é chamada auténoma ou independente explicitamente da variavel tempo.
O estudo de (4.2) é muito mais complicado. Se uma condigao inicial z(ng) = zo é
dada, entdo para n > ng existe uma tnica solu¢io z(n) = x(n, ng, xo) de (4.2) tal que

x(ng, ng, Tg) = xo. Isto pode ser mostrado facilmente por iteragao. Agora,

z(ng + 1,n9,20) = ¢g(ng,z(no)) = g(no, xo), (4.3)
z(no +2,n0,70) = g(no+1,2(no +1)) = g(no + 1, g(no, o)), (4.4)
x(no + 3,n0,20) = g(ng+2,2(ng+2)) = g(ng+2,9(ng + 1, g(no, xo))). (4.5)

E, indutivamente, obtemos x(n, ng, o) = gln — 1, z(n — 1,ng, o))
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4.2 Equacoes de Diferenca de Primeira Ordem Line-

ares

Nesta se¢ao estudaremos os casos especiais mais simples de (4.1) e (4.2), que sdo
as equacoes lineares. Uma tipica equacao de primeira ordem linear homogénea é dada
por

z(n+1)=a(n)z(n), x(ng)=xz9, n>mny>0. (4.6)

e a equacao nao homogénea associada é dada por

y(n+1) =a(n)y(n) +g(n),  y(o) =y, n>ng=>0. (4.7)

onde em ambas as equagoes estd assumido que a(n) # 0 e a(n) e g(n) sao fungoes de
valores reais definidas para n > ng > 0.

Podemos obter a solu¢ao de (4.6) através de uma iteragao simples:

z(ng + 1) = a(ng)z(ng) = a(ng)xo,

z(no+2) = a(ng + )x(ng + 1) = a(ng + 1)a(ng)xo,

z(ng + 3) = a(ng + 2)x(ng + 2) = a(ng + 2)a(ng + 1)a(ng)zo.

E, indutivamente, é facil ver que

z(n) = z(ng+ (n—ngp)),

= a(n—1a(n —2)...a(ng)xo,

z(n) = [H a(i)] xg. (4.8)

i=ng

A tnica solugao da nao homogénea (4.7) pode ser encontrada como segue

y(no+1) = a(no)yo + g(no),
y(no+2) = a(ne+1)y(no+ 1)+ g(no + 1),
= a(ng + 1)a(ng)yo + a(ng + 1)g(no) + g(no + 1).

Agora, usaremos inducdo matematica para mostrar que, para todo
neZr,

n—1

[T a)

1=ng

y(n) =

oty [ﬂ a@)] g(r). (4.9)

r=ng Li=r+1

Para estabelecer isso assumimos que a formula (4.9) vale para algum n = k. Entao
de (4.7), y(k 4+ 1) = a(k)y(k) + g(k), e da formula (4.9) obtemos
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k-1 k—1 k—1
y(k+1) = a(k) [H a(i)| yo+ > |ak) [ a(i)] g(r) +g(k),
1=ng r=ng 1=r+1
ok T k—1 k k
= [T e®] v+ ( 11 a(@')) g(r) + ( 11 a(i)> g(k),
L i=ng i r=ng \i=r+1 i=k+1
[k T k k
= | JLa®|w+> < 11 a(@')) g(r).
Li=ng h r=ng \i=r+1
Portanto a formula (4.9) vale para todo n € Z*.
Exemplo 4.1. Encontre uma solucao para a equacao
z(n+1) =2z(n) + 3", z(1) = 0.5. (4.10)

Ao fazer quatro itera¢oes com a equagao diferenca de primeira ordem (4.10), tere-

mos

(2) = 2x(1) + 3",

©(3) = 20(2) + 3% = 2(20(1) + 3") + 3 = (1) + 23! + 37,

v(4) =22(3) +3° = 2(2%x(1) + 23" +3%) + 3° = 2%2(1) + 22 - 31 + 2. 32 + 37,
2(5) = 24z(1) + 2331 422.32 4 21 .33 4 34,

De forma geral, temos
z(n) =2""1p(1) + 277231 4 277332 . 4+ 3L
Ou ainda,

n—1
1
z(n) = <§) nhpy Conkigh,

k=1

n—1 k
= 22ty AN
2

k=1

3((3)" 1
2 $-1 ’

n—1 __ anl

= "4 2”‘1; (—3 ) 2,

= 3" —-5.2"2

— 211—2 4 2n—1

Exemplo 4.2 (Amortizacao). Amortizagdo é o processo pelo qual um empréstimo é
reembolsado por uma sequéncia de pagamentos periddicos, cada um dos quais ¢ cons-

tituido por duas partes, uma parte para o pagamento de juros e outra parte para o
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pagamento parcial do capital em divida, amortizando o valor da divida.

Seja p(n) a representagdo do capital em divida apos o n-ésimo pagamento g(n).

Suponha que a taxa de juros compostos seja de r por periodo de pagamento.

A formulac¢ao do nosso modelo é baseada no fato de que o principal pendente p(n+1)
apds o (n+1)ésimo pagamento ¢é igual ao principal pendente p(n) apds o n-ésimo paga-
mento mais o juros rp(n) incorridos durante o (n+1)ésimo periodo menos o pagamento

g(n). Por isso

p(n+1) = p(n) +rp(n) — g(n),
ou ainda,

p(n+1) = (1+7r)p(n) —gn),  p(0) = po, (4.11)

onde py é o débito inicial. Por analogia, fazendo itera¢des como procedemos no exemplo
(4.1), temos

n—1

p(n) = (L+r)"po = > _(1+71)"*g(k). (4.12)

k=0
Na prética, o pagamento g(n) é constante e, dizemos, igual a P. Neste caso,

p(n) = (14 1)"py — (1 4+ 7)™ — 1) (5) . (4.13)

r

Se queremos pagar o empréstimo em exatamente n pagamentos, qual seria o pagamento

mensal P? Observe primeiro que p(n) = 0. Assim, por (4.13) temos

0 = W (- (1),

r

e =0 (T) = a+nm

P = (1+47)"po {ﬁ}

P = p {ﬁ} . (4.14)

Vejamos no exemplo ntmerico a seguir como obter o valor da parcela através da

equagao (4.14).

Exemplo 4.3. Maria emprestou do banco 15000 reais, ela pretende pagar essa divida
em 60 meses sob uma taxa de juros de 1,52% ao més. Qual serd o valor da parcela

mensal para essas condicoes?
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Primeiramente vamos identificar o valor das respectivas variaveis associadas a equa-
cao (4.14), ou seja, pg = 15000 reais, r = 1,52% = 0,0152 e n = 60 meses. Agora
vamos substituir tais valores na equagao (4.14) para obter o valor da parcela, assim

teremos:

P =l

[ 0,0152
P = 15000 ’
11— (1 +o,0152)60] ’
I 0,0152
P = 15000 ’
11— (1,0152)—60} ’
P = 15000 0,0152 ,
10,59551

s
I

15000 - 0, 025524,
P = 382,86 reais.

Note que o valor da divida podera ser quitado em até 60 meses, o que resultard em
60 - 382,86 = 22971, 60 reais pagos ao banco no total, ou seja, por esses 60 meses foram
pagos 22971 — 15000 = 7971 reais de juros ao banco. Veremos no capitulo 6 como
serd composto o valor de cada parcela e o valor a ser pago caso queiramos antecipar

algumas prestacgoes.

4.2.1 Aplicagoes nas Finangas

Considere essa situacdo geral. Suponha que temos uma conta que contém A(n)
reais depois de n periodos de composicao. Suponha que a conta é reajustada em I
por cento de juros anual, corrigida m vezes por ano. Além disso, vamos assumir um
valor constante b que é adicionado & conta no final de cada periodo de composi¢ao (ou
retirada da conta se b < 0). Seja ag o valor inicial na conta, isto ¢, A(0) = ag. Para a

situacao dada teremos o sistema dinamico
1
An+1) = (1 + —) A(n) +b. (4.15)
m

que descreve a relagdo entre o montante na conta no final de (n + 1) periodos de

composicao e o montante depois de n periodos de composicao. Como veremos nesta

subsecao, este modelo simples é usado em uma ampla gama de aplicacoes financeiras.
Para solucionar tal sistema dinamico vamos assumir que r = 1+ —. Assim teremos

An+1) =rA(n) + b, "

A(1) =rA(0) + b,

A(2) =rAQ)+b=1r?A(0) +rb+1b,
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ABB) =rA(2) +b=rA(0) +r*b+rb+b,
)+ b=r*A(0) + b+ r*b + rb + b,

D
=
Il
<
D
w

S
—
Ey
~—
Il

rEA0) + b(rF L 4 rF 2 4+ 1),

Como 7' + r¥=2 4 . + 1 representa a soma dos k primeiros termos de uma
Progressao Geométrica de razao r e primeiro termo 1, entdo por (3.7) temos que

1— k
A(k)—rkao—i-b(l A )

- T

que reagrupando nos da

A(k) =" (ao—lb )+1b : (4.16)

-

Substituindo 7 = 1 + — em (4.16) e simplificando a expressao teremos a solugao
do sistema dinamico (4.15Sndada por

A(k) = <1 + é)k <a0 + me) - me (4.17)

Quando b = 0, teremos a simplificagao da fomula (4.17) para

A(k) = (1 + i>k ao.

m

Para comegar, vamos considerar situagoes em que A(k) é a incognita, e nenhum
trabalho é necessario para determinéa-la.

Vamos considerar uma conta poupanca em que adicionamos b reais a cada periodo
de composicao. Coletamos 100% dos juros anuais, compostos em m periodos por ano.
Em seguida usaremos o modelo do sistema dinamico (4.15) para nossa poupanga, onde

A(n) é o valor apos n periodos de composigao.

Exemplo 4.4. Suponha que inicialmente vamos depositar 100 reais em uma conta
poupanca que rende 10% de juros, compostos anualmente e a cada ano, depositamos
100 reais. Entdao A(n+ 1) =1,1A(n) + 100, e mb/I = 100/0, 1 = 1000, assim

A(k) = (1,1)%(1100) — 1000.
Em particular A(40) = 48785,18. Um total de 48785, 18 reais em nossa conta apos 40

anos é bastante surpreendente quando percebemos que nossos depoésitos totais foram

apenas 4100 reais. Mas nossos juros totais foram 44685, 18 reais.

Na sequéncia apresentarei os tipos de juros praticados no mercado e que sao abor-
dados no ensino médio, bem como suas associacoes com os conceitos de progressao
aritmética e progressao geométrica.

O conceito de juros sera utilizado, de forma mais sisteméatica, em Sistemas de

Amortizagao e Imposto de Renda.






5 Juros

A préatica de cobrar uma taxa sobre o dinheiro emprestado recua até o inicio da
histéria escrita, boa parte da literatura matematica mais antiga que conhecemos lida
com questoes relativas a juros. Por exemplo, um tablete de argila da Mesopotamia,
datado de 1700 a.C. e agora encontrado no Louvre, propoe o seguinte problema: quanto
tempo levard para uma soma de dinheiro dobrar se for investida a uma taxa de 20 por
cento de juros compostos anualmente?

Para responder questoes antigas como essa abordaremos nesse capitulo o conceito
de juros e suas implicacoes nos sistemas de amortizacao utilizados hoje em dia pelos

sistemas financeiros.

5.1 Introducao
Definem-se juros como sendo a remuneracao do capital, a qualquer titulo. Assim,
sao validas as seguintes expressoes como conceitos de juros:

a) remuneracgao do capital empregado em atividades produtivas;
b) custo do capital de terceiros;

¢) remuneracao paga pelas institui¢oes financeiras sobre o capital nelas aplicado.

Juros, muitas vezes, é confundido com taxa de juros. A taxa percentual sempre se
refere a uma unidade de tempo (ano, semestre, trimestre, més, dia), enquanto que o
juro é a remuneracao do capital ap6s um periodo de tempo.

Exemplos:

i) 26% ao ano = 26% a.a.,
ii) 14% ao semestre = 14% a.s.,

iii) 3% ao més = 3% a.m..

A obtencao do valor do juro depois de um periodo, em unidades monetarias, é
sempre feita através da aplicacdo da taxa de juros sobre o capital aplicado. Assim, por
exemplo, um capital de R$300,00 aplicado a uma taxa de juros de 6% a.a. proporciona,

no final de um ano, um valor de juros igual a:
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6% x R$300,00 = (6/100) x 300,00 = R$18, 00.

5.2 Tipos de Juros

5.2.1 Juros Simples

Para essa situacao o juro de cada periodo ¢ calculado sempre em funcao do capital
inicial, sendo, portanto, o mesmo a cada periodo de composicao. Esse regime costuma
ser usado para calcular o valor da multa por atraso no pagamento de uma divida, entre
outras transacoes financeiras.

Vejamos no exemplo (5.1) como calcular o montante e os juros depois de 2 meses

de aplicacao.

Exemplo 5.1. O montante acumulado em 2 meses a uma taxa de 20% a.m., no regime
de juros simples, sob um capital inicial de R$900,00 é de R$1.260,00, pois em um més

teremos um rendimento de:
20% de R$900,00 = (20/100) x R$900,00 = R$180, 00.

Como queremos o montante acumulado depois de 2 meses, entao basta multiplicar

esse valor por 2 e somar ao capital inicial. Vejamos:

My = 900+ 2 - 180,
My = 900 + 360,
My = 1260 reais.

A tabela a seguir nos mostra como esse exemplo pode ser generalizado para uma
situacao em que queremos saber o montante acumulado depois de n meses, note que a
expressao obtida representa uma Progressao Aritmética de termo inial My = 900 reais

e razao J, = 180 reais.

Tabela 5.1: Montante no regime de Juros Simples

Periodo | Juros Montante
0 0 900
1 180 1.080
2 180 1.260
n 180 900 4+ 180.n

Dados hipotéticos elaborados pelo préprio autor
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De forma geral, sendo:
Co : Capital Inicial,
Montante,
Js  Juros simples obtidos,
n : quantidade de dias, meses, semestres ou anos,
¢t : Taxa de juros efetiva.
Podemos obter o valor dos juros simples através da equacao

Como o valor do montante é obtido adicionando-se ao capital inicial os juros obtidos
no periodo, entao teremos a seguinte expressao para o montante depois de n periodos

de composicao:

M, = Cy+Js,
Mn = Co + Coin,
M, = Co(1+in). (5.2)

Um exemplo tipico para esse tipo de juros seria a situacao proposta no inicio dessa
secao, ou seja, 0s juros a serem pagos por atrasar o pagamento de uma divida fixa, por

exemplo, a taxa do condominio de um conjunto de casas ou apartamentos.

Exemplo 5.2. No boleto para pagamento do condominio vem impresso as instrugoes
de calculo a serem feitas pelo funcionario do banco caso a data de pagamento seja
superior a data de vencimento. Vamos supor que a taxa de condominio do Senhor
José seja no valor de R$ 612,00 e que, além disso, se ele pagar apos o vencimento sera
acrescido ao valor da taxa uma multa de 2, 00% desse valor mais 0, 033% de juros ao dia
sobre o valor da taxa. Se José pagou o condominio que venceu no dia 10/10/2013 no
dia 16/10/2013, quanto ele pagou a mais? Qual foi o valor pago na taxa de condominio
do més 107

O valor pago de multa é constante e nao depende da quantidade de dias em atraso,
por isso podemos calcula-lo e contabilizar o valor no computo do pagamento adicional.
Esse valor é facilmente obtido multiplicando-se a taxa de 2,00% pelo valor de 612,00

reais.

= 2,00% - 612,00,
_ 2 612
100 ’
2.6,12,

= 12,24 reais.

3 3 3 3
I
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J& o valor do juros depende da quantidade de dias em atraso e podera ser calculado
usando-se a equagao (5.1), com Cy = 612,00 reais, i = 0,033% e n = 16 — 10 = 6 dias.

JS = Coin,
Js = 612-0,00033 -6,
Js = 1,21 reais.
Logo, o valor adicional seré de:
Vo = m+ Jg,
Vo = 12,24+ 1,21,
Vo = 13,45 reais.

E o valor total do condominio no més 10, devido ao atraso no pagamento, sera de:

‘/;f - C10 + ‘/(17
Vi = 612,00+ 13,45,
V, = 625,45 reais.

5.2.2 Juros Compostos

Para essa situacao o juro de cada periodo é calculado em func¢ao da divida do inicio
desse periodo. Assim temos juro em cima de juro.
Sendo C o capital inicial e ¢ a taxa de juros ao més , teremos, depois de um més

de aplicagao, o montante correspondente a

Cr = Co+1iCy,

No segundo més de aplicacao teremos

Cy = Cy+iCy,
Cy = Ci(1+1),
Cy = Co(1+i)(1+1),
Cy = Co(l+i)%

Se continuarmos més a meés veremos que, segundo Lima[3], no regime de juros com-
postos de taxa i, um capital inicial Cj transforma-se, depois de n periodos de tempo,

em um montante.

Cp = Co(1+ )™ (5.3)
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Isso é devido por se tratar de uma Equacao de Diferenca de Primeira Ordem, cuja
conclusao obtivemos na equagao (3.9).

Essa formula expressa o montante que se acumulara depois de n periodos para uma
aplicacao inicial Cj, mas nao nos da elementos suficientes para saber sobre o montante
acumulado para uma poupanca planejada, onde o capital incial é acrescido més a més
pelo juro e pelo deposito mensal constante. Para tanto temos que expressar tal valor
como a soma de uma PG (Progressdao Geométrica) de razao (1 + i) e valor inicial Cj.

Assim teremos:

MO = Co,

M, = Cy(1+1),

My = Co(1+1)*+ Co(1 +1),

Ms = Co(1+14)> + Co(1414)* + Co(1 + 1),

M, = Co(1+)"+Co(1+i)" "+ ...+ Co(1+1)? + Co(1 + i) + Cy.

Assim, o montante acumulado depois de n meses, depositando o mesmo valor C por

més na aplicacao financeira, segundo a equacao (3.10), sera de:
1 + 4 n+1 1

CRIDi— (5.4)

No exemplo (5.3) veremos como obter o montante acumulado em uma poupanga pla-

nejada depois de 10 meses, calculando més a més e usando a equagao (5.4).

Exemplo 5.3. Aplicando-se mensalmente R$ 1 000,00 em uma poupanca que rende,
em média, 1,0% a.m., teremos, depois de 10 meses, um montante de R$ 11 576, 92.

Vejamos através da equacao (5.4).

(140,01 —1
My = 1
10 000 ( 0.01 ,
1,1156683 — 1
My, = 1000 (=
10 ( 0,01 ) ’
0. 1156683
M- = 1 e
10 000( 001 ) ,

My, = 1000 - 11, 56683,
My = 11 566,83 reais.

Agora vejamos o mesmo resultado obtido através da tabela (5.2).
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Tabela 5.2: Tabela do Montante Acumulado em Poupanca Planejada.

Meés | Dep6sito | Rendimento Acumulado

0 1 000 0 1 000

1 1 000 10 2 010

2 1 000 20,10 3 030,10
3 1 000 30,30 4 060, 40
4 1 000 40, 60 5 101,00
5 1 000 51,01 6 152,01
6 1 000 61,52 7 213,53
7 1 000 72,14 8 285,67
8 1 000 82,86 9 368, 53
9 1 000 93, 68 10 462, 21
10 1 000 104, 62 11 566, 83

Elaborada pelo proprio autor com o auzilio do Excel.

Como pudemos observar, a principal pratica financeira que se utiliza dos conceitos
do regime de Juros Compostos para explicar a rentabilidade sao as aplicagoes de pouco

rendimento, tais como as poupancas.



6 Sistemas de Amortizacao e Imposto
de Renda

Ao contrair uma divida no banco o cliente deve ser informado sobre as taxas que
serao cobradas, o sistema de amortizagao que sera adotado e o periodo que ser utilizado
para quitar a divida. Com essas informacoes o proprio cliente podera calcular o valor
da parcela e o montante que serd pago durante todo o periodo de empréstimo.

Como a inflacao desvaloriza o poder de compra do consumidor, o valor do saldo
devedor de uma divida sera reajustado dia apos dia devido a inflacao, ou seja, calcular
o saldo devedor dependera da data de quitacao da divida.

Dentre os sistemas de amortizacao mais conhecidos estao o SAC, sigla para Sistema
de Amortizacao Constante, e o sistema francés de amortizacao, também chamado de
Tabela Price, devido ao economista inglés Richard Price. O sistema francés é caracte-
rizado por prestacoes constantes.

Algo comum a toda Pessoa Fisica é a Declaracao de Ajuste Anual de Imposto de
Renda de Pessoa Fisica. A principal diferenca entre a Pessoa Fisica e a Juridica é o
fato desta possuir um CNPJ (Cadastro Nacional de Pessoa Juridica) e aquela possuir
um CPF (Cadastro de Pessoa Fisica). Além disso, a Pessoa Juridica esta vinculada a
uma empresa e a Pessoa Fisica representa o proprio trabalhador assalariado.

Entender, a partir do Ensino Médio, como se da a arrecadagao do Imposto de Renda,
ajudaria no momento da escolha da profissao e do possivel ganho mensal almejado, pois
evitaria que a opcao por uma profissao nao condizente com os rendimentos mensais
praticados no mercado suscitasse um possivel acimulo de cargos e, por consequéncia
disso, um endividamento desnecesséario com a Receita Federal. Endividamento este, que
contaria com a ajuda de um empréstimo bancéario para ser pago, ou seja, existiriam

futuros endividados pelo motivo de terem feito uma escolha errada quanto a profissao.

6.1 Sistemas de Amortizacao

Amortizacao, segundo o Dicionario Aurélio, seria "extinguir a divida aos poucos ou
em prestacoes", ou, "abater dividas, efetuando o pagamento correspondente”.

Ha diversos métodos de quitagao de dividas, ou seja, de sistemas de amortizagao.
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Uns mais simples, outros um pouco mais complexos, mas nota-se que o objetivo de
todos é o pagamento do principal, isto é, de um determinado valor contraido em em-
préstimo ou financiamento.

Vamos falar sobre dois dos mais difundidos sistemas de amortizacoes do mercado:
Sistema de Amortizagao Progressivo (SAP, PRICE, ou Sistema Francés) e Sistema de
Amortizagao Constante (SAC).

No Sistema de Amortizacdo Constante (SAC) o valor do empréstimo é dividido
pela quantidade de parcelas utilizadas para quitar a divida, assim a amortizacao da
divida, més a més, terd sempre o mesmo valor, por isso o nome Constante. Isso posto,
podemor concluir que a parcela serd decrescente, pois o juros que compoe a parcela
serd calculado em funcao do saldo devedor, ou seja, nos primeiros meses o juros sera
maior e, por consequéncia disso, a parcela também.

Ja no Sistema de Amortizagdo Progressivo (SAP, PRICE, ou Sistema Francés) o
valor da parcela é constante e a amortizacao da divida é crescente. Para calcular o
valor da parcela usaremos a equagdo (4.14). Assim como foi calculado no exemplo
(4.3), temos que o valor da parcela para um empréstimo de R$ 15 000 que seré pago
em 60 parcelas com juros de 1,52% ao més sera de R$ 382, 86, cuja composicao més a
més ¢ dada na tabela (6.1).

Tabela 6.1: Tabela de Composicao Mensal das Parcelas para o Sistema Price.

Parcela | Valor | Juros | Amortizacao | Saldo Devedor
0 - - - 15000
1 382,86 | 228,00 154,86 14845,14
2 382,86 | 225,65 157,21 14687,93
3 382,86 | 223,26 159,60 14528,32
4 382,86 | 220,83 162,03 14366,29
5 382,86 | 218,37 164,49 14201,80
6 382,86 | 215,87 166,99 14034,81
7 382,86 | 213,33 169,53 13865,28
8 382,86 | 210,75 172,11 13693,17
9 382,86 | 208,14 174,72 13518,45
10 382,86 | 205,48 177,38 13341,07
11 382,86 | 202,78 180,08 13160,99
12 382,86 | 200,05 182,81 12978,18
13 382,86 | 197,27 185,59 12792,59
14 382,86 | 194,45 188,41 12604,17
15 382,86 | 191,58 191,28 12412,90
16 382,86 | 188,68 194,18 12218,71
17 382,86 | 185,72 197,14 12021,58
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Parcela | Valor | Juros | Amortizacao | Saldo Devedor
18 382,86 | 182,73 200,13 11821,44
19 382,86 | 179,69 203,17 11618,27
20 382,86 | 176,60 206,26 11412,01
21 382,86 | 173,46 209,40 11202,61
22 382,86 | 170,28 212,58 10990,03
23 382,86 | 167,05 215,81 10774,22
24 382,86 | 163,77 219,09 10555,13
25 382,86 | 160,44 222,42 10332,71
26 382,86 | 157,06 225,80 10106,90
27 382,86 | 153,62 229,24 9877,67
28 382,86 | 150,14 232,72 9644,95
29 382,86 | 146,60 236,26 9408,69
30 382,86 | 143,01 239,85 9168,84
31 382,86 | 139,37 243,49 8925,35
32 382,86 | 135,67 247,19 8678,15
33 382,86 | 131,91 250,95 8427,20
34 382,86 | 128,09 254,77 8172,44
35 382,86 | 124,22 258,64 7913,80
36 382,86 | 120,29 262,57 7651,23
37 382,86 | 116,30 266,56 7384,67
38 382,86 | 112,25 270,61 7114,05
39 382,86 | 108,13 274,73 6839,33
40 382,86 | 103,96 278,90 6560,42
41 382,86 | 99,72 283,14 6277,28
42 382,86 | 95,41 287,45 5989,84
43 382,86 | 91,05 291,81 5698,02
44 382,86 | 86,61 296,25 5401,77
45 382,86 | 82,11 300,75 5101,02
46 382,86 | 77,54 305,32 4795,69
47 382,86 | 72,89 309,97 4485,73
48 382,86 | 68,18 314,68 4171,05
49 382,86 | 63,40 319,46 3851,59
50 382,86 | 58,54 324,32 3527,28
51 382,86 | 53,61 329,32 3198,03
52 382,86 | 48,61 334,25 2863,78
53 382,86 | 43,53 339,33 2524,45
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Parcela | Valor Juros | Amortizagao | Saldo Devedor

54 382,86 38,37 344,49 2179,96

55 382,86 33,14 349,72 1830,24

56 382,86 27,82 355,04 1475,20

57 382,86 22,42 360,44 1114,76

58 382,86 16,94 365,92 748,84

59 382,86 11,38 371,48 377,36

60 382,86 5,50 377,36 0,00
Totais | 22971,60 | 7971,60 15000 -

Elaborada pelo proprio autor com o auzilio do FExcel.

Em comparagao ao Sistema de Amortizagdo Progressivo (SAP ou Price) utilizado
no exemplo (4.3) temos o Sistema de Amortizacdo Constante (SAC) que nos dara
amortizagoes iguais (constantes) durante todos os 60 meses, ou seja, por més sera

amortizado da divida o valor de

15000
60 =250 reais.

O juros a ser computado mensalmente ird diminuir porque a divida diminuird més a
més, assim, no Sistema de Amortiza¢ao Constante (SAC) o valor das parcelas decresce.
Esse decrescimento mensal corresponde a 1,52% de R$ 250,00, ou seja, més a més
veremos o juros decrescendo segundo uma Progressao Aritmética de razao r = 3,80

reais e primeiro termo a; = 228, 00, pois:

r = 1,52% - 250,00,

r = 0,0152 250,00,

r = 3,80 reais; e
a; = 1,52% - 15000,
a; = 0,0152-15000,
ap = 228,00 reais.

Com esses dados poderemos calcular a composicao de cada parcela, ou seja, o valor

da amortizacdo e o valor do juros. Vejamos na tabela (6.2).

Tabela 6.2: Tabela de Composicao Mensal das Parcelas para o Sistema de Amortizagao
Constante (SAC).
Parcela | Valor | Juros | Amortizacao | Saldo Devedor
0 - - - 15000
1 478,00 | 228,00 250,00 14750,00
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Parcela | Valor | Juros | Amortizacao | Saldo Devedor
2 474,20 | 224,20 250,00 14500,00
3 470,40 | 220,40 250,00 14250,00
4 466,60 | 216,60 250,00 14000,00
5 462,80 | 212,80 250,00 13750,00
6 459,00 | 209,00 250,00 13500,00
7 455,20 | 205,20 250,00 13250,00
8 451,40 | 201,40 250,00 13000,00
9 447,60 | 197,60 250,00 12750,00
10 443,80 | 193,80 250,00 12500,00
11 440,00 | 190,00 250,00 12250,00
12 436,20 | 186,20 250,00 12000,00
13 432,40 | 182,40 250,00 11750,00
14 428,60 | 178,60 250,00 11500,00
15 424,80 | 174,80 250,00 11250,00
16 421,00 | 171,00 250,00 11000,00
17 417,20 | 167,20 250,00 10750,00
18 413,40 | 163,40 250,00 10500,00
19 409,60 | 159,60 250,00 10250,00
20 405,80 | 155,80 250,00 10000,00
21 402,00 | 152,00 250,00 9750,00
22 398,20 | 148,20 250,00 9500,00
23 394,40 | 144,40 250,00 9250,00
24 390,60 | 140,60 250,00 9000,00
25 386,80 | 136,80 250,00 8750,00
26 383,00 | 133,00 250,00 8500,00
27 379,20 | 129,20 250,00 8250,00
28 375,40 | 125,40 250,00 8000,00
29 371,60 | 121,60 250,00 7750,00
30 367,80 | 117,80 250,00 7500,00
31 364,00 | 114,00 250,00 7250,00
32 360,20 | 110,20 250,00 7000,00
33 356,40 | 106,40 250,00 6750,00
34 352,60 | 102,60 250,00 6500,00
35 348,80 | 98,80 250,00 6250,00
36 345,00 | 95,00 250,00 6000,00
37 341,20 | 91,20 250,00 5750,00
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Parcela | Valor Juros | Amortizagao | Saldo Devedor
38 337,40 87,40 250,00 5500,00
39 333,60 83,60 250,00 5250,00
40 329,80 79,80 250,00 5000,00
41 326,00 76,00 250,00 4750,00
42 322,20 72,20 250,00 4500,00
43 318,40 68,40 250,00 4250,00
44 314,60 64,60 250,00 4000,00
45 310,80 60,80 250,00 3750,00
46 307,00 57,00 250,00 3500,00
47 303,20 53,20 250,00 3250,00
48 299,40 49,40 250,00 3000,00
49 295,60 45,60 250,00 2750,00
50 291,80 41,80 250,00 2500,00
51 288,00 38,00 250,00 2250,00
52 284,20 34,20 250,00 2000,00
53 280,40 30,40 250,00 1750,00
54 276,60 26,60 250,00 1500,00
55 272,80 22,80 250,00 1250,00
56 269,00 19,00 250,00 1000,00
57 265,20 15,20 250,00 750,00
58 261,40 11,40 250,00 500,00
59 257,60 7,60 250,00 250,00
60 253,80 3,80 250,00 0,00

Totais | 21954,00 | 6954,00 15000 -

Elaborada pelo proprio autor com o auzilio do Excel.

Note que os valores mensais dos juros formam uma Sequéncia Numérica chamada
Progressao Aritmética Decrescente, na qual o primeiro termo (a;) corresponde ao valor
do juros pago no primeiro més de empréstimo e a razao corresponde a retirada mensal no
valor do juros de 1,52% do valor amortizado mensalmente, ou seja, 1,52% de 250, 00
reais. Isso posto, podemos calcular o valor do juros cobrado em cada parcela, sem

precisar montar a tabela, como exemplo poderiamos calcular o valor do juros cobrado

na 60% parcela usando a equagdo (3.1). Vejamos:

Qp
Qg0
60

Qg0

a; + (n—1)r,

228 + (60 — 1)(—3,80),

228 — 2242,

3,80 reais.




Sistemas de Amortiza¢ao 53

Por se tratar de uma Progressao Aritmética poderemos calcular o juros total pago

durante todo o empréstimo usando a equagao (3.2). Vejamos:

560

(a1 + ay)n

5

(228 + 3,80)60
2 9

= 231,80 - 30,

= 6954,00 reais.

Como podemos observar o total de juros pago no Sistema de Amortizagao Constante

¢ menor do que o total pago no Sistema de Amortizagdo Progressivo (SAP), além

disso a parcela se torna menor a partir da 27 prestacao, ou seja, apesar de serem de

valores altos as primeiras parcelas, ao final é mais vantajoso o Sistema de Amortizacao

Constante. Vejamos um exemplo mais simples, com um nimero menor de parcelas e

uma taxa de 1,00% ao més.

Exemplo 6.1. Uma institui¢do financeira concedeu a um individuo um crédito de R$

20 000, 00, para ser pago em 10 parcelas iguais, com vencimento da 1¢ parcela em 30

dias e periodicidade mensal de amortizacao e juros de 1,00% a.m.. Determine:

a) O valor da parcela a ser paga mensalmente;

b) O valor de cada parcela de juros paga e o valor a ser amortizado mensalmente;

¢) O valor da diferenga entre os Sistemas de Amortizagao caso o individuo pudesse

optar pelo SAC.

a) Para calcular o valor da parcela a ser paga mensalmente usaremos a equacao

(4.14), na qual n = 10 meses, r = 1,00% a.m. e py = 20 000,00 reais, assim

teremos:

P =
P pr—

,
bo [1— (1—1—7’)—”] ’
0,01
1—(1+ 0,01)—101 ’
0,01
20000 [0, 094713} ’
20000 - 0, 105582,

2111,64 reais.

20000 {

b) Agora podemos obter o valor de cada parcela de juros paga e o valor a ser amor-

tizado mensalmente, como feito na tabela (6.1).
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Tabela 6.3: Tabela do Exemplo 6.1.

Parcela | Valor Juros | Amortizacao | Saldo Devedor
0 - - - 20000,00
1 2111,64 | 200,00 1911.,64 18088,36
2 2111,64 | 180,88 1930,76 16157,60
3 2111,64 | 161,58 1950,06 14207,54
4 2111,64 | 142,07 1969,57 12237,97
5 2111,64 | 122,38 1989,26 10248,71
6 2111,64 | 102,49 2009,15 8239,56
7 2111,64 | 82,39 2029,25 6210,31
8 2111,64 | 62,10 2049,54 4160,77
9 2111,64 | 41,61 2070,03 2090,74
10 2111,64 | 20,90 2090,74 0,00

Totais | 21116,40 | 1116,40 20000 -

Elaborada pelo proprio autor com o auzilio do Excel.

¢) Para obter o valor da diferenca entre os sistemas de amortizagdo teremos, antes,
que calcular o valor total do juros apo6s os 10 meses de empréstimo, para tanto
teremos que calcular o valor amortizado mensalmente, o valor da parcela do juros
paga no primeiro més e o valor constante que sera reduzido mensalmente no valor

das parelas do juros.

O valor amortizado mensalmente sera de:

20000
0 = 2000 reais.

O valor da parcela de juros do primeiro més sera de:
a; = 1,00% - 20000,

a; = 0,01 -20000,

a; = 200 reais.

Ja o valor que serd reduzido mensalmente sera de:

ro= 1,00% - 2000,
r = 0,01 2000,

r = 20 reais.

Com essas informagoes poderemos calcular o valor da parcela de juros do 10°

més com a equagao (3.1) e o total de juros pago com a equagao (3.2), nas quais
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n = 10 meses, » = —20 reais e a; = 200 reais. Consideramos r = —20 por se

tratar de uma reducao.

a, = a;+(n—1)r,
ajp = 200 — 180,

aypg = 20 reais.

O valor total de juros sera de:

Sn = (al i an)nv
2
(200 + 20)10
S = 55—,
2
S1o = 220-5,

Sio = 1100,00 reais.

Agora poderemos calcular a diferenca usando o valor obtido na tabela e o valor

anterior, assim teremos:

= 1116,40 — 1100, 00,
d = 16,40 reais.

6.2 Histéria do Imposto de Renda

"O imposto sobre a renda teve em Rui Barbosa, primeiro Ministro da Fazenda do
periodo republicano, um ardente defensor. Seu relatorio de janeiro de 1891 dedica, com
erudicao e brilhantismo, 38 paginas ao tema. Mostra a historia, as formas de aplicagao
do imposto e as propostas de adocao.

No relatorio, Rui Barbosa lembrava as qualidades de um imposto justo, indispensa-
vel e necessario: "No Brasil, porém, até hoje, a atencao dos governos se tem concentrado
quase sO na aplicacao do imposto indireto, sob sua manifestacao mais trivial, mais facil
e de resultados mais imediatos: os direitos de alfandega. E do imposto sobre a renda,
por mais que se tenha falado, por mais que se lhe haja proclamado a conveniéncia e
a moralidade, ainda nao se curou em tentar a adaptagao, que as nossas circunstancias
permitem, e as nossas necessidades reclamam".

Resumidamente, a proposta de Rui Barbosa se sustentava nos seguintes pilares:

1. O imposto incidiria sobre as rendas provenientes de propriedades imoéveis, do
exercicio de qualquer profissao, arte ou oficio, de titulos ou fundos publicos,

acoes de companhias, juros e dividas hipotecarias e de empregos ptblicos;
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2. Estariam isentas as rendas ndo superiores a 800$000, a dos agentes diplomaticos
das nacoes estrangeiras, rendimentos das sociedades de socorros mituos e benefi-
céncia e juros das apolices da divida publica possuidas por estrangeiros residentes

fora do pais;

3. A declaracao do contribuinte seria o ponto de partida do lancamento. O Fisco
devia procurar outras fontes para a verificacao fiscal, pois ficaria muito prejudi-
cado caso se baseasse unicamente na declaracao do contribuinte. Discordou da
posicao de alguns em entregar a determinacao da renda unicamente ao arbitrio do
fisco. O arbitramento podia degenerar em arbitrio. Na sua visao, o arbitramento
seria aceito se a renda nao fosse conhecida fixa e precisamente, mas sujeito a co-
nhecimento e impugnacao do interessado, com todos os recursos do contencioso

administrativo.

Suas sugestoes, no entanto, nao encontraram respaldo para serem postas em prética.

Em 1920, o deputado Otéavio Rocha defendeu a implantacao do imposto de renda
com um projeto em que tributava os que percebessem renda liquida maior que 6:000$000.
Até 30:0008000, estariam sujeitos a aliquotas progressivas que oscilavam de 1% a 10%.
Permitia-se deducao a titulo de encargos de familia na proporcao de 5% por pessoa.
Nesse mesmo ano, o Ministro da Fazenda Homero Batista considerou que, dos impostos
diretos os que mais aconselhaveis se fazem a situacao brasileira sao os de renda.

Em 1921, foi a vez do deputado Mario Brant defender, na Comissao de Financas, o
imposto de renda. Segundo Brant, sob o aspecto ético, era o imposto mais justo e sob
o ponto de vista fiscal, o mais produtivo e o mais elastico. Entendia ser inadmissivel
que um pais de instituicoes liberais nao tivesse em seu sistema tributario o imposto
sobre a renda.

Antonio Carlos, presidente da Comissao de Financas da Camara dos Deputados,
impressionado com a defesa do senador Leopoldo de Bulhoes, ex-Ministro da Fazenda,
para a implantacao do imposto de renda, convidou-o a comparecer a Comissao, para
combater os argumentos com que esse imposto era atacado. Anos antes, Leopoldo de
Bulhoes, havia mostrado o nivel de aperfeicoamento que o imposto de renda havia
alcancado em outros paises com arrecadacao cada vez mais satisfatoria. Bulhoes nao
chegou a apresentar o projeto de lei que defendia, uma vez que logo depois abandonou
a politica.

Havia, porém, no congresso vozes dissonantes na ado¢ao do imposto de renda como
a de Carlos Maximiliano, que, em discurso de 8 de novembro de 1922, atribuia a
sua implementacao a mero espirito de imitagao de outros paises e fazia apologia das
qualidades do imposto velho.

O imposto sobre a renda participava cada vez mais da receita tributaria dos paises
em que foi instituido. O Brasil conscientizava-se de que seria um importante meio de

angariar recursos e de possuir um sistema tributario mais justo. Pouco a pouco, as
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resisténcias histoéricas no congresso e na sociedade eram quebradas.

Em dezembro de 1922, o deputado Antonio Carlos propds a substituicao de alguns
dos impostos que constavam na lei orcamentéria sob o titulo de imposto de renda por
um imposto que recaisse sobre a renda global. Anténio Carlos teve grande importancia
na iniciativa de instituicao do imposto de renda, sobretudo pelo papel que exercia no
congresso. Mais tarde seria Presidente de Minas Gerais e daria nome & avenida onde
se localiza o edificio-sede do Ministério da Fazenda no Rio de Janeiro.

Aproximava-se o momento de ado¢ao do imposto sobre a renda no Brasil". |7]

Hoje em dia é comum, para boa parte da populacao brasileira, declarar, todo ano,
o ajuste fiscal, ou seja, declarar todo o imposto sobre a renda que foi cobrado durante
o ano anterior. Caso o imposto devido seja maior do que o arrecadado, a pessoa fisica
terd que repor essa diferenca aos cofres publicos. Caso contrario, ela terd restituicao.
Em qualquer um dos casos precisamos dos valores dos salarios bruto e liquido.

Para calcular o salario liquido precisamos de duas informacoes. A primeira delas
refere-se ao INSS (Instituto Nacional do Seguro Social), existe uma tabela com faixas
salariais que se utiliza para calcular o salario liquido. A segunda refere-se ao IRRF
(Imposto de Renda Retido na Fonte).

Vejamos nas secoes a seguir como calcular o salario liquido.

6.3 Instituto Nacional do Seguro Social

A porcentagem que serd debitada do salario bruto obedece a tabela (6.4).

Tabela 6.4: Tabela de Recolhimento do INSS.
Salario de Contribuigao (R$) | Aliquota para fins de recolhimento ao INSS (%)

até 1247.70 8,00
de 1247,71 até 2079,50 9,00
de 2079,51 até 4159,00 11,00

PORTARIA Interministerial MPS/MF n° 11, de 08/01/2013.

A porcentagem permanece sendo de 11% para salarios superiores a R$ 4159, 00, mas
a legislacao federal mudou quanto a aposentadoria, pois os funcionarios que ingressaram
a partir de marco de 2013 aposentarao com o teto do INSS, ou seja, em suas folhas
de pagamento o desconto para fins de aposentadoria serd de 11% - 4159, 00 = 457,49
reais. Assim, mesmo que o salario bruto do servidor publico federal seja superior a R$
4159, 00, seu desconto sera sempre de 457,49 reais. Para os servidores que ingressaram
antes de marco de 2013 o desconto de 11% sera sobre o salario bruto, mesmo que este
seja superior a R$ 4159, 00.

Como exemplo podemos tomar um servidor piiblico federal que ingressou no servigo

publico no ano de 2012. Se o salario bruto deste servidor for de R$ 5466, 55, entéo o
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valor descontado para fins de aposentadoria sera de 11%-5466, 55 = 601, 32 reais. Assim
a aliquota do imposto de renda serd calculada em cima da diferenca entre o salario bruto
e o desconto da aposentadoria, ou seja, usaremos o valor de 5466, 55—601, 32 = 4865, 23
reais para calcular o imposto de renda. Se o servidor tivesse ingressado no servico
publico em maio de 2013, entao usariamos o valor de 5466, 55 — 457,49 = 5009, 06

reais.

6.4 Calculo do Imposto de Renda sobre o Salario

Como parte integrante da dissertacao apresentaremos dois exemplos de como calcu-
lar o imposto de renda sob o saldrio mensal. Primeiramente apresentaremos a Tabela
Progressiva para o célculo mensal do Imposto sobre a Renda da Pessoa Fisica para o
exercicio de 2013, ano-calendério de 2012 com a Base de Célculo Mensal em reais, a
aliquota (%) e a Parcela a Deduzir do imposto em reais. Logo ap6s apresentaremos os

exemplos.

Tabela 6.5: Tabela Progressiva para o Célculo Mensal do Imposto de Renda.

Base de Calculo Men- | aliquota (%) | Parcela a Deduzir do imposto (R$)
sal (R$)

Até 1.710,78 - -

De 1.710, 79 até 2.563, 91 7.5 128, 31

De 2.563, 92 até 3.418, 59 15,0 320, 60

De 3.418, 60 até 4.271, 59 22,5 577,00

Acima de 4.271, 59 27,5 790, 58

hitp:/ /www.receita. fazenda.gov.br/Aliquotas/ContribFont2012a2015.htm

Para determinar qual aliquota do imposto de renda usaremos, devemos obter a
diferenca exposta na secao anterior. Obtida tal diferenca calcularemos o imposto de
renda que serd retido na fonte multiplicando a diferenca pela aliquota corresponte a
base de calculo na tabela (6.5), e do resultado subtrairemos a parcela a deduzir.

Retomando o exemplo do servidor piblico federal que teve descontado de seu salario
bruto o valor de 601, 32 reais, restando-lhe o valor de 4865, 23 reais. Teremos para essa
situacao a aliquota de 27, 5% sobre a base de calculo de R$ 4865, 23, assim, sendo I o

valor do imposto retido, teremos:
I = 27,5%-4865,23 — 790, 58

I = 1337,94 — 790,58
I = 547,36 reais.
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Uma situacao um tanto quanto complicada seria a de um cidadao que contasse
com mais de uma fonte pagadora para compor seus rendimentos. Vamos imaginar
um rendimento igual ao do servidor publico federal, s6 que divido em duas quantias
bem préximas uma da outra, por exemplo, 3000, 00 reais e 2466, 55 reais. Nesse caso
terfamos o mesmo desconto de 11% para fins de aposentadoria, ou seja, 330,00 reais
para o salario de 3000, 00 reais e 271,32 para o salario de 2466, 55. Assim os valores
a serem contabilizados na base de calculos do imposto de renda seriam: 3000,00 —
330,00 = 2670, 00 reais para o salario de 3000, 00 reais e 2466, 55 — 271,32 = 2195, 23
reais para o salario de 2466, 55 reais. O primeiro salario estaria na base de célculo cuja
aliquota & de 15,0% e o segundo salario estaria na base de céalculo cuja aliquota é de

7,5%. Vamos calcular o imposto de renda retido na fonte de cada um dos salarios.

I, = 15,0%-2670,00 — 320,60
I; = 400,50 — 320,60
I = 79,90 reais.

I, = 7,5%-2195,23 — 128,31
I, = 164,64 — 128,31
I, = 36,33 reais.

Obviamente que o trabalhador que estivesse ingressando no mercado de trabalho
veria vantagem em trabalhar em dois empregos ao invés de um tnico para ganhar o
mesmo valor, pois o imposto de renda retido na fonte seria menor para a pessoa que
tem dois empregos, mas quando se deparasse com a declaracao do ajuste fiscal, veria o
quanto deveria pagar para a receita de imposto devido. Vejamos como ficariam ambas
as situacoes para uma declaracao simplificada.

Em ambos os casos o rendimento anual seria de 12 - 5466,55 = 65598, 60 reais,
com o desconto simplificado de 20% sobre esse valor, ou seja, 13119, 72 reais, restaria
52478, 88 reais para ser contabilizado em cada uma das faixas da tabela de ajuste anual
de imposto de renda dada a seguir.

Com essa tabela podemos calcular a Aliquota Efetiva do Imposto de Renda de Pes-
soa Fisica (IRPF), pois teriamos o valor do imposto devido (1) obtido pela expressao

numeérica

I, 7,5%(30.766,92 — 20.529, 37) + 15, 0%(41.023, 08 — 30.766, 93) +
+ 22,5%(51.259,08 — 41.023,09) + 27, 5%(52.478, 88 — 51.259, 08)
I, = 0,075-10.237,55+ 0,15 - 10.256, 15 + 0,225 - 10.235,99 + 0,275 - 1.219, 80

Iy 4.944,78 reais.

Para a pessoa que tem dois empregos o imposto recolhido durante todo o ano foi no
valor de 12 - (79,90 + 36,33) = 12 - 116, 23 = 1.394, 76 reais, ou seja, como ela deveria
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Tabela 6.6: Tabela Progressiva para o Célculo Anual do Imposto de Renda.
Base de Calculo Mensal (R$) | aliquota (%) | Parcela a Deduzir

do imposto (R$)
Até 20.529, 36 - -

De 20.529, 37 até 30.766, 92 7,9 1.539,70
De 30.766, 93 até 41.023, 08 15,0 3.847,22
De 41.023,09 até 51.259, 08 22,5 6.923, 95
Acima de 51.259, 08 27,5 9.486, 91

http://www.receita. fazenda. gov.br/Aliquotas/ TabProgressiva2012a2015. htm

ter pago 4.944, 78 reais, entao ela terad que repor a diferenca de 4.944, 78 — 1.394,76 =
3.550, 02 reais aos cofres publicos.

J& o servidor publico que contava apenas com uma fonte pagadora, teve um valor
total de 12 - 547,36 = 6.568, 32 reais de imposto recolhido durante todo o ano, ou seja,
ele teve uma restituicao de 6.568,32 — 4.944, 78 = 1.623, 54, pois em seu caso o valor
do imposto devido foi menor que o valor do imposto arrecadado.



7 Conclusao

Conhecer os sistemas pelos quais os grupos sociais se organizam requer um didlogo
constante entre as partes envolvidas, tanto no ambito de uma formacao critica do
sujeito quanto no fomento de novas ideias e perspectivas que auxiliem na manutencao
ou supressao de um sistema.

Abordar de forma sintética os assuntos referentes a uma educacao financeira na
escola basica nao cumpre nenhum dos didlogos antes citados, pois nao oferta uma
formacao critica ao sujeito capaz de lhe dar suporte tanto na escolha da profissao quanto
na escolha dos investimentos e, nem propoe ideias ¢ mudangas no cenario econoémico
por nao haver embasamento tedrico dos sujeitos envolvidos.

Nessa perspectiva propus que o nivel da abordagem da educagao financeira na escola
basica fosse elevado para auxiliar o futuro profissional nos caminhos sociais pelos quais
ele passard. Entendo que alguns dos caminhos sociais percorridos pelo sujeito sao
suas escolhas no curto, médio e longo prazos que estarao atreladas a sua interagao
com seu ambiente social, pois no mundo capitalista é cada vez mais comum a equacgao
da dindmica social: interagdo—=custo. Somos tao sociaveis quanto mais conseguimos
pagar por isso ou quanto mais conseguem nos pagar por isso. Dessa forma, uma
possivel abordagem para o ensino de matemaética financeira seria a que revelasse ao
individuo os direitos financeiros aos quais ele deve buscar para se aposentar com um
ganho mensal razoavel, sendo ele funcionario piblico, de empresa particular ou mesmo
autonomo. Além de entender o sistema previdenciario, o individuo também deveria
entender sobre as taxas de juros cobradas no cheque especial, no cartao de crédito e
nos empréstimos, para nao se tornar um endividado por falta de disciplina.

Como fundamentacao para andlise do tema proposto na dissertacao busquei ele-
mentos necessarios e suficientes para o entendimento da teoria envolvendo sistemas de
amortizacao e declaracao de ajuste fiscal, tais como sequéncias, progressoes aritmética
e geométrica, porcentagem e juros. Esses conceitos suscitaram, ainda, a necessidade de
se abordar a ideia basica que se tem sobre equacoes de diferenca de primeira ordem,
também fundamental para o entendimento do conceito de amortizagao.

Uma das interacoes sociais mais praticadas é a relagao do sujeito com sua instituicao
financeira, pois esta requer uma fonte de renda e todo assalariado ou auténomo possui

uma. Nessa interacao projeta-se a realizacao de sonhos a curto prazo, pois que a
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disciplina para obtencao de bens nao é uma constante na cultura brasileira. Isso posto,
um dos recursos possiveis para obter capital a curto prazo seria o empréstimo contraido
com alguma instituicdo financeira, esse valor nao seria apenas uma quantia atribuida
na contabilidade da instituicao, seria a realizacao de um projeto de vida que antes de
contar com o recurso deveria ser planejado, contabilizado e segurado.

Para nao cair na dinamica de que o empréstimo resolve, o sujeito deveria ser bem
orientado a respeito da obtencao de seus recursos para sua subsisténcia, isso implica
em escolher um ganho que condiz com seus anseios sociais. Mesmo tendo feito uma
escolha sustentavel e que vez ou outra necessite contar com um capital advindo de um
empréstimo, o sujeito também deveria ser orientado com relacao a isso para poder se
organizar financeiramente e nao aumentar o nimero de inadimplentes.

Os conceitos necessarios para entender a declaracao do ajuste fiscal e os sistemas
de amortizacao deveriam ser mais esclarecedores e orientadores de uma boa educacao
financeira na escola béasica, pois assim, conceitos simples como as progressoes serviriam
de base para uma boa formacao financeira, haja vista esses conceitos serem o suporte
necessario para o entendimento das equagoes obtidas nas composicoes de juros e, tam-
bém, na determinacao das equacoes e tabelas obtidas nos sistemas de amortizagao.

Logicamente que a dindmica com uma instituicao financeira so é possivel se o sujeito
envolvido contar com uma fonte de renda, esta por sua vez estaria sujeita a tributagao
tratada nessa dissertagao. Esclarecidos os rendimentos liquidos possiveis para uma
dada profissdo, o sujeito poderia equilibrar suas contas segundo suas possibilidades
e, além disso, poderia propor mudancas que atenderiam aos anseios de boa parte da
populacao, tais como, taxas de juros justas, que privilegiasse a satide financeira da
populacao e nao o enriquecimento desenfreado dos banqueiros; Céalculo do Imposto
de Renda Retido na Fonte (IRRF) levando em consideracdo o Cadastro de Pessoa
Fisica (CPF), pois o calculo do imposto seria feito com base no montante recebido pela
pessoa fisica de uma ou mais pessoa(s) juridica(s), desta forma a pessoa fisica poderia
até restituir, mesmo tendo mais de uma fonte pagadora.

Como atividade para sistematizagao e entendimento dos conceitos abordados pro-
poria que o discente da escola bésica consultasse as médias salariais das 10 profissoes
mais bem remuneradas e das 10 profissoes mais mal remuneradas e, depois, que calcu-
lasse a tributacao a titulo de aposentadoria e a titulo de ajuste fiscal junto & Receita
Federal. Logo em seguida proporia que calculasse o custo de um financiamento junto
a Caixa Econdmica Federal para cada um dos 20 salarios, obtendo assim o percentual

das parcelas sobre o salario liquido de cada um.
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