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“As raizes do estudo sdo amargas, mas seus

frutos sdo doces.” Aristételes.



RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é oferecer aos alunos e professores do ensino basico um
texto especifico e mais rigoroso sobre o estudo dos poliedros suprindo uma lacuna existente
nos livros de ensino basico em relacdo a conceitualizacdo, as demonstracdes dos principais
teoremas e apresentacdo dos solidos geométricos, sendo este o principal enfoque. Inicialmente
apresenta-se um pequeno histérico sobre o surgimento dos poliedros. Em seguida uma
definicdo para poliedros, trazendo uma abordagem especial aos poliedros convexos.
Demonstra-se o teorema de Euler e a relacdo para encontrar a soma dos angulos das faces de
um poliedro convexo; o teorema de Euler foi mostrado de duas formas. Na abordagem aos
poliedros regulares sdo citados 0s nove existentes, com foco nos poliedros regulares de Platdo.
Como decorréncia do teorema de Euler foi mostrada o porqué da existéncia de somente cinco
poliedros de Platdo, analisados quanto ao numero de faces. Abordou-se o calculo de area e
volume dos poliedros regulares de Platéo, e foi verificado, qual dentre estes poliedros possui
maior volume, ao impor que estejam inscritos em uma esfera unitaria. Ainda no que se refere
aos tipos de poliedros sdo citados os semiregulares. Algumas aplicacdes interdisciplinares
foram feitas. Conforme a analise feita em alguns livros didaticos verifica-se a pouca énfase
dada ao assunto quando se trata de literatura de ensino basico. Por fim o software Poly Pro foi
apresentado como ferramenta facilitadora do processo de ensino-aprendizagem. Espera-se
com esse estudo permear as pesquisas dos futuros usuarios docentes e permitir aos discentes
uma bagagem melhor estruturada.

Palavras-chave: Poliedro. Matemaética. Teorema de Euler. Poliedros de Platéo.



ABSTRACT

The main objective of this paper is to provide students and teachers of primary school of a
specific and more rigorous text on the study of polyhedron removing a gap in the basic
education’s books about the conceptualization, statements of the main theorems and
presentation of geometric solids, being this my main focus. Initially have been presented a
brief history of the development of polyhedron. Therefore a definition for polyhedron, bring a
special approach to convex polyhedron. Euler's theorem was demonstrated and compared to
find the angles of the faces of a convex polyhedron; Euler's theorem has been demonstrated in
two ways. In the approach of regular polyhedron are cited nine existing, focusing on regular
polyhedron of Plato. As a consequence of Euler's theorem why the existence of only five
polyhedron Plato analyzed regarding the number of faces was shown. It approaches the
calculation of area and volume of regular polyhedron of Plato, and was checked which of
these polyhedron has greater volume, which stipulates that are enrolled in a unit sphere. Still
with regard to the types of the polyhedron are mentioned the semi-regular forms. Some
interdisciplinary applications have been made. As the analysis in textbooks we found the little
attention given to the subject when it comes to basic education literature. Finally the Poly Pro
software was presented like a easier tool in the teaching and learning process. It is hoped that
this study permeate the research of future users teachers and permit to the students a better
structured background.

Keywords: Polyhedron. Mathematics. Euler's theorem. Plato polyhedra.
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1- INTRODUCAO

E notéria a superficialidade com que os livros didaticos usados no ensino médio
apresentam alguns dos topicos da geometria espacial. Em particular o tratamento dado aos
poliedros deixa muito a desejar. E objeto deste trabalho disponibilizar um texto que
complemente o contetido tedrico sobre os poliedros apresentados nos livros adotados em
nossas escolas.

Sabemos que o estudo da geometria espacial é importante para a compreensdo das formas
geométricas encontradas no nosso dia-a-dia: cubo, paralelepipedo, piramides, cilindros,
esferas, cones, etc... As dificuldades encontradas ao estudarmos os poliedros sdo igualmente
vivenciadas por professores e alunos. Nao dispomos de material didatico satisfatorio para tal
estudo. Constatamos, através de nossa vivéncia em sala de aula, que tal panorama age
negativamente sobre o processo de ensino-aprendizagem, pois ndo havendo informacéo
suficiente a aprendizagem ndo ira acontecer de maneira satisfatoria.

Este trabalho foi realizado através de uma pesquisa bibliografica. Varios autores foram
consultados. Apresentamos uma sintese dos principais conceitos, defini¢cdes e teoremas que, a
nosso ver sdo indispensaveis ao estudo dos poliedros.

O texto € apresentado de forma simples e nem por isso menos rigoroso. Sua leitura €
acessivel a todos que tenham interesse em ampliar seu conhecimento sobre os poliedros.

Este trabalho consta essencialmente de trés partes. A primeira parte contém um pouco da
histéria dos poliedros. Sdo citados alguns dos matematicos que contribuiram para o
desenvolvimento teérico e descoberta dos varios tipos de poliedros.

Na segunda parte foi dada a definicdo de poliedros, enfatizando os poliedros convexos, 0s
poliedros regulares e semiregulares. Citamos os diversos tipos de poliedros semiregulares.
Apresentamos o teorema de Euler para os poliedros convexos e a existéncia de somente cinco
poliedros de Platdo quanto ao niimero de faces. E mostrado como calcular a area e o volume
dos cinco poliedros regulares de Platédo e qual destes tem maior volume quando circunscritos
por uma esfera de raio unitario.

Na terceira e ultima parte apresentamos exemplos da existéncia de formas poliédricas fora
da area matematica. Foram observadas apari¢cfes de formas poliédricas ndo s6 na natureza,
mas também na astronomia, biologia, quimica e arquitetura. Também foi citada uma pequena

pesquisa entre os principais livros que abordam poliedros e sdo usados no ensino médio. Foi
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constatado que a grande maioria deles apresenta poliedros de maneira superficial, fato este
que contribui negativamente no processo ensino-aprendizagem.
No anexo 4 apresenta-se o software Poly Pro. Este pode ser utilizado para uma

visualizacdo e compreensao mais clara dos poliedros.
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2- OBJETIVOS

2.1- Objetivo Geral

Disponibilizar um texto sobre poliedros, que além de divulgar as propriedades destes solidos,
complemente o contetido, sobre poliedros, dos livros usados no ensino médio. Compreender
as questdes teoricas e didaticas sobre o ensino do conceito e das demonstragbes dos principais

teoremas sobre poliedros
2.2- Objetivos Especificos

Apresentar um pouco da histéria dos poliedros;

Conceituar e classificar os diversos tipos de poliedros demonstrando seus principais
teoremas;

Estudar os poliedros de Platdo calculando suas éreas e volumes;

Apresentar aplicabilidades praticas dos poliedros em outras areas.
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3- O SURGIMENTO DOS POLIEDROS

N&o sabemos ao certo em que periodo da histéria a humanidade comegou a estudar as
formas poliédricas. Ha evidéncia de que egipcios, chineses, babilénicos e hindus tinham
conhecimentos sobre piramides e outras formas geométricas. No Papiro de Rhind, no Papiro
de Moscovo, por exemplo, sdo notdrios varios problemas relacionados com piramides.

Na Grécia antiga, Euclides (365 a. C.- 300 a. C.) estuda a geometria levando em conta
suas deducdes, deducgdes essas que ja vinham sendo usadas por seus antecessores, como Tales
de Mileto (640 — 546 a. C.), Pitagoras (580-500 a. C.) e Eudoxio (408 — 355 a. C.). Os
gedbmetras dessa época ja tinham conhecimento acerca dos cinco poliedros regulares.

Platdo (427 a. C. - 347 a. C.), filésofo e matemético da Grécia Antiga apresentou
cincos poliedros regulares — tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro — 0s quais
ficaram conhecidos como soélidos de Platdo. Platdo faz uma associacdo desses sélidos com 0s
quatro “elementos” primordiais empedoclianos de todos os corpos materiais — Ar, Agua, Fogo
e Terra (figura 1). O quinto solido foi associado ao universo.

Figura 1: Solidos associados aos elementos primordiais

Alguns pesquisadores ndo creditam essa descoberta a Platdo, pois eles acreditam que o
estudo do tetraedro, do hexaedro e do dodecaedro se deve aos pitagdricos, e 0 octaedro e 0
icosaedro deve-se a Teeteto. Mas foi Platdo o primeiro a demonstrar a existéncia de apenas
cinco poliedros regulares. No museu Ashmolean em Oxford, Reino Unido, existem pegas
associadas aos cinco solidos de Platdo (figura 2). Dizem-se pegas esculpidas pelos povos
neoliticos que viveram na Escocia. O interessante é que essas pecas foram esculpidas 1000
anos antes de Platdo tratar sobre elas.

Figura 2: Modelos Neoliticos dos Sélidos Platonicos
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Os poliedros sdo figuras geométricas espaciais formadas por trés elementos bésicos:
vertices, arestas e faces e suas defini¢des variam de acordo com a estrutura adotada. Para que
seja chamado de Poliedro de Platdo € necessario que atendam a trés condicdes: todas as faces
tém o mesmo numero de arestas, todos 0s vértices Sd0 pontos em que concorre 0 mesmo
namero de arestas e precisa que o poliedro seja euleriano, ou seja, atenda a formula VvV — A + F
=2, onde V é nimero de Vértices, A o nUmero de arestas e F o numero de faces.

Teeteto (c.417 — ¢ 369 a. C.), um dos matematicos que ensinou na Academia de Platdo
fez um estudo tedrico sobre os poliedros regulares, os quais tém todas as faces congruentes e
de cada vertice saem 0 mesmo numero de aresta.

A relacdo acima (V — A + F = 2) descoberta por Euler é valida para todo Poliedro
convexo.

Vale salientar que outros filésofos como: Euclides, Kepler, Poinsot, Arquimedes e
Cauchy em periodos diferentes deram importantes contribui¢des para o estudo dos poliedros.

- Euclides (365 — ¢. 300 a. C.) faz um estudo sistematico desses solidos e coloca a sua
construcdo inscrita numa dada superficie esférica e com isso demonstra que nenhuma outra
figura, além das citadas acima cumprem as condi¢fes basicas para que se tenha um Poliedro
Platénico.

- Arquimedes (287 — 212 a. C.) considera a condicdo das faces serem poligonos
regulares, mas ndo de serem congruentes, com isso tem-se uma consideravel ampliacdo do
namero de sélidos. Alguns destes sélidos serdo mostrados no capitulo 5.

-Kepler (1711 — 1630) demonstrou que existe apenas um numero finito de solidos
arquimedianos, atribuindo-lhes nomes e ilustracbes. Observou que cada um deles pode se
obtido por meio de uma sucessao de cortes ou truncaturas. Ele também estudou os Poliedros
Estrelados.

- Poinsot (1777 — 1859) também estudou os poliedros estrelados. N&o se tem certeza
de que Poinsot conhecia os estudos de Kepler e por isso esses quatro poliedros sdo conhecidos
como poliedros de Kepler-Poinsot. Tendo como base os conceitos anteriores de poligonos
regulares, seus estudos afirmam que ha pelo menos nove poliedros regulares.

- Cauchy em 1813 comprovou que realmente sé existiam nove poliedros regulares,

sendo cinco convexos e quatro estrelados.
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4- DEFINICOES E TEOREMAS

Antes de definirmos poliedros, definiremos poligono.
DEFINICAO 1: Chama-se poligono a regio de um plano delimitada por um nimero
finito de segmentos de reta, que atendem as seguintes condices:

i) cada uma das extremidades de qualquer um dos segmentos é também
extremidade de outro segmento;

ii) dois segmentos consecutivos quaisquer nunca sdo colineares;

iii) dois segmentos ndo consecutivos quaisquer nunca se interceptam.

Um poligono é chamado de convexo se, além de atender as condi¢es acima, atenda
também a condi¢do: “iv) fixado qualquer um dos lados, os demais lados ficardo todos em um
dos semiplanos determinados pela reta suporte deste lado”. Caso contrario, o poligono ¢é
chamado de ndo convexo.

Figura 3: Poligono Convexo Figura 4: Poligono ndo convexo

A A

D C

4.1- Definicao de Poliedro

Poliedro — Palavra de origem grega — poly (muitas) e edro (face), portanto logo seria
uma definicdo bastante facil de compreender considerando somente a etimologia do termo.
Temos a definicéo:

DEFINICAO 2: Chama-se poliedro a regido do espaco delimitada por um ndmero
finito de poligonos que atende as seguintes condi¢oes:

i) qualquer lado de um poligono é lado de exatamente dois poligonos;
ii) dois poligonos que possuem um lado em comum jamais S&o
coplanares;

iii) o encontro de dois poligonos pode ser um ponto, um segmento de
reta ou vazio.

Os lados dos poligono que compde o poliedro sdo chamados de arestas; o encontro de

arestas € chamado de vértices; os poligonos que formam o poliedro sdo chamados de faces.
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Exemplos de sélidos que sdo poliedros e de sélidos que ndo séo poliedros.

LS = []

Fig. 5: Poliedro Fig. 6: Poliedro Fig. 7: N&o € poliedro Fig.8: Ndo é poliedro

, 'lllll\l\lll“

'\

4.2- Poliedros convexos e o Teorema de Euler

Sabemos que um plano divide o espaco em dois semiespacos. Chamaremos de
poliedros convexos aqueles, que fixada uma face, as demais faces estardo num mesmo
semiespacgo. Caso contrario os poliedros sdo ndo convexos.

Fig. 9: Poliedro convexo Fig. 10: Poliedro ndo convexo

Daremos uma atenc¢éo especial ao estudo dos poliedros Convexos. Demonstraremos
um dos principais teoremas sobre poliedros: “O Teorema de Euler”. Este teorema relaciona o
namero de vértices (V), niumero de arestas (A) e o numero de faces (F), de um poliedro
convexo. Os poliedros que atendem a esse teorema sdo chamados de eulerianos. Sabemos que
todo poliedro convexo € euleriano, mas nem todo euleriano é convexo. O teorema de Euler
pode ser assim enunciado:

TEOREMA 1: Em todo poliedro convexo temos a relagdo: V+F=A + 2

Fig. 11: Poliedro Euleriano (convexo) Fig. 12: Poliedro Euleriano (ndo-convexo)
V=7 | V=12
F=7 ! F=8
A=12 | A=18
|
|

‘_.__. ————— L
V+F=A+2 / V+F=A+2
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Os poliedros acima satisfazem o teorema de Euler embora o poliedro da figura 12 ndo
seja convexo.

Para demonstrar o Teorema de Euler precisaremos entender o que é uma planificacéo.

A ideia usada para planificar um poliedro convexo, ou seja, representar o poliedro em
uma superficie plana inicia-se com a retirada de uma de suas faces. ApoOs essa retirada
conserva-se 0 numero de vértices e 0 nimero de arestas, porém o numero de faces é
diminuido de uma unidade. As arestas da face retirada (ou lados do poligono retirado) serdo
chamadas de arestas livres.

Imaginemos que as arestas podem tomar qualquer direcdo, sendo aumentadas ou
diminuidas, sem perder sua forma de seguimento de reta. Admitiremos ainda que seus vértices
ndo se desligam de suas arestas.

A planificagdo podera ser obtida esticando o poliedro a partir de suas arestas livres,
colocando-as num mesmo plano de tal modo que as demais arestas e os vértices do poliedro
figuem no interior do poligono formado pelas arestas livres.

Segue exemplos de planificacdo de trés poliedros:

Figura 13: Planificacdo dos poliedros.

Tetraedro Cubo Dodecaedro

Apresentaremos duas demonstracbes do teorema de Euler. A primeira é

essencialmente a apresentada por Azevedo (1999) e a segunda por Lima (1991)
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DEMONSTRACAO 1:

Dado um poliedro chamaremos suas faces de P, Pa,... , Pg; e de ny, ny,... , N
respectivamente, 0 numero de arestas de Py, P,,... , Pr. Ao planificar o poliedro retirando a
face Py, os vértices desta face A;, A,,..., Ang, sdo os Vvértices do poligono P;. Observe que
agora os vertices da face P; sdo visto como vértices de um poligono que contem em seu

interior as outras faces. Usaremos a planificacéo vista na figura 14.

Figura 14: Planificagcdo de um poliedro

A, A,

Como cada aresta é aresta de exatamente duas faces, temos: n;+ n, + ... + ng = 2A

Com a planificacdo adotada, teremos (F — 1) poligonos interiores a “face P;”. A soma
Si dos angulos internos de cada face P; , i >1, é dada por S;= (n-2). 180°.

Calcularemos a soma S de todos os angulos de todas as faces, interiores a “face P, .
Faremos essa soma de duas formas:
Primeira forma:

Snz = (Tl2 - 2) . 180°
Sny = (ns—2). 180°

Snp= (np—2). 180°
S = Snz + Sng + ... + SnF
S = 180° [(nz - 2) + (ng - 2) + ... + (nF - 2)]

S: 1800[('”,2"' n3+ +nF)—£2 +2++2}]
Y

(F — Dvezes
§S=180°[(ny + n3 + ... + ng) — 2 (F —1)] (D
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Segunda forma:
Como a soma dos angulos de cada Vvértice interno a “face P,”, € sempre 360° e a

quantidade destes vértices € V — (numero de arestas de P;) =V — ny, ento:

§S=180°(n; —2) + 360°(V —ny) (1)
N ) — —
Soma dos Soma dos angulos
angulos internos dos vértices que
do poligono Py apos a planificagdo
estejam contidos na
face P,

Igualando (1) e (I1), temos:
180° [(ny, + nyg + -+ ng) — 2 (F —1)] = 180°(ny — 2) + 360° (V —n,)
ny+ng+-+ng)—2F+2=mn,— 2+2V - 2n
ny+ng+-+ng)—2F+2=—n,—2+2V
ngt+n,+ nyg+--+n—2F+2=2V-2

24 —2F =2V — 4
A-F=V-2
V+F=A+2

DEMONSTRACAO 2:

[lustraremos algumas etapas da demonstracdo considerando que o poliedro P seja um
cubo. O método utilizado sera através da projecdo de um poliedro convexo em uma regido
plana. Para fazermos essa projecdo adotaremos algumas técnicas, as quais serdo citadas ao
longo da demonstracéo.

Considere um poliedro convexo P, um plano 8 e uma reta r perpendicular ao plano 6
ndo paralela a nenhuma das faces de P, de modo que o poliedro esteja posicionado em um dos
semiespacos determinados por 6. Chamaremos 6 de plano horizontal e de semiespaco
superior o0 semiespaco que contem P.

Imaginaremos agora um feixe de luz, paralelo a r e passando por P. Cada ponto X da
semiespaco superior serd projetado no plano 8. Chamaremos de X’ < 6 a projecdo (sombra)
de X. Como r ndo é paralela a nenhuma face de P, a intersecdo de qualquer reta paralela a r
com P, sera vazio, um ponto ou dois pontos. Entdo cada ponto da projecdo P de P é sombra
(projecédo) de um ou dois pontos de P.
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Figura 15: Projecdo de um cubo no plano 8

A figura acima ilustra a projecdo de um cubo em 6. Ela sugere que a sombra P’ do
poliedro P é um poligono convexo a, cujo contorno y' é a sombra da poligonal fechada y. A
poligonal y é formada por arestas de P e a intersecdo de uma reta paralela a r com P € um
ponto se e sO se este ponto estd em y. A poligonal y é chamada de contorno aparente de P.

Figura 16: Projecdo de um cubo no plano

Dado os dois pontos de P que tenham mesma sombra, o mais distante de 6 é chamado
de ponto iluminado e o mais préximo de ponto sombrio. Por exemplo, na figura 16 estamos
imaginando o cubo pendurado pelo vértice A, modo que A e C estejam na mesma vertical.
Neste caso A € ponto iluminado e C” ponto sombrio. Veja que ABCD e A'B'C'D” sdo faces
opostas. Nesta figura temos:

y €0 contorno aparente de P.

y' éasombradey.

P = a é o poligono formado pela projecdo dos pontos de P.
ABCD, A A’B’Be A A’ D’ D sao as faces iluminadas.

CDD’C’,CC’B’Be A’ B’ C’D sao as faces sombrias.
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Assim o poliedro P passa a ser formado por trés partes: Pontos iluminados, pontos
sombrios e contorno aparente.

Se P; séo os pontos iluminados de P unido com o contorno aparente y, teremos que
cada ponto da projecdo P’ de P é a projecdo de um unico ponto de Py, isto é, existe uma
correspondéncia biunivoca entre P; e P’. O poligono P’ é decomposto como reunido de
poligonos justapostos, que sdo sombras das faces iluminadas. Analogamente, se P, sdo 0s
pontos sombrios unido com o contorno aparente existe uma correspondéncia biunivoca entre
P, e P’. Sejam P;" e P, as projecdes de P, e P, respectivamente.

Veja que ao tragarmos uma diagonal em uma das faces de P, teremos F + 1 faces e
A + 1 arestas, mas o numero F — A + V ndo altera. As diagonais de uma face com n lados, que
partem de um vértice, a dividem em n-2 triangulos. Isto significa que podemos considerar,
sem perda de generalidade, que as faces de P sdo triangulares.

Figura 17: Projecdo de um cubo num plano

Como toda face agora possui trés arestas e cada aresta pertence a duas faces, tem-se
3F=2A.

Para demonstrar o Teorema, calcularemos de duas maneiras distintas a soma S dos
angulos internos dos triangulos que compde P. A soma dos angulos internos de um triangulo €
zr radianos. Como temos F triangulos, S= 7. F = 7 (3F- 2F) = 7 (2A — 2F) = 2nA - 2xF. (1)

Sendo S; é a soma dos angulos internos dos triangulos iluminados e S, é a soma dos
angulos internos dos tridngulos sombrios, teremos S = S; + S,.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo T é igual & soma dos angulos
internos de sua projecdo T’, tem-se que S; é igual a soma dos angulos internos dos triangulos
nos quais esta decomposto o poligono convexo P;", sombra de P;. Calcularemos S; em funcgéo
dos Vvértices Vi, V2 e V,, onde V, é 0 nimero de vértices do contorno aparente, V, é 0 nimero
de vértices sombrios e V1 é 0 nimero de vértices iluminados.

Temos que V =Vy + V1 + V..

A soma dos angulos que tem como vértices um dado vértice no interior de y' é 2.

A soma dos angulos que tem vértices sobre y’ é dada por = (n —2) =7 (Vo — 2), ja que
Vo = n, numero de lados de y . Segue que S; =2 V; + m (Vo — 2). Analogamente podemos
concluirque S; =2V, + (Vo — 2).

Entao
S=51+$=2nVi+n (Mo—-2)+2n Vo + 1w (Vo—2)
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S=2aV1+2nVo,+2nVo-4m
S:2ﬂ(V1+V2+V0)—4T[ (comoV1+V2+Vo=V)
Teremos:

S=2nV-4n(ll)

De(he(ll): 2n A-2nF=2nV-4m ou
A-F=V-2
V+F=A+2

Obs: Veja que dados trés numeros naturais V, A e F satisfazendo a relagdo de Euler V + F =
A + 2 pode ndo existir um poliedro com V Vértices, A arestas e F faces. Por exemplo, V=7,
A=9 e F=4 ndo representa um poliedro, pois sabemos que o poliedro que possui quatro faces é
somente o tetraedro e este possui V=4, A=6 e F=4.

O teorema que segue estabelece a soma dos angulos de todas as faces de um poliedro convexo
em funcdo do numero de vertices.

TEOREMA 2: Soma S, dos angulos das faces de um poliedro convexo é dada por
S = (V-2). 360° onde V é o numero de vértices do poliedro.

Sabemos que a soma dos angulos internos de um poligono convexo que com n lados é
dado por S;= (n-2). 180°. Seja P um poliedro convexo com F faces, V vértice e A arestas. Se
N1, N2, N3,... , NESA0 respectivamente os nimeros de lados das faces Pi, P,..., Pe € Sj soma 0s

angulos da face P;, teremos

S=S+S5+...+5¢

S =(n1—2). 180° + (n,— 2). 180° ++... + (N —2) . 180°
S =180° n; — 360° + 180°n, — 360° + ... + 180° ng — 360°
S=180°(ny + ny + ... + ng) — (360° + 360° + ... + 360°)

\ J
hd
(F Vezes)
Como cada aresta do poliedro € lado de exatamente duas faces, temos n; + na+ ... + ng
= 2A, e assim

S =180°. 2A — F.360°

S =360° A —F.360°

S=(A-F).360°

Como pela relagdo de Euller, V-2 =A—F,
Temos S = (V — 2). 360°.
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DEFINICAO 3: Um poliedro é regular se suas faces sdo poligonos regulares congruentes
entre si e os angulos poliédricos sdo todos congruentes.

Exemplos de poliedros regulares:

Fig. 18: Dodecaedro de 20 vértices Fig. 19: Dodecaedro de 12 vértices com nucleo

*

) 4

Fig. 20: Dodecaedro de 12 vértices sem nucleo Fig. 21: Icosaedro Estrelado

Figura 22: Poliedros regulares convexos

p— e b
19O @

Tetraedro Hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Os poliedros das figuras 18, 19, 20 e 21 sdo chamados de poliedros estrelados (Kepler-
Poinsot) e os da figura 22, de poliedros regulares de Platdo. Estes serdo estudados no proximo

paragrafo.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Imagem:GreatStellatedDodecahedron.jpg
http://pt.wikipedia.org/wiki/Imagem:SmallStellatedDodecahedron.jpg
http://pt.wikipedia.org/wiki/Imagem:GreatDodecahedron.jpg
http://pt.wikipedia.org/wiki/Imagem:GreatIcosahedron.jpg
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4.3- Poliedros de Platdo

Figura 23: Platéo
| Platio foi um dos principais filosofos da Grécia antiga. Nasceu em Atenas
427 a. C. Morreu aos 80 anos, 347 a. C., em Atenas. Foi discipulo de
Socrates até a morte do mestre, quando entdo, com outros seguidores de
Sdcrates, juntou-se a Euclides em Mégara. Alguns poliedros, em
homenagem a Platéo, recebem seu nome. Sao os poliedros convexos cujas
faces tém o mesmo nimero de arestas e de cada vértice partem 0 mesmo nimero de arestas.

Pelo menos trés deles (tetraedro, hexaedro, dodecaedro) foram estudados pelos
pitagoricos e outros dois (octaedro e icosaedro) por Teaetetus, um amigo de Plat&o.

Temos a definigéo:

DEFINICAO 4: Um poliedro é chamado de Platdo se atende as seguintes condices:
)] Todas as suas faces possuem 0 mesmo ndmero de arestas;
i) Em todos os seus vértices concorrem 0 mesmo nimero de arestas;
i)  Satisfaz a relagdo de Euler.

E importante lembrar que num poliedro de Platdo as faces ndo precisam ser poligonos
regulares. Por exemplo, o paralelepipedo e o tronco de piramide de base quadrangular séo
poliedros de Platdo com seis faces.

Uma das perguntas a respeito dos poliedros de Platdo € como classificar tais poliedros
quanto ao nimero de faces. A resposta a esta pergunta é dada pelo teorema seguinte.

TEOREMA 3: Quanto ao numero de faces, existem exatamente cinco tipos de poliedros de
Platéo.
Demonstracéo:

Seja P um poliedro de Platdo com A arestas, V Vvértices e F faces. Suponhamos que
cada face tenha n lados e que em todos 0s vértices concorrem p arestas.

Como cada aresta do poliedro é aresta de duas de suas faces e cada aresta liga dois de
Seus vertices temos:

2A 2A

F-n=2A e V:-p=2A Entio F=—eV=—
n p
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Da relacdo de Euler V + F = A + 2, temos:

22442
P n

1 1 1 1
— 4 —=— 4 =
P n 2 A
1 1 1 1
— =4 —— =
A P n 2

Dessa conclusdo, vemos que ndo podemos ter, simultaneamente, p =>4 e n >4, pois

teriamos — < — e <X , donde —+=<—- . Disto segue que
P 4 n 4 P n 2

% + % — % = % < 0, 0 que é uma contradicdo. Portanto p = 3 oun = 3. Analisaremos

0s dois casos.

Sep=3:

1 1 1 1

3 n 2 A

1 o1_ 1,

n 6 A

Sendo % - % > 0, teremos que n < 6.

Assim sendo, se p = 3, entdon = 3,4 ou 5.
Se n = 3, com raciocinio analogo conclui-se que teremos p = 3,4 ou 5. Como n representa
0 numero de lados de cada face, temos que as faces dos poliedros de Platdo s6 poderdo ser
Tridngulo, Quadrilatero e Pentagono.

Montando as possibilidades de p e n, teremos:

Sep=3en=3:
i _1_1 , A=6
3 3 2 A

F=24 sF=2 L F=4
n 3

V+F=A+2->V+4=6+2-> V=4, logoteremos o tetraedro.

Se p = 3 e n = 4, seguindo 0 argumento anterior, teremos:

A=12, F=6eV =8, logo teremos o Hexaedro.

Se p = 3 en =5, seguindo 0 argumento anterior, teremos:

A =30,F=12eV =20, logo teremos o Dodecaedro.

Se p = 4 e n = 3, seguindo o0 argumento anterior, teremos:

A =12 F=8e V=6, logo teremos o Octaedro.



Se p = 5 en = 3, seguindo 0 argumento anterior, teremos:

A =30,F=20eV 12, logo teremos o Icosaedro

Tabela 1: Poliedros de Platdo

p n |A |V F NOME
3 3 6 4 Tetraedro
3 4 12 |8 6 Hexaedro
3 5 30 |20 |12 | Dodecaedro
4 3 12 |6 8 Octaedro
5 3 30 |12 |20 | Icosaedro
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DEFINICAO 5: Um poliedro de Plat&o é regular se todas suas faces sdo poligonos regulares.

Veja a seguir os cinco poliedros de Platdo e seus respectivos recortes.
Figura 24:

Recortes dos poliedros de Platdo

Tetraedro

N—
4 faces triangulares, 4 vértices e 6 arestas

S

Octaedro

2
/
/
/
/ N
\,

l/ A
% 5
%L// \\ /’ \\ / /\
N/ N/

8 faces triangulares, 6 vértices e 12 arestas

A\

N
&~

Icosaedro

V27

/
\

20 faces triangulares, 12 vértices e 30 arestas

Hexaedro

—
6 faces quadrangulares, 8 vértices e 12 arestas

Dodecaedro

12 faces pentagonais, 20 vértices e 30 arestas




31

4.4- Area e volume dos cinco poliedros regulares de Platdo em funcio da aresta s
No que segue, s representa a medida da aresta do poliedro regular de Platdo, V seu
volume e A sua area.
4.4.1 — Célculo da area e do volume do tetraedro regular
Figura 25: Tetraedro

Area
Como o tetraedro regular é formado por
quatro faces representadas por triangulos

equilateros congruentes, sua area sera dada

por:
23
A =4 Arriangulo :/*/' S/(
Equilatero
A=s%/3
Volume:

Como o volume de uma piramide é dado
pelo produto da area da base pela altura

dividido por trés, temos: ( Para altura de um tetraedro regular, ver

s2y3 . sV6
V= As3'h _ & 3_3 anexo 1)

Obs: Para a demonstracdo da férmula do volume de uma pirdmide sugiro como referéncia o
livio A MATEMATICA DO ENSINO MEDIO, volume 2 — SBM.



4.4.2 — Célculo da area e do volume do hexaedro regular

Figura 26: Hexaedro

Area
Como cada uma das seis faces de um hexaedro ¢ um quadrado cuja medida do

lado é s, temos:

A=6"- AQuadrado

A = 652

Volume:
Como o volume de um cubo é dado pelo produto da area da base pela altura,

temos:

V=A4g-h=s%"'s

V=s3

4.4.3 — Célculo da area e do volume do octaedro regular
Figura 27: Octaedro

\V4

Como o octaedro regular é formado por oito faces representadas por

tridngulos equilateros congruentes, sua area sera dada por:

32
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A=8" ATriéngulo
Equilatero

1= (25)

4

A = 2523

Volume

Podemos interpretar o octaedro regular como a juncdo de duas
pirdmides quadrangulares regulares. Assim sendo, seu volume serd
dado pelo volume da pirdamide multiplicado por dois. Entéo:

V=2V piramide
Quadrangular

2
2.52.s§

3

_ sz
3

V =

|4

( Para volume de uma piramide quadrangular regular, ver anexo 2 )

4.4.4 — Célculo da area e do volume do dodecaedro regular
Figura 28: Dodecaedro

Area
O dodecaedro regular é formado por doze faces as quais sdo pentdgonos regulares
congruentes. Sua area sera dada por:

2
A=12 - Apentsgono = 12 - (—“5“‘”55> ou | A=3.52y25+10V5

4
Regular

(Para area do pentagono regular, ver anexo 3)
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Volume
Para determinar o volume de um dodecaedro regular, usaremos as técnicas
apresentadas em wwwm.math.rutgers.edu/~erowland/polyhedro. E feita uma decomposicéo

do poliedro em um cubo e seis solidos geométricos (figura 29).

Figura 29:

Retirando um cubo de um dodecaedro regular

O dodecaedro é decomposto em um cubo (parte interna) e seis solidos geométricos
congruentes (partes externas). Seu volume sera dado por V = Vo + 6Vgligos-

A aresta do cubo ¢ a diagonal da face do poliedro, ou seja, diagonal de um pentagono
regular. Calcularemos a medida ¢ da diagonal do pentagono em funcdo da aresta s do
poliedro.

Figura 30: Diagonal no pentdgono Figura 31: Triangulo

3g°(36°

Pelo teorema da bissetriz interna, teremos:

S C

C—Ss S

c2—sc=s2 ouc®—sc—s?=0. 0 valor de ¢ serd entdo c =

s+5V5 _ _(1++5)
2 ST 3 -

Fazendo

1+ /5 ,
2\/— = @ podemos escrever c = s@. O volume do cubo serd Vcugo = ¢ 8= (s®)3.

O numero @ é chamado de nimero de ouro ou razao aurea.

Vejamos agora como calcular o volume de cada um dos seis sdlidos. Note que uma
das faces de cada um destes sélidos € uma face do cubo, cuja aresta é c. Chamaremos esta
face de base. Um plano perpendicular a aresta superior (paralela a base e que é a aresta do
dodecaedro), intercepta o solido segundo um tridngulo isoscele cuja medida da base é c.

Considere dois planos paralelos, perpendiculares a aresta superior e passando por suas
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extremidades. Tais planos dividem o so6lido em trés partes: a parte central, que é um prisma
triangular reto cuja altura é s; a juncdo das outras duas partes forma uma piramide cuja base é
um retangulo. O volume do solido serd a soma do volume do prisma com o volume da
piramide. (figura 32).

Figura 32: Justaposicao dos solidos opostos

[

Usando o Teorema de Pitadgoras no primeiro desenho da figura 32 temos:

2 2 2 c—s o 2 c\? ) , @ (c—s\2
s° =¥° +x°. Sendox=Te{’ =h +(E) ,temoss? =h +T+(T)

2 2 2 2 2 2 2 2
. C c—Ss C c“—2cs+s 4s“—2c“+ 2cs—s
A53|m,h2=sz—:—( ) =s2——— " = " ou

382-2¢%2+2CS _ 3s2—2c(c—s)

h* = 4 4
Sendo ¢ = s@, teremos C(CZ_ D - %0 (52@ =9 _ % ¢ assim
h? = 352_4452 = % . Logo a altura da piramide é h = %
* Vpiramipe = Anass h;’ [RAMIDE

A base da pirdmide é um retangulo cujas dimensfes sdo 2x e c. A area da base é 2xc. O

A 2xc.h
volume da piramide € ent&o Vpiramide = 3

® Vprisma = Apase * hprisma COMO a altura do prisma € s, temos:
C-h
2

Vbrisma = *S



chS

Vbrisma = 2
chS 2xch
VsoLipo = T

Comoc=s@ex= CZ;S teremos

VSOLIDO = = (52/2) ~ + ;/(%3) - (%)
Vsorio = o+ %‘”S (veja que sendo ¢ = s@ e @°- @ = 1 tem-se ¢(c-5)=s’)
VsoLibo = quj + 526. -

VsoLipo = %

O volume do dodecaedro sera

V =Vceupo + 6 Vsoripo

V= o (2

3
+ 4
V=s30%+ Q;/
2
3539 + 253
V=533 + +
25393+3539 + 253 3 2
V= - , Como@° =0-0=(0+1)0=20+1
V= 2:53(20 +1)+3530 + 253
- 2
V= 4530 + 253+3530 + 253
- 2
7530+4S3
y =150
2
70+4
Vo= 3. 7048
2
Escrevendo de outra forma essa formula, teremos:
1++/5
Como @ = Z‘F :
1+V/5
70+4 7.( 2 )+4 _ %7\/34_4 15+7\/§

2 2 2 4

36
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stg_(15+7x/§)

4

Logo

4.4.5 — Célculo da area e do volume do icosaedro regular

Figura 33: Icosaedro

D>

Nz

Area:
Como o icosaedro regular é formado por

vinte faces triangulares sua area sera

A= 20 - ATriéngulo =20 - (

Equilatero

=)

A =5s2/3

onde s é a medida da aresta do

icosaedro.

Volume
A demonstracdo, aqui apresentada, da férmula para o calculo do volume do icosaedro regular
é essencialmente a mesma apresentada no artigo de Granja e Costa RPM n° 74 (2011).

O icosaedro é constituido por vinte tetraedros congruentes ndo regulares, onde para
cada um deles, uma de suas faces € uma das faces a do icosaedro (um tridngulo equilatero de
lado s) e o vertice oposto a esta face é o centro do icosaedro. A medida de cada uma das
arestas laterais destes tetraedros é a metade da medida da maior diagonal do icosaedro e igual
ao raio da esfera que lhe é circunscrita; A altura é a distancia do centro do icosaedro a cada

uma de suas faces.
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Figura 34: Icosaedro regular Figura 35: Tetraedro extraido do icosaedro regular

5 =

‘w -
MR

O volume do icosaedro sera entdo, V = 20. Vietraedro *
- Calculo do volume do tetraedro
Calcularemos a medida da altura h; do tetraedo.

Inicialmente consideremos uma seccao plana no icosaedro determinada a partir de um
corte que divide o icosaedro ao meio através de dois vértices opostos. Essa seccdo é um
hexagono onde dois de seus lados sdo arestas do icosaedro com medida igual a s, e 0s outros
quatro sdo alturas de algumas das faces do icosaedro, com medida igual a h. A figura 37
mostra 0 hexagono.

Figura 36: Seccdo do hexagono
/\

Visualizando os elementos do icosaedro através do hexagono, temos:

Figura 37 Seccdo hexagonal

Onde:

r é o raio da esfera circunscrita ao icosaedro



39

s é a aresta do icosaedro

h é a altura da face do icosaedro

d é uma das diagonais do hexagono que ¢ igual a diagonal do pentagono regular
ht € a altura do tetraedro ou raio da esfera inscrita ao tetraedro

Consideremos agora outra sec¢do plana no icosaedro, representado na figura 38 por ABDCE.
Veja que ABDCE é um pentagono regular, que é a base de uma pirdmide pentagonal regular
cujas faces laterais sdo faces do icosaedro.

A intersecdo do pentdgono ABDCE com o hexagono AFCGHJ é o segmento AC que é uma
1+ «/—)

diagonal do pentagono, cujo valor ja calculado anteriormente (pagina 34), € d=s(

Figura 38: Intersec¢cdo do hexadgono com o pentagono
/ e

A

>N
'y

%

Usando o teorema de Pitagoras, figura 37, para determinar a medida de hy, temos:

P =)’ +(—) e como d= s(—) temos 1 = (3)° +[(1+f)5

— 1 (0

=hé+x* (Il

Lembrando que a interseccdo do raio da esfera inscrita (hy) com a face do icosaedro
sV3

(triangulo equilatero) € o baricentro da face, temos que x = — e h= -

Entéo por (1) 12 = hZ + ()2 = hZ + ()
Fazendo (1) = (1), temos:

2 _s?  (1+vV5).s?
pR S aSst
3 4 16
s?  s? + (6+2+/5).52
4 3 16

htz =



2 _ 125%2-165%+185%+6+/552

hi = 48
2 _ 145%+6+/552
hi = 48
2 _ [7s2+34/55s2
pe = [
hy = sy 7+3V5
t— 2\/g
como 7 + 35 = %ﬁ , teremos:
3+/5
B = S'( V2 )
t 2\/€
B = 5.(3+V5)
LN

Entdo o volume do tetraedro sera dado por;

s2V3 s(3++5)
T2 s ) s*34VE)
3 T 48

V'etraedro =

Por *, temos que o volume do icosaedro regular sera dado por:

V' = 20.Vrgrraeoro

s3(3 +V/5)
48

vV = 20.

o= 5 (3 +\/§).s3
B 12

4.5- Curiosidade sobre os volumes dos poliedros regulares
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Nesta secdo, responderemos a seguinte indagacdo: Qual dos cinco poliedros
regulares de Platdo, quando inscritos numa esfera de raio unitario, possui maior volume? A
primeira vista pode parecer que o solido com maior nimero de faces é o que tem maior
volume. Ao final concluiremos que este ndo é o caso, o de maior volume é o que tem o maior

namero de vértices ou seja 0 dodecaedro regular.

Calcularemos o volume de cada um dos cinco poliedros de Platdo em fungéo do raio da

esfera circunscrita. No que segue s representa a medida da aresta do poliedro, V seu volume e

r o raio da esfera circunscrita.



Sendoh=— e x=

a) Tetraedro regular inscrito numa esfera

Figura 39

|

Na figura, h é a medida da altura do tetraedro e x é a medida de % da altura da face

6 3
sf = %_ temos que:

P =(h—r?+x°

= (- (S

Ss=

26 |
3

2V 6 ~ y
Fazendor =1, temoss = T\/_ Entdo seu volume sera:

V_

2V6.
sz _ V2
12 12

\Y

27

b) Hexaedro regular inscrito numa esfera

Figura 40

Sendo 2r a medida da diagonal do hexaedro, temos que:

2r=sv3

23
szir
3

41
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Fazendor =1, temoss = \TF Entdo seu volume sera:

V=s= (B0

c) Octaedro regular inscrito numa esfera

Figura 41

A“' 9
S

Sendo r a medida da metade da diagonal do quadrado ABCD, temos que:
s\2
r=—
2

s=rv2

Fazendo r = 1, temos s =v2. Entdo seu volume sera:
_s*V2 _ (V2)3V2
V= 3 3

v=2
3

d) Dodecaedro regular inscrito numa esfera

Figura 42
V\

Ly

S
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Para o célculo do volume do dodecaedro regular, lembremos que este pode ser
decomposto em um cubo e seis sélidos geométricos congruentes. Usaremos o cubo
obtido nesta decomposicgéo para calcular a medida da aresta s em funcdo da medida do
raio r da esfera circunscrita.

Sendo a medida da aresta do cubo congruente a medida da diagonal d do
pentagono regular (face do dodecaedro), temos que a medida do raio da esfera sera
congruente a medida da metade da diagonal do cubo, ou seja:

_ dcubo

T2
r= dz—ﬁ [lembrarqued=s (12—\@)]
s = 4r

T @+VoWV3

— —-— 4 -4 ,-
Fazendor =1, temoss = RENGEYER Entdo seu volume sera:
_ 3,15+7/5, _ 4 3 ,15+7/5

_2V3(5 +V5)
9

\Y

e) Icosaedro regular inscrito numa esfera

I
N
%

Pela demonstracédo do calculo do volume do icosaedro regular, temos:

2 _ /5\2 , r(@+V5)sq2
=0+ [
[ = sV10+2v5
- 4
4r
10+2v5
4 P
Fazendor =1, temoss = . Entdo seu volume sera:
J10+2v5
Vs (3+v5).s3
12
V= 5(3 ++/5) 4

( )?
12 J10+2v5
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_ 2J1042v5

Pelos valores obtidos para os volumes dos cinco poliedros regulares de Platdo é
considerando a desigualdade:

8V3 4 8V3 2V10+2V5 2V3(5 + V5)
27 S35 79 ° 3 < 9
Concluimos que o dodecaedro regular € o poliedro com maior volume. Com essa
talvez isto justifique o ”’por que” de 0s gregos antigos ao associarem 0s cinco poliedros com
os “elementos” primordiais empedoclianos de todos os corpos materiais, o0 dodecaedro regular
associava-se ao Cosmos (universo).

4.6 - Poliedros Semiregulares

Falaremos agora sobre os poliedros semiregulares. Sdo poliedros obtidos a partir dos
poliedros regulares através de truncamentos.

Daremos a definigdo e, em seguida, mostraremos as figuras acompanhadas de dados
referentes a cada um desses poliedros.

DEFINICAO 5: Um poliedro convexo é semiregular se ele se cumpre uma das
seguintes condi¢oes:

i) Os angulos sdlidos sdo todos iguais entre si, mas as faces ndo s&o iguais, embora
sejam poligonos regulares;
ii) As faces sdo todas iguais entre si, mas os angulos s6lidos ndo séo iguais.

Os poliedros que atendem a forma i) sdo chamados de poliedros semiregulares
equiangulares ou poliedros arquimedianos, e os que atendem a forma ii) sdo chamados
poliedros semiregulares equifaciais ou poliedros ndo-arquimedianos.

Sendo os poliedros semiregulares poliedros convexos, para estes poliedros, é valida a
relacdo de Euler (Teorema 1). Usando esta relacdo é possivel demonstrar que existem apenas
treze poliedros semiregulares equiangulares e treze poliedros semiregulares equifaciais. Para
detalhes ver (Rangel, 1982).

Listaremos abaixo o0s poliedros semiregulares equiangulares e os poliedros

semiregulares equifaciais.
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Figura 44: Poliedros Semiregulares Equiangulares

&

()

e

®
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Triaexagonal

8 faces (4 tridngulos e 4 hex&gonos). 18 arestas, 12 veértices.
12 diagonais. Os angulos solidos séo triédricos, formados
por um triangulo e dois hexagonos. Cada veértice tem trés

arestas. E o conjugado do dodecaedro triangular

Triaotogonal

14 faces (8 triangulos e 6 otogonos). 36 arestas. 24
vértices. 120 diagonais. Os angulos solidos s&o triédricos,
formados por um tridngulo e dois otégonos. Cada vértice

tem trés arestas. E o conjunto do icositetraedro triangular

Triatetragonal

14 faces (8 triangulos e 6 quadrados). 24 arestas. 12
vertices. 30 diagonais. Os angulos sélidos sdo
tetraédricos, formados por dois triangulos e dois
quadrados Cada vértice tem quatro arestas. E o conjugado

do dodecaedro romboidal.

Tetraexagonal

14 faces (6 quadrados e 8 hexagonos). 36 arestas. 24
vertices. 158 diagonais. Os angulos solidos s&o triédricos,
formados por um quadrado e dois hexagonos. Cada Vvértice

tem trés arestas. E o conjugado do icositetraedro triangular
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Triatetragonal

26 faces (8 triangulos e 18 quadrados). 48 arestas. 24
vertices. 192 diagonais. Os angulos solidos séo
tetraédricos, formados por um tridngulo e trés quadrados.
Cada vértice tem quatro arestas. E o conjugado

icositetraedro trapezoidal.

Tetraexagonal

26 faces (12 quadrados, 8 hexagonos e 6 otdgonos). 72
arestas. 46 vértices. 840 diagonais. Os angulos solidos séo
triédricos, formados por um quadrado, um hexagono e um
otégono. Cada vértice tem trés arestas. E o conjugado do

hexacontraedro triangular .

Triatetrogonal

38 faces (32 triangulos e 6 quadrados). 60 arestas. 24
vertices. 204 diagonais. Os angulos solidos séo
pentaédricos, formados por um quadrado e quatro
triangulos. Cada vértice tem cinco arestas. E o conjugado
do icositetraedro pentagonal.

Triadecagonal

32 faces (20 triangulos e 12 decagonos). 90 arestas. 60
vertices. 1260 diagonais. Os angulos solidos sdo triédricos,
formados por um triangulo e dois decagonos. Cada vértice
tem trés arestas. E o conjugado do hexacontaedro

triangular (antigo triakis octahedron).
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Triapentagonal

32 faces (20 tridngulos e 12 pentagonos). 60 arestas. 30
veértices. 315 diagonais. Os angulos solidos sdo tetraédricos
pentagonos. Cada vértice tem quatro arestas. E o conjugado

do triacontaedro romboidal.

Pentaexagonal

32 faces (12 pentagonos 20 hexagonos). 90 arestas. 60
veértices. 1440 diagonais. Os angulos sélidos sdo triédricos,
formados por um pentagono e dois hexagonos. Cada vértice
tem trés arestas. E o conjugado do hexacontraedro

triangular

Triatetrapentagonal

62 faces (20 triangulos, 30 quadrados e 12 pentagonos).
120 arestas. 60 vértices. 1530 diagonais. Os angulos solidos
sdo pentaédricos, formados por um tridngulo e trés
quadrados. Cada vértice tem quatro arestas. E o conjugado

do hexacontaedro trapezoidal.

Tetrapentadecagonal

62 faces (30 quadrados, 20 hexagonos e 12 decagonos). 180
arestas. 120 vértices. 6300 diagonais. Os angulos solidos
sdo triédricos, formados por um quadrado, um hexagono e
um decagono. Cada vértice tem trés arestas. E o conjugado

do ecatomicosaedro triangular .
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Triapentagonal

92 faces (80 triangulos e 12 pentdgonos). 150 arestas. 60
vértices. 1560 diagonais. Os angulos soélidos séo
pentaédricos, formados por quatro triangulos e um
pentagono. Cada vértice tem cinco arestas. E o conjugado
do hexacontaedro pentagonal.

Figura 45: Poliedros Semiregulares Equifaciais.

()
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Dodecaedro triangular

Outros nomes: tritetraedro ou tetratriedro. 12 faces
(triangulos isdsceles). 18 arestas. 8 vértices. E um tetraedro
regular piramidado. As arestas do tetraedro s&o os lados
maiores das faces do dodecaedro triangular. 10 diagonais. 4
vértices com trés arestas. 4 vértices com 6 arestas. E o

conjugado do triaexagonal

Icositetraedro triangular

Outros nomes: octatriedro ou trioctaedro. 24 faces
(triangulos isosceles). 36 arestas. 14 vértices. E um
octaedro regular piramidado. As arestas do octaedro sdo 0s
lados maiores das faces do icositetraedro triangular. 55
diagonais. 8 vértices com trés arestas. 6 vértices com 8

arestas.

Dodecaedro romboidal

12 faces (losangos). 24 arestas. 14 vertices. Tanto pode ser
considerado um cubo piramidado, como um octaedro
regular  piramidado. Considerando-o como  cubo
piramidado, as arestas do cubo sdo as diagonais menores
dos losangos, e considerando-o como octaedro piramidado,
as arestas do octaedro sdo as diagonais maiores dos
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losangos. 31 diagonais. 8 vértices com 3 arestas. 6 vértices

com 4 arestas.

Icositetraedro triangular

Também chamado Tetraexaedro. 24 faces (triangulos
isdsceles). 36 arestas. 14 vértices. E um cubo piramidado.
As arestas do cubo s&o os lados maiores das faces do
icosaedro triangular. 55 diagonais. 6 vértices com 4 arestas.

8 vértices com 6 arestas.

Icositetraedro trapezoidal

24 faces (trapezoides). 48 arestas. 26 vértices. E um
cuboctaedro piramidado. As arestas do cuboctaedro sdo as
diagonais menores das faces do icositetraedro trapezoidal.
229 diagonais. 8 vértices com 3 arestas. 18 vertices com 4

arestas.

Hexaoctaedro triangular

48 faces (tridngulos escalenos). 72 arestas. 26 Vvértices.
Lembra um dodecaedro romboidal com os losangos das
faces reversos. 12 vértices com 8 arestas.

Icositetraedro pentagonal
24 faces (pentagonos semirregulares). 60 arestas. 38
vértices. 523 diagonais. 32 vértices com 3 arestas. 6 vertices

com 4 arestas.
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Hexacontaedro triangular

60 faces (triangulos isdsceles). 90 arestas. 32 vértices. E um
icosaedro regular piramidado. As arestas do icosaedro sao
os lados maiores das faces do hexacontaedro triangular. 306
diagonais. 20 vértices com 3 arestas. 12 vértices com 10

arestas.

Triacontaedroromboidal

30 faces. (losangos). 60 arestas. 32 vértices. Tanto pode ser
considerado  dodecaedro regular piramidado, como
icosaedro regular piramidado. Considerando-0 como
dodecaedro piramidado, as arestas do dodecaedro séo as
diagonais menores dos losangos, e considerando-0 como
icosaedro, sdo as diagonais maiores dos losangos. 372
diagonais. 20 vértices com 3 arestas. 12 vértices com 5

arestas.

Hexacontaedro triangular

60 faces (triangulos isosceles). 90 arestas. 32 vértices. E um
dodecaedro regular piramidado. As arestas do dodecaedro
séo os lados maiores das faces do hexacontaedro triangular.
406 diagonais. 12 vértices com 5 arestas. 20 vértices com 6
arestas.

Hexacontaedro trapezoidal

60 faces (trapezoides). 120 arestas. 62 vértices. E um
dodecaicosaedro piramidado. As arestas do dodecaicosaedro
sdo as diagonais maiores das faces do hexacontraedro
trapezoidal. 1615 diagonais. 20 vértices com 3 arestas. 30
vertices com 4 arestas. 12 vertices com 5 arestas.
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Ecatomicosaedro triangular

120 faces (triangulos escalenos). 180 arestas. 62 Vvértices.
Lembra um triacontaedro romboidal com os losangos das
faces reversos. 1 711 diagonais. 30 vértices com 4 arestas.
20 vertices com 6 arestas. 12 veértices com 10 arestas.

12)
Hexacontaedro pentagonal
60 faces (pentdgonos semirregulares). 150 arestas. 92
vértices. 3736 diagonais. 80 vértices com 3 arestas. 12
vertices com 5 arestas.

(13)

5- OUTRAS CONSIDERACOES SOBRE POLIEDROS

5.1- A presenca de formas poliédricas na natureza, astronomia, biologia, quimica

e arquitetura.

E interessante observarmos como as formas poliédricas podem ser encontradas em

nosso dia-a-dia. Cito algumas areas onde essas formas podem ser encontradas.

- NATUREZA

Os alvéolos que compdem os favos de mel das abelhas sdo prismas hexagonais. Mas o
porqué das abelhas construirem seus alvéolos em formas de prismas hexagonais, ja que
existem muitas outras formas tdo interessantes quanto esta?

A escolha da base hexagonal é devido a essa forma fornecer a maior area dentre as

trés: triangular, quadrangular ou hexagonal. Como, quanto maior a area da base, maior sera o
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volume do prisma, a construgdo dos alvéolos em forma de prismas hexagonais utilizar a
mesma quantidade de cera, mas com a obtencdo de um maior volume.

Figura 46: Modelo de alveolo de mel

Ainda na natureza encontramos algumas rochas que possuem o formato de um
poliedro. Sdo exemplos as dguas-marinhas, o topazio, 0 quartzo e outros. Essas rochas sdo,
em geral, utilizadas na fabricacdo de joias, pois além de belas elas possuem uma grande
resisténcia.

Figura 47: Agua-marinha (forma bruta e lapidada)
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-ASTRONOMIA

Na a area da Astronomia, Kepler, no fim do século XVI, tentou construir um sistema
baseado em solidos geométricos que encaixassem as “esferas planetarias™ a uma distancia que
permitisse uma escala exata das distancias planetarias ao Sol.

Acreditou que uma geometria perfeita teria que conter os poliedros regulares conhecidos
desde o tempo dos gregos: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Ele usou os
poliedros regulares numa imaginosa explicacdo sobre os movimentos dos astros.

Como naquela época so se conheciam seis planetas, Mercurio, Vénus, Terra, Marte,
Jupiter e Saturno, Kepler se perguntava o porqué desse nimero. Por que ndo existiam outros,
ou um numero menor? Na sua imaginacdo concluiu que eram seis, pois como suas Orbitas
eram em volta do Sol (circulares, como no modelo proposto por Copérnico), eles estariam
circunscritos em esferas que envolviam os cinco solidos regulares de Platéo.

Para Kepler, a orbita de Saturno, o mais distante dos planetas, estava inscrito num
cubo. Neste se inseria outra esfera, contendo a Orbita de Jupiter, ao qual se inscrevia um
Tetraedro, e sobre este uma esfera com a orbita de Marte. O Dodecaedro se encaixaria
perfeitamente entre Marte e a Terra. O Icosaedro entre a Terra e Vénus, e finalmente entre
este e Mercurio o Octaedro.

Ele explica o sistema planetdario em sua obra intitulada: “Mysterium
Cosmographicum”.

Figura 50: Modelo astrondmico de Kepler
=)\

K j’

Posteriormente, com estudo mais aprofundado, Kepler concluiu que o modelo da

Orbita circular ndo se adaptava a realidade.
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-BIOLOGIA

Na biologia, muitos micro-organismos possuem a forma de um icosaedro. No reino
protista existem organismos que se assemelham a um icosaedro. Alguns virus sdo agrupados
guanto a sua morfologia e ai surgem os virus poliédricos. Existem células cujo formato é de
um poliedro. As figuras a seguir ilustram essas formas.
Figura 51: protista com forma Figura 52: Células poliédricas e justapostas

de um icosaedro

vvvvv frontal células poliédricas epiteliales

Circogonia icosahedra

Protistas radiolarios

Figura 53: Virus poliédricos

-QUIMICA

Algumas moléculas, em sua geometria, lembram formas poliédricas:
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Figura 54: Figura 55:
Geometria molecular octaédrica Geometria molecular tetraédrica/piramidal
(hexafluoreto de enxofre — SFg) (metano — CHy,)

J

cf?}@

3
3

As moléculas que apresentam geometria molecular piramidal e tetraédrica também
apresentam semelhancas e diferentes caracteristicas, ambas possuem o0 mesmo correspondente
geométrico, um poliedro com quatro faces, mas sdo constituidas por um namero diferente de
atomos, além disso, a molécula tetraédrica ndo é, matematicamente falando, um tetraedro,
mas lembra de sua estrutura basica.

Outro aspecto que remete aos poliedros na quimica sdo os fulerenos, formas
alotropicas do carbono, que pela sua composicdo é valida a Relacdo de Euler (V + F= A + 2).
Amostras obtidas ap06s analises dessas estruturas possibilitou a identificacdo de fragmentos
contendo 60 atomos de carbono, ao qual foi proposta uma estrutura semelhante a uma bola de
futebol, apresentando 32 faces, 20 hexagonais e 12 pentagonais. Portanto, uma molécula de
fulereno é um poliedro de aomos de carbono nos vértices, formado somente por faces

pentagonais e hexagonais.

Figura 56: Modelo de molécula de fulereno Figura 57: Bola de futebol

,03
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-ARQUITETURA
E comum nos depararmos com construcdes que nos lembram poliedros, sendo a

grande maioria delas na forma de paralelepipedos. Mas néo é dificil encontrar outras formas.
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As formas arquitetdnicas poliédricas sdo notadas desde a antiguidade, como por
exemplo as pirdmides do Egito. Sua construcdo foi através de empilhamentos de malhas de
primas retos (blocos em forma de paralelepipedos) obtendo a forma poliédrica.

Figura 58: Piramides do Egito

As formas poliedricas podem dar um padrdo de beleza, modernidade e funcionalidade
para 0s espacos nas cidades. Construgdes como o Museu do Louvre e a Geodésica de S&o
Paulo séo exemplos dessa nova arquitetura poliédrica.

Figura 59: Museu do Louvre Figura 60: Geodésica de Sdo Paulo

T

Outros exemplos modernos desse tipo de arquitetura sdo os projetos Poliedro
Habitavel e Casa Poliedro, dos arquitetos Manuel Villa (colombiano) e Yasuhiro Yamashita
(japonés), respectivamente. As duas obras foram construidas com o intuito de valorizar o

metro cubico e ndo o metro quadrado de terreno pequeno.

Figura 61: Poliedro habitavel Figura 62: Casa poliedro
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5.2- A pouca énfase dada aos poliedros nos livros de Ensino Médio

Ao longo dos anos, eu, juntamente com outros professores de matematica, verifiquei a
deficiéncia e escassez do contetdo tedrico sobre poliedros nos livros adotados pelas escolas
de ensino bésico. Para exemplificar essa deficiéncia foi analisado sete livros, dentre os quais
sdo bastante utilizados tanto pela rede publica como pela rede privada de ensino.

A tabela a seguir reflete parte desta anélise.

Tabela 2: Elementos Importantes no Estudo dos Poliedros

Elementos Livrol | Livro2 | Livro3 | Livro4 | Livro5 | Livro 6 Livro 7
Importantes _
Definicdo: Poliedros | SIM SIM SIM SIM SIM SIM NAO

Definicdo: Poliedros

SIM SIM SIM SIM NAO SIM SIM
Convexos

Definicdo: Poliedros

) SIM NAO SIM NAO NAO NAO NAO
Nnao CoONvexos

Demonstragdo  da

< NAO NAO |SIM NAO NAO NAO SIM
Relacédo de Euler

Soma dos angulos

SIM NAO SIM NAO NAO SIM SIM
das faces

Demonstracdo  da B ~ ~ N
soma dos angulos | SIM NAO SIM NAO NAO NAO SIM
das faces

Definicdo: Poliedros

SIM |sM  [siM  |sIM  |NAO |sIm SIM
Regulares
Definicdo: Poliedros | g1\ gy |siM [siM | NAO | sim SIM
de Platdo

Planificagédo dos
poliedros de Platdo

Demonstragdo  do B . B
porque de somente 5 | SIM NAO SIM SIM NAO NAO SIM
poliedros de Platdo

Poliedros
semirregulares

Area e volume dos | % . ~ - ~ ~ _
poliedros de Platdo

Fonte: pesquisa bibliografica

A tabela acima evidencia a deficiéncia de alguns livros em relacdo a apresentacdo de

topicos importantes sobre os poliedros.
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6- CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho aborda alguns topicos que ndo sdo apresentados nos livros adotados no
ensino médio. Isto evidencia a deficiéncia de tais livros, ao tempo que mostra que é possivel
fazer um estudo mais detalhado sobre Poliedros. Na verdade o assunto é amplo e merece um
tratamento mais completo e rigoroso. Uma visdo mais ampla no estudo dos poliedros
certamente iria minorar a ojeriza que os estudantes tém da Geometria Espacial.

A principal motivacéo deste trabalho foi gerar um material mais amplo, mais rigoroso
acerca dos poliedros. Foram definidos e classificados os vérios tipos de poliedros. Uma
atencdo especial foi dada aos poliedros convexos. Demonstramos 0 Teorema de Euler e a
existéncia de apenas cinco tipos de poliedros de Platdo. Calculamos a area e o volume destes
poliedros.

A principal conclusdo é que, ndo s6 os topicos acima, mas todos os conteldos deste
trabalho deveriam e poderiam ser inseridos no curriculo do ensino médio de nossas escolas.
Com eles a compreensdo e a visualizacdo das formas geométricas poderiam ser melhor

entendidas.
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ANEXO 1: ALTURA DE UM TETRAEDRO REGULAR

Seja ABCV um tetraedro regular cuja medida da aresta € s, H o baricentro do triangulo
equilétero (base) ABC e h a medida da altura VH

Utilizando o teorema de Pitagoras no triangulo AHV, temos:

—2 —2
VA = AH + VH

= (5w

s2.3
s? = == +h?

2
hz _ SZ 3s

9s52— 352
h? =
9
652
he = %
9
sv6
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ANEXO 2: VOLUME DE UMA PIRAMIDE RETA, DE BASE QUADRANGULAR
REGULAR CUJA MEDIDA DE CADA UMA DAS ARESTASE s.

Seja ABCDV uma piramide reta quadrangular regular com todas as arestas de medida s, h a
medida da altura VH e AC a diagonal da base ABCD.

\'

Sendo AH é metade da diagonal da base (quadrado), temos ~AH = %E

Utilizando o teorema de Pitagoras no triangulo VHA, temos:

—2 —2
VA =VH + AH

s = w4 (22)

2

2
SZ — h2+ s, 2
4
2
B2 = 52 -2
4
452 252
h? =
4
252
h? = =
4
ho= 2

Como o volume de uma piramide é dado pelo produto da area da base pela altura
divido por trés, temos:

v :Ab.h
3

v =52.¥
3
s3/2
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ANEXO 3: AREA DE UM PENTAGONO REGULAR CUJA ARESTAE s.

Consideremos um pentagono regular cuja medida da aresta € s. Como o pentagono é formado
por cinco triangulos isdsceles congruentes, sua area € igual cinco vezes a area de um destes
triangulos.

Na figura, o angulo 6 é dado por 360° dividido por 10, isto é 6 = 36°. Entdo

S

tan(0) =S/—2=—, onde a é a medida da altura do tridngulo isdsceles. Segue que
[od 2a

s
*=3 .tan(36°)

g

N L=<

Como a area de um triangulo é dada pelo semiproduto da base pela altura, entdo:

S
N _'2tan(36°) _ s?
T— 2 - 2 " 4.tan(36°)
A area do pentagono é entdo
2
S

Ay =5.—m—
p 4 .tan(36°)

. 5 ~
Como o valor da tg de 36° pode ser escrito na forma ——, podemos entdo escrever a
V25+10V5

_ s24/25+1045

formula da area do pentagono regular na forma: | A, = 2
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Obs: Célculo da tg 36°.

P Cr2

oF

Ap N

Como a = B = 36° ¢ os tridngulos APE e OFD sdo semelhantes, podemos obter as seguintes
relacoes:

) S=2 ) xz=s2-Cp ) R=L2

*/2

@ , entdo:

Ja sabemos que ¢ =

2_ 2 sP(1+V5)°

e X =S
16
10-2v5
X = V5
4
o AP_C
R 25
A _R(1+V5)
PTT
—2+/5
S_S1042\/—
[ ] _——
R 5/,
s R+10-2+5
2

Dado que tgf = tg36°, temos na figura que:

s

tgp = 2

t9f =
R+10-2v5

—_ 2
th - 2R(1+\/§)
4

t _ V10-2V5 1
95 = 1+v5 ~ 1-+5
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tgp = Jlo_zv—g_gso_loﬁ (elevando ambos os membros ao quadrado)

%8 = («/50—10\/34— J10-2v5 2

tg’s = 60_12@;20 6-2/5 (fazendo J6 - 25 =5 - 1)

60—12v5 —20(+/5 -1
2, _ 80-32y5
gPp=—"—

tgf = tg36° =5 — 2v/5

s . _ 5 . . .
Como é valida a igualdade v'5 — 2v/5 = NErTeTN a area do pentagono regular foi

5

V25+10v5

encontrada usando a tg 36° =
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ANEXO 4: UTILIZACAO DE UM SOFTWARE PARA ESTUDO DOS POLIEDROS.

Boa parte das dificuldades encontradas ao estudarmos Geometria Espacial, estd em
visualizar/identificar as formas geométricas. Algumas ferramentas computacionais, como 0
Poly Pro, podem facilitar a compreensdo e a visualiza¢do das formas poliédricas.

Poly Pro é um programa para a investigacdo de formas poliédricas. E possivel exibir
as formas poliédricas de varias maneiras, entre elas destacam-se:

* a visualizacdo tridimensional;
» 0 formato para recorte;
« e a forma planificada.

As imagens tridimensionais podem ser rodadas de forma interativa, ou montadas e
desmontadas a partir do formato de recorte. O formato para recorte, permite produzir
materiais concretos basta: imprimir; cortar em torno do seu perimetro; dobrar as das arestas; e
finalmente, juntar as faces vizinhas.

O Poly Pro exporta os modelos tridimensionais usando formatos de arquivo padrdo
para dados tridimensionais (extensdes DXF, STL e modelos 3DMF). Depois de um modelo
ser exportado, pode ser importado para outros softwares de modelagem de terceiros. Antes de
se cadastrar, o Poly Pro s0 vai exportar modelos de cubos. Isso permite que vocé teste a saida
com o software de modelagem que vocé usa.

Poly é um programa Shareware (programas que funcionam por tempo determinado ou
apresentam limitacOes, depois precisam ser comprados). Pode ser encontrado no site http:
Ilwww.peda.com/poly/, ainda ndo possui versdo em portugués mas mesmo assim é bem
simples de usar, seus comandos e menus sdo bem intuitivos. Com ele é possivel estudar os
poliedros fazendo algumas operacgdes, tais como, planificar, girar, salvar como gif animado, e
imprimir o desenho tanto em 3D quanto planificado. Estdo disponiveis versdes para
Macintosh e Windows (95 ou superior).

Na instalacdo do programa o usuério podera escolher o idioma que futuramente podera
ser trocado se assim o desejar. Para este trabalho foi escolhido a versdo em espanhol, retirada
do tutorial do Professor Izaias Cordeiro Néri (2007), que pode ser utilizado inicialmente como
material de orientagéo para utilizacdo do programa na sala de aula.

Sua interface é bem intuitiva sendo apresentada em duas janelas, uma apresenta o

poliedro e a outra escolhe o poliedro a ser apresentado.
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Interface inicial do Poly

/% Poly Pro 1.11

File Edit View Help

% Gyroelongated Square Pyramid (... | = |- = | (5]

MAw A

Johnsaon Solids ¥

[_cyroelongated square Pyramid (J10) ]

Ap0s a selecdo do solido a ser apresentado, ele sera exibido em uma janela de escolha

do poliedro em uma das janelas principais da tela inicial do Poly, conforme a figura 51.

Tela do Poly Pro

+Sdlidos Platdnicos
Sdlidos de Arquimedes
Prismas y Antiprismas
Sdlidos de Johnson
Deltaedros
Sdlidos de Catalan
Dipiramides y Deltoedros
Esferas y Domos Geodésicos

Neste programa os Poliedros estdo classificados em:

» Solidos Platonicos; * Solidos de Arquimedes; * Prismas e Anti-Prismas; ¢ Soélidos de
Johnson; ¢ Deltaedros; * Solidos de Catalan; ¢ Dipiramides e Deltoedros; ¢ Esferas ¢ Domos

Geométricos.



