Universidade Federal do Maranhao
Centro de Ciencias Exatas e Tecnologia
Departamento de Matematica

Mestrado Profissional de Mateméatica

Uma abordagem de progressoes para
o ensino médio

[ramar Batista da Silva

2013



Universidade Federal do Maranhao
Centro de Ciencias Exatas e Tecnologia
Departamento de Matematica

Mestrado Profissional de Mateméatica

Uma abordagem de Progressoes para
o Ensino Médio

por
[ramar Batista da Silva

sob orientacao do

Prof. Dr. Felix Silva Costa

Julho de 2013
Sao Luis - MA






Universidade Federal do Maranhao
Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia
Departamento de Matematica

Mestrado Profissional de Matematica

Uma abordagem de Progressoes para o Ensino Médio
por

Iramar Batista da Silva

Dissertacao apresentada ao Departamento
de Matematica da Universidade Federal
do  Maranhao para a obtenc¢ao

do Titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentragao: Algebra

Aprovada por:

Prof. Dr. Felix Silva Costa - UFMA (Orientador)

Prof. Dr. José Antonio Ferreira Marao - UFMA

Prof. Dr.

11



il

A Matheus Castro Batista da Silva

e Maria das Gragas, minha Mae.



Agradecimentos

Primeiramente ao meu Senhor, meu Deus todo poderoso, criador do Céu e da Terra, a
quem tudo agradeco.

A minha familia, que sempre me deu forca e coragem para prosseguir nos meus estudos.
Ao meu filho Matheus, fonte de minha vida, onde busco razao para viver.

A minha esposa pela paciéncia que teve com minha auséncia de casa.

Ao Prof. Dr. Felix Silva Costa, pela paciéncia e excelente orientacao demonstrado durante
a realizacao deste trabalho.

Aos meus amigos que me deram forca motivadora para concluir esse trabalho.

Aos professores da UFMA, pela formacao e servicos prestados.

Finalmente, a todos que de alguma forma contribuiram para a realizacao deste trabalho.

v



Resumo

As progressoes aritméticas e geométricas sao conteidos de fundamental importancia no
Ensino Médio. Contudo, percebe-se, ao longo da experiéncia profissional e no contato com
os colegas de trabalho, que ¢ tradicional o ensino das Progressoes exclusivamente por meio
de manipulagao de férmulas entregues aos alunos, sendo assim empregados em exercicios
tradicionais de sala de aula. Na aprendizagem da matematica, os problemas permitem
ao aluno colocar-se diante de questionamentos e pensar por si proprio, possibilitando o
exercicio do raciocinio légico e nao apenas do uso padronizado de formulas. Dessa forma
o objetivo desse trabalho dentre outros, é desenvolver um material que sirva de material
didatico sobre progressoes aritméticas e geométricas, seja para o professor, seja para o
aluno.

Palavras-chave: Progressao Aritmética; Progressao Geométrica; Juros Simples; Juros

Compostos.



Abstract

The arithmetical and geometrical progressions contents are of fundamental importance
in high school. However, it is noticed along the professional experience and contact with
co-workers, which is the traditional teaching progressions exclusively through manipu-
lation of formulas given to students, often without proper statements and also without
any applicability, therefore employed in exercises of traditional classroom. In learning
mathematics, problems allow students to put themselves facing questions and think for
themselves, enabling the exercise of logical reasoning and not just use standardized for-
mulas. Thus the aim of this work among others, is to develop a material that serves as
educational materials on arithmetical and geometrical progressions, either to the teacher
or to the student.

Keywords: arithmetical and geometrical progressions, simple and compound interest.
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Introducao

Hoje em dia ha intimeras pessoas que pensam que a Matematica é uma disciplina em
que s6 se trabalha com um grande nimero de férmulas sem sentido e com muitos calculos.
Nas escolas o ensino das progressoes ¢ repassado ao corpo discente, enquanto que deveria
ser construido em parceria com os mesmos, percebemos também que esses conceitos nao
sao abordados a partir de situacoes do cotidiano dos alunos.

Segundo Ausubel', a aprendizagem significativa no processo de ensino aprendizagem
necessita fazer algum sentido para o aluno e, nesse processo, a informacao devera interagir

e apoiar-se nos conceitos relevantes pré-existentes na estrutura do aluno[l5].

“O fator mais importante que influi na aprendizagem
€ aquilo que o aluno ja sabe. Isto deve ser averiguado
e 0 ensino deve depender desses dados”.

(Ausubel et al., 1983 apud Yamazaki, 2008)

Diante dessa visao de Ausubel, nosso objetivo é mostrar que podemos ensinar progressoes
aritméticas e geométricas a partir de situagoes problemas que sao conhecedoras por parte
dos alunos e dessa forma facilitar a absor¢ao do assunto trabalhado em sala de aula e con-
sequentemente mostrar que o estudo de progressoes pode ser relacionado com o estudo de
juros, que esta presente no cotidiano do aluno em vérias contextos.

Os conceitos, féormulas e as propriedades sao abordados com a apresentagao de situagoes
problema?. Trabalhando o contetido de forma contextualizada em sala de aula. Com isso,
desenvolvemos o trabalho da seguinte forma: No capitulo 1 apresentamos como ocor-

reu o surgimento dos anos bissextos e fazemos um comparativo com uma P.A.; seguida

!David Paul Ausubel (25/10/1918 a 09/07/2008), foi um grande psicélogo da educagio estadunidense.
2Situagoes em que os conceitos tomam significado, ver [15].
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da definigao, classificagao, termo geral, propriedades, soma dos n termos incicais, repre-
sentacoes especiais e interpolcao aritméticas. Apresentamos também nesse capitulo um
resumo do céalculo de uma aplicagao a juros simples e os montantes produzidos nesse
regime de capitalizagao, com a devida demonstracao da formula que define esse montante
e mostramos de que forma esta relacionado esse montante com uma P.A. e por fim, ap-
resentamos a Espiral de Arquimedes como uma aplicacao de P.A. E todas as féormulas e
propriedades abordadas nesse capitulo apresentamos suas demonstragoes.

No capitulo 2, apresentamos o estudo de P.G., iniciamos com um breve histérico da
lenda do surgimento do jogo de xadrez, de forma a motivar o aluno, seguida de um resumo
do estudo das propriedades de poténcia, necessario para a aprendizagem do aluno e por
conseguinte da definicao, classificacao, termo geral, propriedades, soma dos n termos
incicais, soma dos infinitos termos, representacoes especiais, interpolacao geométrica e
produto dos n termos de uma P.G., e todas as féormulas e propriedades abordadas nesse
capitulo também apresentamos as suas devidas demonstragoes. Apresentamos também
nesse capitulo um breve histérico de juros e de como se processa o regime de capitalizacao a
juros compostos, seguida da demonstracao da férmula que nos permite calcular o montante
de uma aplicacao nesse regime e mostramos como esta relacionado esse montante com uma
progressao geométrica. E por fim, apresentamos a espiral logaritmica, fonte de estudo de
Bernoulli e Modelo Malthusiano que aborda o crescimento populacional, como aplicagoes

do estudo de P.G.



Capitulo 1

Progressao Aritmética

1.1 O ano Bissexto

Nosso calendario depende dos movimentos que nosso planeta realiza ao redor do seu
regente, o Sol, o tempo terraqueo a ser registrado leva-nos a um impasse quando se trata
de dividi-lo em dias e de forma permanente.

Todos os calendarios sempre tiveram esse obstaculo e, para vence-los, foi preciso re-
alizar corregoes periodicas.

Vérios deles foram abandonados definitivamente, como o calendario Ino de Tiahuanaco
(La Puerta Del Sol), ou substituidos por outros, apos esbarrarem nos erros dos métodos
aplicados. Mesmo os que surgiram nos tempos modernos, como o atual que nos rege,
o Gregoriano, possui uma margem de diferenca com o mecanismo real celeste que nao
percebemos com o uso das folhinhas durante anos e anos.

Apesar de tudo, sempre permanece uma fragdo de tempo que nao se encaixa com o
verdadeiro, isto é, ha sempre uma defasagem entre ambos, entre o método e o tempo
astronomico real, o que ocasiona em longo prazo uma diferenca capaz de alterar comple-
tamente qualquer método criado para controla-lo.

Recorre-se, assim, a corregoes.

E o caso especial do nosso calendario atual que, apesar de corrigido a cada quatro
anos de 365 dias, precisa recorrer a cada 100 anos a uma nova afinacao com a finalidade

de se aproximar do tempo astronémico.
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O giro perene do planeta Terra ao redor do Sol se completa em fragoes infinitesimais,
independentemente dos seus outros movimentos.

Podemos catalogar esses tempos de acordo com os sistemas empregados para controla-
los e compara-los ao do real.

Célculos apurados por instrumentos nos permitem saber que a Terra tem um giro
anual astronomico e absoluto de: 365,242198 dias, ou a soma total de 8.765,812752 horas
modernas.

Esses numerais nao permitem uma divisao inteira, que de fato seria impossivel.

Corrige-se, na verdade, com um acréscimo de quatro em quatro anos, em um dia, no
meés de Fevereiro no calendéario Gregoriano, de forma que, diferentemente dos anteriores
com seus 28 dias, passe a ter esse meés, nesse ano, mais um dia, ou seja: o dia 29.

Cada ano comum tem 365 dias.

A soma dos trés anos nos entrega 1.095 dias.

Cada ano bissexto tem 366 dias.

Os trés anos normais mais o ano bissexto atingem um total de 1.461 dias.

Por que bissexto? Simples, 365 tem no final dois ntimeros, o 6 € 0 5.

Esse ano com final de 65 nao é bissexto. Somente sera bissexto quando seus dois
niumeros terminem com dois 6 no final. O final 66 equivale a ter dois niimeros 6 seguidos
e por isso 366 serd um ano bissexto.

O dia 29 de Fevereiro aparece assim de quatro em quatro anos para corrigir o desvio,
mas nao completamente como podemos acreditar[9].

Sabemos que o meés de fevereiro do ano 2000 teve 29 dias, portanto sendo esse ano
bissexto e suponhamos que, a partir do ano 2000, estivéssemos interessados a contar os

anos bissextos, entao poderiamos escrever:

2000 2004 2008 2012

E, dessa forma, percebemos que todos os anos bissextos, a partir do ano 2000, formam
uma sequéncia numeérica. Observamos também, que os elementos dessa sequéncia sao
acrescidos em 4 unidades a partir do primeiro termo que no caso em questao seria o ano

2000. Podemos visualizar a relagao entre esses elementos de outra maneira, por exemplo,
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denotando por:
a; = 2000 ay =2004 a3=2008 e a4=2012

onde ay corresponde ao primmeiro termo, as ¢ o segundo termo e dai por diante. Temos
que a diferenca entre um termo qualquer, a partir do segundo, e seu antecessor é sempre
constante e igual a 4, ou seja, as—a; = ag—as = ay—az = 4. As sequéncias numéricas que

possuem tal caracteristica sao chamadas progressoes aritméticas|11].

1.2 Progressao aritmética

Definimos uma progressao aritmética, notacao P.A., como uma sucessao de numeros
reais obtida, com excecao do primeiro, somando o niimero anterior por uma quantidade
fixa r, conhecida como a razao da P.A.. Podemos representar uma progressao aritmética

da seguinte forma:

(alv Ao, A3, G4, a57"'7ai7"'7an—17an)'

com {1, 2, ..., n} € N e q; representa i-ésimo termo.
Podemos verificar, que a diferenca entre dois termos consecutivos é constante, con-
siderando sempre a ordem do termo maior pelo termo menor, por exemplo:
i) (1,5,9,13,17...) onde a1 =1 e r=4
i)  (—=3,—6,—9,—12,—15,...) onde a3 =—-3 e r= -3
iii) (5,5,5,5,5,5,...) onde a3 =5 e r=0

1 579 92
’iU) (57217157 g, 51, ) onde a] = % e r= 51
U) (17 57 5707 _g, ) Onde a1 = 1 e r= —g

1.2.1 Classificagao

De acordo com o sinal da razao, as progressoes aritméticas classificam-se em:
Crescentes: Quando cada termo ¢é maior que o anterior. Isto ocorre somente quando a
razao for maior que zero, ou seja, r > 0.

Exemplos: i e iv
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Constantes: Quando cada termo for igual ao anterior. Isto ocorre somente quando a
razao for igual a zero, ou seja, r = 0.

Exemplo: iii

Decrescentes: Quando cada termo for menor que o anterior. Isto ocorre somente quando
a razao for negativa, ou seja, r < 0.

Exemplos: ii e v

1.2.2 Termo geral

O termo geral de uma progressao aritimética ¢ dada pela seguinte expressao:
anp =ay+ (n—1)r

Vejamos a seguir a demonstracao.
Demonstracao: Utilizando a definicao de P.A., dados a1, e arazao r, encontramos os

demais termos do seguinte modo:

o = a1 +7r
as = ag + 71
ag=as+r

Somando-se essas (n - 1) equagdes, temos:

a2+a3—|—a4+...—|—an:a1+a2+a3+....—|—an,1—|—(r+r—|—....+r2

(.

vV
n—1vezes

Cancelando-se os termos as, as, ay, . . ., an_1, Obtemos:

ap=a;+(n—1)r
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|

Dessa forma, de posse do primeiro termo da sequéncia a; e da razao r, podemos

encontrar qualquer outro termo. Porém, ha situagoes em que conhecemos apenas dois

termos de uma P.A. e para determina-la, recorremos ao termo geral. Quando fazemos

isso, nos deparamos diante de um sistema com duas equagoes e com incégnitas (o primeiro

termo a; e a razao r) a ser resolvido. Uma alternativa é escrever a expressao do termo
geral da forma:

a,=ar+ (n—Fk)r com nkeN

onde a razao r é encontrada apenas substituindo os dois termos da P.A. na férmula.

Vejamos a seguir a demonstracao dessa tltima expressao:

Demonstracao: Sendo a P.A. (a1, as,as3, - ,a_1,0k,"** ,Gp_1,0p) temos:
an = a1+ (n—1)r (1.1)
arp = a1 + (k‘ - 1)T (12)

Sendo (n e k) € N e, subtraindo-se (1.2) de (1.1), obtemos:

an —ar = (n—1r—(k—1)r
an=ap+(n—1—k+1)r

a, = ar + (n —k)r

|
Essa féormula nos possibilita obtermos a razao de uma P.A. a partir de dois termos
dados, ou determinar um termo qualquer, a partir de outro termo e a razao. Em outras
palavras, podemos avancar ou retroceder numa PA a partir de um termo qualquer, para
determinarmos outro termo da sequeéncia.
Vejamos como se processa tal raciocinio:
Seja a P.A. (aq, as, as, ay, as, -++ , a,_1, a, ) ,para avan¢armos um termo basta somar
a razao; para avancar dois termos, basta somar duas vezes a razao e assim sucessivamente.

Dessa forma, por exemplo: ajg = as + 5r, pois, ao passar de as para ajg, avangamos 5
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termos; a2 = a4 + 8r, pois avancamos 8 termos ao passar de ay para ai9; a3 = ajo — 9,
pois retrocedemos 9 termos ao passar de ajs para ag|!].
Portanto, de um modo geral temos, a, = a; + (n — k)r, pois, ao passar de a; para a
) y Un k ) ) k )

avangamos ou retrocedemos (n — k) termos. Vejamos os exemplos a seguir:
Exemplo 1.1 Determine a P.A. em que o sexto termo € 7 e o décimo termo € quinze.

Solugao: Utilizando-se a expressao a, = a; + (n — k)r, expressaremos o décimo termo

em funcao do sexto termo.

a10:a6+(10—6).r

15=7+4.r
8 =4r
r=2

Portanto, obtemos a seguinte P.A.: —3,—-1,1,3,5,7,9,---
Exemplo 1.2 Sendo a; =21 e ag = 27, temos de uma P.A., calcule o valor da razao.

Solugao: Utilizando-se a expressao a,, = ay + (n — k)r, expressaremos o nono termo em

funcao do sétimo termo.

ag=ar+(9—="T)r

27 =21+ 2r
2r =6
r=23

Diante desses exemplos dados, podemos perceber a importancia e a facilidade que a
expressao a, = ai + (n — k)r nos possibilita para calcularmos a razao de uma P.A., dados
dois termos quaisquer, ou determinarmos qualquer outro termo a partir de um termo

qualquer dado e conhecendo-se a razao.
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1.2.3 Propriedades

As progressoes aritméticas apresentam comportamentos que facilitam o seu entendi-
mento e consequentemente possibilitam compreender as suas caracteristicas.

Em uma P.A. qualquer, de n termos e razao r, podemos observar as seguintes pro-
priedades:
a) Qualquer termo de uma P.A., a partir do segundo, é a média aritmética entre o anterior

e o posterior.
Ap—1 + Q41

k>2
5 2

ap —

Para demonstrar essa propriedade partimos da definicao de P.A..

Demonstragao: Seja a P.A.: (ay,a9,a3, ,ax_1, 0k, Qi1 5 0n_1,0n) k> 2
Temos:
= Qg — Q-1 (1.3)
T = Qpy1 — Ak (1.4)

Igualando (1.3) com (1.4), temos:

A — Ag—1 = A1 — A
ar + ap = Qg1 + a1

2a = a1 + a1
Ap+1 + Qp—1

ap — 9

|
Portanto, qualquer termo de uma P.A., a partir do segundo, é a média aritmética entre

o termo anterior e o termo posterior.

Exemplo 1.3 Seja a P.A. (3, 8, 13, 18, 23, 28), verifique a propriedade acima.
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Solucao: De acordo com a propriedade dada devemos ter:

CL1+CL3

GQZTIS
ag—@;a‘*—m
M:@:w
as +a
a5:%:23

E portanto, se verifica a propriedade.

b) A soma de dois termos equidistantes dos extremos é igual a soma dos extremos, isto é:

ap, +a, = ay + a,

Demonstracao: Seja a P.A.: (a1, a9,as,...,ap, ..., Gg, ..., an_1,ay), Percebemos que a
Vv ~ Vv
temos p termos temos ptermos

partir do primeiro termo até o termo a,, existem p termos e a partir do termo a, até o termo
a, também existem p termos. Por isso esses termos sao denominados de equidistantes dos
extremos. Temos que provar que a soma desses termos (a, + a,) ¢ igual a soma dos dois
extremos (a; + ay,).
De fato,

a,=a1+ (p—1r (1.5)

an =a,+ (p—1)r (1.6)

Subtraindo (1.6) de (1.5) temos:

a, —ap=a1+ (p—1)r—(a; + (p— 1)r)
p —Qp = Q1 +pr —r —ag —pr+r

ap — Gp = a1 — Aq

ap, +aq = ai + ay

Exemplo 1.4 Seja a P.A. (3, 8, 13, 18, 23 e 28), verifique a propriedade dada acima.
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Solugao: De acordo com a propriedade temos os seguinte pares de termos equidistantes:

8 e 23; 13 e 18. E portanto, temos:
as +as = a + a, =31 as +as = ay + a, = 31

E dessa forma se verifica a propriedade.
c¢) Se ocorrer que uma P.A. tenha ntimero de termos impar, existird um termo central que

serd a média aritmética dos extremos desta P.A., isto é:

. (a1 + (ln)
A = B

Vejamos a demonstracao dessa propriedade para o caso geral.

Demonstracao: Sejaa P.A. (aq, as, ag, -+ ,ac++ ,an_1, a,) com n > 2 e impar e sendo

n—1

5 ) termos antes e depois do termo central, por n

a. o termo central dessa P.A., temos (

deixar resto 1 quando divisivel por 2, o que implica a existéncia de um termo central.

. o . + ap
Temos que provar que a. ¢ a média aritmética dos extremos, ou seja: a. = @ 5 tn.
De fato:
n—1
ac—a1+( ).7‘ (1.7)
2
n—1
an_ac+( . ) (18)

Subtraindo (1.8) de (1.7) temos:

|
Exemplo 1.5 Sejaa P.A. (3, 8, 13, 18, 23, 28, 33), verifique a propriedade dada acima.

Solugao: Temos ai uma P.A. com nimero de termos impar, ou seja, n = 7. E de acordo

com a propriedade dada existe um termo central de ordem ”TH, no caso do exemplo dado
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7+1\ __ 4o - aitar .
0 (—2 ) = 4° termo, que serd igual a (—2 ) E dessa forma, temos:

+
a4:¥ = a4 =18

Portanto, se verifica a propriedade.

1.2.4 Soma dos termos de uma P.A.

Carl Friedrich Gauss(1977—1855), quando crianga, se divertia com calculos matemaéticos;
uma anedota referente a seus comecos na escola é caracteristica. Um dia, para ocupar a
classe, o professor mandou que os alunos somassem todos os nimeros de 1 a 100, com in-
strugoes para que cada um colocasse sua lousa sobre a mesa logo que completasse a tarefa.
Quase imediatamente, Gauss colocou sua lousa sobre a mesa dizendo. “Af esta!” Qunado
o instrutor finalmente olhou os resultados, a lousa de Gauss era a tinica com resposta cor-
reta, 5050, sem nenhum outro calculo. O menino de dez anos, evidentemente, calculara
mentalmente a soma da progressao aritmética(l + 2 + 3 + ... + 99 + 100), presumivel-

mente pela férmula m(mTH

). Seus mestres logo levaram o talento de Gauss a atencao do
Duque de Brunswick, que apoiou seus estudos, primeiro para que pudesse cursar o colégio

local, depois na Universidade em Gottingen, onde se matriculou em outubro de1795[2].

Figura 1.1: Carl Friedrich Gauss[!0]

Vejamos como menino Gauss respondeu a essa pergunta:
Colocou os nimeros naturais de 1 a 100 na ordem crescente e, em seguida, repetindo-os

na ordem decrescente em uma segunda fila:

1 2 3 4 97 98 99 100
100 99 98 97 ... 4 3 2 1
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Somando-os dois a dois, obteve uma lista com termos constantes iguais a 101, ou seja:

101 101 101 101 ... 101 101 101 101

~
100 termos

Depois, somou todos os elementos dessa nova lista, obtendo a soma dos 100 primeiros
nimeros naturais duas vezes. Esse valor corresponde a (100 x 101), que dividido por dois,

nos fornece a soma dos nimeros naturais de 1 a 100, ou seja,

100 x 101 10100
2 92

I+2+3+...+98+99 + 100 = = 5050

A forma como apresentou essa solucao esta relacionado com a férmula de obtencao
da expressao que soma os n primeiros termos de uma P.A.. Na verdade, a demonstracao
¢ baseada na mesma metodologia aplicada por Gauss. Diante disso, vamos deduzir a
expressao geral que calcula essa soma dos n primeiros termos de uma P.A.. De fato,
utilizando o mesmo principio do problema anterior, temos que a soma dos n termos de
uma progressao aritmética é igual ao produto do niimero de termos pela média aritmética

do primeiro com o n-ésimo termo:

. a; +ay
S,=n. ( 5 )

Essa férmula se sustenta na propriedade que corresponde a soma de dois termos

equidistantes dos extremos ¢é igual a soma dos extremos. Desta forma temos n parce-

las de somas iguais a (a; + a,), como a soma total representa o dobro da soma dos n

termos, dividirmos por 2 para de fato obtermos a soma dos n temos da P.A.. E conforme

foi enunciado, temos que a soma dos n termos de uma progressao aritmética é igual ao

produto do niimero de termos pela média aritmética do primeiro com o n-ésimo termo.
No entanto, vejamos outra forma de demonstrarmos essa férmula:

Demonstracao: Consideremos a soma S, de todos os termos de uma P.A. finita.

S=ay+ay+as+.... + Qp_1 + ay, (1.9)
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Vamos escrever a mesma soma, de tras para frente.

S:an—l—an,l—i— ..... +as + as + aq (110)

Somando (1.9) com (1.10), temos:

25 = (a1 + ay) + (ag + an_1) + (a3 + ap_2) + ...+ (a, + a1) (1.11)

De acordo com a propriedade acima, vimos que todas essas parcelas de somas sao
todas iguais, pois sao termos equidistantes dos extremos, com isso podemos reescrever a
expressao (1.11) por:

25 = (a1 +an) + (a1 + an) + (a1 +an) + ... + (a1 + ay)

- 7

vV
n parcelas de somas

2S=n. (a1 +ay)

B a; + an,
S=n. ( 5 )

Portanto, chegamos a férmula que nos fornece a soma dos termos de uma progressao

aritmética finita.
Se por outro lado, nao dispusermos de a,, desde que tenhamos a razao r, podemos

fazer uso desta féormula abaixo, que foi obtida substituindo a, por seu respectivo valor

R <2a1—|—(712—1).r>

a; + (n—1).r:

Porém, se ao invés de somarmos todos os elementos da P.A., quiséssemos somar apenas
algumas partes dos termos de uma P.A, como proceder diante desta questao?

Neste caso, podemos expressar a formula da soma dos termos da seguinte forma:

a, + a
Sp,q:(q_p"'l) . (%)

Note que declaramos como p e q a posi¢ao do primeiro e do tltimo termo do intervalo
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respectivamente, declarando assim a, como o primeiro termo do intervalo e a, como o
ultimo. Note também que o niimero de termos do intervalo considerado ¢ igual a diferenca
entre as posigoes do ultimo e do primeiro termo considerado, mais um.

A seguir, apresentamos um exemplo para um melhor entendimento dessa tultima

formula.

Exemplo 1.6 Calcule a soma dos termos da progressio aritmética (2, 5, 8, 11, ....)

desde o 25° até o 41° termo, inclusive.

Solugao: Como conhecemos o primeiro termo e razao da P.A., determinaremos o 25° e

0 41° termo utilizando a férmula do termo geral.

o5 = a1 + 24.r a4y = a1 + 40.r
Qo5 — 2+24.3 ag; = 2+40.3
Qo5 = 74 aqgp = 122

- , +
Agora, utilizando a férmula S,, = (¢ —p+1) . <u), temos:

2
Sosar = (41 — 25+ 1) . (%)
T4 4122
325741 =17. (—)
2
S25741 =17 .98
Sos.a1 = 1666

Vejamos agora um exemplo que envolve a soma dos termos de uma P.A. que leva os

nossos alunos ao mesmo erro, erro este que serd apresentado a seguir:

Exemplo 1.7 A soma dos n primeiros termos de uma P.A. é dada por S, = n*+2n. O

valor do 13° termo desta P.A. é:

Uma solugao: A primeira vista o aluno pensa que se substituir n por 13 terd o valor

pedido, no entanto nao tera encontrado a resposta, cometendo assim o erro.
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Entao, vejamos o que fazer:

Substituir primeiramente o n por 1 e assim obtermos o primeiro termo.

a1251:12+2.1

a1:3

Em seguida substituiremos n por 2 encontrando dessa forma a soma dos dois primeiros

termos.

Sy =22422

52:8

Como Sy = a1 + as e os valores de a; e Sy nessa equacao teremos:

8:3+CI,2

a2:5

E, portanto teremos encontrado o segundo termo da P.A.. Desta forma temos que
a razao dessa P.A. é r =5 — 3 = 2. Sendo assim, aplicando a férmula do termo geral

obteremos o 13° termo da P.A..

a13 = a1 + (TL — ].)7“
aiz — 3+ (13 - 1)2
a1z = 3+24

aiz = 27

Portanto o décimo terceiro termo da P.A. é 27.

1.2.5 Representacoes especiais de uma P.A.

Para facilitar a resolucao de muitos problemas de progressao aritmética, utilizamos

algumas notagoes para representarmos uma P.A. com 3 ou 4 ou 5 termos, mesmo de posse



Progressao Aritmética 15

da férmula do termo geral ou da férmula da soma dos termos de uma P.A. finita, pois
com essas representacoes temos nossos calculos simplificados.
Mostramos as duas solugoes e deixamos a cargo do aluno fazer a sua escolha.
Vejamos tais representacoes praticas:

a) P.A. com 3 termos: (x — NI T)

al a2 as
Exemplo 1.8 Em um triangulo retangulo, de perimetro 36 cm, os lados estao em progressao

aritmética. Determine a razao da progressao aritmética e a medida dos lados do triangulo.

Uma solugao: Seja (aj, as e az) uma P.A. e sendo os mesmos, os lados do triangulo
retangulo, temos que ag estd representando a hipotenusa desse triangulo, pois é o maior
termo da sequéncia na ordem dada, considerando essa P.A. como sendo crescente (r > 0),
o caso decrescente (r < 0) fica a cargo do aluno verificar essa preposicao.

Utilizando a férmula do termo geral para expressar a, e az em funcao do primeiro
termo temos:

as =a; +7r (1-12)
as = ay + 2r (1.13)

Lembrando que o perimetro é a soma dos lados de um poligono, temos:
a; + as + ag = 36 (1.14)
Substituindo (1.12) e (1.13) em (1.14), tém-se:
ap+r =12 (1.15)

De (1.15) e (1.12), concluimos que as = a; +r = 12, portanto encontramos o segundo

termo da sequéncia. Nossa P.A. passa a ter a seguinte configuracao:
(a1, 12, ay + 2r)

De (1.15) temos que a; = 12 —r.
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Desta forma a sequéncia ganha outra cara:
(12 =17, 12, 124 7)

Sendo o triangulo retangulo, podemos utilizar o teorema de Pitdgoras para determinar

o valor de r:

(12—7)* +122 = (124 r)?
144 — 24r + r? + 144 = 144 + 24r + r?

Q8r =144 = r=3

Portanto, as medidas dos lados do triangulo sao: 9 cm, 12 cm e 15 cm.

Outra solugao: Lembrando que o perimetro é a soma dos lados de um poligono,
temos que a soma dos lados do triangulo é 36 cm; se os lados estao em P.A., genericamente
podemos representéa-los por:

rT—r, x, T+r

Entao:

r—r+x+x+r=306

3z = 36 = r = 12cm
Substituindo o valor encontrado, a P.A. sera:
12—r, 12, 12 +7r

Sendo o triangulo retangulo, sabemos que a hipotenusa é o maior lado. Como o

triangulo é retangulo, podemos utilizar o teorema de Pitdgoras para determinar o valor



Progressao Aritmética 17

de r:

(12+7)> =122+ (12 — 1)
144 + 24r + 1% = 144 + 144 — 24r + 12

48r = 144 = r =3

Portanto, as medidas dos lados do triangulo sao: 9 ¢m, 12 cm e 15 cm.

b) P.A. com 4 termos: (x — 3y, * —y, x +y,x + 3y com r=2y) onde r = 2y.
—— N M ——

al az as aq
Agora, o aluno ja percebendo a importancia das notagoes depois do primeiro caso ap-

resentado, resolveremos o caso para 4 termos com a referida representacao dada. Observe

o exemplo a seguir:

Exemplo 1.9 Num quadrildtero, os angulos internos estao em P.A. e o maior deles mede

150°. Quais sao as medidas dos outros angulos internos?

Solugao: Utilizaremos a notacgao especial para uma P.A. de quatro elementos.
r—3y, r—vy, x+y, x+3y onde 1r=2

O exemplo informa que o maior, dentre os 4 angulos do quadrilatero, mede 150°.
Dessa forma temos que x + 3y = 150°. A soma dosangulos internos de qualquer

quadrilatero é igual a 360°. Portanto:
r—=3y+r—y+r+y+xr+3y=360° = 4xr=360° = x=90°

Substituindo o valor de x em z + 3y = 150° com o propdsito de encontrar y chegamos

90° + 3y = 150° = 3y =060° = y=20°

Portanto, os 4 angulos do quadrilatero que forma a P.A. sao: P.A. = (30°,70°,110°, 150°)

c) P.A. com 5 termos: (z —2r, x —r, x , x+7r, x+2r)
—— N ) ——
al a2 as a4 as
Deixaremos o exemplo a seguir a cargo do nosso aluno com o propésito de despertar

nele, habilidades de raciocinio l6gico depois dos dois casos apresentados anteriormente.
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Exemplo 1.10 Obtenha uma P.A. decrescente com 5 termos cuja soma € - 10 e a soma

dos quadrados € 60.

Vale ressaltar que as notagoes apresentadas acima nao se restringem somente para as
P.A.’s de 3 ou 4 ou 5 termos, mas também quando houver problemas que trazem consigo
situagoes envolvendo(3 ou 4 ou 5) termos consecutivos de uma P.A. qualquer, sendo dadas
caracteristicas desses termos e dessa forma poderemos recorrer a essas representacoes

especiais.

1.2.6 Interpolacao aritmética

Outro dispositivo pratico que nos ajuda na resolucao de muitos problemas matematicos
envolvendo progressao aritmética é a férmula que nos permite calcular a razao de uma
P.A. dada o primeiro termo, o iltimo termo e o niimero de termos que se queira intercalar
entre os esses termos dados.

Mostraremos a seguir a formula e a sua devida demonstracao com aplicagao de alguns
exemplos praticos.

Em toda sequéncia finita (aq, as, ag, ..., a,_1, a,), 0s termos a; e a, sao denominados
extremos e os demais sao chamados meios. Assim, na P.A. (2, 5, 8, 11, 14, 17) os
extremos sao 2 e 17 enquanto os meios sao 5, 8, 11 e 14.

Vejamos como inserir k meios aritméticos entre os extremos de uma P.A., que indi-
caremos por a = a; e b = a,. Para tantos, teremos uma P.A. com (k + 2) termos, ou
seja, os k meios mais os extremos a; € a,,.

Portanto, para se determinar os meios dessa P.A. é necessario calcularmos a razao,
que pode ser feito da seguinte maneira:

Substituindo a; = a, a, = b e n = k + 2 na férmula do termo geral de uma P.A.
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tem-se:

a, =a;+ (n—1).r
=a+(k+2-1)r

b—a=(k+1)r
T_b—a
k41

(1.16)

E dessa forma temos a expressao que nos permite calcular a razao de uma P.A., inserindo

k meios entre os extremos.Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 1.11 Numa estrada existem dois telefones publicos instalados no acostamento:
um no km 3 e outro no km 88. Entre eles serao colocados mais 16 telefones, mantendo-se
entre dois telefones consecutivos sempre a mesma distancia. Determine em quais marcos

quilométricos deverdo ficar esses novos telefones.

Solucgao: Primeiramente busquemos determinar a que distancia ficarao dois telefones
consecutivos, entre os que se encontram nos marcos 3 e 88 km. FEssa distancia estd

sendo representada pela razao da progressao aritmética de extremos 3 e 88. Para tanto

b—a

utilizaremos a expressao r = e

para fazé-lo. Lembrando que queremos instalar 16 meios
(telefones) aritméticos entre 3 e 88.

Este problema pode ser representado do seguinte modo:

37 ———y ———y ——— "y ——— 38

-~

16 meios aritméticos

Utilizando (1.16), temos:
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Portanto, os telefones deverao ser instalados 5 km um do outro, ou seja, o proximo

aparelho serd instalado no marco 8 km, o seguinte, no marco 13 km e assim sucessivamente.

1.3 Juros Simples

Todos os dias as pessoas se deparam com operacoes financeiras relacionadas ao paga-
mento ou recebimento de Juros, e muitas dessas pessoas nao se preocupam em saber o
que essa quantia adicional (Juros) representa.

E indiscutivel a importancia da matematica financeira no cotidiano das pessoas. O fato
de vivermos num pais capitalista em desenvolvimento e que sofre os efeitos da globalizacao
da economia torna essa importancia ainda maior. Sabemos que os cidadaos exercem
varias tarefas tais como: fazer aplicacoes financeiras, pagar empréstimos, discernir entre
as melhores e piores opcoes na compra ou venda de algum bem.

No regime de juros simples, os juros de cada periodo sao calculados sempre sobre
o mesmo principal (capital). Nao existe a capitalizagdo de juros nesse regime, pois 0s
juros de determinado periodo nao sao incorporados ao principal para que essa soma sirva
de base de célculo de juros do periodo subsequente. Portanto, o capital crescera a uma
taxa linear, e a taxa de juros terd um comportamento linear em relacdo ao tempo. A
aplicagao de juros simples é muito limitada, tem algum sentido apenas para espacos de
tempo bastante curtos.

O rendimento por uma aplicacao financeira aplicada pelo prazo de um tnico periodo

de tempo a que se refere a taxa de juros pode ser calculado da seguinte forma:

Devido ao comportamento linear no regime de juros simples, se aplicarmos um capital

durante um periodo n, que se refere a taxa de juros, o rendimento sera calculado por:

onde J é juros produzidos depois de n periodos, do capital Cjy aplicado a uma taxa de

juros por periodo igual a 1.
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O montante ou valor de resgate de uma aplicagao é o capital inicialmente investido

acrescido de sua remuneracao no periodo (juros obtidos):

montante = capital + juros
M=Cy+J
M = Cy+ Cy.i.n

M = Co(1 +i.n)

O célculo do principal a partir do montante é simplesmente o processo inverso:

M

Cp=—
T 1+ixn

Portanto, M = Cy(1 + i.n), representa o montante adquirido por uma aplicacdo de um

capital Cy a uma taxa de juros de i durante n perfodos!.

Exemplo 1.12 Qual € o rendimento de R$ 10.000,00 aplicados por um més a taxa sim-

ples de 36% a.a.?

Solugao: Os dados sdao: C = R$ 10.000,00 n = 1 més, i = 36% a.a. e queremos
calcular o juro J. Assim

0,36

J=Cy.i.n= R$10.000,00 . < B

) .1 = RS$ 300,00

Observe que a taxa foi dividida por doze devido ao fato dela ser anual e o tempo foi
dado em meses, isto é, se quisermos transformar uma taxa anual para mensal é suficiente

dividi-la por doze.

Exemplo 1.13 Em sete meses R$ 18.000,00 renderam R$ 4.000,00 de juros. Qual é a

taza anual simples que foi imposta?

Solugao: Os dados sao: C' = R$ 18.000,00, n = 7 meses, J = R$ 4.000,00 e queremos

!Para mais esclarecimentos, veja a seguinte referéncia[3]
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calcular a taxa i. Assim:

i R$ 4000.00 12
R$ 4.000.00 = RS 18.000.00. (=) .7 o W AU 22 381 = 38, 1% a.a.
$ ’ $ ’ (12) "7 R$18.000,00 7 1% a0

Notem que a taxa de juros ¢ e o periodo n tém de ser referidos a mesma unidade de

tempo. Assim, por exemplo, se num problema a taxa de juros for i = 12% ao ano =
12

100
mesma unidade de tempo, ou seja:

= 0,12 e o periodo n = 36 meses, antes de usar as férmulas devemos coloca-las a

36
12% ao ano, aplicado durante = 3 anos, ou

12
1% ao més = 1—;%, aplicado durante 36 meses, etc.

1.3.1 Relacao entre o montante a juros simples e uma P.A.

Sabemos que numa P.A. todos os termos sofrem acréscimos constantes e iguais a 7 (
razdo da P.A.), para a obtengao do termo seguinte (posterior) e tem como termo inicial
a; (primeiro termo da P.A.) e que numa aplicagdo a juros simples temos que o montante
ao final de cada periodo, também sofre acréscimo constante e igual ao juro produzido
por um periodo de aplicacao e tem como termo inicial o capital aplicado. Desta forma,
percebemos que o montante ao final do primeiro se encontra deslocado um termo a frente
do primeiro termo de uma progressao aritmética, considerando n € N, conforme podemos

observar abaixo:

Termos ar | as | az | a4 | -0 | Gp_1 an,

Montantes CO M1 M2 M3 cee Mn_g Mn—l

Tabela 1.1: Relagao entre P.A. e Montante

Queremos estabelecer uma correspondéncia entre os termos de uma P.A. e os mon-
tantes ao final de cada periodo, incluindo af o capital (Cy) aplicado. Entao como mostrado

na tabela acima observamos que:

a; corresponde ao montante inicial —  ay = My = Cy(1 + 1.0) = Cy;
ay corresponde ao montante ao final do primeiro periodo —  ay = My = Cy(1 +i.1);

az corresponde ao montante ao final do segundo periodo — a3 = My = Co(1 + i.2);
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a4 corresponde ao montante ao final do terceiro periodo — a4 = M3 = Cy(1 +i.3);

a, corresponde ao montante ao final do (n — 1) perfodo — a,, = M,,_1 = Cy(1 +i.(n — 1))

Agora comparando a expressao que determina o termo geral de uma P.A. (a, = a3 +
(n — 1)r) com a expressdo que determina o montante correspondente ao n-ésimo termo
(M,—1 = Cp[1 +i.(n — 1)]) e reescrevendo esta tdltima (M,_, = Cy + (n — 1)...Cy), por

comparagao, temos:

Ay = Mn,1 ay = CU (& r= ZCO

Assim, para que a sequencia: Cy, My, My, Mz, My, ...... , M, 1, seja uma P.A., as trés
condigoes acima apresentadas deverao ser satisfeitas. Tendo as duas primeiras condi¢oes
ja verificadas resta mostrar a terceira condicao.

De fato, dados dois montantes consecutivos My e My, temos:

Mk+1—Mk:CO+(k+1)ZCQ—(Co+kZCQ):ZCQZT

Para ratificarmos a relacao que ha entre P.A. e o montante no final de cada periodo,
incluindo nessa sequéncia o capital aplicado inicialmente a juros simples, apresentamos o

seguinte exemplo:

Exemplo 1.14 Paulo aplicou R$400,00 a juros simples durante 6 meses a taza de 12%

ao meés. Determine o montante obtido por essa aplicagcao no final de cada periodo.

Este exemplo foi resolvido em sala de aula do seguinte modo: Dividimos a turma em
6 grupos e determinaremos que cada grupo fique com um final de periodo para calcular o
montante e posteriormente preenchermos a tabela abaixo com os valores obtidos.

Feito os cédlculos obtemos a seguinte disposi¢ao abaixo:

Co M1 MQ M3 M4 M5 M6
400 | 448 | 496 | 544 | 592 | 640 | 688

Tabela 1.2: Tabela com os valores montantes
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Calculamos a razao dessa P.A., utilizando a expressao r = i.Cy,

r = i.(jo =48

Portanto, o montante ao final de cada periodo sofrera um acréscimo de Cy . i, o que
na verdade esta representando a razao de uma progressao aritmética e Cy representando
o primeiro termo da P.A..

Mostramos que o montante a juros simples, incluindo o capital aplicado, sempre repre-
sentarao uma P.A., pois cada montante a partir do referente ao final do primeiro periodo
serao acrescentados ao final do periodo, valores constantes, ou seja, adicionados a razao
(T = (jo.i).

Por fim, pedimos aos alunos que pesquisem problemas envolvendo calculo de montante
a juros simples e verifiquem se de fato esses montantes formam, ou melhor, representam
uma progressao aritmética e por meio da relacao r = Cj .2, pediremoss a eles que de-
terminem a razao, confrontando com a definicao de P.A. que estabelece a razao como a

diferencga entre o termo posterior e o anterior, apartir do segundo, isto é, r = a,,1 — ay,.

1.3.2 Representacao grafica dos Juros Simples

Regime de capitalizacao simples corresponde a uma progressao aritmética (P.A.), onde
os juros crescem de forma linear ao longo do tempo, como mostra o grafico abaixo, um
capital de R$ 1.000,00 aplicado por dez meses a uma taxa de 10% a.m., acumula um

montante de R$ 2.000, 00 no final.

2500

2000

1500 *

1000

500

0 2 4 & 3 1o 12

Figura 1.2: Representacao grafica dos Montantes a juro simples
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1.4 A Espiral de Arquimedes

Arquimedes, nascido em 287 A. C. na cidade de Siracusa, foi o maior génio da An-
tiguidade. Seus feitos nos campos da Matematica e da entao incipiente Fisica foram
admiraveis e credenciam-no a integrar o seleto rol dos trés maiores matematicos de to-
dos os tempos junto a Isaac Newton (1642 - 1727) e Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855).
Conhece-se razoavelmente bem a vida de Arquimedes porque ele é citado por varios au-
tores do passado, em especial pelo historiador Plutarco, de Queroneia (46 d.C.- 120 d.C.),
no livro Vidas de Nobres Gregos e Romanos, também conhecido por Vidas Paralelas.
Filho de um astronomo de nome Fidias, Arquimedes estudou em Alexandria, onde apren-
deu a Matematica da época e fez varios amigos, com os quais se correspondia, depois
de retornar a Siracusa, para servir ao rei Hierao. Ao final de sua carreira, com cerca de
75 anos, ele havia estendido as fronteiras da matematica para muito além daquilo que
recebera de Fuclides e outros e a Humanidade teve que esperar 19 séculos para que, com
Newton, surgisse alguém que a ele pudesse ser comparado.

O paralelo com Newton é bastante pertinente, pois ambos foram grandes na Matematica,
na Fisica e na habilidade com que construiam os mais sofisticados mecanismos. Na con-
cepcao e producao de engenhosos equipamentos e maquinas, alids, Arquimedes nitida-
mente superou Newton. Surpreendem nele sua capacidade de trabalho, a abrangéncia dos
temas de seu interesse, a originalidade de suas ideias e a profundidade, a clareza e o rigor
de seus raciocinios. Vérias de suas obras chegam até nds tais como foram escritas (ou com
pequenas distorgoes) e podem ser encontradas em edigdes modernas: Sobre o Equilibrio
de Figuras Planas, Sobre a Esfera e o Cilindro, Sobre Corpos Flutuantes, Sobre Espirais,
A Quadratura da Parabola, Sobre Conoides e Esferoides, A medida de um Circulo, O
Contador de Graos de Areia e o Método. Sabe-se que outros de seus trabalhos foram per-
didos, entre eles dois sobre Mecanica (Sobre Alavancas e Sobre Centros de Gravidade), um
sobre ()ptica, um chamado Sobre o Calendario e outro denominado Sobre a Construcao
de Esferas.

No tratado Sobre Espirais, com 28 proposicoes, ele estudou as propriedades de uma
curva criada por ele mesmo, a chamada Espiral de Arquimedes. Por definicao, tal curva é

a linha descrita por um ponto que, partindo da origem O, move-se uniformemente sobre
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um segmento de reta que, também uniformemente, gira em torno de O. Hoje, usando
coordenadas polares, dirfamos que a equacao da Espiral de Arquimedes é r = a.6, onde a
¢ uma constante. Arquimedes mostrou que sua espiral resolveria o problema da trisseccao
do angulo, se fosse construtivel com régua e compasso. Mostrou também como tracar sua
tangente em qualquer ponto e calculou a reta de seu primeiro giro. Alids, no tracado da
tangente a sua espiral, Arquimedes considerou que um pequeno deslocamento do ponto
sobre a curva pode ser visto como resultante de dois componentes (hoje dirfamos vetores ),
um radial e outro tangencial, com que criou um conceito que se demonstrou imprescindivel
em todo o desenvolvimento posterior da Fisica[7].

Podemos entao definir a Espiral de Arquimedes, também conhecida como Espiral
Aritmética, como o lugar geométrico de um ponto movendo-se a velocidade constante
sobre uma reta que gira sobre um ponto de origem fixo a velocidade angular constante.

Em coordenadas polares (r, @), a espiral de Arquimedes pode ser descrita pela equagao
seguinte:

r=a-+b 0

sendo a e b niimeros reais. Quando o parametro a muda, a espiral gira, ainda que b
controla a distancia em giros sucessivos.

Esta curva se distingue da espiral logaritmica pelo fato de que voltas sucessivas da
mesma tém distancias de separacao constantes (iguais a 27b se # é medido em radi-
anos), enquanto em uma espiral logaritmica a separagao esteja dada por uma progressao
geométrica.

Ha de se notar que a espiral de Arquimedes tem dois bragos, um para 6 > 0 e outro
para # < 0. Os dois bragos estao discretamente conectados na origem, abaixo mostramos
o caso em que f > 0. Tomando a imagem refletida no eixo Y poderemos produzir o outro
brago.

As vezes, o termo é usado para um grupo mais geral de espirais.
1
r=a-+b. 0=

A espiral normal ocorre quando x = 1. Outras espirais que caem dentro do grupo in-

cluem a espiral hiperbdlica ou logaritmica, a espiral de Fermat, e a espiral de Lituus. Vir-
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Figura 1.3: Espiral de Arquimedes

tualmente todas as espirais estaticas que aparecem na natureza sao espirais logaritmicas,
nao de Arquimedes. Muitas espirais dinamicas (como a espiral de Parker do vento solar,
ou o padrao produzido por uma roda de Catherine) sao do grupo de Arquimedes[20)].
Vérios tipos de espirais que ocorrem na natureza. Por exemplo, o caramujo de arg-
onauta (1.4) que tem camaras forma uma espiral logaritmica e uma corda de marinheiro
(1.5) enrolada forma uma espiral de Arquimedes. As espirais também ocorrem em flores,

nas presas de certos animais e no formato de galdxias|l].

Figura 1.4: caramujo de argonauta
Fonte: Disponivel em
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:NautilusCutawayLogarithimicSpiral.jpg

Figura 1.5: corda de marinheiro
Fonte: Disponivel em http://lhe.ggpht.com/-65d-7TPVtOq4/TyWSO-
HnAQI/AAAAAAAAQIA /plj-LmDtbT8/s1600-h/image%5B4%5D.png



Capitulo 2

Progressao (Geométrica

2.1 Lenda do criador do jogo de xadrez

O jogo de xadrez, que tanto apaixona as pessoas, teve origem na fndia, mil anos antes
de Cristo.

As lendas sobre sua origem sao multiplas. A mais plausivel atribui a criagdo a Sissa,
sacerdote bramane, a pedido do raja Balhait.

O rei queria um jogo em que a inteligéncia, o esforco, a prudeéncia e o conhecimento
fossem fatores de vitoria, excluindo-se a sorte.

Balhait encantou-se quando Sissa lhe apresentou o novo jogo, batizado de “chatu-
ranga”’. Ordenou que fosse preservado nos templos, por considerar que a sua pratica
representava um belo aprendizado para o exercicio da autoridade e da Justica. Disse o
sacerdote que pedisse 0 que quisesse como recompensa.

Modestamente, Sissa respondeu que a satisfacao do Rei ja era boa recompensa. Que
se contentaria com graos de milho - um grao de milho, pela primeira casa do tabuleiro,
dois pela segunda, quatro pela terceira, oito pela quarta, dobrando sempre até atingir a
ultima casa, de niimero 64.

O Rei achou pouco, mas como Sissa insistisse, mandou calcular o milho pedido.
Surpreendeu-se com o resultado: nao havia milho suficiente no mundo para atender o
pedido. O numero de graos cobriria todos os continentes com uma camada de cinco

centimetros de altura.

28
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Segundo a tradigao, fascinado pela inteligéncia do sacerdote, o Rei o nomeou seu
primeiro-ministro, que era o que o ambicioso sacerdote realmente desejava|5].

Vamos analisar da seguinte forma:

1 — Quadrado — 1 grao = 2%réo

2 — Quadrado — 2 graos = 2'graos
3 — Quadrado — 4 graos = 2%graos
4 — Quadrado — 8 graos = 2%graos
64 — Quadrado — = 2%g130s

Observamos que a quantidade a ser paga é a soma de todas as quantidades por cada

quadradinho do tabuleiro de xadrez.

20 ol 4924 | 4083

2.2 Propriedades das poténcias

A maioria dos problemas envolvendo o estudo de progressoes geométricas é necessario
o uso das propriedades de poténcia, como ferramenta indispensavel para realizacao dos
calculos de P.G..

Por essa razao, apresentamos essas propriedades, no intuito de facilitar a aprendizagem
do aluno, uma vez que ¢é esse um dos nossos objetivos.

expoente

a n =a.a.a.a. ...

—~— <

base nvezes

\2
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1 - Toda poteéncia de expoente 1 ¢ igual a base. Exemplos:

1
4t =4 2 :2
3 3

2 - Toda poténcia de expoente zero e base nao nula ¢ igual a 1. Exemplos:

0
50 =1 (g) =1

3 - Todo ntimero a, diferente de zero, temos que vale a seguinte propriedade:

1
at=—
an
Exemplos:
572:_:i (_4)73_ r 1 1 __l
52 25 (—4)3  (—4).(—4).(-4) —64 64
3’[76;65

4 - O produto 3° .33 pode ser escrito na forma de uma tinica poténcia.

3°.32=3.3.3.3.3.3.3.3 = 38
N— N~

bvezes 3vezes

Para multiplicarmos poténcias que possuem a mesma base, conservamos a base e somamos

0s expoentes, assim:

35 33 _ 35+3 — 38
5 - A divisao 4% + 4° pode ser escrita na forma de uma tnica poténcia.

3vezes

~ N

4 14411 e

45 44444 44 42
N—

bvezes

4+ 8

Para dividirmos poténcias que possuem a mesma base, conservamos a base e subtraimos
0s expoentes, assim:

43 = 4 =435 =472



Progressao Geométrica 31

6 - Podemos reescrever (11 . 6)* como o produto de duas poténcias.

(11.6)* = (11 x6) . (11 x6) . (11 x6) . (11 x6) =11x 11 x 11 x 11x6x 6 x 6 x 6 = 11*x6*

-~

o fator (11x6) aparece 4 vezes 4 vezes 4 vezes

Para elevar o produto de niimeros inteiros a uma poténcia, elevamos cada fator a essa
poténcia, assim:

(11 x 6)* = 11* x 6*

7 - Para o céalculo de poténcia de uma poténcia, procedemos da seguinte maneira:

(5%)° =5% . 52 . 52 = 52122 — 56

3 vezes

Para elevar uma poténcia a um expoente, mantemos a base e multiplicamos os expoentes,

assim:

(52)3:52.3:56

8 - Para efetuarmos o calculo de poténcia de fragoes, agrimos assim:

Para fazer poténcia de fracoes, basta calcular a poténcia do numerador e a poténcia do

2\* 22 4
3/ 3 9

O resumo apresentado das propriedades de poténcias desempenhard um papel impor-

denominador, assim:

tante para a aprendizagem do aluno no que tange o estudo de P.G., tendo em vista que o
mesmo recorrera a essas propriedades para a resolucao de problemas envolvendo P.G., e
sendo dessa forma, consideraremos de fundamental importancia tal resumo, uma vez que,
no estudo de P.G. trabalharemos por demais com poténcias.

Vale ressaltar que nao estaremos perdendo tempo fazendo-a, pois os alunos estao sem-
pre recorrendo a essas propriedades nos diversos assuntos da Matematica, ou até mesmo
em outras disciplinas, como por exemplo, na Fisica e na Quimica. Portanto, sua aplicagao

é essencial para o nosso estudo em questao, visto que, a operacao de multiplicacao se faz
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presente de forma continua no estudo de P.G..

2.3 Progressao Geométrica

Progressao geométrica é uma sequéncia de nimeros reais nao nulos cujo quociente
entre um termo e seu antecedente, a partir do segundo, é uma constante, que aqui no
estudo de P.G., como sao conhecidas as progressoes geométricas, indicada pela letra q.

Dizemos que uma P.G. é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é
o produto do anterior por uma constante ¢ dada. Também podemos representar uma

progressao geométrica de igual forma como representamos uma P.A.:

(a1, ag, as, a4, G5,..., G5 ..., 0p_1,0).

com {1, 2, ..., n} € N e q; representa i-ésimo termo.

Alguns exemplos de progressoes geométricas:

i-(1,3,9 27,81, ...) onde a=1 e ¢=3

i- (-1, =3, =9, =27, =81, ... ) onde a;=-1 e g=3
%, i, é, %, ..) onde a11—1 e q—%
iv - (—32, —16, —8, —4, -2, —1, —5,..) onde a1 =-32 e q=
v-(6,6,6,6,6,..) onde ay=6 e g=1

vi-(3, =3,3, =3,3, =3,3, ...) onde a;=3 e qg=—1

vii- (12, 0, 0, 0, 0,0, ... ) onde a; =12 e ¢g=0

iii - (1,

2.3.1 Classificacao:

Crescentes: Quando cada termo é maior que o anterior. E que por sua vez pode
ocorrer de duas maneiras.

a) com termos positivos:

G,
Ay > Qp—1 <

> 1 — q>1
An—1

Exemplo: i
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b) com termos negativos:

Qn

Qp > Ap—1 — 0< <1 — 0<gx<1

Ap—1

Exemplo: iv
Constantes:: Ocorre quando termo ¢ igual ao anterior. E que por sua vez pode
ocorrer de duas maneiras.

a) com termos todos nulos:

a; =0 e q qualquer

b) com termos iguais e nao nulos:

Ay, = Qp—1 <

Exemplo: v
Decrescentes: Ocorre quando cada termo é menor que o anterior. E que por sua vez
pode ocorrer de duas maneiras.

a) com termos positivos:

an

ap < Qp_1 — 0 < <1 — 0<g<l1
Ap—1
Exemplo: ii
b) com termos negativos:
an
Ay, < Qp_1 > >1 —qg>1
ap—1

Exemplo: iii

Alternantes:
Ocorre quando cada termo tem sinal contrario ao do termo anterior. Isto ocorre quando
q < 0.

Exemplo: vi
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Estacionarias: Ocorre quando a; #0 e ays =az = a4 = ...... =0, portanto ¢ = 0.

Exemplo: vii

2.3.2 Termo geral de uma P.G.

Afim de estudarmos as progressoes geométricas, é necessario conhecermos os seus

termos, para isso apresentamos a seguir a férmula do termo geral que é dada por:

Note que esta formula depende apenas do termo inicial a; e da razao q.
Demonstracao: De fato, pela definicao de P.G. e admitindo que temos o primeiro

termo (a; # 0) e a razao (¢ # 0), os termos podem ser obtidos da seguinte forma:

g = ay .q
as = as.q
as = as.q

n - 1 vezes

Cancelando os termos iguais nos dois lados da igualdade, temos:

an = ay.q"'[10]

Exemplo 2.1 Vamos determinar o vigésimo termo da P.G. (2, 6, 18, ..... ).

18
Solucao: Dados do problema: a; =2 e ¢ = 5= 3
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Substituindo esses valores na féormula do termo geral temos:

20—1
Qo0 = A1 -4

Ao — 2.319

agy = 2324522934

Com o uso de uma calculadora cientifica, obtemos um ntimero com dez digitos.

Desta maneira mostramos a importancia da férmula do termo geral da P.G., diante
de uma situacao simples, mas que certamente os levariam a muitas contas, se caso fossem
calcular cada termo dessa PG até obterem o vigésimo.

Por outro lado, ha situagoes em que o conhecendo-se dois termos de uma P.G. o aluno
desejando determiné-la, recorrerd ao termo geral, no entanto se deparara diante de um
sistema com duas incognitas (o primeiro termo a; e a razao q) a resolver. Para simplificar
o célculo e reforcar ainda mais o conceito de P.G., podemos reescrever a expressao do

termo geral da seguinte forma:

an=oay.q" " (nek) € N

Demonstracao: Seja a P.G. (ay, as, a3, ...., aGg_1, Qp, ... , Up_1, ay) com k,n € N:
a, = aj . qn_l (21)
ap =ay . ¢" ! (2.2)

— = =a, =a . 2.3

ap  ap . gkl ke d (2:3)

|

Com férmula (2.3) podemos calcular a razao de uma P.G., conhecendo dois termos
quaisquer da mesma. Uma outra possibilidade, é de obtermos qualquer termo de uma

P.G., a partir de um termo e a razao dessa P.G. Ainda, podemos utilizar a mesma ideia



Progressao Geométrica 36

aplicada na P.A., que corresponde ao fato de avancar ou retroceder numa sequencia a
partir de um determinando termo, para determinarmos outro termo da sequéncia. Ou
seja, dada a P.G.(ay, as, as, ..., a,) para avancarmos um termo basta multiplicar pela
razao; para avancar dois termos, basta multiplicar duas vezes pela razao, para retroceder
um termo basta dividir pela razao, para retroceder dois termos, basta dividir duas vezes

pela razao[4][11].

Exemplo 2.2 Em uma progressao geométrica, o quinto termo vale 7 e o oitavo termo

vale 189. Quanto vale o sétimo dessa progressao?

Solugao: ag = as . ¢>, pois ao passar do quinto para o oitavo, avancamos 3 termos. Logo:

7.¢°>=189
@ =27
q=3

De forma anéloga, temos:
ar = as . ¢°
a7 = 7 .32
a7 = 63

2.3.3 Propriedades:

As propriedades constituem fundamental importancia na P.G., e as mesmas sao re-
sponsaveis por resolver muitos problemas sobre P.G..

A P.G. possui duas propriedades bésicas, que sao:
Propriedade 1: Numa P.G. com nimero impar de termos, o quadrado do termo médio

¢é igual ao produto dos extremos, ou seja:

2 ) . L
a,, = ay X a,, onde: a, ¢ o termo médio.
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Demonstracao: Seja a P.G. (a1, a2, ..., am, ..., ay_1, a,) sendo n impar, tem-se

que ha ("T_l) termos antes e depois do termo médio, dessa forma podemos escrever as

seguintes expressoes:

U = Q1. 2 (2.4)
p = Uy, - an_l (2.5)
Dividindo (2.4) por (2.5), tem-se:
a a1.q"% a a
q m
_m:—lq%l ot g 2=a.a,
Qn, Am.q 2 Qn am

|
Portanto, em qualquer P.G. com o nimero impar de termos, o quadrado do termo

médio ¢é igual ao produto dos extremos.

Exemplo 2.3 Seja a P.G. (3, 6, 12, 24, 48, 96, 192), verifique a propriedade dada

acima.

Solucao: De acordo com a propriedade temos que o termo médio é o quarto termo. E

dessa forma tém-se:

242 =3 .192

576 = 576

E portanto se verifica a propriedade dada.
Propriedade 2: O produto dos termos equidistantes dos extremos de uma P.G. é

igual ao produto desses extremos, ou seja:
ap . Qg = Q1 . Ay

Demonstracao: Seja a P.G.: (a1, a9, a3, ...,ap, ..., Qg,...,Qn_1,0,). Observamos que a
N—— —————

temosp termos temos p termos
partir do primeiro termo até o termo a,, existem p termos e a partir do termo a, até o termo

a, também existem p termos. Por isso esses termos sao denominados de equidistantes dos
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extremos. Temos que provar que o produto desses termos (a, . a,) ¢ igual ao produto dos

extremos (aj . ay).
De fato:

Temos que,

Dividindo-se (2.6) por (2.7) tem-se:

-1
ap _ ay . q° ap a;

= = = —_ = — =

an Qg . q°71 an,  aq

Qp . Qg = Q1 . Qp

Exemplo 2.4 Seja a PG (3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384), verifique a propriedade dada

acima.

Solugao: De acordo com a propriedade temos os seguintes pares de termos equidistantes

dos extremos: 6 e 192; 12 e 96; 24 e 48. E desta forma temos:

6.192 = 3.384
12.96 = 3.384

24 .48 = 3.384

o que verifica a propriedade dada.

2.3.4 Soma dos n termos de uma P.G. finita

Antes de apresentarmos a férmula da soma dos n primeiros termos de uma P.G. e a

sua demonstragao, vamos resolver umm exemplo, em que o aluno tem todas as condicoes

de determinar a soma desejavel dos termos de uma P.G..

Exemplo 2.5 Obtenha a soma dos dez primeiros termos da PG (1, 2, 4, ... ).
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Com célculos basicos de multiplicacao e adi¢ao, o aluno chegaré a solugao do problema.
Vejamos como ele se sai quando pedimos para que calcule a soma dos vinte primeiros
termos da mesma P.G..

Certamente nao tentarao buscar uma solugao, em decorréncia da quantidade de termos
pedidos para tal soma e por outro lado, se tornaria muito cansativo e necessitaria de muito
tempo para encontrd-la, o que os desestimulariam.

Entao, diante desse desestimulo, apresentaremos a seguir a férmula da soma dos n
termos iniciais de uma PG finita e em seguida a sua demonstragao. Para posterior re-
solvermos o problema lancado para o nosso aluno e soma dos graos necesséarios para pagar
a sua promessa ao inventor do xadrez.

Sendo dada uma PG, isto é, conhecendo-se os valores de a; e ¢, a seguir determina a

soma (S,) dos n termos iniciais dessa progressao geométrica.

|
Sn:al.(q ) com q # 1
qg—1

Agora vejamos a demonstragao dessa féormula:

Demonstragao: Temos que:

Sp=a14+a.q+a . ¢+ ... +ar.¢" *+a.¢" T +ar . " (2.8)

Multiplicando ambos os membros de (2.8)por ¢, obtemos:

q.Sn:al.q+a1.q2—|—a1.q3+ ..... +a1.q"_1—|—a1.q” (2.9)

Comparando os segundos membros de (2.8) e (2.9), observamos que a parcela a; s6
aparece em (2.8), a parcela a; . ¢" s6 aparece em (2.9) e todas as outras partes sdo comuns

as duas igualdades, entao, subtraindo (2.9) de (2.8), temos:

q.S.=a1.¢" —a1 = Sn.(q—l):al.(q"—l)
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E portanto, a soma dos n termos iniciais de uma PG é dada por:

n—1
Sn:al.(q ) comq #1
qg—1

|
Retomando para o problema jogado para o aluno que pedia para se determinar a soma

dos vinte primeiros termos iniciais da PG (1, 2, 4, .... ), temos:

Dados do problema: a1 =1 e g¢g=2

Substituindo esses valores na formula da soma dos termos de uma PG finita temos:

220 1
Sy =1.
n=1(57)

Sog =229 — 1

Sao = 1048576

Apresentaremos agora uma solucao para a lenda dos graos de trigo.
Temos a nossa PG (2°, 21, 22 ... 2%)ondeg=2ea; =2° =1, ag =1x2% ¢
n =64

Utilizando a férmula da soma obtemos:

204 — 1
Sea = 1.
u=1(57)

Sea = 2% — 1

Ses = 18446744073709551615

Como vemos, o criador do xadrez nao tinha nada de bobo.

Vejamos outro exemplo para reforcar a ideia da soma dos termos de uma PG:

Exemplo 2.6 No 1° dia de dezembro, um menino propés ao pai que lhe desse R$1,00 e
fosse, a cada dia, dobrando o valor da quantia didaria até 24 de dezembro. O filho usaria
o dinheiro para comprar um presente de Natal para o pai. De quanto vai dispor o filho

para comprar o presente?
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Solucgao: Temos que o primeiro termo dessa PG é 1, a razao é 2 e apresenta 24 termos.

Substituindo na férmula acima demonstrada temos:

_ ¢ —1
Sn—a1<q_1)
224 —1

=1.
su=1. (57)

Sey = R$ 16.777.215,00

Portanto, o pai desse menino precisara de R$ 16.777.215,00. Uma quantia bem elevada

para um presente.

2.3.5 Soma dos termos de uma P.G. infinita

Numa P.G. do tipo (1, 4, 16, 64, .... ) ndo seria possivel calcularmos exatamente a
soma de todos os seus termos que crescem infinitamente. Porém, ha casos em que a PG
é decrescente, ou seja, possui razao —1 < ¢ < 1e g # 0 e neste caso, calculamos a sua
soma.

Consideremos, por exemplo, uma crianca que possui uma barra de chocolate e nao
quer vé-la acabar tao rapido. Essa crianca decide, entao, que vai comer sempre a metade
do pedago que ela tiver.

Assim, no primeiro dia comera a metade da barra inteira. No segundo dia, a metade
da metade que sobrou do dia anterior. No terceiro dia, comerda a metade do pedaco do
dia anterior, e assim por diante.

Esses pedagos consumidos formam uma P.G. infinita (considerando-se que a crianga
conseguiria dividi-la sempre) e decrescente:

Porém, a soma de todas essas quantidades seria igual & barra toda [17].

Dessa forma, é possivel determinar a soma desse tipo de P.G. infinita, por meio da

expressao:
ay

Szl—q

E importante destacarmos que a tultima férmula somente podera ser utilizada no

calculo da soma dos termos de uma P.G. infinita na qual |¢| < 1.
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Na demonstracao abaixo usaremos o conceito de limite de forma bem basica que
possibilitard o entendimento dessa demonstragao com facilidade. Sendo assim, vejamos a
demonstracao dessa formula matematica.

Demonstracao: Tomemos como ponto de partida, a formula para determinar a soma

dos termos de uma P.G. finita:

S, =ay . <qn_1) (2.10)

qg—1
Seja a P.G. infinita (aq, as, as, ..., ap, ... ) , e reescrevendo (2.10), temos:
Sp—a. (L)oo @ (2.11)
g1 g—1  q—1 '

Notemos que a; e ¢ sao constantes numa P.G., de modo que (%) também o sera.
Por outro lado, ¢" é variavel, devido a n.

Dessa forma, temos que quando —1 < ¢ < 1e g # 0 e n tendendo para o infinito
temos que o termo ¢" se aproximara de zero, vejamos:

1
Fazendo g = —coma € Zen — oo, temos:
a

Consideraremos <—n) igual a zero, por estar tao proximo de zero a medida que
a

fazemos n crescer. Assim sendo, podemos reescrever (2.11) da seguinte maneira:

0
Sn:al _ aq
q—1 q—1
S, =0 + —2
1—g¢q
3]
S, = 2.12
T (2.12)

Portanto, para obtermos a soma dos infinitos termos de uma P.G. infinita decrescente
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e substituindo n por oo, utilizaremos a férmula a seguir:

a1

Sec =

. (2.13)

|
Vale reforcar que a condicao —1 < ¢ < 1 é necessaria para a determinarmos a soma
da sequéncial.

Agora vamos utilizar (2.13) para verificar que a quantidade de chocolate consumida

pelo menino, corresponde uma barra de chocolate.

1 1
Sendo assim, temos: a; = 3 eq= 27 substituindo na expressao dada, obtermos:
1
2

Conforme fora mencionado acima.

Outra aplicacao da féormula da soma dos termos de uma P.G. infinita é determinacao
das fragoes geratrizes de dizimas periddicas. E que podera ser mostrado com um exemplo
simples e pratico.

Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.7 Utilizando a formula da soma dos infinitos termos de wma progressao

geométrica, encontre a fracao geratriz da dizima periodica 0, 666....

Solugao: Podemos decompor a dizima periddica através da adicao de infinitas parcelas

as quais sao termos de uma PG. Entao vejamos a decomposicao:

6 6 6 6 6 6
0,666... = 0,6 + 0,06 4 0,006 + ..... =—+—+—+ ==+ —=+ =+ ..
’ 0+ 58045, * 10+100—|—1000+ 10+102+103jL
b las d ' 0 6 0 d a0:
Observemos que as parcelas determinam a P.G. (E + T2 + 10 + ..) e Tazao:
6
1 1
U6 0
102

!Para mais esclarecimentos, veja a seguinte referéncia[19]
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1
C0m0—1<1—0<1,temosqueS: = =—=—.

1 - —
10
Portanto, a fragao geratriz da dizima periédica 0, 666... é

Wl N

2.3.6 Representacoes especiais para uma P.G.

Pata resolver muitos problemas de P.G. utilizamos algumas notagoes para representa-
la. Geralmente sao PG com 3 ou 4 ou 5 termos, entao vejamos as seguintes notagoes
praticas:

x
a) PG com 3 termos: ( — | T .
) ( PN
N~~~ a2 as
al

Exemplo 2.8 A soma de trés niumeros em progressio geométrica € 19. Subtraindo-se 1

ao primeiro, eles passam a formar uma progressao aritmética. Quais sao esses niumeros?

Solugao: Sejam (x —r, x, = + r) a progressdo aritmética e (z —r + 1, =, z+7r) a
progressao geométrica.
Dado que x —r+ 1+ x4+ 2 +r =19, tem-se que 3z = 18 portanto: x =6

Substituindo o valor de x encontrado na P.G. tem-se:
6—r+1,6,64+r — T7T—17 6, 6+7r

E pela defini¢ao de P.G. temos:

o que resulta em: 36 = (7—1) x (6 4+ r) De onde encontramos os seguintes valores
pararazao: r=3 our = —2
Desta forma os ntimeros sao 4, 6 e 9ou 9, 6 e 4.

E interessante mostrarmos para o aluno que qualquer uma das sequéncias encontradas
satisfazem o problema. Para isto deixemos a cargo do nosso aluno tal verificacao.

b) PG com 4 termos: ( roZ Lz .y, . yY) com q =1y
~—~ N——

vy
vv as as

al as
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r T
¢) PG com 5 termos:  —

2
-, X ,x.qx.q
) Y ) )
M~ N @ aq as
al a2
Da mesma forma que no estudo de progressao aritméticas, as notacoes apresentadas
acima nao se restringem somente para as P.A.’s de 3 ou 4 ou 5 termos, mas também
quando houver problemas que trazem consigo situagoes envolvendo(3 ou 4 ou 5) termos

consecutivos de uma P.G. qualquer, sendo dadas caracteristicas desses termos.

2.3.7 Interpolacao geométrica

E possivel supor a quantidade de pessoas presentes em um evento piblico, correspon-
dente a cada hora, aos termos de uma progressao geométrica em um determinado periodo
do dia. Inicialmente, existiam 8 pessoas, mas apos 5 horas, o nimero total era igual a
25000. Dessa forma, como evoluiu o nimero total de pessoas por hora?

Este problema pode ser representado do seguinte modo:

8 ——— ——— ———, ———, 2500

4 meios geométricos

Utilizando os conceitos estudados de PG, podemos escrever:

a1 =8 a,=a5=2500 n=4+2=6 ¢q="

Diante desses dados podemos obter a razao utilizando a férmula do termo geral da PG:

ag = ar.q""
2500 = 8. ¢°
q° = 3125

q = V3125

Logo, a cada hora, o nimero de pessoas presentes ao evento quintuplicava, ou seja, era

multiplicado por cinco.
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Dai podemos dizer que:

ap =8 ay=40 a3=200 a4 =1000 as5=5000 ag= 25000

Na situagao apresentada, fizemos uso de uma interpolagao geométrica. Nesse caso, a
palavra interpolacao significa insercao de elementos na sequéncia. Os termos inseridos
sao chamados de meios geométricos.

Interpolar ou inserir k meios geométricos entre os nimeros a e b significa construir
uma PG com (k 4 2) termos, onde a é o primeiro e b é o tltimo termo da progressao

geométrica.

2.3.8 Produto dos n termos de uma P.G.

Conhecendo-se as propriedades de P.G., podemos determinar o produto desses n ter-

mos por meio da seguinte expressao:

n n(n—1)
P,=a".q 2

Vejamos a demonstracao dessa férmula:
Demonstragao:
Seja

P=ay.ay.a3. - .ay, (2.14)

Temos dois casos a considerar:
1° caso: n par

Sendo n par temos (% — 1) pares de termos equidistantes dos extremos. E pela pro-

priedade dada anteriormente, temos que o produto de dois termos equidistantes dos ex-
tremos € igual a produto dos extremos. Dessa forma podemos reescrever (2.14) da seguinte

forma:

P,=(as . an1)(as . an_2)(ag . ap_3)--- (a% ) a%H) (ay . ap) (2.15)
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Como cada par de produto em (2.15) é igual ao produto dos extremos temos:

P, =(a1.ay) (a1 . ay)--- (a1 . an) (2.16)

P,=(a; . ay)? (2.17)

Substituindo a,, por a; . ¢" ' em (2.17) tem-se:

0[3

P, = (a1 .ap . q"il)

n n(n—1)
Pn =a .q 2
2° caso: n Tmpar
Sendo n impar temos ("—’1 — 1) pares de termos equidistantes dos extremos mais o

2

termo médio, que pela segunda propriedade de PG dada, tem - se que o quadrado desse
termo médio (a,,) é igual a produto dos extremos. Dessa forma podemos reescrever (2.14)

da seguinte maneira:
P,=(az . an_1)(as . an_2) (ag . ap_3)--- (CLL—I . CLL-&-3> Q- (a1 . ay) (2.18)
Como cada par de produto que ha é igual ao produto dos extremos temos:

P, = £a1 cap)(ay . ay) - (ar . an) -y . (ar . ay) (2.19)

-~

"7_3 parcelas de produtos

Dessa forma temos ("T’g’ + 1) parcelas de produtos mais um termo, o termo médio.

Assim sendo, podemos reescrever (2.19) da seguinte forma:

P,=(a1.a,) % .an (2.20)

2

Sabendo-se que a,,* = a; . a, tem-se que a,, = (a; . e substituindo esta em

S
S
~—
[SIE
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(2.20), temos:

(a1 . an)? = (ay . an)? (2.21)

n n n(n—1)
P,=a12 .a12 .q 2

n n(n—1)
P,=a".q 2

Vejamos a verificagao da férmula com o exemplo a seguir:

Exemplo 2.9 Seja a P.G.: (3, 6, 12, 24), temos Py = 3.6.12.24 = 5184. Deter-

mine Py dessa P.G. utilizando a formula do produto dos n primeiro termos de uma P.G.

Solucao: Dados: a1 =3 ¢q¢=2 n =4, tem-se:

P, =3 2%
P, =81.2°
P, =81.64
P, = 5184

Dessa forma verificamos a validade da formula.

2.4 Juros compostos

As primeiras transacoes comerciais de que se tem noticia foram as trocas de mer-
cadorias. Preocupado com os bens que poderia acumular, o homem comegou a trocar
o excedente do que produzia por mercadorias que lhe fossem mais convenientes. E daf
que vem o termo salario, quantidade de sal que era dada como pagamento. As primeiras

moedas surgiram no século VII a.C. na Turquia. Eram pegas feitas geralmente de metal,
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que substituiam as mercadorias e iam organizar a comercializacao de produtos. Durante
muito tempo possuiram um valor real que dependia, portanto, do material que eram feitas,
ao contrario do que acontece hoje, quando as moedas tém valor nominal.

Na Idade Média surgiu o costume de se guardar os valores com o ourives, pessoa que
negociava objetos de ouro e prata. E como garantia ficavam com um recibo que com o
tempo acabou sendo usado para efetuar pagamentos, dando origem a moeda de papel.
Ficava assim instituida a figura do banco.

A relagao entre o dinheiro e o tempo foi logo percebida, uma vez que em processos
de acumulagao de capital a moeda desvalorizava com o passar do tempo. Foi entao que
surgiu o conceito de juro, uma espécie de remuneracao do banqueiro.

Por volta de 575 a. C., a Babilonia sediava alguns escritérios de banqueiros que
cobravam altas taxas pelo dinheiro que emprestavam a fim de financiar o comércio in-
ternacional da época. O juro era pago como uma recompensa pelo dinheiro emprestado,
como se fosse um aluguel. Com o tempo, uma extensa rede bancaria foi criada no século
XII, iniciada em Veneza. Proliferavam-se as instituicoes financeiras.

Assim se desenvolveu a Matematica Financeira, que utiliza uma série de conceitos
matematicos aplicados a anélise de dados financeiros em geral. E uma drea da Matematica
especialmente pratica, pois é aplicada em situagoes particulares e objetivas.

Atualmente, qualquer transacao comercial demanda, de quem a faz, certo conheci-
mento de alguns conceitos especificos dessa area da Matematica. A simples decisao de
se comprar um bem a prazo ou a vista envolve o calculo financeiro: no caso de se dispor
do dinheiro e ele estar aplicado, precisaremos comparar os juros cobrados pela loja e os
oferecidos pelo banco.

O regime de juros compostos é o mais comum no dia-a-dia do sistema financeiro e
do calculo economico. Nesse regime os juros gerados a cada periodo sao incorporados ao
capital aplicado para o calculo de juros do periodo subsequente. Ou seja, o rendimento
gerado pela aplicacao é incorporado a ela, passando a participar da geragao de rendimentos
no periodo seguinte; dizemos entao que neste sistema sao cobrados juros sobre juros, isto
é, os juros sao capitalizados. Chamamos de capitalizagao ao processo de incorporagao dos
juros ao principal (capital)[0].

No quadro abaixo apresentamos um exemplo. Suponha que se aplicdssemos R$ 1.000, 00
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durante trés anos a taxa de 20% a.a., terfamos os seguintes rendimentos no regime de juro

simples e de juros compostos.

JURO SIMPLES JUROS COMPOSTOS

ANO RENDIMENTO MOTANTE RENDIMENTO MOTANTE

1 | R$1.000,00 x 0,2 =RS 200,00 R$1.200,00 |RS1.000,00 x 0,2 =RS 200,00 | RS1.200,00

2 | R$1.000,00 x 0,2 =RS 200,00 RS$1.400,00 |RS1.200,00 x 0,2 =RS 240,00 | RS1.440,00

3 | R$1.000,00 x 0,2 =RS 200,00 RS$1.600,00 |RS1.440,00 x 0,2 =RS 288,00 | RS1.728,00

Figura 2.1: Tabela comparativa entre JS e JC

Um investimento de R$ 1.000,00 a juros simples de 20% a.a. ganha R$ 200,00 por
ano. Em trés anos o montante seria de R$ 1.600,00. Entretanto, se, a medida que
forem recebidos, os juros forem incorporados ao principal, o montante serd R$ 1.728,00
ao término dos trés anos. A juros compostos o dinheiro cresce exponencialmente em
progressao geométrica ao longo do tempo, dado que os rendimentos de cada periodo sao

incorporados ao saldo anterior e passam, por sua vez a render juros.

2.4.1 Demonstracao da formula do montante a juros composto

O regime de juros compostos é o mais comum no sistema financeiro e portanto, o
mais 1til para calculos de problemas do dia-a-dia. Os juros gerados a cada periodo sao
incorporados ao principal para o célculo dos juros do periodo seguinte.

Chamamos de capitalizagao o momento em que os juros sao incorporados ao principal.
Vejamos a demonstracao da férmula que nos permite calcularmos o montante nesse regime
de capitalizacao.

Demonstragao: Para calcularmos, no sistema de juros compostos, o montante M
produzido por um capital C, aplicado a taxa i ao periodo, no fim de n periodos, temos:

1° periodo:

Mi=C+J,=C+1i.C=C(1+1)
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2° periodo:

My =M, +i. M,

My =C(1+i)+i.C(1+19)
My =C(1+414)(1+7)

My = C(1+1i)?

3° periodo:

Mz = My +i . M,
M;=C(+i)+i.C(1+1i)?
Mz =C(1+i)*. (1+1)

Mz =C(1+i)?

n periodos:

M, =M, +i. M,
M,=C+i)" " +i.CQ+i)"!
M, =C(1+d)"" . (1+1)

M, =C(1+q)"

Podemos escrever entao que, no sistema de juros compostos, o capital C, aplicado a taxa

i ao periodo, produz juros J e gera um montante M, no fim de n periodos:

M, =C . (1+i)"
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Agora, fazendo uso da féormula, como fica o exemplo dado?
Temos:
Capital: C' = R$ 1.000, 00
Taxa: i = 20% ao més

Periodo: n = 3 meses

M, = C.(1+i)"
Ms = R$ 1000 . (1 +0, 20)3
Ms; = R$ 1000 . 1,728

M3z = R$ 1.728,00

E, para sabermos o juro produzido, fazemos:

J=M-C
J = R$ 1.728,00 — R$ 1.000, 00
J = R$ 728,00

2.4.2 Uso da P.G. no calculo do montante a juros compostos

Sabemos que numa P.G. obtemos um termo posterior, multiplicando o anterior pela
razao, a partir do segundo. E numa aplicacao a juros compostos, temos que o montante
ao final de cada periodo, sofre acréscimos de i% sobre o montante anterior que compoe os
juros produzidos ao final de cada periodo e que tem como termo inicial o capital aplicado.
Desta forma, percebemos que o montante, ao final do primeiro periodo, se encontra deslo-
cado um termo a frente do primeiro de uma progressao geométrica, considerando n € N,

conforme podemos observar abaixo:

Termosda P.G. | a; | as | a3 | a4 | -+ | @p_1 an,
Montantes CO M1 M2 M3 tee Mn_g Mn—l

Tabela 2.1: Relagao entre P.G. e Montante

Agora pretendemos estabelecer uma correspondéncia entre os termos de uma P.G. e

os montantes ao final de cada periodo, incluindo ai o capital Cy aplicado. De fato,
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ay corresponde ao montante inicial — a3 = My = Cy(1 +1)° = Cy;
as corresponde ao montante ao final do primeiro perfodo —  ay = My = Co(1 +14)%;

az corresponde ao montante ao final do segundo perfodo — a3z = My = Cy(1 + )?;

Y

a,, corresponde ao montante ao final do (n — 1) periodo — a,, = M,,_; = Co(1 + )" !

Diante da expressao que determina o termo geral de uma P.G. (a, = a; . ¢"!)
e da expressao que determina o montante correspondente ao n-ésimo termo (M, ; =

Co . (1 +14)" ') e por comparagao, temos:
a, = M, _; a; = Cy e qg=(1+1)

Assim, para que a sequéncia: (Cy, My, My, Mz, My, ....... , M,_1), seja uma PG,
as trés condicoes acima apresentadas deverao ser satisfeitas. Tendo as duas primeiras
condicoes ja verificadas, resta mostrarmos a terceira condicao.

De fato, dados dois montantes consecutivos My e My, com k € N, temos:

My Go(1+i)F (140! _— |
7 o i (e

Para ratificarmos a relacao que ha entre PG e o montante no final de cada periodo,
incluindo nessa sequéncia o capital aplicado inicialmente a juros composto, propomos em

sala de aula, o seguinte exemplo:

Exemplo 2.10 Paulo aplicou R$100,00 a juros compostos durante 6 meses a taxa de

200% ao més. Determine o montante obtido por essa aplicacdo no final de cada periodo.

Para agilizar no tempo, dividiremos a turma em 5 grupos e determinaremos que cada
grupo fique com um final de periodo para calcular o montante.

Feito os cédlculos obteremos a seguinte disposi¢ao abaixo:

C(] M1 M2 M3 M4 M5
100 | 300 | 900 | 2700 | 8100 | 243000

Tabela 2.2: Tabela dos Montantes Calculados
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Diante dessa sequéncia de niimeros representam montantes, incluindo nessa sequéncia
o capital inicial, pediremos que a turma de forma individual determine o quociente entre
nimero posterior e o anterior dessa sequéncia, a partir do segundo. Os alunos chegarao a
conclusao de que o quociente é constante em toda essa sequéncia e igual a 3.

Com esses resultados, os indagaremos sobre a sequéncia encontrada com a seguinte
interrrogativa: Essa sequéncia representa uma PG? Esperamos que ele reconheca de ime-
diato que se trata de uma PG de razao 3. E de fato notarao que se trata de uma PG de
acordo com a definicao dada de progressao geométrica. E para ratificar ainda mais o que

fora afirmado de que ¢ = (1 + 1), calculemos a razao dessa PG, utilizando essa expressao.

r:(1+i):(1+200%):(1—1—%)2(1—1—2):3

Portanto, para obtermos o montante ao final de cada periodo multiplicaremos o montante
anterior por (1 4+ i) o que na verdade estd representando a razao de uma progressao
geométrica de primeiro termo Cj,.

E de forma simples e de facil compreensao, mostramos para o nosso aluno que o
montante a juros compostos, incluindo o capital aplicado, sempre representarao uma
PG, pois cada montante a partir do referente ao final do primeiro periodo serao obtidos
multiplicando-os a (1 + i).

Por fim, pediremos aos alunos que pesquisem problemas envolvendo célculo de mon-
tante a juros compostos e verifiquem se de fato que esses montantes formam, ou melhor,
representam uma progressao geométrica e por meio da relagao ¢ = (1 + ), pede-se que

os mesmos determinem a razao confrontando com a definigao de PG que estabelece razao

Ant-1
an

como o quociente entre o termo posterior e o anterior a partir do segundo, isto é, ¢ =

2.5 A Espiral Logaritmica

Jacques Jacob Bernoulli? tinha fascinacao por curvas e pelo cdlculo, e uma curva
tem seu nome - a “lemniscata de Bernoulli”, dada pela equacao por > = acos20. A

curva fol descrita na Acta eruditorum de 1694 como semelhante a um oito ou uma fita

%(Basileia, 27/12/1654 - Basileia, 16/08/1705), foi o primeiro matemético a desenvolver o cédlculo
infinitesimal para além do que fora feito por Newton e Leibniz, aplicando-o a novos problemas.
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com lago (lemniscus). Mas a curva que mais lhe prendeu a imaginagao foi a espiral
logaritmica. Bernoulli mostrou que tem vérias propriedades notaveis nao observadas
antes: (1) a evolutiva de uma espiral logaritmica é uma espiral logaritmica igual; (2) a
curva pedal de uma espiral logaritmica em relagdo seu polo (isto é, o lugar geométrico
das projegoes do polo sobre as tangentes da curva dada) é uma espiral logaritmica igual;
(3) a caustica por reflexdo para raios emanado do polo (isto é, a envoltéria dos raios
refletidos em pontos da curva dada) é uma espiral logaritmiva igual; e (4) a caustica por
refracdo para raios emanados do polo (isto é, a envoltéria de raios refratados em pontos
da curva) é uma espiral logaritmica igual. Estas propriedades o levaram a pedir que a
spira mirabilisfosse gravada em sua pedra tumular juntamente com a inscricao Fadem
mutata resurgo (“Embora modificada, novamente aparego igual”)[2].

Seu nome, curva de spira mirabilis (em latim, espiral maravilhosa), advém de sua

expressao analitica, que pode ser escrita na forma de:

Onde r é a distancia a partir da origem, 6 é o angulo desde o eixo x , e a e b
sao constantes arbitrarias. A espiral logaritmica é também conhecido como a espiral
geométrica, a espiral de crescimento, espiral equiangulo e Spira mirabilis.

Esta espiral esta relacionada com os numeros de Fibonacci, a proporcao aurea, e

retangulos de ouro, e as vezes é chamado de espiral dourada .

Figura 2.2: Espiral Logaritmica

A Espiral Logaritmica apresenta-se em varias ocorréncias na natureza, tais como:

e Os bracgos das galaxias espirais sao aproximadamente espirais logaritmicas. Nossa
propria galaxia, a Via Lactea, é considerada predominantemente pelos astronomos

como tendo quatro bragos espirais maiores, cada um deles sendo uma espiral logaritmica
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de uns 12 graus.
e Os bracos dos ciclones tropicais, como os furacoes, também formam espirais logaritmicas.

e Em biologia sao frequentes as estruturas aproximadamente iguais a espiral logaritmica.
Por exemplo, as teias de aranhas e as conchas de moluscos. A razao é a seguinte:
comecga com uma figura irregular Fy. Se aumenta Fy em um certo fator para obter
Fy, e se poe Fy junto a Fy, de forma que se toquem dois lados. Se aumenta F} no
mesmo fator para obter Fj, e se poe junto a I}, como antes. Repetindo este processo
se gera aproximadamente uma espiral logaritmica cujo grau esta determinado pelo

fator de expansao e o angulo com que as figuras sao postas uma ao lado de outra.

e Os falcoes se aproximam de sua presa segundo uma espiral logaritmica: sua melhor
visao estd em angulo com sua direcao de voo; este angulo é o mesmo que o grau da

espiral.

e Os insetos se aproximam da luz segundo uma espiral logaritmica porque acostumam-
se a voar com um angulo constante em relacao a fonte luminosa. Normalmente o
Sol é a unica fonte de luz e voar desta forma consiste praticamente em seguir uma

linha reta.

e Em geotecnia, a superficie de falha é o lugar geométrico dos pontos onde o solo “ “se
rompe” e permite um deslizamento, ao estar submetido a cargas maiores a que pode
suportar. Estas superficies de falha em muitos casos sao iguais ou aproximaveis a

uma espiral logaritmica[21][22].

2.6 Crescimento Populacional

Thomas Robert Malthus nasceu no ano de 1766, no condado de Surrey, na Inglaterra.
Filho de Daniel e Henrieta Malthus era o pentltimo de sete irmaos. Provavelmente, sobre
influéncias pedagdgicas de Jean-Jacques Rousseau (1712-1778), Daniel fez com seus filhos

nao frequentassem escolas antes de ter idade suficiente para frequentarem a universidade,
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educando tanto Malthus como seu irmao na sua prépria casa (SZMRECSANYF”, 1982
apud OLIVEIRA, 2011).

Em 1784, dezoito anos de idade, Malthus comegou a estudar no Jesus College da
Universidade de Cambridge, se formando em Matemédtica quatro mais tarde. Ele teve a
oportunidade de estudar a Fisica newtoniana e recebeu uma boa formacao humanistica,
tornando-se versado em Histéria e em Letras cldssicas (grego, latim) e modernas (inglés,
franceés).

Em 1804, Malthus casou-se com sua prima Harriet Eckersall e, em 1805, foi nomeado
professor de Historia Moderna e Economia Politica no East India College. Segundo Szm-
recsanyi(1982), as atribuicoes deste posto, que foi conservado até a morte, deram origem
a todos seus demais trabalhos. Malthus faleceu em 1834 [12].

Sua fama decorreu dos estudos sobre a populagao, contidos em dois livros conhecidos

como Primeiro ensaio e Segundo ensaio:

e Um ensaio sobre o principio da populagdo na medida em que afecta o melhora-
mento do futuro da sociedade, com notas sobre as especulagoes de Mr. Godwin, M.

Condorcet e outros escritores(1798).

e Um ensaio sobre o principio da populagao ou uma visao de seus efeitos passados
e presentes na felicidade humana, com uma investigacao das nossas expectativas

quanto a remoc¢ao ou mitigacao futura dos males que ocasiona(1803).

O crescimento da populacao, os meios de subsisténcia e as causas da pobreza em
plena Revolucao Industrial sao os problemas centrais analisados pelo economista classico
Thomas Robert Malthus. Segundo Malthus: “Pode-se seguramente declarar que, se nao
for a populagao contida por freio algum, ird ela dobrando de 25 em 25 anos, ou crescera
em progressao geométrica (1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, ...). Pode-se afir-
mar, dadas as actuais condigoes médias da terra, que os meios de subsisténcia, nas mais
favoraveis circunstancias, sé poderiam aumentar, no méximo, em progressao aritmética

(1, 2,3, 4,5, 6, 7,8, 9, 10)".

30 professor Tamas Szmrecsanyi escreveu o livro Thomas Robert Malthus: economia com o intuito de
passar em revista a vida e a obra de Malthus. Neste livro sao apresentados alguns dos principais trechos
de publicagoes selecionadas no que se refere as teorias da populagao, de renda de terra e da demanda
efetiva.
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Segundo o economista classico Malthus o poder da populacao é tao superior ao poder
do planeta de fornecer subsisténcia ao homem que, de uma maneira ou de outra, a morte

prematura acaba visitando a raga humana.
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Figura 2.3: Representagao grafica da Teoria Malthusiana
Fonte: Disponivel em OLIVEIRA, Camila Fogaga de

2.6.1 Modelo de Malthus

Thomas Malthus, no trabalho “An Essay on the Principle of Population” formulou um
modelo para descrever a populagao presente em um ambiente em funcao do tempo.

Considerou P = P(t) o numero de individuos de uma populagao, sendo Py esta pop-
ulagao no instante ¢ = 0.

Considerou a hipdtese que os nascimentos e mortes naquele ambiente eram propor-
cionais a populacao presente e que a variacao da populacao era conhecida entre dois
periodos, num lapso de tempo At.

Se AP ¢ a variagao da populagao, temos:

AP = nP(t)At — mP(t)At

onde nP(t)At é o nimero de nascimentos e mP(t)At é o niimero de mortes no perfodo.

Dessa forma
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AP

onde k = n - m, representa uma constante de proporcionalidade da populacao, a qual
assumiu ser dependente apenas de taxas constantes de natalidade e mortalidade.
Tomando o limite quando At — 0, obtemos

ap
~ —kP
dt

que é a EDO para o modelo populacional do ponto de vista de Malthus.

A solucao da EDO % = kP, obtida pelo método das variaveis separaveis ¢ dada por:

P(t) = C.et

Se no instante t = 0, a populacao tem F, individuos, entao a constante C pode ser

tomada como C = P, e desse modo:

P(t) = Py.e™

é a solucao da equacao populacional de Malthus, mas o grafico correto para esta funcao
depende dos valores de F, e k.

Portanto, conclui-se que:

e Se k > 0, a populagao cresce.

e Se k < 0, a populagao se reduzira.

Este modelo que estudamos supoe que o meio ambiente tenha pouca ou nenhuma
influéncia sobre a populacao, logo, ele funciona melhor como um indicador do potencial
de sobrevivéncia e de crescimento de uma certa espécie de populagao do que como um
modelo para mostrar o que realmente ocorre[l3].

Como a solu¢ao P = P(t) é uma funcao exponencial, o seu gréfico terd a mesma forma
que o grafico da fungao f(t) = e'. O modelo Malthusiano, devido & curva exponencial de

P(t) pode ser denominado como modelo de crescimento exponencial. No entanto, como
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podemos relacionar este modelo com o crescimento de uma populagao que cresce de forma
geométrica? Esta pergunta é respondia com a situacao dada a seguir:

- Suponhamos que uma populagao a cada més aumente na razao a, i.e., no primeiro
més é Py, no segundo aP,, no terceiro a?Py, etc.

Podemos verificar que o crescimento descrito acima corresponde a uma progressao

geométrica e desse modo, a populagao no meés t é dado pela expressao:
P(t) = d'P,, (2.22)

onde P(t) corresponde ao termo de ordem ¢ na progressao, ou seja, P(t) = P,. Agora,

derivando P(t) em relagao a t, temos:

d d
%P(t) = a'ln(a) Py = %P(t) = In(a)P(t),
que corresponde ao modelo de Malthus com k = In(a), isto é, P(t) satisfaz o modelo

malthusiano com a taxa de crescimento populacional k£ = In(a). Portanto, P(t) pode ser

escrito da forma:

P(t) = ™R,

Em concordancia com as idéias de Malthus, onde afirmava que a populagao crescia de

forma geométrica.
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Ao concluirmos este trabalho, faz-se necessario tecermos um breve resumo sobre os
principais pontos tratados. Este capitulo tem como finalidade apresentar as conclusoes
obtidas no estudo de progressoes para os alunos do 1° ano do Ensino Médio segundo uma
abordagem contextualizada e fazendo uso de demonstragoes das férmulas apresentadas
para a resolugao dos problemas que envolvam progressoes.

Esta pesquisa teve como objetivo facilitar a compreensao do conhecimento de acerca
de progressoes dos alunos da 1 série do ensino médio, assim como, servir de material
auxiliar para professores que trabalham nessa modalidade de ensino, além de apresentar
aplicagoes importantes do estudo sobre progressoes.

Consideramos que através desta abordagem o aluno foi capaz de construir seus préprios
conhecimentos que o ajudaram a resolver problemas, fazendo o uso correto das férmulas
apresentadas em nosso trabalho de pesquisa.

A maioria dos livros diddticos faz uma abordagem diferente da que desenvolvemos
nesse trabalho, uma vez que nao se preocupam como as féormulas surgem, apenas as langam
aos alunos, visto que nao as justificam, ou melhor, nao fazem uso de demonstragoes para
representar o caso geral e de fato se faz necessario e importante mostrarmos a validade
de cada férmula estudada para que o aluno compreenda melhor o assunto. Além disso,
acreditamos ser importante para o professor ter uma atitude critica frente as férmulas
que lhe sao apresentadas nos livros didaticos, uma vez que, estes sao suas ferramentas de
trabalho.

Pretendiamos buscar um estudo de progressoes com mais aprofundamento para os
alunos e oferecer aos docentes uma maior seguranca do assunto exposto quando tra-

balhado em sala de aula. Na tentativa de satisfazer esse desejo procuramos confirmar
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a hipotese de que a abordagem mais adequada para o ensino de progressoes se daria
por meio de situagoes problemas,que contextualiza o assunto em questao e mostrando
a demonstracao de cada férmula e propriedades apresentadas, visando potencializar a
absorcao do conhecimento, para que quando as utilizarem, saibam de fato o que estao
fazendo.

Para verificar a hipotese levantada acima, utilizamos uma linguagem simples em todas
as demonstragoes e pedimos que os alunos tomassem como modelo demonstragoes ja
feitas em sala para reproduzirem em outras demonstracoes, quando foram solicitados
para demonstrarem algumas féormulas e propriedades, sem falar que os mesmos foram
incentivados a realizarem pesquisas buscando comparar as demonstracoes realizadas de
cada férmula e propriedade dada. Quanto aos docentes, ainda hd uma resisténcia para
aceitagao dessa proposta de trabalho, mas logo perceberao que o estudo de progressoes
vai muito além da simples apresentacao de formulas para resolver problemas.

Antes da exposicao do assunto, os alunos no término da cada aula eram instiga-
dos a realizarem pesquisas preliminares do assunto, com o intuito de investigar como as
formulas matematicas eram desenvolvidas nos livros didaticos. Com isto, pretendiamos
desenvolver junto aos alunos o espirito critico de como as progressoes sao trabalhadas
nos livros didaticos. Constatamos que poucos livros abordam progressoes fazendo uso de
demonstragoes com aplicagoes praticas das mesmas.

Nossa preocupacao na elaboracao e aplicagao desse trabalho sempre foi a de propor
ao aluno situacgoes significativas, que favorecessem a construcao do conhecimento. Para
isto privilegiamos atividades de observagao e verificagao, para que o aluno pudesse tirar
suas proprias conclusoes.

Analisando as respostas dadas pelos alunos a pergunta: Qual é a sua opinidao sobre
a forma como foi trabalhado as progressoes, chegamos as seguintes conclusoes, que sao
indicios de que atingimos o nosso objetivo:

Percebemos que os alunos estavam motivados e procuraram resolver as questoes;

Reconhecemos que a abordagem através de demonstracoes e partindo do conhecimento
prévio dos alunos, os levaram a compreensao dos principais conceitos e propriedades das
progressoes, ja que os mesmos conseguiram resolver os problemas propostos.

Percebemos também pela observacao de alguns livros didaticos que a abordagem dos
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contetidos de progressao nao é feita de forma que produza sentido para o aluno. Acred-
itamos que a nossa sequencia didatica, que utiliza a abordagem por demonstracoes para
ensinar os conceitos e propriedades das progressoes, possibilitara a caminhos de resolugao
para um mesmo problema, auxiliando e estimulando o aluno na criacao de sua propria
maneira de resolvé-lo.

Ao final de nossos estudos gostariamos de evidenciar a necessidade de melhor capacitar
o professor para desenvolver o estudo de progressoes, para que o mesmo consiga trabalhar
com seguranca este assunto, além de diversificar estratégias para garantir uma apreensao
mais concreta dos alunos.

Enfim, esperamos que este trabalho tenha contribuido para os conhecimentos sobre o
tema e que, além disso, possa contribuir para a sensibilizacao dos professores do ensino

médio da necessidade de trabalhar com situacoes problemas que envolvam progressoes.
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