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RESUMO

A Funcao Quadratica € conteudo ensinado no 1° Ano do Ensino Médio, sendo traba-
lhados os seguintes conceitos: equagdes e inequagdes envolvendo polinbmios de 2° grau,
representacao grafica e aplicagdes em outras areas do conhecimento. A Funcao Quadra-
tica € uma funcao polinomial definida por um trinbmio de grau 2. Neste trabalho, foram
utilizados softwares matematicos como Winplot e 0 Geogebra para facilitar a compreensao
de representacoes graficas das fungdes. A parabola foi comentada dentro de um contexto
histérico até a criagdo de termos e definicdes envolvendo funcdo. Relacionamos as retas
tangentes ao crescimento e decrescimento das funcdes. Resolvemos problemas relaci-
onados a pontos minimos ou maximos. No caso da fungdo quadratica, o ponto maximo
ou minimo é o vértice da parabola. Também exibimos a parabola no contexto da Geo-
metria Analitica, como uma das secdes cbnicas tdo pesquisadas por Apolénio. Uma das
aplicagdes da parabola na Fisica € no estudo da trajetoria de um projétil, feito por Galileu
Galilei no século XVI. As atividades com aplicagdes de conceitos relacionados a fungao

quadratica foram trabalhadas com os meus alunos no Ensino Médio.

Palavras-chave: Funcdo Quadratica, Parabola, Cénicas, Winplot e Geogebra.
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ABSTRACT

The Quadratic Function content is taught in the 1st year of High School, being worked
on the following concepts: equations and inequalities involving 2nd degree polynomials,
graphing and applications in other fields of knowledge. A quadratic function is a polynomial
function defined by a trinomial of degree 2. In this work, we used mathematical software
like Geogebra and Winplot to facilitate understanding functions graphical representations.
The parable was discussed into a historical context to the creation of terms and definitions
involving function. We related the tangent lines to the increasing and decreasing of the
functions. We solved problems related to minimum or maximum points. In the case of the
quadratic function, the minimum or maximum point is the vertex of the parabola. We also
displayed the parabola in the context of Analytical Geometry, as one of the conic sections
as surveyed by Apollonius. One of the applications of the parabola in Physics is the study
of the projectile trajectory, made by Galileo Galilei in the sixteenth century. The activities
with concepts applications related to quadratic function were worked with my students in

High School.

Keywords: Quadratic Function, Parabola, Conic, Winplot and Geogebra.
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Capitulo 1

Introducao

A Matemética, com seus processos de construgéo e validagao de conceitos, argumen-
tagdes e os procedimentos de generalizar, relacionar e concluir que lhe sdo caracteristicos,
permite estabelecer relagbes e interpretar fendmenos e informacdes. As formas de pensar
dessa ciéncia possibilitam ir além da descricdo da realidade e da elaboracdo de modelos

(PCNEM (200)).

Percebe-se que os alunos em sala de aula tém enorme dificuldade de interpretacao de
um problema. Eles sabem resolver equacgdes, fazer célculos, mas ficam embaracados ao

ler, extrair informacdes importantes e analisar uma situagédo em busca de sua solugao.

O ensino de fungao permite desenvolver a habilidade do aluno elaborar modelos mate-
maticos para analisar problemas, através da relagao entre expressdes algébricas e graficos
até obter a solugcdo desejada. A modelagem matematica é feita pela procura de modelos
matematicos a partir de problemas reais. Por exemplo, a funcdo quadratica é utilizada
como modelo do movimento uniformemente variado, na queda livre dos corpos, na area de

figuras planas, na receita e lucro de uma empresa.

Nesta dissertacao, proponho a abordagem de funcédo quadratica através da contextu-
alizacao, representagéo grafica e aplicagdes. Este trabalho é feito com o objetivo de se
tornar material de apoio para as aulas referentes ao ensino da fun¢do quadratica, de forma
a conduzir o aluno a desenvolver e construir conceitos e procedimentos matematicos de di-
ferentes formas, sempre compreendendo e atribuindo significado ao que ele esta fazendo,
evitando a simples memorizagdo e mecanizagdo. Os conceitos serdo desencadeados a

partir de uma situagao-problema, conforme recomendacao atual de educadores matemati-



cos. Serdo propostas atividades envolvendo conceitos mateméticos relacionados a funcao
quadratica para a solugado de problemas de Fisica, Economia e da prépria Matematica.
Utilizaremos as vantagens do uso da tecnologia da informacgao, através de softwares como
Winplot e Geogebra, valorizando diferentes enfoques e articulagbes com diversos campos
da Matematica e de outras ciéncias. Além disso, serdo abordadas caracteristicas e propri-
edades da fungao quadratica, que fazem parte do curriculo do Ensino Médio atual e que o
aluno precisa dominar, tais como: plano cartesiano, graficos, a relagao entre os coeficien-
tes e o grafico, as raizes, os pontos de maximo e minimo, o vértice, equacoes, inequacdes

e a parabola no contexto da Geometria Analitica.
Para alcangar os objetivos deste trabalho, organizei-o em capitulos, da seguinte forma:

O capitulo 2 contém uma resenha histoérica organizada, considerando a ordem cronolé-
gica do tempo e incluindo fatos relacionados a varios conceitos trabalhados no contexo de

funcdo quadratica.

O capitulo 3 traz conceitos como: definigdo da fungdo quadratica, valores, raizes, forma
canénica e graficos de parabolas representativas de fungdes quadraticas, através de trans-
lagGes verticais, horizontais e rotagdo em torno do eixo x. Além disso, utilizamos softwares
tais como o Winplot e 0 Geogebra, para a construgéo dos graficos e para mostrar de forma
dindmica a influéncia dos coeficientes do trindmio de segundo grau que define a fungao
quadratica. A representacdo da funcdo quadratica serd também brevemente tratada no
contexto da Geometria Analitica. Somente serdo abordadas as parabolas com eixo focal
paralelo ao eixo das ordenadas, ja que as outras ndo representam uma fungéo. O vértice,

o foco e a reta diretriz da pardbola serdo analisados.

No capitulo 4, veremos diferentes aplicacées da funcdo quadratica na Fisica e na pro-
pria Matematica, como problemas de otimizacido (sendo o vértice da parabola o ponto
minimo ou maximo), de taxa de variagdo da fungao quadratica, retas tangentes em deter-
minados pontos de sua parabola representativa, entre outros. Também constam todas as

atividades aplicadas em sala de aula, com resolugdes.
O capitulo 5 inclui a concluséo.

O apéndice inclui algumas definicdes e férmulas apresentadas aos alunos, que sao

pré-requisitos para a resolugao de questdes propostas.



Capitulo 2

Resenha Historica

O estudo da Histéria da Matemética é necessario para lembrarmos que o conhecimento
é construido e as descobertas envolvem conflitos e incertezas. Mas o avango da ciéncia
foi enorme e vivemos numa época de intensa pesquisa, inovacao e mudancgas muito rapi-
das de tecnologia, o que influencia de forma significativa a vida da sociedade. Assim, é
importante conhecermos a histéria para relacionarmos os fatos e irmos em busca de novas

descobertas.

2.1 Babilonios

Em torno do ano 1700 a.C. os babilénios utilizavam tabletes cuneiformes, nos quais
escreviam e operavam com o sistema de numeragado sexagesimal posicional. Problemas
que recaem numa equacao de 2° grau ja se faziam presentes, como a questao de achar

dois numeros conhecendo sua soma s e seu produto p.

O estudo da funcédo quadratica tem sua origem na resolu¢ao da equacao do segundo

grau.

Até entdo, ndo se usava uma férmula para determinar as raizes de uma equacao de 2°
grau, pois nao representavam seus coeficientes por letras. Existiam receitas para ensinar
os procedimentos. Tinham solucdes puramente algébricas para resolverem as equacoes,

o estilo para encontrar a solugéo era algoritmico.

Geometricamente, determinar as raizes de uma equagao de 2° grau consistia em deter-



minar os lados de um retangulo conhecendo o semiperimetro s e a area p. Considerando
um dos nimeros = e 0 outro s — x, seu produto € p = z(s — x) = sz — 2% Os nimeros

procurados sdo as raizes da equacéo z% — sx +p = 0.

A receita para achar dois nimeros com soma e produto dados era assim enunciada

pelos babilnios:

Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia a raiz quadrada
da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. Isso dara o maior dos numeros

procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro numero.(Lima (2006))

Atualmente, para uma equacgao do tipo 22 — sz + p = 0, o procedimento pode ser

traduzido algebricamente:

_S+ 52 _s+ 32—4p_5+\/52—4p
2TV TP 12 2
S S 2
A outra raiz é dada por s — x = 5~ (5) — p. Atualmente encontramos as duas

raizes utilizando a férmula x = . Como os dados s e p do problema eram

s+ /82 —4p
2

sempre numeros positivos, os babil6nios nunca se preocuparam com eventuais solucdées

negativas fornecidas por sua regra.

2.2 A Matematica Grega

Os estudiosos egipcios e babildnios continuavam a produzir textos em papiro e cunei-
forme durante muitos séculos apés 800 a.C., mas enquanto isso uma nova civilizacao se
preparava para assumir a hegemonia cultural. Os gregos Tales de Mileto (624-548 a.C.
aproximadamente) e Pitdgoras de Samos (580-600 a.C. aproximadamente) nao hesitavam

nada em absorver elementos de outras culturas a fim de se desenvolverem.

(Eves (2008)) Dizia-se que o lema da escola pitagérica era “Tudo € numero”. Os pita-
goricos mostraram interesse consideravel pela sec¢do aurea e pela razdo aurea. Diz-se
que um ponto divide um segmento de reta em média e extrema razdo ou secg¢ao aurea,
se 0 mais longo dos segmentos € média geométrica entre 0 menor e o segmento todo.

A raz&o entre o segmento menor e o segmento maior chama-se razdo aurea. Também

4



esta intimamente ligado a razdo aurea, o retangulo 4ureo. Ele é qualquer retangulo ABCD
com a seguinte propriedade: possui lados de medidas a e a + b, se suprimirmos dele um

quadrado de lado a, o retadngulo restante sera semelhante ao retangulo aureo ABCD.

O periodo de cerca de 300 a 200 a.C. foi denominado “ldade Aurea” da Matematica
grega por se destacarem nessa época trés grandes nomes: Euclides, Arquimedes e Apol6-
nio de Perga. Arquimedes (287-212 a.C.) calculou a area delimitada por uma reta e uma
parabola, conhecido como o problema da Quadratura da Parabola (Observe a Figura 2.1).
Os gregos trabalharam as solugcdes geométricas para equagdes de 2° grau. Embora Eu-
clides e Arqguimedes tenham sido mais comentados, Apolénio, mais novo que eles, teve

grande destaque, principalmente no desenvolvimento dos conceitos das secgdes conicas.

Figura 2.1: Arquimedes e a Quadratura da Parébola

A origem das secbes cbnicas esta relacionada ao problema de duplicacdo do cubo
que consiste em, dada a aresta de um cubo, construir, com uso de régua e compasso, a
aresta de um segundo cubo cujo volume é o dobro do anterior (Ver Figura 2.2). Hipdcrates
de Chios (470-410 a.C.) e Menaechmus (cerca de 350 a. C.) pesquisaram essas curvas

(Eves (1993)).

Figura 2.2: Duplicagédo do Cubo

Apolbnio foi um famoso membro da escola de Matematica de Alexandria. Nasceu em

Perga, cidade ao sul do que hoje é a Turquia, entre 246 e 221 a.C. De suas obras, a

5



mais importante sdo As Coénicas, que aperfeicoaram e superaram os estudos anteriores
sobre o assunto e introduziram as denominacdes elipse, parabola e hipérbole. Segundo
Boyer (2001), as secg¢des conicas eram conhecidas ha mais de um século quando essa
obra foi escrita. Anteriormente, a elipse, a parabola e a hipérbole eram obtidas como
seccodes de trés tipos diferentes de cone circular reto, de acordo com o angulo do vértice
- agudo, reto ou obtuso. Apoldénio mostrou, ao que parece pela primeira vez, que nao
seria necessario tomar seccgdes perpendiculares a um elemento do cone e que de apenas
um unico cone poderiam ser obtidas todas as trés espécies de secgdes, variando-se a
inclinagdo do plano da secgao, relacionando assim as curvas umas com as outras. Noutra
consideragao sobre o tema, prova que 0 cone nao precisa ser reto - eixo perpendicular
a base circular - podendo ser também obliquo ou escaleno. Se em seus comentarios
sobre As cdnicas, Eutécio estava bem informado, deduz-se que Apoldnio foi o primeiro
gedmetra a demonstrar que as propriedades das curvas independem de serem cortadas
em cones obliquos ou retos. A visdo moderna dos sélidos colocados um sobre 0 outro em
sentidos opostos, estendendo-se indefinidamente, de forma que seus vértices coincidam e
0s eixos estejam sobre a mesma reta, também é um legado de Apoldnio, que deu inclusive

a definigcdo para cone circular utilizada nos dias de hoje:

“Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando sempre por um ponto
fixo, mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo que ndo esta num mesmo plano
com o ponto de modo a passar sucessivamente por cada um dos pontos dessa circunfe-

réncia, a reta mével descrevera a superficie de um cone duplo.” (Figura 2.3)

Figura 2.3: Cone Duplo

Steinbruch (2006) define a superficie conica e suas seg¢des: Sejam duas retas e e r

concorrentes em O e nao perpendiculares. Conservemos fixa a reta e, eixo da superficie,



e facamos r, reta geratriz, girar 360° em torno de e mantendo constante o angulo entre
estas retas. Nestas condi¢6es, a reta r gera uma superficie cdnica circular infinita formada
por duas folhas separadas pelo vértice O. Chama-se se¢ao conica ao conjunto de pontos

que formam a intersecéo de um plano com a superficie cénica.

De acordo com a Figura 2.4, quando uma superficie cénica é seccionada por um plano
7 qualquer que ndo passa pelo vértice O, a se¢ao cbnica sera: uma circunferéncia; uma
elipse; uma parabola se continuarmos inclinando o plano = de modo que seja obliquo ao
eixo e paralelo a geratriz da superficie; uma hipérbole (curva com dois ramos). No caso
do plano 7 passar pelo vértice O, obtemos as conicas degeneradas: um ponto, uma reta

ou duas retas.

pardbola e

/1
r &
f

!

/hipérbold

[
Y

|

Figura 2.4: Apol6nio e As Conicas

A Astronomia encontrou, nas secgdes cOnicas, grande aplicagdo. Copérnico, Kepler,
Halley e Newton, por exemplo, fizeram uso de suas configuracdes para explicar fenémenos
fisicos, como as trajetérias dos planetas ou a trajetéria descrita por um projétil. Mostrando
como obter todas as se¢des conicas de um mesmo cone e dando-lhes nomes apropriados,
Apolénio contribuiu significativamente para o desenvolvimento da Geometria. Ao serem in-
seridas na Geometria Analitica, definidas como lugares geométricos (conjunto de pontos
que verificam uma certa propriedade), as segdes cOnicas ganharam uma expressao algé-

brica, ampliando ainda mais sua importancia e sua aplicabilidade.

Por que as figuras cénicas como parabola, hipérbole e elipse também servem de nome
para as figuras de linguagem e estilos de texto? Dizem os escritos antigos, que Aristételes

aplicou essas palavras da Geometria a Retorica.

7



Figura 2.5: Aristoteles (384-322 a.C.)

(Figura 2.5) Aristételes foi filésofo grego. Nasceu em Estagira, na Macedénia, antiga
regido da Grecia. Teve solida formagdo em Ciéncias Naturais. Com 17 anos partiu para
Atenas, foi estudar na Academia do filosofo Platdo. Logo se tornou o discipulo predileto do
mestre. “Minha Academia se compde de duas partes: o corpo dos alunos e o cérebro de
Aristoteles”, afirmava Platdo. Aristdteles foi um dos pensadores com maior influéncia na

cultura ocidental.

Possivelmente a relagao entre a Geometria e a Retdrica se explica da seguinte forma:

» Elipse € a omissao de uma palavra e também da outra folha da superficie cbnica,

na Geometria.

 Parabola, originaria do grego parabole, significa narrativa curta ou apélogo, muitas
vezes erroneamente definida também como fabula. Sua caracteristica é ser protago-
nizada por seres humanos, possuir sempre uma razdo moral e vem sendo utilizada
para ilustrar ligdes de ética. Sinteticamente, é uma narragao figurativa na qual, por
meio de comparac¢ao, o conjunto dos elementos evoca outras realidades. Na Geo-
metria, a parabola é obtida de uma sec¢ao conica paralela (“corre ao lado”, compara-

cao) a geratriz.

+ Hipérbole significa excesso e na Geometria, a hipérbole possui dois ramos em sua

representacao geométrica.

2.3 Contribuicdo dos Arabes

Outro povo que contribuiu para encontrar a resolu¢do de uma equagao do segundo
grau foi o povo hindu. A matematica hindu era feita a partir de problemas reais, cobrada de

forma poética, sem fornecer férmula para as resolugcées e comecgou a utilizar os niumeros



negativos e o zero como um elemento de calculo. A contribuicdo hindu para a historia da
matematica tem como personagens Aryabhata (476-550), Brahmagupta (598-665), Bhas-
kara | e Bhaskara Il. Sobre a equacgao quadratica, Brahmagupta estudou a formula escrita
e alguns anos depois, um aluno seu, conhecido como Bhaskara | (século VI), reescreveu

de forma descritiva os versos nela contidos.

Segundo artigo da RPM39 (1999), o habito de dar o nome de Bhaskara para a férmula
de resolugéo da equagéo do segundo grau se estabeleceu no Brasil por volta de 1960. Na
literatura internacional ndo se encontra esse nome Férmula de Bhaskara. Esse costume

brasileiro ndo € adequado, pois:

« Ha quatro mil anos atras, os babilénios ja estudavam em forma de prosa as equacdes

de segundo grau.

« Em 1114, nasce na india o matematico Bhaskara Il e vive aproximadamente até 1185.
Esse mateméatico conseguiu grandes feitos para a resolucao da equagao quadratica,
dedicou-se a Astronomia e Matematica, escreveu suas principais obras Lilavati (bela)
sobre aritmética, Vijaganita (extracdo de raizes) sobre Algebra e resolveu equacdes

também com receitas e prosas.

Esses mateméticos revelaram-se habeis em articular a abordagem geométrica utili-
zada pelos gregos e a abordagem algébrica empregada pelos babilénios. Deve-se
aos arabes tal audacia de demonstrar algebricamente e, logo em seguida, geometri-

camente, a resolucao da equacéao polinomial do segundo grau.

+ Até o fim do século XVI nao se usava férmula para obter as raizes de uma equacgéao

do segundo grau, porque nao se representavam por letras os seus coeficientes.

O periodo, que vai do século V até o Xl, é conhecido como Baixa ldade Média ou
Idade das Trevas. A civilizacao na Europa Ocidental atingiu niveis muito baixos no ensino,
0 saber grego desapareceu e artes e oficios antigos foram esquecidos. Foi um periodo
marcado por violéncia fisica e intensa fé religiosa. O século XIV nao foi tdo produtivo para

a Matematica.



2.4 Renascimento

Como vimos, anteriormente, 0s gregos se preocuparam muito em descrever os mo-
vimentos dos planetas, alterando significativamente a concepg¢ao que tinham do universo.
Posteriormente as técnicas de investigagao cientifica foram se modificando, causando tam-
bém transformacdes no entendimento do homem quanto a si mesmo e em relacdo ao
mundo em que vivia. Foi o periodo conhecido como Renascenca, iniciado na ltalia, nos
séculos XIV e XV. O Renascimento Europeu foi um periodo em que se destacaram escri-
tores, pintores, escultores e outros com espirito humanistico. A exploracéo geografica e o
interesse pelo comércio, navegagao, astronomia e agrimensura aumentou. O humanismo
e a independéncia de pensamento causaram conflitos religiosos. A Igreja passou pela Re-
forma e Contra-Reforma. A Reforma Protestante no século XVI também teve um impacto
na expansao da Europa. A Reforma enfraqueceu a influéncia da Igreja Catdlica no norte

europeu, tornando menos efetiva sua oposi¢cao a pesquisa cientifica.

Aos europeus coube a parte de: aprimorar a técnica de obtengédo das raizes de uma
equacgao de segundo grau, fornecida pelos arabes; desenvolver a algebra simbdlica, até
entdo totalmente descritiva e utilizar os nUmeros negativos como possiveis raizes de uma
equacao quadratica, fato esse que néo era considerado pelos outros povos. Isso comegou
a ser feito a partir de Francois Viete (Figura 2.6), matematico francés que viveu de 1540
a 1603. Seu mais famoso trabalho foi /n artem com o desenvolvimento do simbolismo
algébrico. Ele introduziu a pratica de usar vogais para representar incégnitas e consoantes
para representar constantes. Ele usa uma mesma letra, adequadamente qualificada, para
as varias poténcias de uma quantidade. Atualmente, indica-se z, 22, 2% para o que Viéte

expressava por A, A quadratum, A cubum.

Figura 2.6: Francois Viéte
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2.5 A Matematica Moderna

O século XVII é importante na histéria da matematica, marcando o desenvolvimento

da matematica moderna.

Figura 2.7: Galileu Galilei (1564-1642)

A religiao foi um obstaculo ao trabalho do italiano Galileu Galilei (Figura 2.7), nascido
em Pisa. De familia que valorizava as artes e as novas ideias (Ronan (2001)). Quando era
professor em Pisa, dizem que deixou cair diferentes pesos da torre inclinada, pesquisando
0 movimento da queda dos corpos. Aristoteles pensava que objetos mais pesados caiam
mais depressa e Galileu mostra que, leves ou pesados, 0s objetos levam 0 mesmo tempo
para chegar ao chao, com velocidade sempre crescente, caso nao haja resisténcia do ar.
Ele estabeleceu a lei segundo a qual a distancia percorrida por um corpo em2queda livre é
proporcional ao quadrado do tempo de queda e se traduz na formula s = %; provou que
a trajetoria de um projétil € uma parabola e fundou a ciéncia da dindmica. Galileu foi um
catélico devoto e sentia-se angustiado por notar que seus raciocinios como cientista eram
condenados pela igreja. Foi banido pelas autoridades eclesiasticas em Roma, processado

pela Inquisi¢do, condenado a prisédo domiciliar, vindo a falecer no ano em que nasceu Isaac

Newton.

Durante toda a histéria da ciéncia, muitas teorias revolucionarias surgiram para explicar
o funcionamento do universo. Mas a revolu¢gdo marcante, que gerou a moderna concepgao

cientifica ocorreu nos séculos XV e XVI, conhecida como “A Revolugéo Cientifica”.

Foi criado e utilizado pela primeira vez um sistema de coordenadas para representar
graficos, no século XVII, por René Descartes (1596 a 1650), matematico e filésofo. O

sistema era constituido de eixos ortogonais e ficou conhecido por sistema cartesiano.

Para os gregos, uma variavel correspondia ao comprimento de um segmento, o produto
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de duas variaveis a area de um retdngulo e o produto de trés varidveis ao volume de
um paralelepipedo retangulo. Descartes sugeria que 2% era o quarto termo da proporgéo
1: 2 =z : 22, Inventou a geometria analitica e na primeira parte de La géométrie, marcava
2 num eixo dado e entdo um comprimento y, formando um angulo fixo com esse eixo, com
0 objetivo de construir pontos cujo x e cujo y satisfazem uma relacdo dada. Na segunda
parte de La géométrie desenvolve um método interessante de construir tangentes a curvas.
Foi o primeiro a discutir a chamada folium de Descartes, uma curva nodal cubica definida

pela equacdo implicita 2% + y* — 3azy = 0.

2.5.1 Funcao

A ideia de funcao que temos atualmente foi construida por varios matematicos ao longo

da historia.

Sabemos que o século XVII foi extremamente produtivo para o desenvolvimento da
matematica, devido as novas e vastas areas de pesquisa que nela se abriram. Notavel foi

a invencao do Calculo, por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm von Leibniz.

E curioso que o desenvolvimento histérico do célculo seguiu a ordem contréria dos
textos didaticos. Primeiro surgiu o Calculo Integral e muito tempo depois, o Diferencial. A
integracdo teve origem em processos somatoérios ligados ao calculo de areas, volumes e
comprimentos e a diferenciacdo, resultou de problemas sobre tangentes a curvas, maximos
e minimos. Mais tarde ainda, verificou-se que a integragao e a diferenciacao sao operagoes

inversas.

Segundo Profmat (2012b), Isaac Newton (1642-1727), foi um cientista inglés, mais
reconhecido como fisico e matematico. Desenhou e construiu o primeiro telescépio refletor
parabdlico; inventou o método dos fluxos, como ele chamava o atual calculo diferencial,
com numerosas aplicacdes como determinagao de maximos, minimos, pontos de inflexao,

concavidade e tangentes a curvas.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) foi um matematico, que: criou os termos
fungao, constante e variavel; usou o termo fungao para descrever uma quantidade relaci-
onada a uma curva, como, por exemplo, a inclinagdo ou um ponto qualquer situado nela;
escolheu as notacdes dx e dy para as diferencas menores possiveis (diferenciais) em z e

y e mais tarde, o sinal de integral [. Achar tangentes exigia o uso do calculus differentialis
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e achar quadraturas o calculus summatorius ou calculus integralis, de onde resultaram as

expressdes que usamos.

O matemaético sui¢co Leonhard Euler (1707-1783) criou varias formulas e notagoes.
Dentre elas, f(z), que agora é de utilizagdo universal, para indicar a lei de uma fungao,
quando uma variavel depende de outra mediante uma expressao analitica, dizemos que y

€ uma funcéo de x.

O matematico alemao Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) deu uma definicao
formal de fungdo muito préxima da que se usa atualmente: “Se uma variavel y esta relacio-
nada com uma outra variavel x, de tal forma que sempre que um valor numérico é atribuido
a x, existe uma regra de acordo com a qual um unico valor de y é determinado, entdo y

diz-se uma fungdo da variavel independente x”.

Posteriormente, com a criacao da teoria dos conjuntos, no fim do século XIX, a definicao

de funcao foi assim citada:

Funcéo é um conjunto de pares ordenados (z,y) em que x é elemento de um conjunto

A, y é elemento de um conjunto Be Vx € A, 3y € B/(x,y) € f.

2.5.2 Uma propriedade notavel da parabola

Ao girarmos uma parabola em torno do seu eixo, ela vai gerar uma superficie chamada
paraboloide de revolugcado ou superficie parabdlica, que possui inUmeras aplicagdes inte-
ressantes, decorrentes da propriedade refletora da parabola. A fama destas superficies

remonta a Antiguidade.

Ha uma lenda segundo a qual o extraordinario matematico grego Arquimedes, que
viveu em Siracusa em torno do ano 250 a.C., destruiu a frota que sitiava aquela cidade
incendiando os navios com os raios de sol refletidos em espelhos parabdlicos. Embora
isto seja teoricamente possivel, ha duvidas histéricas sobre a capacidade tecnolégica da
época para fabricar tais espelhos. Mas a lenda sobreviveu, e com ela a ideia de que ondas
de luz, de calor, de radio ou de qualquer outra natureza, quando refletidas numa superficie
parabdlica, concentram-se sobre o foco, ampliando enormemente a intensidade do sinal

recebido.

Da lenda de Arquimedes restam hoje um interessante acendedor solar de cigarros e
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outros artefatos que provocam ignicdo fazendo convergir os raios de sol para o foco de

uma superficie parabdlica polida.

Outros instrumentos atuam inversamente, concentrando na dire¢ao paralela ao eixo os
raios de luz que emanam do foco. Como exemplos, citamos os holofotes, os far6is de
automoéveis (Figura 2.8) e as simples lanternas de mao, que tém fontes luminosas a frente

de uma superficie parabdlica refletora Lima (2006).

Figura 2.8: Faréis de Automoéveis

2.5.3 Onde podemos visualizar parabolas?

A parabola aparece como padrao de comportamento de muitos fenédmenos, tais como:
a trajetoria de uma pedra langada obliquamente; a trajetéria de um projétil a ser langado; a
trajetéria da bola num chute a gol; a linha descrita pela agua numa fonte; parte da estrutura
metdlica de uma montanha russa; na estrutura que sustenta os faréis de um automovel;

nas antenas parabdlicas; fogao solar; radares; espelhos dos telescépios e outros mais.

Um importante uso recente dessas superficies é dado pelas antenas parabdlicas (Fi-
gura 2.9), por seu proprio nome, sugerem a aplicagdo do formato da parabola na sua
estrutura. Sao empregadas na radioastronomia, bem como na transmissao das redes de

televisao.

Figura 2.9: Antena Parabdlica

Elas funcionam da seguinte forma:
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As antenas parabdlicas captam ondas eletromagnéticas emitidas por um satélite arti-
ficial, colocado em uma orbita geoestacionaria. Essas ondas formam um feixe de raios,
que atingem a antena e sao refletidos fazendo-os convergir para um unico ponto, chamado
foco da parabola. No foco, estara um aparelho receptor amplificando consideravelmente a
intensidade desses sinais provenientes do satélite e convertendo-os em sinal de TV. As an-
tenas parabdlicas geralmente tém um grande didmetro (pardbola mais aberta, a pequeno)
para captar uma quantidade maior de sinais do satélite, portanto a distancia focal é em

geral grande (p grande) por causa disso.

2.5.4 Numero de Ouro e Equacao de Segundo Grau

Gundlach (1993) Luca Pacioli publicou em 1509 um livro intitulado De divina proporti-

one, que foi ilustrado por Leonardo da Vinci. Nele, Pacioli focalizou o numero ! +2 5, que
€ chamado de razao 4urea ou numero de ouro. Ele aparece como razdo em varias figuras
planas, sélidas e nas propor¢cées mais belas que a natureza nos proporciona. Por exemplo:
no arranjo das pétalas de uma rosa; nas espirais que aparecem no abacaxi; na arquitetura
do templo grego Parthenon, em Atenas e nas obras de arte. As mesmas propor¢des foram

utilizadas por Leonardo da Vinci no Homem de Vitravio e na Gioconda.

Avila (1985) O simbolo da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) também utiliza a

mencionada sucessao de retangulos aureos, unidas por quadrantes de circunferéncias. A

Figura 2.10: Simbolo da SBM

T

1
proporcao aurea € dada por — = )
r x+1

Até aqui passeamos por momentos histéricos diferentes, envolvendo conceitos traba-
lhados em Funcao Quadratica e suas aplicagées. No préximo capitulo, faremos uma abor-

dagem formal desta fungéo.
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Capitulo 3

Funcao Quadratica:

Uma Abordagem Formal

3.1 Definicao de Funcao Quadratica

Definicdo 3.1 A fungdo quadratica f : R — R é definida por f(z) = ax? + bx + ¢, sendo

a,beceR e a+#0,paratodozr cR.

Exemplo 3.1 S4o fungbes quadraticas:
s f(x)=2%o0onde a=1 e b=c=0;
e g(x)=—-2*+5,0onde a=-1, b=0 e c=25;

ch(z)=(x—1)*=2*-2x+1,onde a=1, b=-2 e c=1;

2

1
‘yZ%—Sx,Onde a=, b=-3 e c¢=0.

3.2 Valor da Funcao Quadratica

A funcado quadratica é definida por uma lei envolvendo um trinbmio de segundo grau.
Por isso, também é conhecida como fung¢ao polinomial de segundo grau. Em alguns pro-
blemas é importante o calculo do valor da funcéo quadratica num ponto; assim como, dada
a imagem da fungdo quadrética, calcular os elementos do dominio correspondentes. Isto

é: dado z € R, calcular f(z() ou dada a equagdo yo = f(xo), calcular x.

16



3.3 Zeros ou Raizes

Como ja foi citado na resenha histérica, os babil6nios ja se empenhavam em determinar
dois niumeros conhecendo sua soma e seu produto. Na algebra moderna, este problema
consiste em determinar um nimero x e o outro s — x. Assim, p = z(s —x) ou

p=sr -2’2 —sv+p=0.

Defini¢do 3.2 Os valores de x para os quais a fungdo quadratica f(x) = ax® + bx +c =0

S840 0s zeros ou raizes desta funggo.

Podemos determinar os zeros das seguintes maneiras:

1. por fatoracao

Para a fungéo f(z) = 2% — 9, podemos pensar na diferenga entre dois quadrados e
reescrever a fungéo f(x) = (z + 3)(x — 3). Para que o produto se anule, basta que

um dos fatores também seja nulo. Assim, as raizes sédo -3 e 3.

Para a fungdo g(z) = 2* — 9x, podemos reescrever a fungdo g(z) = z(z — 9).

Resolvendo, descobrimos que as raizes sdo 0 e 9.

Para a fungdo h(x) = z*+62+9, podemos pensar no quadrado da soma e reescrever
a fungdo h(x) = (x + 3)(x + 3). Pensando no produto nulo, descobrimos que -3 é

uma raiz dupla da fungao.

2. completando quadrado

A equagdo 2> + 6z +5 =0 equivaleaz? + 6x +5+4 =4ouz’+6x+9 =4 &
(r+3)? = 4. Entéo, (x +3)> = (£2). Sex+3=2,entdloz = —lesex +3 = -2,

xr = —5. Logo os zeros da equagao séo -1 e -5.

3. pela formula resolutiva de equacao que envolve polinémio de 2° grau:
b VA

2a
Se A > 0, a equagao possui 2 raizes reais distintas; se A = 0, existe uma raiz real

T

dupla e se A < 0, a equagao nao possui solugao real.

4. pelaregra da soma e do produto das raizes

b c . . ]
Sendo a soma S = —— e o produto P = —, investigamos as raizes.
a a
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3.4 Forma Canoénica

A lei que define a funcao quadratica pode ser escrita da seguinte forma:

b
f(x) :ax2+bx+c:a(x2+—x+£>.
a a
b
Completando quadrado, obtemos: f(x) = a(xQ—l—ax—i—g) = a[x2+ax+7 ——+—.

. b\?  dac—b? i . .
A equacdo f(z) =al|x+ % + i ¢ a forma candnica da funcgéo.
a a

Decorre da forma canonica:

 a formula que fornece as raizes reais da funcao quadratica

5 , b\° dac— b b\> b —dac

ar”+br+c=0equivaleaa x+2— +—— | =0=|z2+—| =———
a

4a? 2a 4a?
b Vb2 —4 —b+ VA
$+—=:|:—ac<:>x:—

2a 2a a
funcao quadratica ndo possui raizes reais.

,onde A = b> — 4ac > 0. Caso contrario, a

- a formula para as coordenadas do vértice (Ponto Minimo ou Maximo) da para-

bola que representa a funcao quadratica.

A b dac — b?
A forma canonica envolve uma soma de parcelas f(z) =a|| z+ % + vt
a a

onde a primeira é sempre > 0, variando de acordo com o z € a segunda constante.

Quando a > 0, o menor valor dessa soma € atingido, com a primeira parcela sendo

b A .
nula. Assim, xy = ~5a eyy = T De forma analoga, quando a < 0, determina-
a a

mos as coordenadas do vértice que corresponde ao ponto maximo da parabola.

« arelacao entre a equacao e a soma e o produto das raizes.
b+ VA . ~b— VA
e x2 P —

Considerando as raizes z; =
2a 2a
P—-—A ¢
e 0 produto x 2, = 7 = -
4qa a

, b
,suasomaéx;+ry = ——
a

- a forma fatorada da funcao quadratica
b .
ar’+br+c=a (x2 +—x+ E) =a (xQ — (£E1 + x2> x+ .17133'2) . A funcdo quadratica
a a

pode ser escrita na forma fatorada a(x — x;)(z — z2).
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3.5 Funcao Quadratica e Progressao Aritmética (PA)

Teorema 3.1 Caracterizacao das Fungcées Quadraticas. Para que a fungdo real conti-
nua seja quadratica é necessario e suficiente que toda progressao aritmética ndo constante

X1, Xo, ..., T, ... S€jA transformada por f numa progressao aritmética de segunda ordem n&o

degeneraday, = f(x1), yo = f(22), cos Y = f (), -.-.

Exemplo 3.2 Consideremos a fungdo quadratica mais simples f(x) = x> e a progressdo
aritmética (PA) 2,4,6,8,...,2n,2n + 2,.... A sequéncia f(2) = 4, f(4) = 16, f(6) = 36,
f(8) =64, ..., f(2n) = 4n?, f(2n + 2) = 4n® + 8n + 4, .... é denominada progressdo
aritmética de segunda ordem. Essa nova sequéncia ndo é uma progressao aritmeética,
pois a diferenca entre dois termos consecutivos ndo é constante. Mas, se observarmos as
diferencas entre os termos consecutivos dessa nova sequéncia, teremos: 12, 20, 28, ...,

8n + 4, ... que é uma PA de razdo 8.

Isso ocorre ndo sé com a fungdo quadratica mais simples f(x) = x%, mas com qualquer
fungdo quadratica f(x) = az* + bx + ¢, a # 0. Essa propriedade caracteriza a fungdo
quadratica, ou seja, se f é uma funcdo quadratica, entdo ela transforma uma PA numa
sequéncia cujas diferengas dos termos consecutivos formam uma PA. Essa sequéncia é
chamada progressdo aritmética de segunda ordem. E, reciprocamente, se uma fungdo

transforma uma PA em uma PA de segunda ordem, entéo ela é uma fungdo quadratica.

Toda sequéncia na qual o termo de ordem n é um polinémio do segundo grau em n é
uma progresséo aritmética de segunda ordem. Reciprocamente, se (a,,) € uma progressao
aritmética de segunda ordem, entdo a,, € um polinémio do segundo grau em n. Dessa
forma, se o dominio de uma fungédo quadratica for uma PA, entdo sua imagem sera uma

PA de segunda ordem.

Exemplo 3.3 Exemplo retirado do material de Fundamentos de Calculo (Profmat (2012a)).
Considere a sequéncia (1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,...) e escreva uma sequéncia, com
as posigbes que o numero 1 ocupa. Essa nova sequéncia é uma progressao aritmética de
segunda ordem. Entao, escreva o termo geral a,, como um polinémio de segundo grau em

n.

A sequéncia das posigées do numero1 é (1, 3,6, 10, ..., a,,), cujas diferengas dos termos

consecutivos formam a PA (2,3,4,...). Observe que:

19



a=1+2
az=1+2+4+3
as=142+3+4 e apb=1+2+3+4+..4+néumaPAderazgo 1.
Como a soma dos termos de uma PA é dada por S,, = M,
5 — (I1+n)n _ n2+n_ Assim, a., — nz—i—n.
2 2 2
Verificando: a; = % =1,ay = 4%2 =3ea3z = # = 6.

3.6 Graficos de Funcoes Quadraticas

A utilizagdo de uma ferramenta computacional favorece a manipulacdo da represen-
tacdo grafica de maneira mais rapida que a utilizacdo de lapis e papel, permitindo que o
aluno investigue relagdes existentes entre a lei que define a fungéo e sua representacao.

Por isso, nesta secédo, sempre trabalharemos com a utilizacdo do Winplot ou Geogebra.
Toda fungdo quadratica é representada graficamente por uma parabola.

Sabemos também que a funcéo quadréatica f : R — R associa z — ax? +bx + ¢, sendo

a,beceR e a#0.

Veremos o efeito que cada parametro a, b e ¢ causa na parabola que representa a

fungdo quadratica definida pela forma geral f(x) = az® +bx + ¢, sendoa, bec € Re
b\>  dac—b>
f ONi — il ae-v

a # 0 e forma canénica f(z) a[(m + 2a> + 1

relacionados a caracteristicas gréaficas da parabola.

] . Os coeficientes a, b e ¢ estao

3.6.1 Influéncia dos Parametros ou Coeficientes da Funcao Quadra-

tica no seu Grafico

Se considerarmos, particularmente, as fungbes definidas por f(z) = az?, a # 0 e

b= c = 0, o parametro a esta relacionado a concavidade e a abertura da parabola:

» quando a > 0, a concavidade esta voltada para cima e o vértice da parabola é um

ponto minimo;
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» quando a < 0, a concavidade esta voltada para baixo e o vértice da parabola é um

ponto maximo;
» quanto menor o valor absoluto de a, maior sera a abertura da parabola;

» quanto maior o valor absoluto de a, menor sera a abertura da parabola (parabola

mais fechada);

- os graficos das fungdes quadraticas f(z) = az?® e g(x) = a/z* em que a e o’ séo
nameros simétricos, sdo simétricos em relacdo ao eixo x. Veja, por exemplo, 0s
graficos de v(z) = 1022 e y = —102? (Figura 3.1). Se a # 0, os gréficos de
y = azx® e y = —ax® sdo chamados reflexées de cada um deles em relagéo ao eixo

x. (Swokowski (1995))

Figura 3.1: Parabolas Simétricas

E se o coeficiente a pudesse ser nulo na fungdo f(z) = az?, 0 que aconteceria com o

grafico?
A funcao se reduziria a fungao constante de equacao y = 0, ou seja, 0 proprio eixo x.

Sugiro a observacao da Figura 3.2, incluindo parabolas geradas num arquivo criado por

mim, no Geogebra.

O parametro b indica se a parabola intersecta o eixo y no seu ramo crescente (b > 0),
decrescente (b < 0) ou no vértice (b = 0). Além disso, o parametro b causa uma translagéo

vertical mais uma horizontal, como pode ser observado na Figura 3.3.

O parametro c indica onde a pardbola intersecta y, no ponto (0,c¢). Considere fun-

¢bes quadraticas definidas por f(z) = az® + ¢, com a # 0. Observe que a parabola de
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a=-2
e
T 0 T
-2 2
c.y=-2x a.=0
-2 . 0
-6 -4 -2 0 2
c:y=0
-4
a=4.2
4 —_— -
2_
coy=4.2¢
2 0 2 4
Figura 3.2: Parametro a nas fungées f(z) = az?
b=-4 51
e —
6_
T 0 T T T
4 -2 2 6 8 41
) b=0
2] c.y=x*-4dx I
2_
n cly =X
7 -8 6 -4 -2 0 2 4

c:y=x*+3x

Figura 3.3: Parametro b nas fungdes f(z) = 22 + bz

f(x) = ax?® + ¢ é igual & pardbola de f(x) = ax?, porém sua posigdo &, em valores abso-

lutos, ¢ unidades acima ou abaixo, conforme c seja positivo ou negativo. Assim podemos

construir graficos de funcdes pensando em translagcdes (ou deslocamentos) verticais para
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cima ou para baixo. Isso acontece quando s6 alteramos o coeficiente ¢ da funcao. Sugiro

a visualizagdo da translacao vertical na Figura 3.4.

=]

Figura 3.4: Translacdes Verticais da Parébola f(z) =22 +c¢ e Parametroc

Pontos sobre o eixo y tém a abscissa nula. Logo, para sabermos o intercepto y de
uma parabola, basta calcularmos f(0). Como f(x) = az® + bx + ¢, com a # 0, sempre
encontraremos f(0) = a-0? +b-0+ ¢ = c. Toda paradbola intersecta o eixo y no ponto

(0, c). Essa é a caracteristica marcante do coeficiente c.

A pardbola intersecta o eixo y no ponto (0, ¢) e o eixo x nos pontos de abscissas iguais

as raizes da fungdo quadratica.
A reta vertical x = xy, que passa pelo vértice da parabola, € chamada eixo de simetria.

A funcado quadratica é uma funcéo polinomial de grau 2 que possui dominio real. Se
o vértice for um ponto minimo, a imagem é igual a [yy, +0co) e se o vértice for um ponto

maximo, a imagem é igual a (—oo, yy]. Ver Figura 3.5.

—:J T 1

Figura 3.5: Parabola com interceptos x e y, vértice e eixo de simetria
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3.6.2 Translacoes Horizontais

b\°  dac— b
O gréfico da fungdo quadrdtica f(z) = az? + bx + ¢ = aKm + 2—) + aZ—Q}
a a
com A = b? — 4ac = 0 corresponde a translacdes horizontais da funcdo y = az?. Isto é,
b
denotando m = ~ 5 temos que f(x) = a(x — m)? sdo translagbes que dependem do
a

valor de m, conforme se visualiza na Figura 3.6.

Py

=-4
i 2 m=0
c:y=x2-%x+16 ! c.y=x?
8 -7 6-5-4-3-2-1 (01 432101 2 3
m:

Yy=x2-6x+9
2 3 456 7 8

Figura 3.6: Translagées Horizontais da Pardbolay = > e Parametro m

Observe que o grafico de f(x) = a(x —m)? é similar ao gréafico de y = ax?, porém sua
posicao é, em valores absolutos, m unidades a direita ou a esquerda do grafico de y, con-
forme m seja positivo ou negativo, respectivamente. Assim podemos construir graficos de
fungcdes pensando em translagdes (ou deslocamentos) horizontais. Isso acontece quando

s0 alteramos a base da poténcia, ou seja, variamos de y = az? para f(z) = a(x — m)>.

3.7 Resolucao Grafica de Inequacoes Envolvendo

Funcao Quadratica

Podemos resolver inequacdes de forma algébrica. Mas, neste trabalho, tratarei so-
mente a resolucao grafica de inequacgdes que envolvem polinémios de 2° grau, dada a sua

praticidade.

Exemplo 3.4 Resolva, no conjunto dos reais, a inequacgdo x> — 4x + 4 < —z? + 4.

Observando os graficos da Figura 3.7, percebemos que a solugcdo da inequagéo cor-

responde ao intervalo real em que a parébola y = x> — 4x + 4 estd abaixo da parabola
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Figura 3.7: Resolugéo Gréfica da Inequacdo 22 —4x +4 < —22 +4

definida por y = —x* + 4, onde as imagens de y = x> — 4x + 4 sdo menores que as de

y = —z? + 4 e incluindo suas intersegdes (imagens iguais), ou seja, x € [0, 2].

3.8 Taxa de Variacao e Derivada da Funcao Quadratica

Nesta secao, definiremos a derivada da fun¢cao quadratica como o limite da expressao
que envolve a fungcao f. Como as fungdes ocorrem em quase todos 0s ramos do conheci-

mento, as aplicacées da derivada sdo numerosas, variadas e envolvem taxa de variacao.

Definicdo 3.3 Taxa de Variacdo. Seja a fungdo quadratica definida por f(r) = ax*+bx+c,

com a # 0.

A taxa média de variacdo de y = f(z) em relagdo a x pertencente ao intervalo

[z, 2+ h] 6y, = % = flz+h) = /() = fleth) - f<x), conhecida como razdo
Ax r+h—ux h

incremental, pois é a razdo dos dois incrementos das variaveis.

- A taxa instantanea de variacao de y = f(x) em relagdo a = é o limite da taxa de
variagdo média, quando fixamos o valor de x e diminuimos a medida de h até tender a
(aproximar-se de) zero. O valor de h é diferente de zero para que a razdo incremental
esteja definida. Mas se h for suficientemente pequeno, a expressao limite dessa
razdo é o que se chama derivada da fungdo no valor x da variavel independente

(Swokowski (1995)).
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Definicao 3.4 Derivada da Funcao Quadratica

- A derivada da fungdo quadraticay = f(r) = ax® + bx + ¢, denotada pory' = f'(z)

é igual a taxa de variacdo instantdnea da fungdo. A derivada da fungdo quadratica é

A h)?2+b h —azx? — br —
igual ao limite da expressa”oA—y: alz+hf+bx+h)+e—a i

x r+h—2x
Ay a(z®+2hx 4+ h?) + bz 4+ bh + ¢ — az® —bxr — ¢ 2hax + ah® + bh
%x N h N h
A_i = 2ax + ah + b quando h tende a zero, ou seja, f'(x) = 2ax + b.

- A derivada da funcao num ponto varia conforme o ponto P = (zq,y,) da parabola
e é dada por f'(xy) = 2axo + b em que z, € a abscissa de P. Geometricamente,
a taxa de variacdo da funcdo quadratica em um ponto P é a inclinacdo m da reta

tangente a parabola y = ax® + bx + ¢ no ponto P.

Exemplo 3.5 Interpretagcdo Geométrica da Derivada da Fungao f(z) = az® + bz + ¢

Consideremos o gréfico de uma fungdo quadratica f(x) = x*. Seja P = (x, f(x))
0 ponto onde desejamos tracar uma reta tangente a curva. Quando atribuimos a x um
acréscimo Ax = h, a varidavel dependente y sofre um acréscimo correspondente Ay, e

passamos do ponto P = (z,y) ao ponto Q@ = (x + h,y + Ay).

secante

Ay

¥ ———

o
|
I
|
I
|
I
!
R R it

Figura 3.8: Razao Incremental

Note que: y+ Ay = f(z +h) = (x+ h)> =2>+2zh + h* e
Ay = f(x +h) — f(z) = (2?2 + 2zh + h?) — 2* = h(2z + h). Logo, a razdo incremental
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2—i = % = 2x + h é o declive da reta secante que passa pelos pontos P e (). Se
fixarmos x e diminuirmos o valor de h, a reta secante a parabola vai passando por varias
posicdes, aproximando-se de uma posicao limite definida como sendo a reta tangente a
curva no ponto P. O declive ou coeficiente angular da reta tangente é o limite do declive
2z + h da reta secante, quando h tende a zero. Esse valor limite para a fungdo f(z) = x*

é 2z. (Avila (2010))

3.9 Funcao Quadratica e Movimento Uniformemente

Variado

A funcao quadratica é o modelo matematico que descreve o movimento uniformemente
variado (MUV), exemplificado pela queda dos corpos no vacuo. Tais corpos séo sujeitos
apenas a agao da gravidade e se deslocam sobre um eixo. Esta fungcédo quadratica
s(t) = %atQ + bt 4 ¢ fornece a posigdo de um objeto num certo instante t. Nesta expressao
a constante a chama-se aceleragao, b é a velocidade inicial (no instante £ = 0) e c é a

posi¢ao inicial do objeto.

A velocidade média é dada por

1 2
AS_S(t+h)—8(t)_ath+§ah +bh_ .
A . = . = at + §ah + b. Quando h se aproxima

de zero, o valor da velocidade média se aproxima de at + b, que € a derivada da funcgao s.

Um =

Chamamos de v(t) = at + b a velocidade do objeto (no MUV) no instante ¢. Quando ¢ = 0,

v(0) = b. Por isso b é a velocidade inicial.

Na fungdo afim v(t) = at + b, a constante a (aceleragédo) é a taxa de variagdo da

velocidade. Como ela é constante, o movimento chama-se uniformemente variado.

3.10 A Parabola no contexto da Geometria Analitica

Definicao 3.5 Consideremos um ponto F' e uma reta L que ndo o contém. A parabola P
de foco F' e diretriz L é o conjunto de todos os pontos do plano cuja distdncia a F' é igual
a sua distancia a L. Simbolicamente: P = P/d(P, F) = d(P, L).

(Figura 3.9) A reta perpendicular a diretriz que contém o foco chama-se eixo focal (eixo
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de simetria, reta focal) da parabola. O ponto V' da pardbola mais préximo da diretriz chama-
se vértice dessa parabola. O vértice V' € o ponto médio do segmento cujos extremos sao
o foco e a intersecgdo do eixo com a diretriz. O nimero 2p = d(F, L) é o parametro da

pardbola? e d(V,F)=d(V,L)=p.

5
. eixo da parabola
Parabola 4 P

3

2
F

1 o 1 2 3 4 5 6
.2l

Figura 3.9: Pardbola 22 =4y e seus elementos

3 2 -
diretriz

Abordaremos somente as parabolas com concavidade voltada para cima e para baixo,

com suas respectivas translacoes, pois as outras ndo sao representag¢des de funcéo.
Da definicao de parabola, concluimos a sua equacao reduzida:

« 22 = 4py é uma parabola com vértice na origem, reta focal coincidente com o eixo

OY, concavidade voltada para cima, F' = (0,p) e diretrizd : y = —p;
« x? = —4py é uma parabola com vértice na origem, reta focal coincidente com o eixo

OY, concavidade voltada para baixo, F' = (0, —p) e diretrizd : y = p.

Sugiro a observacao da Figura 3.10, exibindo partes da animacéao, segundo parametro

p, de um arquivo do Geogebra.

Se a pardbola tiver como vértice o ponto V' = (xg, o) e reta focal paralela ao eixo OY,

a sua equacao pode ser escrita como:

« (z —x)? = 4p(y — vo), @ concavidade esta voltada para cima, F' = (zo,yo +p) € a

diretrizd é y = yo — p;

« (x —z0)? = —4p(y — o), a concavidade esta voltada para baixo, F' = (zg,yo — p) €

adiretrizd é y = yo + p.
Observe a Figura 3.11.
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Figura 3.10: Parabola e a influéncia do parametro p

p=2

——

Xo =-2.5

Yo =2

R —

-14-12-10 8 6 -4 -2 |0 2
dy=0 2]

Figura 3.11: Parabolas, vértices e focos
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Capitulo 4

Aplicacoes da Funcao Quadratica e

Atividades

Os problemas serédo apresentados em sec¢des, conforme tipos de atividades ou area
de aplicagdo. Assim, teremos as seguintes sec¢fes: atividades relacionadas a problemas
do cotidiano; problemas de otimizacao; atividades com uso do Winplot ou Geogebra para
observacao de translacdes e parametros; atividades envolvendo a parabola no contexto
da Geometria Analitica; aplicagdes da funcao quadratica na Fisica, no Calculo Diferen-
cial e atividades aplicadas em sala de aula. Todos os problemas vém acompanhados de

solugdes.

4.1 Problemas do Cotidiano

O objetivo principal desta secao é a modelagem e resolucéo de problemas através da
funcdo quadratica, mostrando que esta fun¢do elementar é aplicada em diferentes situa-

¢Oes do cotidiano.

Problema 4.1 . Futebol Brasileiro. Um campeonato de futebol vai ser disputado por 10
clubes pelo sistema em que todos jogam contra todos em dois turnos. Vamos verificar
quantos jogos serao realizados. Contamos o numero de jogos que cada clube participara
no seu campo: 9 jogos. Como sdo 10 clubes, o total de jogos sera 10 - 9 = 90. Sabendo
que o campeonato brasileiro é disputado por 20 clubes, calculamos a quantidade de jogos

com o mesmo raciocinio: 20 - 19 = 380 jogos. Enfim, para cada quantidade x de clubes
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participantes, é possivel calcularmos o numero y de jogos do campeonato, ou seja, y €
funcdo de x. Generalize e escreva uma equacgao (regra) que permita calcular y a partir de

x. (Problema retirado do lezzi (2010))

Solucao: Para a resolucao deste problema, lembre-se da definicdo da fungdo quadra-

tica.y=z-(r—1)=2>—=x

Problema 4.2 . Esporte. Os diretores de um centro esportivo desejam cercar com tela
de alambrado o espago em volta de uma quadra poliesportiva com dimensées oficiais 20m
e 36m. Tendo recebido 200m de tela, os diretores desejam saber quais devem ser as
dimensées do terreno a cercar com tela para que a area seja a maior possivel. Ajude-os.

Este problema foi retirado do livro Dante (2011a).

Solucao:

100 - x

Figura 4.1: Campo de Futebol

A area é dada por A(z) =z - (100 — z) = 100x — z?.

Como o coeficiente a é negativo, a fungdo A(x) é representada por uma parabola com

a concavidade voltada para baixo e seu vértice € um ponto maximo. Logo, para que a area

, . . - } . - —100 , L.
seja maxima, a dimensao x é a abscissa do vértice xy = —5 = 50. A area maxima
a ser cercada é um quadrado de lado 50m, o que estd adequado para cercar a quadra

20m x 36m.

Problema 4.3 . Numero de Ouro. Extraida de Oliveira (2010).

1
A raiz positiva +

daequacdo 2> —x—1=0 & chamada numero de ouro.

1
Como motivacao desta definicdo, resolva a equacao x = 1 + — T
1+ -
x
Solucao: Manipulando algebricamente a equagéo dada, obtemos:
1 1+2 1+2
r = 1—|——1 =1+ ro_ 1t x. Entdo, devemos ter x = + x. O que nos
14 14+ 14+« 1+
s
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leva a equacdo do segundo grau 2> + x = 1 + 2z < 22 —x — 1 = 0. Resolvendo

- 1++/5 ) 1445
a equacdo, obtemos v = 7 Logo, o numero de ouro é 5

decimal aproximadamente igual a 1,61803398 e muitas vezes indicado pela letra ¢ ou .

, com expansao

Os problemas a seguir exigem a determinacdo de uma equag¢ao matematica de uma
fungdo que modele um problema da vida real. Neste trabalho, sé nos interessa a modela-

gem da funcao quadratica.

Problema 4.4 . Modelagem. O comprimento de um lote de constru¢do retangular é trés
vezes a sua largura. Encontre uma equacdo que modele sua area em funggdo da largura

(Stewart (200)).
Solugdo: c =31 e A =cl. Entdo, A(l) = 3%

Problema 4.5 . Modelagem. Um retangulo tem um perimetro de 20cm. Encontre uma
funcdo que modele sua area em termos do comprimento x de um de seus lados (Stewart

(200)).

Solucao: O perimetro do retangulo é dado por 2x +2y = 20 e A = xzy. Como

2y =20 — 2z = y = 10 — z entdo, A(z) = (10 — z) = —z" + 10z.

4.2 Fisica

Segundo Galileu, as distancias percorridas por um corpo em queda livre sdo propor-
cionais ao quadrado dos tempos gastos em percorré-las, ou seja, a fungdo hordria das
posicdes é quadratica e definida pela equagdo s(t) = s + vot + %gtz. Quando se diz
que o corpo foi abandonado, sua velocidade inicial vy = 0. A aceleracédo da gravidade, ao
nivel do mar é g ~ 9,8m/s*> e sy = 0. Assim é possivel reescrever a fungdo como

s(t) = 4, 9t2.

Problema 4.6 . Queda Livre. Um atleta vai pular de um trampolim de 44,1 metros de
altura em relacdo ao solo. Desprezando-se a resisténcia do ar, quantos segundos vai
demorar sua queda? Quantos metros o atleta ja se deslocou apds 1s? (Extraido do livro

de autoria de Imenes (1992)).
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Solucao: Para esta resolucdo, devemos aplicar o valor da funcao quadratica. Encontrare-

mos 44,1 =4,9? = t* =9 =t =3se s(1) = 4,9m.

Resposta: Sua queda vai durar 3 segundos e apds 1 segundo, ele ja se deslocou 4,9

metros.

Problema 4.7 . Movimento Uniformemente Variado (MUV). Partindo do repouso, um
avido percorre a pista de decolagem com aceleracdo constante e atinge a velocidade de
v = 360km/h em 20s. Calcule o valor da aceleragdo desse avido (m/s?) e o comprimento

minimo da pista de decolagem para que o avido consiga decolar.

360 x 1000
3600

a 100m/s. Para o célculo da aceleragdo, basta a razao a =

Solucao: Sabemos que = 100, portanto consideremos a velocidade igual

Av  100m/s

At 20s

Como a posigédo do objeto em fungdo do tempo, no MUV, é dada pela fungcdo quadratica
at?

at
s(t) = so + vot + > temos: s — sog = vot + -5

= 5m/s%

t? 5207
As:vot—i—%:lOO-ZO—i-

= 2000 + 1000 = 3000

Logo, As = 3000m = 3km é a variagcdo da posigdo, o deslocamento do avido, ou seja,

0 comprimento minimo da pista para que o avido consiga decolar.

4.3 Calculo Diferencial

Problema 4.8 . Taxa de Variacao da Funcao Quadratica. Se um objeto é solto, em
queda livre, de uma altura de 100 pés e se a resisténcia do ar pode ser desprezada, a

altura h do objeto no instante t (em segundos) é dada por h(t) = —16t> + 100.

Ah
a) Lembrando que a velocidade média é dada por v,, = AL calcule a velocidade média

do objeto nos intervalos [1,2], [1;1,5] e [1;1,1].

b) A taxa de variagdo instantanea, nesse caso chamada de velocidade instantdnea é a
derivada da funcdo h. Lembre que a derivada da fungcdo quadratica é dada por

f'(x) = 2az + b. Calcule a velocidade do objeto quandot = 1.

Resolucao:
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Ah 36 —84 Ah 64—84
- = =4 5 L2 — 4 b
A 1 8 pés/segundo; At 05 0 pés/segundo e
Ah 80,64 — 84
A ’0—1 = —33,6 pés/segundo. Observe que as velocidades médias sdo

negativas porque o objeto esta se deslocando para baixo, ou seja, a altura h do objeto

esta diminuindo.

b) Neste item, precisamos calcular a velocidade instantdnea. A velocidade € dada por
v(t) = —32t. Logo, v(1) = —32 pés/segundo, um valor bem préximo de —33, 6, que

é a velocidade média com At — 0, ou seja, a variagdo do tempo bem pequena.

Atividade 4.1 . Retas Tangentes. Com esta atividade, vocé sera capaz de tracar uma
parabola, calcular as equacées de retas tangentes a ela em determinados pontos e através
do tragcado das tangentes, analisar os intervalos de crescimento e decrescimento da fungcdo

quadratica, assim como, a existéncia de ponto minimo ou maximo.

Dada a fungdo f(x) = x* — 3x + 1, determine a equagdo da reta tangente a curva
representada por esta funcdo nos pontos de abscissas x = 0 e x = 1. Ulilizando algum

software (Winplot ou Geogebra), grafique a curva e as retas tangentes encontradas.

Resolucao: A fungdo derivada de f é f'(x) = 2x — 3, o coeficiente angular da reta
tangente é dado por a = f'(0) = —3 e o coeficiente linear b pode ser determinado por
1=-3-0+b= b= 1. A equacéo dessa reta tangente emz =0 éy = —3x + 1. Para
a tangente no ponto de abscissa x = 1, temosa = -1, -1 = —-1-14+b=0=10. A

equacdo dessa reta tangente é y = —x.

Observe a Figura 4.2. Quando as retas tangentes sdo decrescentes, a fungdo f tam-
bém é; quando a tangente é horizontal, a fungdo tem um ponto critico que pode ser maximo
ou minimo e quando as tangentes sao crescentes, a fungdo f também é crescente. Como
ar, = f'(x0) = 2a(x) + b, quando a tangente horizontal que passa pelo vértice e tem

b

a =0 = 2a(xy) + b = 0, donde obtemos a férmula da abscissa do vértice (z() = ~ 5
a

4.4 Otimizacao

Em problemas de otimizacao, buscamos encontrar os pontos 6timos, ou seja, 0s mini-
mos ou maximos. No caso da fungédo quadratica, o ponto maximo ou minimo € o vértice da

pardbola. Para uma fungao que representa o lucro de uma empresa, ha interesse no valor
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O a4

Figura 4.2: Parabola e Tangentes

maximo; para uma funcao que representa a quantidade de material num processo de ma-
nufatura, buscaria-se o valor minimo. Com estes problemas, aprenderemos a determinar

maximos e minimos da funcao quadratica.

Problema 4.9 . Futebol. A trajetéria da bola, num chute a gol, descreve uma parabola.
Supondo que sua altura h, em metros, t seqgundos apos o chute, seja dada por
h(t) = —t*46t. Em que instante a bola atinge a altura maxima? Qual é essa altura maxima

atingida pela bola? (extraido do livro de autoria de Dante (2011a))

Solucao: O que estad sendo perguntado corresponde as coordenadas do vértice da para-
bola, que possui concavidade voltada para baixo. Portanto, o vértice € o ponto maximo da

funcdo. Como buscamos encontrar o ponto maximo, este € um problema de otimizacéao.

b —6 . .
O instante sera dado por ty = o = 3 = 3 segundos. A altura maxima atingida pela
a/ —
A 36
bola é hy = il 9 metros. A altura também é a imagem de 3 pela fungéo, ou
a

seja, h(3) = -9+ 18 =9.

Problema 4.10 . Lancamento Obliquo. Um ponto material é langado do solo, vertical-
mente para cima e tem posicées s no decorrer do tempo t dadas pela fungdo horaria

s = 60t — 5t (s em metros e t em segundos).

a) Escreva os intervalos de crescimento e decrescimento da fungéo;

b) Calcule o tempo gasto para atingir a altura maxima;
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c) Determine a altura maxima em relagc&do ao solo;

d) Grafique o problema.

Resolucao:

a) Os intervalos de crescimento e decrescimento da fungdo sdo determinados através do
estudo do sinal da derivada primeira da fungdo. Como s'(t) = 60 — 10t, s'(t) < 0 quando
t>6,s'(t) =0quandot =6 e s'(t) > 0 quandot < 6. Sendo s decrescente set € (6,0)

e crescente set € (—00,6).

b) O tempo gasto para atingir a altura maxima corresponde ao valor de t que anula a deri-
vada primeira, ou seja, t = 6 segundos. Esse valor também poderia ser calculado como

a abscissa do ponto maximo, ja que a parabola tem concavidade voltada para baixo e o

o . b —60
vértice é um ponto maximo. Logo, xry = —— = —— = 6.
2a —10
c) A altura maxima em relagdo ao solo corresponde ao y do vértice (valor maximo da fungdo)
A 3600
que pode ser calculado como s(6) = 360 — 5 - 36 = 180m ou yy = =" Tog = 180;
a —

d) Observe Figura 4.3.

185 -
Vértice = (6, 180)
180 1
175 1
Parabola: y = -5x* + 60x

Figura 4.3: Parabola e Ponto Maximo

Problema 4.11 . Area Maxima. O dono de uma granja quer construir um cercado retan-
gular aproveitando um muro ja existente. As dimensées do cercado podem variar, desde
que o comprimento da parte cercada, sem contar o0 muro, seja 36m (perimetro igual a 36),

pois o granjeiro s6 tem 36 m de tela.
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a) Determine a area A desse cercado, em funcéo de x.

b) A é uma funcdo quadratica na variavel x. Elabore o grafico dessa fungdo, que deve ter

a concavidade voltada para baixo.

c) O granjeiro quer um cercado que tenha maior area. Qual é essa area e quais devem

ser as dimensées do cercado? (Imenes (2010))

Resolugao: Este é um problema também de modelagem. Precisamos: identificar a va-
riavel; expressar todas as incognitas em fungdo da variavel;, montar um modelo (equacao

matematica); resolver a equacdo e comprovar a resposta.

a) Observe a Figura 4.4 e conclua que A(x) = x(36 — 2z) & A(x) = —22% + 367.

(x,y) =(9,162)

Muro

y= 2x” + 36X

36 - 2x

Figura 4.4: Granja e Fungao Area A(x)

b) Observe o grafico na Figura 4.4.

—36
c) Oxy = I =9m e A(9) = —2-81+36-9 = —162 + 324 = 162m* é a drea

maxima. Assim, as dimensées do retangulo devem ser 9m e 18m, para que a area

seja maxima.

Problema 4.12 . Economia. Seja p o prego de venda por unidade de determinado bem e
q a respectiva quantidade vendida a este prego. A receita total R auferida pela venda de q
unidades ao preco p é dada por R = pq. O lucro total é dado pela diferenca entre a receita
e o custo total, ou seja, L = R — C. Considerando q = 20 — p a equagdo da demanda de

um bem e C' = 2q + 17 a equagdo do custo associado, determine:
a) a equacio da receita;
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b) a funcéo lucro;
¢) o valor de q para se obter a receita maxima;

d) o valor de q para a obtengdo de um lucro maximo. (problema extraido do livro de Silva

(1993)).

Resolucao:

a) A equagdo da receita € R(q) = (20 — ¢)qg = —¢* + 20q.
b) A fungao lucro é definida por L(q) = —¢* + 18q — 17.

c) O valor de g para se obter a receita maxima é a abscissa do vértice de R, o que corres-

—20
ponde a ¢ = — = 10 unidades.

d) O valor de ¢ para a obtengdo de um lucro maximo também € a abscissa do vértice de

—18
L, 0 que corresponde a ¢ = — = 9 unidades.

4.5 Atividades Usando o Winplot

As atividades seguintes serdo executadas no Winplot, proporcionando a visualizacao

e investigacao das consequéncias das mudancgas dos parametros da fungdo quadratica.

Atividade 4.2 . Parametro a. O objetivo desta atividade é identificar o efeito que a varia-
¢do do coeficiente a causa nos graficos das fungées quadraticas. Para tal, construa num
mesmo sistema cartesiano, com a ajuda do Winplot, as fungées definidas por f(z) = z?,
g(z) = le, h(z) = 22% e v(x) = 102%. Agora, os gréficos das fungbes u(x) = —xz?,

2

w(z) = —3a?, y = —22% ey = —102>. Observe a Figura 4.5.

O que podemos concluir? Que a concavidade e a abertura da parabola esta relacionada
ao parametro a da equacgdo. Elas tém concavidade voltada para cima, quando oa > 0 e
concavidade voltada para baixo, quando a < 0. Parabolas que tém parametros a opostos,
sdo reflexbes em relacdo ao eixo x. Quanto maior o mdédulo de a, mais fechada a parabola

€ e quanto menor o valor absoluto de a, mais aberta a parabola.
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12 3 4
Figura 4.5: Concavidade de Parabolas definidas por  f(z) = ax®> com a #0

Atividade 4.3 . Translacées Verticais. Com a realizagdo desta atividade, devemos iden-
tificar o que acontece com os valores do coeficiente c da fungdo quadratica, quando trans-
ladamos a parabola verticalmente para cima ou para baixo. Considere fungdes quadraticas
definidas por f(x) = ax® + ¢, com a # 0 eb = 0. Construa num mesmo sistema car-
tesiano, com a ajuda do Winplot, as fungées definidas por , f(x) = z*, g(z) = 2> +5 e

h(z) = 2* — 1. Observe a Figura 4.6.

X

2 3 4 ¢

Figura 4.6: Translagdes Verticais

Atividade 4.4 . Translacées Horizontais. Conforme a se¢do de translagées horizontais,
do capitulo anterior, a parabola que resulta de translacdo horizontal da fungdo y = ax?
também possui uma raiz dupla e sua equagao é da forma f(x) = a(x — m)?, com a # 0
e m= —%. Para observar tais translagées, construa num mesmo sistema cartesiano,

utilizando o Winplot, as fungbes definidas por, f(z) = 2%, g(z) = (z+5)? e

h(z) = (x — 1)°. Figura 4.7
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:’ y=x’

24324, 1234

Figura 4.7: Translagdes Horizontais

4.6 Atividades Usando o Geogebra

Esta primeira atividade propde a construcdo gréfica de uma determinada parébola,
com a marcagao de pontos como o vértice, o foco e a reta diretriz. Ela também poderia ter
sido feita no Winplot. Nao foi pedido para construir um arquivo com animacao, por se tratar
de uma Unica parabola citada. Nao é objetivo desta atividade a observacao da variacao de

parametros, mas a identificacdo das coordenadas do vértice, foco e da equagao da diretriz.

Atividade 4.5 . Parabola e seus Elementos. Vimos, no contexto da Geometria Analitica,
a parabola com os seus elementos importantes, como o vértice, foco e a reta diretriz. Para

relacionarmos estes elementos com a equacao da parabola, faremos a atividade seguinte:

Utilizando o Geogebra construa a parabola de equagdo (x — 2)* = 8(y — 3) e marque

0 seu vértice, o foco e a reta diretriz (Verifique a Figura 4.8).

diretriz. y =1

Figura 4.8: Parabola (z — 2)? = 8(y — 3)

As atividades seguintes tém por objetivo mostrar a influéncia dos parametros da funcao

quadratica, mediante animagdes construidas no Geogebra.
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Atividade 4.6 . Animacao do Parametro a. Nesta atividade, observaremos o efeito do
pardmetro a € [—5,5] da fungdo f(x) = ax?, relacionado & concavidade e abertura da
parabola. Esta animagdo se encontra no arquivo coeficiente a.ggb e uma parte dela é

apresentada na Figura 4.9).

©F coeficiente a.ggb

Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opc¢bes Ferramentas Janela

A p]olo)l 4] +)

Janela de Aigebra @2 Janela de Visualizagio
= Objetos Livres
Lo 2]

= Objetos Dependentes
cocry=axt 1 —o

Figura 4.9: Animacgéao do Parametro a

Atividade 4.7 . Animacao do Parametro b. Observaremos o efeito do pardmetro b €
[—5, 5] da fungdo f(x) = x? + bz, relacionado ao ramo da parabola que intersecta o eixo y,
dependendo do sinal de b. Caso b seja nulo, o ponto de intersegdo da parabola com o eixo
Yy € 0 seu proprio vértice. Esta animag&o se encontra no arquivo coeficiente b.ggb e uma

parte dela € apresentada na Figura 4.10).

7 coeficiente b.ggb

Arquivo Editar Exibir DisposicSes Opc¢des Ferramentas Janela Ajuda
L [ ][] 5] wover
Janela de Algebra ®@™ |Janela de Visualizagio
- Objetos Livres
~aph=-1.8 4]
- Objetos Dependentes =-1.8
-0 c:y=x%—1.8x e
cy=x"-1.8x
5 4 = 2 & & &
=74

Figura 4.10: Animagéao do Parametro b

Atividade 4.8 . Animacao do Parametro c. Observaremos o efeito do pardmetro c €

[—5, 5] da fungdo f(x) = x* + ¢, relacionado ao intercepto y da pardbola e as translagées
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¥ coeficiente c.ggb

Arquivo Editar Exibir Disposi¢des Op¢des Ferramentas
el o)A e f] +) Controle
Janela de Algebra 9 Janela de Visualizagao
-Objetos Livres \ /
ec=.29 . 0 _¢c=-29
- Objetos Dependentes -2 0 2 4
o d y = x? — 2.9
-2 1
dy=x*-29

Figura 4.11: Animagao do Parametro ¢

verticais. Esta animagcdo se encontra no arquivo coeficiente c.ggb e uma parte dela é

apresentada na Figura 4.11).

Atividade 4.9 . Animacao Simultanea dos Parametros da Funcao Quadratica. Agora
ja somos capazes de observar, simultaneamente, as variagées dos trés pardmetros a, b
e ¢ no intervalo [—5,5] da fungdo f(x) = ax® + bx + c. A concavidade, as intersegées
e o vértice da parabola sofrem alteragcbes. Ocorrem translagbes verticais, horizontais e
reflexées. Tente relacionar cada alteragcao grafica com os pardmetros. Esta animagao se
encontra no arquivo Translacoes da Parabola.ggb e uma parte dela é apresentada na

Figura 4.12).

7 Translacoes da Parabola.ggb

Arquivo Editar Exibir Disposi¢tes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
‘ Mover: Arraste ou selecione
Janela de Algebra ==\ Janela de Visualizacédo

- Objetos Livres a=-16

reg=-1.6 _
op=z=4.2 —b=g= 6l Y= 1.6 +42x+3

e @

= Objetos Dependentes
odiy=—1.6x>+4.2x+3
\Parébola dy=ax*+bx+ c\
6 4 2[lo 2 \4 6 8

Figura 4.12: Animacéo dos Parametros a, b e ¢, simultaneamente

Atividade 4.10 . Translacées Horizontais. Teremos a oportunidade de observar transla-

¢bes horizontais da pardbola da fungdo y = (x — m)?, conforme a variagdo do pardmetro
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m € [—5,5]. A curva tragada é a mesma da fungdo y = x*, deslocada m unidades para

a esquerda ou direita de acordo com o valor de m. Esta animacdo se encontra no arquivo

TransHorizontais.ggb e uma parte dela é apresentada na Figura 4.13).

£ TransHorizontais.ggb

Arquivo Editar Exibir Disposi¢cées Opc¢des Ferramentas Janela Ajt

A O] O] 4] e 2] + ] Mover
Janela de Algebra ““*Janela de Visualizagcao
-Objetos Livres m = -
—om = _2
-Objetos Degendentes 1= %2 + dx + 4
scry=x"4+4x+4 N/ —
\Parébola ciy= (x - m)z’ 3 -2 '1_1 ,O 123

Figura 4.13: Translagdes Horizontais

Atividade 4.11 . Construcao da Parabola por Definicao da Geometria Analitica. Esta

atividade é proposta para fixarmos a definicdo da parabola, como lugar geométrico. Lem-

bramos que a parabola P de foco F

e diretriz L é o conjunto de todos os pontos do plano

cuja distancia a F' é igual a sua distancia a L, ou seja, P = P/d(P, F) = d(P, L). Vamos

descrever um procedimento para efetuar a construgdo da parabola usando o Geogebra:

« numa janela do Geogebra, trace a reta a (diretriz da parabola) por dois pontos A e B;

e escolha um ponto C, para ser o foco da parabola, fora da reta a;

e escolha um ponto D na reta a;

e trace a reta mediatriz b do segmento C'D;

e trace a reta c perpendicular a diretriz a que passa pelo ponto D;

 determine a intersecdo E da mediatriz b com a reta c;

- habilite o rastro no ponto E;

« descreva a parabola de foco C'

e diretriz a, movendo o ponto D na diretriz. (Atividade

extraida do material Profmat (2012b))

Observe a construgdo na Figura 4.14, que é parte da animagdo que pode ser visuali-

zada no arquivo construcao da parabola GA.ggb.
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'y GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Disposicoes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

E Mover Janela de Visualizagao
[B[E

Janela de Algebra Janela de Visualizagio
= Objetos Livres

"“JA=(-1,-1 6
4B=(2
""JC=(1,3) 54 [
= Objetos Dependentes
2 CD=6.43 41
~-@ D =(6.04, -1) I
@ 31
~sarys= -1
-5 b -5.04x + 4y = 13.74 2
2c:x=6.04

1 b
A
N
c 51
4_
b
3-/C
2
b
2 A T2 3 4 5 & 1
3 A B
-2—

Figura 4.14: Construgao da Parabola no Geogebra

No papel esta atividade pode ser feita com o auxilio de uma régua, um esquadro, lapis,
alfinete e barbante (Dante (2011b)). E a construgéo da parabola, baseada em sua prépria

definicdo. Veja a Figura 4.15.

Atividade 4.12 . Parabola de Vértice na Origem. Teremos a oportunidade de observar
parébolas de equagéo x* = 4py, com o pardmetro p € [—5,5] e o vértice da pardbola em
V = (0,0). Ja sabemos que p correponde a distancia da diretriz ao vértice da parabola,

que é igual a distancia do vértice ao foco. Esta animag&o se encontra no arquivo Parabola
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Figura 4.15: Construgdo de Parabola no Papel

na GA.ggb e uma parte dela é apresentada na Figura 4.16).

€ Parabola na GAggb

Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

(@] =] [£] wover

Janela de Algebra UEM |Janela de Visualizagio
= Objetos Livres
‘a p=-1.9 q 2
= Objetos Dependentes =-19
~o F=(0,-1.9) : : 0 : :
:ic:x2+7.6y=0 -6 /g 4
Lo d y=19 |F’arébola c:x*=4p y\ 2@
-4
c:x*+76y=0
-6

Figura 4.16: Parabola na Geometria Analitica

Atividade 4.13 . Parabola de Vértice V' = (x,,yo). Nesta atividade, observaremos paré-
bolas de equagdo (v — x0)*> = 4p(y — yo), com pardmetro p, as coordenadas x, € vy, do
vértice variando no intervalo [—5,5]. Tais variagées estao relacionadas a distancias entre
foco, vértice e diretriz; concavidade; abertura e translacées da parabola. O eixo focal da
parabola também se modifica conforme a abscissa x, do vértice. Quando p = 0, visualiza-
remos uma parabola degenerada, que se resume a duas retas concorrentes no vértice V,
ou seja, uma reta horizontal de equacéo y = 1y, € outra reta vertical de equacdo x = x,.

Esta animagéo se encontra no arquivo Parabola foco fora de y.ggb e uma parte dela é

apresentada na Figura 4.17).
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7 Parabola foco fora de y.ggb

Arquivo Editar Exibir Disposi¢gdes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

\E \E\E@ B@@‘@\E\E \ﬂ Controle Deslizante

Janela de Algebra Y99 Janela de Visualizagao

-Obijetos Livres 87

cp=-4 dy=7 g p=-4
ox0=3 -
.y0 =3 41 V=033) x0 =3

-Objetos Dependentes /\ Y0 =3
“’F=(3, _1) A o —_—
“V=(3,3) 8 6,/4 2 |0 244 6 8 10\12 14
@ c:x?—6x+ 16y =39 21

odiy=7 \Parébola c:(x-x0P=4p (y—yO)\

Figura 4.17: Parabola de eixo focal ndo coincidente com o eixo y

4.7 Atividades Aplicadas em Sala de Aula

As atividades, que seguem, foram aplicadas em minhas turmas do 2° Ano dos cur-
sos técnicos integrados ao Ensino Médio do Instituto Federal Fluminense (IFF), nas quais
leciono Matematica. Preparei-as em forma de pequenos testes de sondagem. Como a
Funcdo Quadratica é ensinada na 12 Série, parti do principio que os alunos conhecem
este assunto. Utilizei as atividades para identificar deficiéncias e propor nova pratica pe-
dagégica, mais dindmica e questionadora. Inclui resolugdes dos alunos e resolvi somente
aquelas questdes que, segundo eles, nao foram bem trabalhadas e portanto ndo souberam

responder.

Em minhas aulas, estimulo a utilizagdo de softwares para a construcao de graficos. Em
sala de aula, utilizo o meu notebook, ligado a televisdo, quando nao tenho disponivel um
laboratério de informéatica para dar aula. Conceitos e calculos trabalhados sdo rapidamente
verificados na construgao de graficos. Os alunos também dispdéem de laboratérios de
informatica para poderem praticar. Tenho consciéncia de que esta nédo € a realidade da
maioria das escolas publicas do nosso pais. Mas como a minha possui esta estrutura
maravilhosa, devo aproveitar a ferramenta das novas tecnologias como motivagao e para

melhorar o processo ensino-aprendizagem.

Atividade 4.14 Atividade 1 - Raizes ou Zeros de uma Fun¢ao Quadratica

Esta atividade tem por objetivo a determinacdo de raizes da fungdo quadratica,

atraves de diferentes técnicas , como: fatoragdo do polinémio de segundo grau; comple-
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tando quadrados, para trabalhar com o quadrado da soma ou da diferenga de dois termos;
utilizagdo da férmula resolutiva de equacéo que envolve fungdo quadratica; utilizacdo da

regra da soma e do produto das raizes e pela observacao do grafico da fungdo quadratica.

Considere a definicdo anterior e as fungdes definidas por:

a) f(x)=(z—1)*-9
b) f(z) =2?+ 6z

c) flw)=2*>—-2w+1

1- Determine os zeros das fungbes quadraticas, usando fatoracao.

a)f(x)=(x—-1)2%*-9=(x—1-3)(z —1+3)=(x—4)(x+2) = 0. As raizes sdo
4e-2.

b) Observe a resolugdo dos alunos na Figura 4.18.

Figura 4.18: Resolucdes da Questéo 1- b, ¢ dos alunos

No item c), a fungdo tem raiz dupla igual a 1.

2- Complete quadrados e determine os zeros das fungdes quadraticas.
a)Veja Figura 4.19.

2b)1?+6r=0=2*+624+9=9= (z+3)0*=9=>2+3=30ux+3=-3,0u

seja, as raizes sdo 0 e -6.

c) (v — 1)? ja é quadrado da diferenga. As duas raizes sdo iguais a 1.

3- Determine, se existirem, as raizes reais das fungbes quadraticas utilizando a formula

resolutiva de equagéo de segundo grau.
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Aluno 1

3 2
Q)Sxy=hx o—uf) =
(Q/ 7 ’/:f’ ‘—39: o

Figura 4.19: Resolugdo da Questao 2-a, dos alunos

Aluno 2

Figura 4.20: Resolugédo da Questao 3- a, pelos alunos

Observe as Figuras 4.20 e 4.21, nas quais foi utilizada a formula resolutiva de equa-

¢do de segundo grau.

Utilize a regra da soma e do produto das raizes para determina-las.

No item a), as raizes sdo 4 e -2, no b), 0 e -6 e c) raiz dupla 1. Verifique os calculos

na Figura 4.22

Grafique as funcbées no Winplot e utilize a ferramenta de marcacdo dos zeros para

conferir os seus calculos anteriores. Os graficos estao construidos na Figura 4.23.

Onde vocé pode observar as raizes na representacdo grafica de uma fungdo quadra-

tica? Nas abscissas dos pontos de intersecdo com o €ixo .

Vocé ja conhecia todas estas formas de determinagdo de raizes de fungcdo quadra-
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Figura 4.21: Resolugdes da Questao 3- b, c, pelos alunos
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Figura 4.22: Resolugdes da Questao 4, pelos alunos
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Figura 4.23: Graficos no Winplot

mais facil ou mais pratica? Comente. Comentarios na Figura

Figura 4.24: Comentarios dos alunos
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Atividade 4.15 Atividade 2 - Graficos de Fun¢cao Quadratica

Esta é uma sugestao de atividade para ser feita apdos a aula, num laboratdrio de infor-
matica, com o propdsito de fixar conceitos referentes a fungdo quadratica relacionando-os
com as parabolas. E um recurso ludico. O software Winplot tem um recurso de adivinhar a

equacéao de graficos gerados. Vamos brincar?

Dos graficos sequintes, analise 0s sinais dos pardmetros a, b e ¢ e escreva a lei de

formacgé&o da fungéao graficada.

Depois que vocé fizer seus calculos, clique em equagdo adivinhar e digite sua resposta.
Caso esteja correto, aparecera escrito: Perfeito! Caso contrario, "tentativa outra vez"e
o grafico correspondente a equagdo que vocé digitou sera tragado. Esta € uma dtima

brincadeira para vocé fixar todos os conceitos relacionados a fungdo quadratica.

Resolucao:

1.¢=3b<0zy=—f=1=b=-20,2=a-2a+3=a=1eb=—2. Assima

lei de formagao correspondente ao primeiro grafico é f(x) = 2 — 2z + 3.

2. ¢ = —6. A forma fatorada da fungéo através das raizes é y = a(x — 1)(z — 3), com
a < 0. Podemos escrever y = a(z* — 4z + 3 e descobrimos que a = —2. Assim a lei

de formag&o correspondente ao segundo grafico é f(x) = —22% + 8z — 6.

3.c=4e f(r) =alzx —2)? & f(r) = ax® — 4ax + 4a. Pelo valor de c observado,

concluimos que a = 1. Assim a lei de formagao correspondente ao terceiro grafico é

fla) = (z —2)%

Os meus alunos consideraram a atividade 1, dificil. Ao conversarmos sobre funcao

quadratica, a primeira lembranca é da féormula resolutiva de equagdes. Muitos sabem
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utiliza-la precariamente, alguns conseguem fatorar (colocar termos em evidéncia) e poucos
sabem trabalhar com a regra da soma e do produto. A técnica de completar quadrados
nao foi vista na série anterior, nem na forma algébrica e nem na geométrica. A andlise de
graficos das parabolas, relacionada as raizes, intersecdes com o0s eixos € parametros a, b
e c deveria ser bastante explorada para que ao observarem a lei de formacéo da funcao
quadratica, logo pensassem em sua representagao grafica. Mas isso nao acontece com

frequéncia e eles tém muita dificuldade de tragar gréficos.
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Capitulo 5

Conclusao

O ensino de fungdes reais é conteudo matematico de todo o primeiro ano do Ensino
Médio e pré-requisito para outras areas do conhecimento, como Fisica, Biologia, entre

outras.

Este trabalho foi realizado com o objetivo maior de ser material de apoio para profes-
sores ensinarem conceitos relacionados a Func¢ao Quadratica no Ensino Médio. Conteudo
simples e que deve ser bem explorado e questionado de forma algébrica e também gra-
fica. Apresentamos de maneira formal a definicao, valor e raizes da fungdo quadratica, sua
forma geral e canbnica, eixo de simetria, vértice, representacao grafica e aplicacées. Como
a parabola é a representacao grafica da Fungao Quadratica, relacionamos o conteudo de
funcdes com o ensino de Geometria Analitica, no qual a parabola também esta inserida.
Neste contexto, comentamos apenas as parabolas que tém eixo focal vertical, ja que as
demais ndo sao representagdes graficas de fungdes reais. Observamos o foco, o vértice
e a reta diretriz da parabola. Foram abordados, sem muitos formalismos, os conceitos de
taxa de variacao e retas tangentes que sao partes do Calculo Diferencial e que poderiam

ser explorados, de forma intuitiva, em sala de aula.

Ao sugerir e realizar atividades com os alunos, em sala de aula, confirmei que possuem
dificuldades no tragado de graficos. Entdo, observando questionamentos e deficiéncias
deles no que se refere a fungdo quadratica, considerei oportuna a utilizacao da tecnologia
para a realizacdo de atividades. Em algumas destas atividades, foi utilizado o software
Winplot para construgdes de graficos, resolu¢cdes de desigualdades e tracado de retas

tangentes a parabolas. Usando o Geogebra, foram feitas atividades com animacoes, para
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mostrar que a mudanca dos valores dos parametros da equacéao geral que define a funcéo
quadratica interfere na concavidade, abertura da pardbola, interceptos, vértice e imagem.
Os arquivos das animagdes ficam disponiveis para quem solicitar. A versdo impressa é

acompanhada de um CD com os arquivos.

A intencdo deste trabalho foi incentivar os docentes a utilizarem a abordagem histo-
rica, formal e tecnoldgica relacionadas para uma proposta dinamica de ensino de fungéo

quadratica que contribuira para uma melhor formacao dos nossos alunos.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Definicoes e Formulas Citadas nas Atividades

A.1.1 Atividade 1 - Raizes ou Zeros da Funcao Quadratica
Produtos Notaveis:

* (a=b)(a+b) =a®—V?
« (a+b)? =a*+ 2ab+ V?

« (a—b)*=a®—2ab+?

Formula Resolutiva de uma Equacéo de 2° Grau  az? + bx + ¢ = 0:

, . . . —b+b? — 4dac
as railzes reais, caso eXIStam, sdo dadas por xTr = 5 .
a

Considera-se A = b?> — 4dac e se:
A > 0, existem 2 raizes reais distintas;
A = 0, existe uma raiz dupla e

A < 0, a equacao ndo possui raizes reais.

Definicdo A.1 Os valores de = para os quais a fungdo quadratica f(z) = ax®> + bz +c =0

S840 0s zeros ou raizes da funcdo quadratica f.
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A.1.2 Atividade 2 - Graficos de Funcao Quadratica

Sabemos que toda fungdo quadratica é representada graficamente por uma parabola. E

também que:

O coeficiente a é responsavel pela concavidade e abertura da parabola. Quando
a > 0, a concavidade esta voltada para cima; quando a < 0, a concavidade esta
voltada para baixo; quanto menor o valor absoluto de a, maior sera a abertura da
parabola; quanto maior o valor absoluto de a, menor sera a abertura da parabola

(parabola mais fechada).

O parametro b indica se a parabola intersecta o eixo y no seu ramo crescente (b > 0),

decrescente (b < 0) ou no vértice (b = 0).
A constante ¢ indica onde a parébola intersecta y, no ponto (0, ¢).

A parabola intersecta o eixo x nos pontos de abscissas iguais as raizes da funcao

quadratica.

b A
As coordenadas do vértice sao dadas por zy = ~5 eyy = ——.
a
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