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Resumo

A maioria dos alunos que almejam ingressar no ensino superior nao reconhe-
cem as Conicas em suas diferentes representacoes, tema bastante utilizado nos cursos
da &area tecnoldgica, principalmente nas disciplinas de cdlculo, geometria analitica e em
algebra linear.Diante disso, surgiu o interesse em pesquisar e desenvolver uma sequéncia
didatica abordando tal conteido, fundamentada na teoria dos registros das representacoes
semioticas, com as contribuicoes da geometria dinamica. A estratégia utilizada é a se-
guinte: utilizando determinados recursos do software GeoGebra serao construidas a elipse,
a hipérbole e a parabola a partir do circulo diretor, usando o conceito de lugar geométrico,
em seguida sera demonstrado que as figuras construidas tém propriedades especificas, de-
duzindo as suas respectivas defini¢oes, por fim serd feita a parametrizacao de cada conica,
onde chegaremos na equacao completa do segundo grau, passando pela forma canonica.
Desta forma buscamos propor uma abordagem na qual o discente nao sé identificara a
imagem de uma conica como também a equagao que a representa, além da sua definigao

formal.

Palavras-chave: Teoria dos registros de representacoes semiéticas, GeoGebra,

Conicas.
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Abstract

Most students that aim to enter in College do not recognize Conical in its diffe-
rent representations, by the way, it is a subject widely used in courses of technological area
, especially in calculus, analytic geometry and algebra linear subjects. Due to that, it came
out the interest in researching and developing a teaching sequence addressing such content
, based on the semiotic registers representations theory, with the contributions of dynamic
geometry . The strategy used is as follows: using certain features of GeoGebra software
it will be built ellipse, and hyperbola and parable from director circle using the concept
of geometric place, after that, it will be shown that the constructed figures have specific
properties, deducting its definitions, and finally the parameterization of each cone, when
we will have arrived at the completed second degree equation, through canonical form.
Thus we seek propose an approach in which the student will identify the image of a cone

not only, but also the equation that represents it, beyond its formal definition.

Key words: semiotic registers representations theory, GeoGebra, Conical.
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Introducao

Ao perguntarmos sobre conicas, elipse, hipérbole e parabola a um grupo de
alunos que ja concluiram o ensino médio e tem a pretensao de fazer o curso de licenciatura
em matemética, 90% responderam que nunca estudaram tal contetido e 10% responde-
ram que estudaram, mas nao sao capazes de reconhecer uma conica nas suas diferentes

representacoes.

De acordo com o programa que consta em alguns editais de selecao de vestibular
para determinadas universidades federais, existe uma cobranca sobre as coOnicas em suas
provas , porém no ENEM nao ha esta exigéncia. Atualmente, o ensino de matematica no
Brasil nao dedica grande aten¢ao ao tema. Faremos um breve histérico como o assunto é

abordado desde o ensino fundamental até o ensino médio nos dias atuais.

No ensino fundamental, hd um tratamento apenas da parabola. A abordagem
deste objeto é feita no 9° ano, dando continuidade ao ensino de funcgoes, sendo apresentada
como funcao quadratica, onde parte-se da definicao até a construcao do grafico, passando
pela resolucao da equacgao do 2° grau. A sua relagao com o universo das conicas costuma
ser ignorada durante esta abordagem. O objetivo neste momento se limita a apresentar

mais um tipo de funcao.

No 1° ano do ensino médio, a pardbola é retomada com um enfoque diferen-
ciado, onde sao trabalhadas as habilidades na maniplulacao das equacoes analiticas e
apresentada a relacao de cada parametro com a sua representacao geométrica, bem como
sua verificagao no grafico. Geralmente, nao é feito uma abordagem induzindo o estabele-
cimento da relacao entre o comportamento da representacao geométrica e representacao

algébrica.

No tltimo ano do ensino médio, as coOnicas compoem o programa escolar.



Porém, vale salientar, que por diversos motivos, esse tema se quer é abordado por boa
parte dos professores. Quando um professor trabalha tal contetido, ele se restringe as
equagoes analiticas cujas demonstracoes partem da definicao bifocal. Raramente se traba-
lha a construcao dessas conicas, estas sao apresentadas logo apds a defini¢ao, ou depois da
abordagem de cada equacao analitica. E bem provavel que alguns alunos acreditem que a
hiperbole é uma pardbola que foi duplicada e refletida. Serd que este tipo de abordagem

facilita o reconhecimento das conicas em suas diferentes representacoes?

Neste contexto, podemos dizer que o ensino das conicas contempla uma intensa
concentracao na representacao dessas curvas através das equagoes, ou seja, falar em conicas

¢ o mesmo que falar em equagoes das conicas.

Diante disto, surgiu a necessidade de se elaborar uma sequéncia didatica que

facilitasse o reconhecimento de uma conica em suas diferentes representacoes.
Este trabalho divide-se em quatro capitulos, assim ditribuidos:

No capitulo 1, sao apresentados alguns topicos de geometria analitica e de
algebra linear, segundo Steinbruch(2006), tais como matrizes, determinante, vetores e
mudanca de coordenadas, que servem como pré-requisitos para o entendimento da funda-

mentacao tedrica.

O capitulo 2 é dedicado a fundamentacao tedrica, que estd subdividido em
duas segbes. A primeira aborda um pouco sobre élgebra linear, segundo Boldrini(1996),
focando na diagonalizagao da forma quadratica e no procedimento de classificacao das
conicas. A segunda secao trata sobre a teoria das representacoes semidticas, segundo
Duval(2009), enfatizando a importancia da diversidade de registros e a articulagao entre
eles nas atividades matematicas; destacando, em seguida, que o uso das novas tecnologias

¢ de suma importancia para a educa¢ao matemadtica segundo Borba e Penteado(2007).

No capitulo 3 é apresentada a sequéncia de atividade abordando as conicas;
onde serd trabalhado, primeiramente, a construcao de cada conica utilizando o geogebra
como instrumento; em seguida, analisando determinadas propriedades da figura construida
serda deduzida uma definicao para cada curva através da idéia de lugar geométrico; logo
apods, sera feita a parametrizacao a partir da definicao utilizando alguns conceitos de

geometria analitica, chegando a forma candnica de cada curva e a equagao completa do



segundo grau, ou seja, a sua representacao algébrica; e por fim, serd mostrada a relacao

entre a representagao algébrica e a representagao grafica através do geogebra.

No ultimo capitulo, é feita uma conclusao do trabalho desenvolvido abordando

0s possiveis pontos positivos e os pontos negativos da execucao da atividade proposta.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Matrizes

Neste capitulo inicial, falaremos um pouco sobre matrizes, determinante, ve-
tores e mudanca de coordenadas abordando algumas definicoes que serao utilizadas no

decorrer da leitura.

Definicao 1.1.1 Chama-se matriz de ordem m por n a um quadro de mxn elementos

(nimeros, poliondmios, funcoes etc) dispostos em m linhas e n colunas:

11 a2 a3 ... Qin
Q21 Q22 A23 ... Q2p
A= asz1 Q32 A3z ... Qa3p
Am1 Am2 Qm3 ceo Qmn

Representacao dos Elementos da Matriz

Cada elemento da matriz A estd associado a dois indices: a;;. O primeiro indice

indica a linha e o segundo a coluna a que o elemento pertence.

4



Representacao de uma Matriz

A matriz A pode ser representada abreviadamente por A = (a;;), i variando de
1l am (i=1,2,3,....m) e j variando de 1 a n(j= 1,2,3,...,n). Para entender porque a matriz
A pode ser representada por (a;;). A partir de agora, e sempre que for necessario, uma

matriz B serd representada por b;;, uma matriz C por (¢;;) e assim por diante.

Ordem da Matriz - Notacao

Se a matriz A é de ordem m por n, costuma-se escrever simplesmente Ay, ).
Assim se uma matriz A tiver 3 linhas e 4 colunas, escreve-se simplesmente As4 e diz-se

matriz de ordem 3 por 4.

Matriz Retangular

Definicao 1.1.2 Uma matriz na qual m # n é denominada matriz retangular.

Matriz-Coluna

Definicao 1.1.3 A matriz de ordem n por 1 é uma matriz-coluna:

ail
a12

13

A1n

Matriz-Linha

Definicao 1.1.4 A matriz de ordem 1 por n é uma matriz-linha:



a1

a12

a3

Q1n

Matriz Quadrada

Definicao 1.1.5 Chama-se matriz quadrada a toda matriz Ag, ), ou seja, quando o

numero de linhas for igual ao nimero de colunas.

a1; a2 @13 ... Qip
Q21 Q22 Q23 ... Q2p
A= asy Q32 a3z ... a3p
Anp1 Ap2 Ap3 ... GQpp

A ordem da matriz quadrada é n por n, ou simplesmente n.

Diagonal Principal

Definig¢ao 1.1.6 Numa matriz quadrada A = (a;;), de ordem n, os elementos a;j, em que

1=7, constituem a diagonal principal.

Desta forma, a diagonal formada pelos elementos a1, ass, ass, ..., an, € a diagonal principal.

Diagonal Secundaria

Definig¢ao 1.1.7 Numa matriz quadrada A = (a;;), de ordem n, os elementos a;j, em que

1+ 7 =n+1, constituem a diagonal secunddria.



Assim, a diagonal formada pelos elementos ai,, asn—1, a@3n—2, ..., ap1 € a diagonal se-

cundéria.

Matriz Diagonal

Definicao 1.1.8 A matriz quadrada A = (a;j) que tem os elementos a;; = 0 quando i # j

¢ uma matriz diagonal.

ai 0 0 0

0 929 0 0

A= 0 0 ass 0
0O 0 O Ann

Matriz Nula

Definicao 1.1.9 Uma matriz nula A = (a;;) € a matriz cujos elementos a;; sao todos

nulos.

Exemplo 1.1.1

000
000

Matriz Identidade

Definig¢ao 1.1.10 A matriz quadrada A = (a;;) de qualquer ordem que tem os elementos

a;; = 1 quando i = j € uma matriz identidade.
Indica-se a matriz identidade por I,,, ou simplesmente por I.

Exemplo 1.1.2

1 00
10

Iy = s Is=1 01 0
01

0 0 1



Matriz Simétrica

Definicao 1.1.11 Uma matriz quadrada S = (a;;) € stmétrica se os elementos dispostos

simetricamente em relagao a diagonal principal sao iguais, isto €, a;; = aj;.

Exemplo 1.1.3

159
S=15 3 8
9 8 7

Matriz Transposta

Definicao 1.1.12 A matriz transposta da matriz A, de ordem m por n, é matriz AT,
de ordem n por m, que se obtém da matriz A permutando as linhas pelas colunas de mesmo

indice.

Exemplo 1.1.4

11 a9l
a11 Aaiz2 i3
AT
A= ;AT = Q12 Q22
Q21 QAg22 Q13
13 dg3

Vale salientar que a matriz transposta de uma matriz simétrica é ela mesma.

Produto de uma Matriz por Outra
Definicao 1.1.13 Sejam A = (aij)mxn € B = (brs)nxp- Definimos AB = (cyy)mxp, onde

n
Cuv = § aukbkv - aulblv + ...+ aunbnv
k=1
Observagoes:
i) S6 podemos efetuar o produto de duas matrizes Apyxn ¢ Biyp se 0 nimero de colunas
da primeira for igual ao nimero de linhas da segunda, isto é, n=I[. Além disso, a matriz-

resultado C = AB serd de ordem m x p.



ii) O elemento ¢;; (i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz-produto) é obtido multipli-
cando os elementos da i-ésima linha da primeira matriz pelos elementos correspondentes

da j-ésima coluna da segunda matriz, e somando estes produtos.

Exemplo 1.1.5 Sejam

bir bi2
aix Qi a3
A2><3: € B3><2: b21 b22

a21 Q22 Q13 b b
31 032

A matriz-produto AB € a matriz 2 X 2 definida como:

bir bi2
a11 Qa2 Q13

AB = . ba1 Do

Q21 Q22 Q13
b3i  b3o

a11011 + a12b21 4 a13bs1  ai1bia + aiabae + a13bs:

21011 + a2bo1 4 agsbsi  ag1bia + agebae + agsbsas

Acredita-se que seja conveniente avisa-lo que o conceito de determinante no caso geral
envolve muitos simbolos, o que dificulta a leitura e nao se faz necessario, uma vez que
s6 serd trabalhado com matrizes quadradas de ordem 2. Portanto para tornar a leitura
mais simples e objetiva introduziremos apenas a definicao de determinante para matriz

quadrada de ordem 2.

1.2 Determinante

Definigao 1.2.1 Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem 2, o determinante

associado a A € dado por:



@11 Aa12 ai; Qaig
det = = 11022 — G12021

Q21 Q22 ag1 A2

Ou seja, o det A é dado pela diferenca entre o produto dos elementos da diagonal principal

e o produto dos elementos da diagonal secundaria.

1.3 Vetores

Coordenadas no Plano

Consideremos dois eixos OX e OY perpendiculares em O, os quais determinam
o plano m. Dado um ponto P qualquer, P € m, conduzamos por ele duas retas; uma
paralela ao eixo OX, chamaremos de r, e a outra paralela ao eixo OY, que chamaremos de

S.

¥
B I nP
5

L ] . *

O A X

Figura 1.1: Sistema de Eixos Coordenados

Denominemos A a intersecao de OX com s e B a intersecao de OY com r.

Nessas condigoes definimos:

Definicao 1.3.1 A abscissa do ponto P é o niumero real x, = OA, a ordenada do
ponto P é o nimero real y, = OB e as coordenadas do ponto P sao os nimeros reais x,

e yp, geralmente indicados na forma de par ordenado (z,,Yyp).

10



Distancia entre dois Pontos

Sejam Q(x1,y1) e P(xa,ys2) dois pontos do plano. Como mostra a figura abaixo,
a partir de P e Q, podemos construir o triangulo retangulo PSQ. Em termos das co-
ordenadas de P e Q, as medidas dos catetos deste triangulo sdo |za — z1| e |y2 — y1].

Logo, pelo Teorema de Pitagoras, podemos dizer que a medida da sua hipotenusa é

V(T2 —21)” + (g2 — 11)*

Figura 1.2: Distancia entre dois Pontos

Defini¢ao 1.3.2 A distancia entre dois pontos Q e P, indicada por d(Q,P), é determi-
nada por d(Q, P) = \/(zs — x1)2 + (y2 — y1)%.

Vetores no Plano

Sendo cada par ordenado (x,y) correspondente a um ponto no plano. Consi-
derando (z,y) # (0,0), além do ponto podemos fazer corresponder ao par(x,y) uma seta,
como mostra a figura abaixo. Desta forma, um par ordenado (x,y) # (0,0) pode ser
representado graficamente por um ponto ou por uma seta. Quando utilizamos uma seta
para representar (z,y), podemos associar a este par ordenado diregao, sentido e modulo.
A diregao e o sentido do par (x,y) sdo, respectivamente, a dire¢ao e o sentido da seta que

o representa. O médulo do par (z,y) é o numero y/x? + y? que é o comprimento da seta.

Definicao 1.3.3 Um objeto ao qual se pode associar os conceitos de dire¢ao, sentido e

maodulo é chamado de vetor.

11



(x,¥)

I e LT

1
!
[}
i
1
!
s 1
i
|
[}
1
1
L

X

Figura 1.3: Representacao de um vetor

Os vetores serao representados por letras mintsculas com uma seta por cima determinados

por um par ordenado, como por exemplo @ = (z,y), esta representacdo também pode ser

x
feita através da matriz coluna, ou seja o =

Yy
Vetor Unitario

Definicao 1.3.4 Um vetor de modulo 1 é chamado vetor unitdrio.

V2 V2

272

V2
2

V2

Exemplo 1.3.1 O vetor ¥ = ( ) € unitdrio, pois || = \/( )2+ ( 5 )P =1

No caso geral, qualquer que seja o vetor ndo-nulo 7, ﬁ é unitario.

Vetores Ortogonais e Vetores Ortonormais

Definicao 1.3.5 Sejam W e ¥ dois vetores no plano, dizemos que & ¢é ortogonal (ou
perpendicular) o ¥ se @ = (0,0) ou se ¥ = (0,0) ou se menor dngulo formado pelos
vetores W e T mede 90°.

Definicao 1.3.6 Os vetores W e ¥ sdo ortonormais quando sio ortogonais e unitdrios

stmultaneamente.

12



Produto Interno

Definicao 1.3.7 Sejam @ = (a,b) e U = (a, B) dois vetores no plano. Chama-se pro-

duto interno ou produto escalar, representado por <,V >, o nimero real:

< W,V >=aa + bp.

Projecao de Vetores

Definicao 1.3.8 Sejam W = AB e ¥ = zﬁ # 0 wvetores representados por segmentos
orientados com a mesma origem. Seja B' o pé da perpendicular baixada do ponto B sobre

a reta que contém os pontos A e C'. A projecdo do vetor W na direcdo do vetor U

w, T
¢ o vetor Projo = AB. E ¢ dada por: Proj»w = %7.
\ s
/f
/
u/
_:.

Figura 1.4: Projecdo de @ na direcdo de 7

1.4 Mudanca de Coordenadas

Ha situacoes que é mais conveniente se passar de um sistema de eixos ortogonais
OXY para um outro sistema de eixos ortogonais O;X;1Y; no plano. Tal passagem pode
se dar por uma simples translagao apenas ou por uma rotagao apenas ou , ainda, pelos
dois movimentos, um seguido do outro. Nestes casos, precisamos escrever as coordenadas
(z1,71) do ponto P no novo sistema em fungao das coordenadas (x,y) de P no sistema

original OXY. Neste momento, trataremos apena da translacao.
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Translacao

Definigao 1.4.1 A translag¢ao é o deslocamento do sistema eizos ortogonais OXY, de
tal modo que a nova posi¢cao dard origem a um novo sistema de eixos ortogonais O1.X1Y7,
de forma que o eizo O1 X, seja paralelo a OX e o eixo O1Y; seja paralelo a OY, de acordo

com a tlustracao abaizo:

U

Vamos agora tentar deduzir algumas féormulas que exprimam as coordenadas
(x1,71), de um ponto P no novo sistema em fungao das coordenadas (x,y) de P do sistema
original. Para isso, consideremos OXY um sistema de eixos ortogonais, O7 = (2o, yo) um
ponto no plano e O;X1Y] o sistema cujos eixos O;X; e O1Y] sao paralelos aos eixos OX
e OY, respectivamente. Sejam os vetores unitarios &f = (1,0) e & = (0,1) dos eixos
OX e OY respectivamente, consequentemente, dos eixos 01X e O1Y;. Como (x,y) sao as

coordenadas do ponto P no sistema OXY, podemos dizer que:

OP = 28 + y&.

Olﬁ =zef + ?/16_5-

——
00] =zl + Yo 3.

Como, OP = Olf’ + 00y, entao:
2el +yes = (zoef +yoe3) + (v16f +11€3)
Temos, entao:

vel +yes = (zo+x1)el + (yo +v1)e3

Logo, podemos dizer que as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e

0, X1Y] estao relacionadas pelas equagoes:
T =X+ X1

Y=Yty
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Ou, ainda:

T =x — X

=Y — Yo

Rotacao dos Eixos Coordenados

Definicao 1.4.2 A rotagao positiva € o giro, no sentido anti-hordrio em torno da ori-
gem, do sistema de eixos ortogonais OXY, de tal modo que a nova posicao dard origem a

um novo sistema de eizos ortogonais OX Y.

Vamos agora deduzir a relagdo entre as coordenadas (x1,y;) do ponto P no novo sistema
OX1Y; em fungao das coordenadas (x,y) de P no sistema original OXY, a partir da rotagao

do sistema de eixos ortogonais. Observe a figura abaixo:

OY; )
OxX7
\ /
-i','}\ o
y Uf_'i-r

Figura 1.5: Eixo Rotacionado

Seja OX1Y; o sistema obtido girando os eixos OX e OY ao angulo 0 € [0, 27)

no sentido positivo. Entao,

11 = (cosf, senfl) e 5 = (—senb, cosh) sdo os vetores unitdrios referentes aos

eixos OX; e OY;, respectivamente. Considerando um ponto P do plano e sabendo que o7

_>

e v3 sao ortonormais, podemos dizer que existem nimeros reais x; e y; de modo que :

ﬁ = $1U_1>+ylv_2>

Analisando a figura abaixo, temos que Projv—1>0—lt3 = 1,71 e Projv—gO—lt3 = 103

Logo, podemos concluir que (z1,y;) sdo as coordenadas do ponto P com relacao ao sistema
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de eixos OX Y]

oY, 904

OX1

Figura 1.6: Eixo Rotacionado com o Ponto P

Verificando que (x,y) sdo as coordenadas do ponto P com relacdo ao sistema

OXY, ou seja, O—[-g = 2e{ + yes, podemos dizer que:

—

a:e_1>+y 2 =$111_1>—|-y11}_2>

Se fizermos o produto interno de ambos os membros desta igualdade por &f e

depois por €3, lembrando que <e{,ef >=1, < &3,65 >=1e < &7, & >= 0, temos:
p p ) q

T=1x <€, 6 >ty <3, ¢f >
y=1x, <, e >+y < V3,5 >

E se fizermos o produto interno das equacoes acima por Tf e em seguida por

v_2>, teremos:

y=z<ef,0>—+y<esvs>

Fazendo as devidas substituicoes teremos:

x = x1c080 — y1send

y = x15end + ycosl
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x1 = xcost + ysent

y = —xsent + ycosh

Reescrevendo estes sistemas em forma de equagao matricial,

x cost) —send T
= (1.1)
Y senf  cosf Y1
e
1 cos  senb T
= (1.2)
Y1 —senfl  cosf Y
A matriz

cost) —senb
P = (1.3)

senf  cosb

é a matriz passagem das coordenadas (x1,%;) para as coordenadas (x,y) e, consequente-

mente,

. cos)  senb
Pt = (1.4)

—senf cost

¢ a matriz passagem das coordenadas (x,y) para as coordenadas (x1,y;), onde a matriz P*

¢ a matriz transposta da matriz P.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 1.4.1 Dado um sistema de eixos ortogonais OXY, considere o sistema de eixos
ortogonais OXY obtido pela rotacdo positiva de 45° dos eixos OX e OY em torno da

origem. Uma hipérbole nas coordenadas T e y tem a sequinte representagao algébrica H:
=2 2

T

5 % = 1. Determine a equagao da hipérbole nas coordenadas x e y.

Solucao: Usando as relagoes de mudanca de coordenadas, encontrados anteriormente,

temos:

2
T = cosd5°x + sendb%y = g(:v + )

2
Y = —sendb°x + cosdb%y = %(—x + )
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Desta forma, podemos dizer que a equac¢ao da hipérbole nas coordenadas x e y é:

2 1 2
1($+y)2—§xz(—x+9)2:1

—Adr+y)?—(—x+y)?=16
= 42 + 2zy + y?) — (2® — 22y + y*) = 16

X

N | —

<= 322 + 102y + 3y?> = 16
< 322 + 102y + 31> — 16 =0
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Capitulo 2

Fundamentacao Teédrica

Este capitulo estd subdividido em duas segoes. A primeira trata sobre a di-
agonalizacao da forma quadrética, as conicas, seguida do procedimento geral para sua
classificacao. A segunda aborda sobre a teoria dos registros das representacoes semidticas
e geometria dinamica, o que justifica o aspecto didatico da sequéncia de atividades apre-

sentada no capitulo 3.

2.1 Operadores e Forma Quadratica

A partir desta se¢ao designaremos para representar um vetor tanto o par orde-
z ,
nado (x,y) quanto a matriz . E facil identificar em qual contexto cada um estara

sendo utilizado.

2.1.1 Autovalores e Autovetores
ann G2
Sejam S = uma matriz real do tipo 2 x 2 e W = (r,y) um

G21 G22
vetor em R2. Definimos S@ como sendo o vetor (@112 + a1y, an T + ay), ou seja,

SU = (anz + a12y, anx + azy).
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Definicao 2.1.1 Um numero real X é um autovalor da matriz S se existir um vetor
U ndo nulo tal que SW = A\W. E seja A um autovalor da matriz S, um vetor u = (z,y)

¢ um autovetor de S relativo ao autovalor )\ se ST =\ .

Ou seja,
a1 + a2y = Ax - (A—an)r —apy=0

91T + Aoy = A\Y —anx + (A —axn)y =0

Um ndmero real A é um autovalor da matriz S se, e somente se, o sistema
acima tem uma soluc¢ao nao trivial (z;y)((z;y) # (0;0)). Mas o sistema tem uma solucao

nao trivial se, e so6 se,

det A —ap —ai2 —0
—a21 A —ag

De fato, (A—aq1, —ag1)z+(—aj2, A—ag)y = 0 possui uma solucao (z,y) # (0,0)

se, e sO se, um dos vetores é mutiplo do outro.

Definicao 2.1.2 O polinomio p : R — R, dado por

A —ap —ai2
p()\) = det = ()\ - a11)<>\ — Qg2) — 12091,

—a2 A — g

¢ denominado polinémio caracteristico da matriz S.

E os autovalores de uma matriz S sao as raizes reais do polinomio caracteristico da matriz

S.

2.1.2 Diagonalizacao da Forma Quadratica

Dada uma forma quadrética f : R* = R, f(z,y) = Az? + Bxy + Cy?, dizemos

que a matriz real do tipo 2 x 2.

A B2
B/2 C

S:
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¢ a matriz associada a f.
. ai; Q12 . . e .
Uma matriz X = real do tipo 2 X 2 é simétrica se a9 = as;. Observa-se que
Q21 (22
a matriz associada a qualquer forma quadratica é simétrica. Dessa forma, para quaisquer

(z,y) € R?,
flz,y) =< S(z,y), (z,y) > (2.1)

A B/2 x
< ,(x,y)>
B/2 C Yy

Ax + Ey
= B 2 7($ay)
§x+0y

De fato,

B B

B B
= Ax? + S YT + 5y + Oy?

= Az? + Bry + Cy* = f(x,y).

Para provarmos o principal resultado desta se¢ao precisaremos da seguinte pro-

posicao:
bi2 . bii b
Proposicao 2.1.1 Sejam P = uma matriz real do tipo 2x2, P* =
b21 b22 b12 b22
sua matriz transposta, U = (x,y) e ) dois vetores quaisquer em R2. Entdo,

bll b12 b11 b21 y4
= (x, Y),
bar b bia  boo w
Ou seja, < PW,V >=<u,P'V >

Demonstragao:

bi1 by T b1z + bi2y
(z,w) ) = , (z,w)
bar  bay Yy b1z + baoy
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=< (bi1x + b12y, barx + baoy), (2, w) >= (b11x + b12y)z + (b + bay)w

= bn%Z + blzyz + bglxw + bQQyw = .’L’(bHZ + bzlw) + y(blgz + bggw)

bllz + bglw >

=< (z,y), (b112 + borw, b2z + bapw) >= <($7 Y),
b122 + b22w

A seguir apresentaremos e demonstraremos um teorema muito importante que

vai ser utilizado na reducao da forma quadratica a forma canonica.

A BJ/2
Teorema 2.1.1 Seja S = / uma matriz simétrica real do tipo 2 X 2

B/2 C
i)As raizes Ay € Ay do polindmio caracteristico de S sao reais. Isto é, a matriz de S tem

dois autovalores \1 e \g, que tem multiplicidade um se Ay # Ao, ou multiplicidade dois se

A1 = Aa.

it) Erxiste um par i e W de autovetores ortonormais relativos aos autovalores Ay e s,
respectivamente.
ap Gz , . . o ,
i1i) Se P = € a matriz de ordem 2 cuja primeira coluna € formada pelas
bi by

coordenadas do vetor i = (a1,by) e a sequnda, pelas coordenadas do vetor W5 = (ay, by),

. A O
entao P'SP =

0 X
Demonstragao:

i) O polinomio caracteristico da matriz S é

p(A) = det q—A -B/2 z(/\—A)(/\—C)—B—2
—B/2 M\ -C 4
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2

B
=N — (A+ OAN+AC — =

Como o discriminante da equagao p(A) =0,

A= (A+C)* —4(AC — B?*/4)
= A%2 +2AC + C? — 4AC + B?
= (A_C)2+B2>

Tendo em vista que esse discriminante é uma soma de quadrados, entao A é nao negativo,
ou seja, as suas raizes A\; e Ay sao reais.
ii) J4 provou-se que ou A = 0 ou A > 0. Analisaremos os dois casos. Se A = 0, temos

que A = C e B =0 e, portanto, A = A = C ¢ a unica raiz de p(\) = 0. Neste caso,

Ao\ R ) o
S = eef = (1,0),e = (0,1) sdo autovetores ortonormais relativos ao autovalor

0 A
A de multiplicidade dois.
Se A > 0, a equagao p(\) = 0 tem duas raizes reais \; e Ay distintas.
Sejam uj e W5 vetores nao nulos tais que ST = Muf e Sub = \u3, isto é, uf e U3
sao autovetores nao nulos associados aos autovalores A; e A9, respectivamente. Podemos

supor que uj e w5 sdo vetores unitdrios (ou seja, ||uf|| = ||w|| = 1). Como a transposta

da matriz simétrica é ela mesma, entao, pela proposi¢ao anterior, podemos dizer que:

< SW{, W >=< uf, Sup >
=< MW, W >=< U, \oUB >
=\ < UL, U5 >= \o < UL, US>
= (A — X)) <uf,us >=0
Como A\ # g,
<ug,uh >=0

Logo concluimos que o vetor %] é ortogonal ao vetor 3.
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iii) Sabendo que

A  BJ2 a
Su{ = = (aa; + gbl, gal + Ch)
B/2 C by
E que:
Mt = Ai(ag, by) = (Aag, Ab)
Como

Sut = Mt

Podemos dizer que

B B
(Aa1 —+ Ebl, §a1 + Cbl) = (/\10,1, )\11)1)

Fazendo o mesmo para o vetor 3, teremos

A  BJ2 as
Sus = = (Aay + —by, —ag + Chy)
B/2 C by
E
A5 = Aa(ag, ba) = (Agaz, Aobs)
Como

Sus = N\

Podemos dizer que

B, B
(Aay + §b27 5% + Cby) = (A2a2, Aobs)
Desta forma, segue que
A B/2 a; as
SP — . Aa1 + %bl Aag + %bg . )\1&1 )\20/2
B/2 c b b gal + Cbl gag + Cbg /\1b1 /\gbg
1 2
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Além disso, sendo ||uf||? = a? + 02 = 1,||W||> = a2 + b2 = 1 e < uf,us >=

ajas + biby = 0, obtemos que

aq b1
PSP — Atay  Aaap
A1by Agbsy
(05} b2
_ M(af+b7)  Ao(arag + bibo) [ M0
)\1(&16@ + blbg) )\Q(a% + b%) 0 )\2

Observacao:
Note que B =0 < & = (1,0)(ouei = (0,1)) é um autovetor da matriz S. Neste caso, A
e C sdo autovalores e e = (1,0), e = (0,1) sdo autovetores relativos aos autovalores A e

C, respectivamente, da matriz S.

Apresentaremos a seguir o principal resultado desta secao que é reduzir a forma
quadratica a forma canonica, fazendo, é claro, a rotagao do sistema de eixos, eliminando

o termo misto xy.
Reducao da Forma Quadratica a Forma Canodnica

A forma quadrética f(z,y) = Ax? + Bxy + Cy? no sistema de eixos ortogo-
nais OXY, pode ser reescrito nas coordenadas x; e y;, no sistema OX;Y7, na forma:
f(z1,y1) = M + Xoy?, onde 6 € [0,27) é o angulo que o vetor u{ faz com o eixo OX no
sentido positivo, isto é, uj = (cosf, senfl). O vetor us = (—sen, cost)) é obtido de u{ por
uma rotacao positiva de g E OX1Y; é o sistema cujos eixos OX; e OY] tém a mesma

direcdo e o mesmo sentido dos u{ e 5, respectivamente.
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De fato, vejamos:

Seja a matriz P de ordem 2 cuja primeira coluna é formada pelo vetor 7 e a

segunda coluna pelo vetor e @3, de acordo com as equacdes 1.3 e 1.4, podemos dizer que
P é a matriz passagem das coordenadas (x,y) para as coordenadas (z1,y;).

Segundo a equacao 1.1, podemos escrever que

x T
=P ou ainda que (x,y) = P(x1, 11).

) U1
f(l’,y)=<5 ! ,(fv,y)>
y

podemos escrever da seguite forma

x
f(xlayl) = <S(P ' )7P(x17y1)>
Y1
sabendo que
I Ty
SP =S(P )
hn Y
pspy | | =rusp [ T ) =rise [ T )))
Y1 Y1 Y1

Logo, utilizando os resultados anteriores, podemos escrever que

T

S, 9) = <7’t(5(73 ))773t(7’(56173/1))>

n

f(xhyl) = <PtS7D o 7(x17y1)>
Y1

)\1 0 I
f($1,y1) = 7<I17y1>
0 A Y1

flz1,y1) =< (Mzy, ), (1, 11) >
flxi,m) = )\195% + )\29%

ou seja

Az? + By + Cy? = \a® + Ny
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Além desse procedimento para diagonalizar as formas quadraticas utilizando
o produto interno, ha um outro modo de reduzir a forma quadratica a forma canodnica,
reescrevendo a equacgao dada na forma matricial. A diagonalizacao das formas quadraticas
tem muitas aplicacoes e uma delas serd vista durante a abordagem das conicas, bem como

o outro procedimento de diagonalizagao supracitado.

2.1.3 Conicas

Segundo Boyer(1996), foi ao resolver o problema da duplicagdo do cubo que
Meneacmus(380 - 320 a.C. aproximadamente) descobriu as curvas conicas, além disso,
foi o primeiro a mostrar que as elipses, as parabolas e as hipérboles podem ser obtidas,
como seccoes de um cone, quando cortado por planos nao paralelos a base. Contudo,
atribui-se ao matematico e astronomo grego Apolonio de Perga(262 a 190 a.C.)as maiores
contribuigoes sobre as conicas, pois foi quem mais estudou e desenvolveu, sistematizando os
resultados em sua obra Se¢oes Conicas. Nela é visto, pela primeira vez, que é possivel gerar
todas as conicas de um tnico cone duplo, surgindo o segundo ramo da hiperbole, variando

a inclinagao do plano de interseccao. Ele também provou que este cone nao precisa ser reto.

parabola

elipse

hipérbole

Figura 2.1: Conicas

Mais tarde, um grande amante da matemédtica Fermat, ao restaurar a obra
perdida de Apolonio, Plane Loci, ele descobriu que é possivel aplicar a algebra combinada
com o conceito de lugares geométricos, e fazer uso de algumas técnicas de demonstracoes,
para revelar que todos os lugares geométricos discutidos por Apolonio poderiam ser ex-

pressos na forma de equagoes algébricas com duas varidveis. Fermat aplicou os mesmos
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procedimentos ao estudar a obra Conicas de Apolonio, descobrindo, assim, suas equacoes.
Seus estudos e analise deram lugar a sete equacoes que ele podia obter como formas ir-
redutiveis a partir da equacao geral do segundo grau com duas variaveis que, escrita na
linguagem atual, é Az? + Bay + Cy? + Dx + Ey + F = 0. De acordo com os valores
dos coeficientes da equacao acima, Fermat classificou os lugares geométricos obtidos na
seguinte nomenclatura: reta, hipérbole equilatera, par de retas concorrentes, parabola,

circulo, elipse e hipérbole axial.

Neste capitulo faremos um estudo de cada curva conica obtida a partir da

equacao supracitada nos casos em que A # 0 ou B # 0 ou C' # 0.

Equacao Geral do Segundo Grau em R?

Para abordar as conicas no R? de forma mais generalizada continuaremos tra-
tando das conicas e, através da diagonalizacao de formas quadraticas associadas, mostra-
remos que as equagoes representam uma das conicas centralizada, possivelmente em outro

sistema de eixos ortogonais.

Definigao 2.1.3 Uma cénica em R? é um conjunto de pontos cujas coordenadas em

relacao ao sistema de eixos ortogonais OXY satisfazem a equacdo:
Az’ + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0
onde A ou B ou C #0
Observe que a equagao da coOnica envolve uma forma quadratica, Q(z,y) =

Ax? + Bxy + Cy?, uma forma linear, L(x,y) = Dz + Ey, e um termo constante F. Isto &,

a equacao que define a conica é:

Qx,y) +Lx,y) + F=0

Exemplo 2.1.1 Circunferéncia

A=0C=1
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1.2 y2
St =1
1 1
A E’C ﬁ,a>0,b>0
B=D=FE=0
F=-1

I‘Z y2
PR

1 1
B=D=FE=190
F=-1

Exemplo 2.1.4 Pardbola
2> — By|E+#0

Temos ainda os casos chamados degenerados

Exemplo 2.1.5 Par de retas concorrentes (Hipérbole degenerada)
v y2 0= + b
_—— — = = —r
a?  b? y a

a>0
b>0

Exemplo 2.1.6 Par de retas paralelas (pardbola degenerada)
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a>0

b>0

Exemplo 2.1.7 Uma reta (Pardbola degenerada)

Exemplo 2.1.8 Um ponto (elipse degenerada)

ar® +by?> =0

a>0

b>0

Exemplo 2.1.9 Vazio (elipse ou pardbola degenerada)

ar’ +by* +1* =0

a>0
b>0

(r#0)

As equacoes das conicas apresentadas acima estao na ”forma candnica”, também
conhecida como forma reduzida, isto é, B=0;se A% 0, D =0ese C #0, E =0. Sera
mostrado que, através da mudanca de sistema de eixos coordenados, toda equacao com-

pleta do segundo grau pode representar uma das formas colocadas acima.

Exemplo 2.1.10



que é uma hipérbole.

Consideremos agora um exemplo mais complicado.

Exemplo 2.1.11 Dada uma equagao no sistema de eizos ortogonais OXY :

2x2+2y2+4xy+4\/§x+12\/§y—8:()

Nosso objetivo sera determinar qual conica esta equagao representa no plano. Para isto,
precisamos inicialmente eliminar o termo misto xy, através da diagonalizagao da forma

quadratica.

1° Passo: Escrevendo a equagao anterior na forma matricial, temos

2 2 T T
(:c y) +(4\/§ 12\/5) —-8=0
2 2 Y Y

2° Passo: Vamos calcular os autovalores e os autovetores ortonormais da matriz

2 2
2 2
2—A 2 ) )
P(\) = =(2=A)"—4=—4X+ A
2 2—A
Entao os autovalores sao 0 e 4.
2 T 0 1 1
Para \; =0, = el = (——, —=)
2 2 y 0 2 V2
2 2 T 4x 1 1
Para Ay = 4, = ,onde U3 = (—=, —=)
2 2 y Ay V2 V2

Pelo resultado de (1.3), podemos dizer que neste novo sistema de eixos O XY},

cujos eixos OX; e OY] tém a mesma direcao e o mesmo sentido dos vetores e vs. A
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forma quadratica

2 2 x
Qz,y) = ( Ty ) (no sistema de eixos OXY)
2 2 Y
se reduz a
0 0 T . .
Qz,y) = ( Ty > (no sistema de eixos OX;Y7)
0 4 U1
x
3° Passo: Agora precisamos determinar a relagao que existe entre e
Yy
I

e substituir o resultado na parte linear da equacao dada.
Y1

Liwy) = (4v2 1242 )

Y

8
=
-

_>

Mas, , sabendo que P é formado pelos autovetores v{ e

<
I
A",
<
S

73, ou seja, P =

Sl=g -

§||
—
[\

V2 11
1
— U1

V2 V2

4° Passo: A equacao original se reduz a

Logo, =
(Y

— )-8l

1 1
0 0 x NG EENG) x
(:m yl) - 1 +(4\/§ 12\/§> Y22 "l -s8=0
Y1 1@ ﬁ Y1
022 4 4y? +4\/§(——:r1+ y1)+12\/_( T4+ —=y1) —8=0

it

4y — Axy + 4y + 1221 + 12y, —8 =10

V2 V2

Esta ultima equacao representa a conica em relacao ao novo sistema de eixos

ortogonais formado pelas retas suporte de v7 e 3.
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Vamos ainda introduzir uma nova mudanga de coordenadas para identificar a

conica. Ela serd dada por uma translagao do novo sistema de eixos encontrado acima.

5° Passo: Para ”eliminar”os termos lineares onde isto é possivel (A # 0), agru-

pamos os termos de y? + 2z; + 4y; — 2 = 0 convenientemente.

(2 44y +4) —4 421, —2=0

(y1 +2)* +2(2; —3) =0

Tornando o = x1 — 3 € Yy = y; + 2, obtemos y3 + 225 — 6 = 0 ou finalmente

Ty = _iyg

Assim, a equacao acima representa a conica em relagao a um novo sistema de
eixos, obtido por translacao e podemos finalmente identifica-la como sendo uma parabola,
conforme indica a forma reduzida. A origem deste ultimo sistema de eixos serd zo = 0 e

Yo =0,isto é, z1 —3=0ey; +2=0.

Na préxima seccao formularemos o procedimento geral de classificagao das

conicas, estabelecendo em detalhes o que deve ser feito em cada passo.

Procedimento Geral de Classificagcao das Conicas

Dada a equacao:
Az? + Bry + Cy* + Dz +Ey+F =0 (A ou B ou C #0),
para descobrir que conica a equagao representa no plano, devemos proceder do seguinte
modo:
1° Passo: Escrevemos a equacao na forma matricial:

wg

xz

Q |

X
+(D E) L F=0
Y Yy
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2° Passo: Diagonalizamos a forma quadratica para eliminar os termos mistos.

Para isto, precisamos encontrar os autovalores A\; e Ay e 0s autovetores ortonormais U_1> e
B
A =
U—2> de B 2
— C
2
3° Passo: Obtemos as novas coordenadas. Para isto, precisaremos da seguinte
relacao
i T
=P
Y 2

4° Passo: Substituimos as novas coordenadas na equagao, obtendo a equagao

no novo sistema de eixos coordenados O XY}, cujos eixos OX; e OY] sao as retas suportes

dos vetores T e T3.
)\1 0 T T
(xl yl) +<D E)P +F=0
0 A (i (i

ou seja, \z? + \oyi +awy + by, + F =0

5° Passo: Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sao

nao nulos. Temos entao trés casos:
1))\1 e )\2 7é 0.

AMx? +azy + Ayl + by + F =0

A A WL L Sy
WO oN Ty, W TN T, -

a b
Seja xo = 1 + 2—/\1 e Yo =1y + 2—)\2, temos entao /\1x§ + )\gyg +f=0

(que é uma das equagoes tipicas) onde



11))\1 7&0 € )\2 = 0.

Mr?+az; +by + F=0

2

a a
A B D R F=
1(x1+2A1) 4A1+ Y1+ 0

a
Tornando x9 = 1 + K e Yo = ¥y1, temos entao
1

s+ by + f =0

(que é uma das equagoes tipicas) onde

CL2

:F——
/ 4\

iii)A\; =0 e A # 0. (similar ao anterior)

Como vimos, este procedimento permite-nos, através de uma mudanca do sis-
tema de eixos, colocar qualquer conica na forma de uma das equacgoes tipicas. Neste

processo classificamos a conica, damos suas dimensoes e posi¢oes no plano.

Muitas vezes, entretanto, estaremos interessados apenas em classificar a conica
dada por uma equacio Az* + Bxy + Cy*> + Dx + Ey + F = 0, sem determinar suas
dimensoes e localizagao. Visando solucionar este problema de uma forma mais réapida, va-
mos discutir as possibilidades que temos em funcao dos sinais dos autovalores associados

a forma quadratica.

Consideremos, portanto, os autovalores A; e Ay de

B
2 |. Como j4
C

sVl

vimos, obteremos depois da eliminagao do termo misto uma equagao da forma
M7 4+ Aoy? +axy + by + F =0 (2.2)
(I) Vamos analisar inicialmente, a situacdo em que A\; # 0 e Ay # 0. Neste caso, através
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de uma translacao que é feita no 5° passo do procedimento geral, obtemos
M5+ Aoys + f =0

Note que:

i) se A; e Ay forem ambos positivos, teremos para f < 0 uma elipse; para f =0

teremos um ponto (z3 = y2 = 0) e para f > 0 teremos o conjunto vazio.

ii) se A\; e Ay forem ambos negativos, também teremos uma elipse, um ponto

ou vazio, conforme f seja positivo, nulo ou negativo.

iii) se A; e g tiverem sinais opostos, poderemos term uma hipérbole, quando

f # 0, ou um par de retas concorrentes se f = 0.
(IT) Consideremos agora a situa¢ao em que A; = 0 (e, portanto Ay # 0). Como
vimos, partindo da equagao (2.2), chegamos a uma equagao:

)\2y§+ax2—i—f:0

Note que:

i) se a # 0 teremos uma parabola.

ii) se a = 0, poderemos ter um par de retas paralelas, uma reta ou o vazio.

(IT1) O caso em que Ay = 0 é discutido de maneira andloga ao (II).

Resumindo, temos:

Teorema 2.1.2 Dada uma cénica definida pela equacio Ax*+ Bay+Cy?+Dx+Ey+F =

0. Sejam A1 e Ay os autovalores associados a sua forma quadrdtica; entdo:
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i)se A1 - Ay > 0 esta equagao representa uma elipse, ou suas degeneragoes (um

ponto ou ou vazio).

i) se A1 - Ay < 0 esta equagdo representa uma hipérbole ou sua degenera¢ao

(par de retas concorrentes).

iii) se Ay - Ao = 0 esta equacdo representa uma pardbola ou suas degeneragoes

(par de retas paralelas, uma reta ou o vazio).

4 B

Considerando que o determinante associado a forma quadratica B 2

> C
é igual ao produto de seus autovalores A; - As. Assim o sinal de A; - Ay é 0 mesmo de
—(BIQ — AC), que por sua vez tem o mesmo sinal de —(B? — 4AC). Podemos assim

reescrever o teorema anterior em funcao do ”discriminante”’ B? — 4AC.

Teorema 2.1.3 Dada a equacdo: Azx? + Bxy+ Cy?>+ Dz + Ey+ F = 0, esta equacdo no
plano representard:

i) uma elipse ou suas degeneragoes, se B> — 4AC < 0

ii)uma pardbola ou suas degeneragoes, se B> —4AC = ()

i )uma hipérbole ou suas degeneragoes, se B —4AC > 0
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2.2 Teoria dos Registros das Representacoes Semioticas

e Geometria Dinamica

Em diferentes areas de conhecimento é possivel se ter acesso ao objeto de es-
tudo de forma direta ou por diversos meios, como, por exemplo, através de microscopios,
telescopios, aparelhos de medida, etc. Porém, na matematica todos os objetos de estudo
sao abstratos, sendo assim, nao sao diretamente perceptiveis ou observaveis com a ajuda

de algum instrumento.

Desta forma, toda comunicagao, em matematica, se estabelece com base em
representacoes. Por este motivo, o pensamento matematico possue uma caracteristica es-
pecifica dentre outras ciéncias, que é dispor de uma variedade de representacoes para um

mesmo objeto.

Diante disto, uma das grandes dificuldades de aprendizagem em matematica
esta relacionada com o fato de se ter um tinico acesso aos objetos matematicos, o qual se da
através destas representagoes. Logo percebe-se a necessidade de trazer para os processos
de ensino e aprendizagem mais de um registro de representacao de um mesmo objeto, pois
cada registro contém conteudos diferentes, com propriedades e aspectos que podem propor-
cionar a construcao de relacoes conceituais diferentes. A articulacao entre esses registros é
fundamental para o fenomeno da compreensao dos conceitos matematicos. Segundo Duval
(2009), existe algo parecido com ”um enclausuramento de registros que impede o aluno de

reconhecer o mesmo objeto matemadtico, em duas de suas representacoes bem diferentes”.

Nesse sentido, a diversidade dos registros de representacoes tém um papel fun-
damental na compreensao. A compreensao requer a coordenacao dos diferentes registros.
Duval afirma que a maioria dos alunos, ao longo de seu curriculo, permanece aquém dessa
compreensao. Dal as dificuldades recorrentes e as limitacoes bastante ”estreitas”em suas
capacidades de aprendizagem matematica. Os unicos acertos que lhes sao possiveis se dao
em monorregistros (registros monofuncionais), muitas vezes privados de "significado”e

inutilizaveis fora do contexto de suas aprendizagens.
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De acordo com a teoria dos registros de representacao, ha quatro tipos de
registros. A tabela 1.1 mostra um exemplo das conicas nas suas diferentes representagoes,

tomando como referéncia o quadro elaborado por Duval(2003):

Analisando a tabela 1.1, verifica-se que € possivel representar uma conica
usando a linguagem natural, construcoes geométricas, a linguagem algébrica e a linguagem
grafica. A passagem, de um registro de representacao para outro, implica em compreender
as propriedades e/ou as caracteristicas diferentes de um mesmo objeto, ou seja, um mesmo
objeto de estudo jamais terd o mesmo contetido em registros de representacoes diferentes.
Observa-se que informagoes, caracteristicas e propriedades que a construcao das curvas no
geogebra proporciona sao totalmente diferentes das que a equagao canonica proporciona,
bem como das que os graficos proporcionam.

Sendo assim, vé-se a necessidade de se coordenar as transformagoes de um tipo de repre-
sentagao semidtica em outro tipo de representagao. Duval(2003) classifica em dois tipos

as transformacoes:

”Os tratamento sao trasformacoes de representacoes dentro de um mesmo re-
gistro: por exemplo, efetuar um cdlculo ficando estritamente no mesmo sistema
de escrita ou de representacao dos numeros; resolver uma equacao ou um Sis-
tema de equagoes; completar uma figura sequndo critérios de conexidade e de
simetria.

As conversoes sao transformacoes de representacao que consistem em mudar
de registro conservando os mesmos objetos denotados: por exemplo, passar da

escrita algébrica de uma equacao a sua representacao grdfica.”

Neste trabalho, os tratamentos podem ser evidenciados nas parametrizacoes

das curvas, ou seja, quando partimos, por exemplo, da expressdo:\/(z — ¢)? + (y — 0)% +

2
V(z+¢)?+(y—0)? = 2a e a transformamos na equagdo canonica — + Z—z = 1. E
a

facil perceber que continuamos na linguagem algébrica, nao mudamos de registro. Ja as

conversoes estao bem latentes nas passagens das figuras construidas no geogebra para a
deducao da definicao do objeto, bem como nas passagens da definicao para a parame-
trizagao e vice-versa.

Porém nem sempre o professor da a devida atencao a utilizacao das diferentes linguagens
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Tabela 2.1: Diferentes Representagoes das Conicas

Representagao Discursiva

Representacao nao-

discursiva

Registros multifuncionais:
Os tratamentos sao sem

algoritmos

Conjuntos dos pontos cuja
soma das distancias a dois

pontos é constante

Construcao da elipse no Ge-

oGebra

Registros monofuncionais:
Os tratamentos sao, princi-

palmente, com algoritmos

Registros multifuncionais

Conjuntos dos pontos cuja
diferenca das distancias a

dois pontos é constante

Construcao da hipérbole no

GeoGebra

Registros monofuncionais

Registros multifuncionais

Conjuntos dos pontos cuja
distancia a dois pontos dis-

tintos é a mesma

Construcao da parabola no

GeoGebra

Registros monofuncionais
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existentes na matematica, uma vez que muitos tem dificuldade em ” desenhar”no quadro so-
brevalorizando a representacao algébrica, menosprezando a linguagem geométrica, ou uti-
liza a linguagem geométrica apenas para exemplificar o que foi abordado algebricamente,
sem apresentar as devidas relagoes. Segundo Lucas (2009):7/...] lecionar a disciplina de
. 7y 2 ) . ~ . \
geometria analitica sempre ficou um “vazio”na hora de associar as equagoes obtidas a
uras geométricas”correspondentes. Tratava-se muito mais da dlgebra do que da geo-

7 t 7 dent Trat t da dlgebra d d
metria, principalmente pela dificuldade de se "desenhar”na lousa e no caderno situagoes
obtidas com equacoes. FEsta dificuldade pode ser bastante minimizada com a cria¢do de

visualizadores.”

Atualmente, ha diversos softwares que facilitam a abordagem de determinados
conteudos matematicos, Borba e Penteado (2007) afirmam que o uso das novas tecnologias
tem causado um impacto significativo no ensino de matematica, visto que proporcionam

a experimentacao e enfatizam a visualizacao.

Ha& varios programas que além de permitirem uma visualizacao, proporcionam a
movimentagao do objeto matematico preservando suas caracteristicas originais, facilitando
a investigacao e andlise, oportunizando o individuo a conjecturar e deduzir conceitos e
propriedades do objeto de estudo. Tais programas constituem o que se chama de geometria

dinamica.

7O nome Geometria Dinamica (GD) hoje € largamente utilizado para espe-
cificar a Geometria implementada em computador, a qual permite que objetos
sejam mouvidos mantendo-se todos os vinculos estabelecidos inicialmente na
construcao. Fste nome pode ser melhor entendido como oposi¢ao a geometria
tradicional de régua e compasso, que € estdtica, pois apos o aluno realizar uma
construcao, se ele desejar analisd-la com alguns dos objetos em outra disposi¢ao

terd que construir um novo desenho.” (Isotani, 2005).

Neste contexto, pensou-se na utilizacao de um software chamado Geogebra para
trabalhar construcoes de figuras, bem como visualizar a sua manipulagao-movimentacao.

De acordo com o site oficial, o geogebra é um software de matematica dinamica, idealizado
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pelo austriaco Markus H, para ser utilizado em educacao nas escolas secundarias que reune
geometria, algebra e calculo. O programa poder ser baixado gratuitamente do préprio site

do geogebra. (geogebra, 2010)

Segundo Lucas(2009) o Geogebra é um sistema dinamico de geometria que,
por um lado, vocé pode fazer construcoes com pontos, vetores, segmentos, retas,bem como
secgoes conicas e muda-los dinamicamente depois. Por outro lado, equacoes e coordenadas
podem ser inseridas diretamente podendo visualizar sua representagao grafica. Assim, o
geogebra tem o recurso de transformar as variaveis em niumeros, vetores e pontos, além
de achar derivadas e integrais de funcoes e oferecer comandos como raizes ou extremos.
Essas duas perspectivas sao caracteristicas do geogebra: uma expressao na janela algébrica

corresponde a um objeto na janela geométrica e vice-versa.
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Capitulo 3

Sequéncia Didatica para Abordagem

das Conicas

Antes de iniciarmos a apresentacao da sequéncia de atividades, falaremos um
pouco sobre alguns tépicos da geometria que servem como pré-requisitos para o entendi-

mento da sequéncia didatica.

3.1 Conceitos Geométricos

Definicao 3.1.1 Reta tangente ¢ a reta que toca uma curva ou superficie sem cortd-la,

compartilhando um unico ponto com a curva.

Definicao 3.1.2 lugar geométrico é o conjunto dos pontos que possuem uma determi-

nada propriedade.

Por exemplo, o lugar geométrico dos pontos que distam 5¢cm de um ponto A é a circun-

feréncia de centro A e raio Scm.

Definicao 3.1.3 Mediatriz de um segmento de reta é a reta perpendicular ao segmento

dado que passa pelo seu ponto médio.

Definicao 3.1.4 Seja uma conica com dois focos Fy e Fy, circulo diretor é o circulo

centrado em um dos focos cujo raio € igual a 2a.

43



3.2 Construcao geométrica utilizando o GeoGebra

Visto que é importante trabalharmos com diferentes registros de representacao,
apresentaremos uma sequéncia de atividades, direcionada para os alunos do 3° ano do En-
sino Médio, onde serd trabalhado, primeiramente, a construcao de cada conica utilizando
0 geogebra como instrumento; em seguida, analisando determinadas propriedades da fi-
gura construida sera deduzida uma definicao para cada curva através da idéia de lugar
geométrico; por fim, serd feita a representacao algébrica a partir da definicao utilizando
alguns conceitos de geometria analitica, chegando a forma canonica de cada curva e, em
seguida, a equacao completa do segundo grau; finalizando com a identificacao de algumas
coOnicas através da representacao algébrica. Para desenvolver esta proposta de atividade o

professor precisard de aproximadamente 8 horas/aulas.

Para facilitar a leitura deste capitulo, os icones da barra de ferramenta foram

enumerados de acordo com a figura 3.1.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

3 . e .
A ; .
%7 nd 7‘/’/./7 'I;‘v ®—.— IQ/? &7 ® N ABC? _a.i— |
1|2 3|4‘S|5‘7‘s|9‘1&‘11|12

Figura 3.1: Barra de Ferramentas com Icones
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3.2.1 Construcao da Elipse

O geogebra possui um comando, icone 7, que constroe a elipse, o qual o usuario
sO precisa de dois focos e um ponto da elipse. Porém, nao vamos utilizar este comando,
faremos a construcao a partir do circulo diretor. Portanto, comecaremos construindo um
circulo, clicando no icone 6, indicando, em seguida, o centro do circulo (ponto A) e, depois,

um ponto do circulo (ponto B). De acordo com a figura 3.2.

© Geotsebra e ————
Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

A : ol &l P N ] @l

\ | { a ABC || _az2 :

‘%v.v/v4>v v\"/v b 7 v‘{_’ oy
b Janela de Algebra + Janela de Visualizagdo
= Cénica
@ CHK-34F+(y-2.6F=343
= Ponto 5
@ A=(3.4,26)

@ B=(1.78,1T7)

< 1 | »

Entrada: =

Figura 3.2: Circulo Diretor da Elipse

Logo apods, utilizando o icone 2 para determinar um ponto no interior do circulo
(ponto C) e, depois, um outro ponto pertencendo ao circulo (ponto D), construiremos a

mediatriz entre C e D, clicando no icone 4, indicando os referidos pontos. Veja a figura 3.3.

Tracaremos, agora, utilizando o icone 3, um segmento entre os pontos A e D;
usando o icone 2, (ver figura 3.4) denominaremos de E o ponto de interseccdo entre o

segmento AD e a mediatriz.

E facil ver que o geogebra apresenta duas janelas ; uma, a esquerda, chamada
janela algébrica e a outra, a direita, chamada janela de visualizacao. Este programa tem

dois comandos que permitem visualizar tanto a movimentacao do objeto , quanto o rastro
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Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

a

A
[

|

N

ABC
7|

2
5]

¢

|

@l
9 :

LA Selol4

il
¥ Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagdo

(]| %

= Cénica

L@ g (k- 34P =y - 2.6 =343
= Ponto

@ A=(3.4,2.6)

@ B={1.78,1.7)

@ C=(4.68,3.04)

@ D= (4.06,4.33)

= Reta

s @ 0.62x - 1.29y = -2.06

N

4 i +

Entrada:

Figura 3.3: Mediatriz Tangente a Elipse

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

YN ENECE

N

ABC
e

2

7]

<

7

oy

Bé&n

) ) ) ) )

Janela de Algebra b Janela de Visualizagio
Cdnica

D o (X-34F+(y- 267 =343

Ponto

A=(3.4,26)
B=(1.78,1.7)

C = (4.68, 3.04)

D = (4.06, 4.33)

E - (3.69, 3.36)

Reta

¥ a0.62x-1.29y=-2.06

Segmento
“ b=1.85

]
]
L@
@

¥

4 [ +

Entrada:

Figura 3.4: Ponto E

por onde ele passou. Entao, vamos pedir para habilitar o rastro do ponto E, clicando
com o botao direito do mouse nas coordenadas do ponto E, localizada na janela algébrica,

selecionando em habilitar rastro, de acordo com a figura 3.5. Isto também pode ser feito

clicando com o botao direito no proprio objeto.

Em seguida, movimentaremos o ponto D ao longo do circulo, utilizando o icone

1, e, depois, selecionando o ponto D, arrastando-o. Observe a figura 3.6.
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Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
P PN N ol 5] PN 1 s
a ABC a=1
‘ D§vlli! (); ] 7 <:27 7 hd kel ) +Pv 9 &
b Janela de Algebra ¢+ Janela de Visualizagio I
= Cdnica
@ CH(K-34F (Y -2.6F=343
- Panto 5
@ A=(3.4,26)
@ B=(178,1.7)
» C=1(4.68, 3.04) e
i@ D=1(4.06,4.33)
L E=(3.69,22=
= Reta Ponto E: Ponto de intersegdode b, a
@ @ 0.62x -
= Segmento Coordenadas Polares
@ b=1.85
. Exibir Objeto
As | Exibir Rétulo
# Habilitar Rastro
Renomear
/. Apagar 3 3 3 Z g 7 |
“ .2 Propriedades
Entrada: | =

Figura 3.5: Habilitacao do Rastro do Ponto E

€Y GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

I

L] 2
‘ @ < ABC || a=2
Xv/-vvav@v v'ivxv v+v‘{_’v o 4
¥ Janela de Algebra ¢ Janela de Visualizagio I
= Cédnica
LD e (X-34F(y- 267 =343
= Ponto
LD A=(34,26)
O B=(178,17)

i@ C=(4.68,3.04)

@ D=(3.99,4.36)

L@ E=(3.65,3.34)

= Reta

‘@ a0.69x-1.32y=-1.88
=l Segmento

@ b=1.85

4 [} +

Entrada: | | =

Figura 3.6: Rastro do Ponto E

Observe que ao movimentarmos o ponto D, O ponto E também se movimenta

e o seu rastro tem a forma de uma elipse.
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3.2.2 Construcao da Hipérbole

Faremos agora a construcao da hipérbole, utilizando a mesma idéia e os mes-
mos comandos usados na construcao da elipse. Comecaremos pelo circulo diretor, deter-

minando os pontos A e B, através do icone 6, de acordo com a figura 3.7.

£ Geobiebra R 2 |
Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
s
DN ENEoERaNE=ER Le
] 7] ] o) ] ) ] 7] ) 7| oy o
b Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Cénica
g Gk -2.8F +(y-2.8F=2.05
= Ponto 54
@ A=(28,2.8
3 B=(3.58,1.6)
4
31 4
2
14
0
T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 & 7 8 |
4 i | »
Enfrada: =

Figura 3.7: Circulo Diretor da Hipérbole

Em seguida, determinaremos um ponto fora do circulo(ponto C) e outro ponto
pertencendo ao circulo(ponto D) clicando no icone 2, ( ver a figura 3.8) para podermos

construir a mediatriz entre C e D, utilizando o icone 4.

Tracaremos, agora, utilizando o icone 3, uma reta passando pelos pontos A e
D; usando o icone 2, denominaremos de E o ponto de interseccao entre a reta que passa

pelos pontos A e D e a mediatriz de CD, de acordo com a figura 3.9.

Utilizando o mesmo procedimento da construcao da elipse, vamos habilitar o

rastro do ponto E, movimentando, em seguida, o ponto D ao longo do circulo diretor, de

acordo coma figura 3.10.

Verifica-se que ao movimentar o ponto D, o ponto E também se movimenta
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{7 GeoGebra

Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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perfazendo o contorno da hibérbole.
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Figura 3.10: Rastro do Ponto E

3.2.3 Construcao da Parabola

Na construcao da parabola nao utilizaremos o circulo diretor, mas faremos
uso de uma reta, chamada diretriz, sobre a qual o ponto D fard o movimento. Logo
comecaremos determinando esta reta, clicando no icone 3, e indicando dois pontos pelos

quais a reta ird passar, veja na figura 3.11.
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Figura 3.11: Reta Diretriz
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Em seguida, determinaremos um ponto fora da reta (ponto C) e outro ponto
pertencendo a reta (ponto D), utilizando o icone 2. Logo apds, construiremos a mediatriz

entre C e D, clicando no icone 4, e indicando os pontos C e D, de acordo com a figura

3.12.
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Figura 3.12: Reta Tangente a Parabola

Utilizando o icone 3, tracaremos uma reta perpendicular a diretriz passando
pelo ponto D. Em seguida, usando o icone 2, chamaremos de E o ponto de interseccao

entre a reta perpendicular e a mediatriz, veja a figura 3.13.

Por fim, habilitaremos o rastro do ponto E, movimentando em seguida o ponto

D ao longo da reta, como na figura 3.14.

Observa-se que ao movimentar o ponto D, o ponto E também se movimenta,

perfazendo todo o contorno da parabola.

Ao finalizar a construcao de cada conica, é possivel mostrar para o aluno que ha
comandos que facilitariam a construgao, ou seja, a construcao poderia ser mais imediata.
Existe um comando que esta abaixo do icone 4, isto é, subicone do icone 4, chamado lugar
geométrico. Este comando pode cumprir as fungoes de habilitar o rasto do ponto E e de

movimentar o ponto D, apresentando a conica toda desenhada.
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Figura 3.14: Rastro do Ponto E

Além deste, ha um comando para construir cada conica. Basta clicar no icone 7, e respecti-
vos subicones, e informar os elementos necessarios para a contrucgao e, derrepente, aparece
a conica na tela. O ponto positivo destes comandos é que a janela algébrica informa a

equacao que representa cada curva.
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3.3 Definicao Geométrica das Conicas

Finalizadas as construcgoes, sera feita uma orientacao conduzindo o aluno a
provar, a partir de cada figura construida, a caracteristica principal que define cada conica.
De acordo com a teoria dos registros de representagao semidtica, umas das condicoes de
acesso a compreensao em matematica é a articulagao entre os registros, nesta etapa sera

feita uma articulagao entre dois tipos de registros diferentes chamada de conversao.

3.3.1 Deducgao da Definicao da Elipse

O aluno sera induzido a analisar cada figura que construiu, utilizando as propri-
edades da construcao. Para isso, vamos facilitar a visualizacao de determinados elementos
de cada construcdo. Primeiramente, usando o icone 3, ele marcard os segmentos AFE,
EC e ED, onde serao representados na janela algébrica pelas respectivas letras d, e, e f.
Em seguida, digitaremos na caixa de entrada espressao d + e, para calcular a soma dos
segmentos AF e EC. Ao movimentarmos o ponto D, é possivel perceber que as medidas
dos segmentos se alteram, mas o resultado da adicao nao ¢ alterado, e que as medidas de

EC e ED permanencem iguais, de acordo com a figura 3.15.
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Figura 3.15: Medigao dos Segmentos da Elipse

Depois de verificada esta propriedade da constancia da adi¢ao dos segmentos,
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vamos demonstrar esta propriedade, mas antes tracaremos os segmentos CE e C'D e cha-
mando de F o ponto de interseccao entre a reta tangente a elipse e o segmento C'D, de

acordo com a figura 3.16.
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Figura 3.16: Representacao da Elipse

Observando a figura 3.16, o aluno devera perceber que os segmentos ED e EC

sao congruentes, uma vez que E pertence a mediatriz de CD.

Além disso, por construcao, o segmento AE + ED equivale ao raio do circulo
que é constante. Desta forma, tendo em vista que ED e EC tém a mesma medida, é facil

ver que AE + ED = AE 4+ EC que também é constante.

Ao movimentarmos o ponto D ao longo do circulo, a propriedade da congruéncia
dos triangulos permanece, bem como a constancia da medida da adicao dos segmentos.
Desta forma, temos um conjunto de pontos cuja soma das distancias a dois pontos A e C
é constante. Podemos dizer também que esta soma é maior que a distancia entre A e C,
pois, por construcao, o raio AB é maior que o segmento AC. Assim sendo, chamamos este

conjunto de pontos de Elipse.

Ao chegar a esta conclusao, fica mais facil formalizar a defini¢ao da elipse. Re-
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nomeando os pontos A e C, indicando-os por I} e F5, chamados de focos, podemos dizer
que elipse é o conjunto de pontos P do plano cuja soma das distancias a £} e Fy é igual a

uma constante, que chamaremos de 2a, onde 2a > 0.

Que significa dizer que P pertence a elipse se, e somente se,

d(P, ) + d(P, Fy) = 2a (3.1)
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3.3.2 Deducao da Definicao da Hipérbole

A sequéncia de raciocinio que foi utilizada para deduzir a definicao da elipse

pode servir como exemplo para o aluno tentar fazer o mesmo com a hipérbole. Primeira-

mente, usando o icone 3, ele marcara os segmentos AE, EC' e E D, onde serao representados
na janela algébrica pelas respectivas letras d, e, e f. Em seguida, digitaremos na caixa
de entrada espressio abs(d — e), para calcular a diferenca dos segmentos AE e EC. Ao
movimentarmos o ponto D, é possivel perceber que as medidas dos segmentos se alteram,
mas o resultado da subtracio nao é alterado, e que as medidas de EC' e ED permanecem

iguais, de acordo com a figura 3.17.
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Figura 3.17: Medicao dos Segmentos da Hipérbole

Depois de verificada esta propriedade da constancia da diferenca entre os seg-
mentos, o professor pode socializar o procedimento para chegar a definicao, vamos demons-
trar esta propriedade, mas antes tracaremos os segmentos CE e C'D, como na figura 3.18,

e chamando de F o ponto de interseccao entre a reta tangente a hipérbole e o segmento

CD.

Observando a figura 3.18, o aluno devera identificar dois triangulos, um formado
pelos pontos DEF e o outro por CEF, comparando estes dois triangulos, pela construcao

da mediatriz, pode-se dizer que os segmentos FD e FC sao congruentes, e que os angulos
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Figura 3.18: Representacao da Hipérbole

DFE e CFE tém a mesma medida, logo pelo caso lado, angulo, lado estes dois triangulos

sao congruentes e ,portanto, os segmentos DE e CE sao congruentes.

Além disso, por construcao, o segmento DE - EA equivale ao raio do circulo
que é constante. Desta forma, tendo em vista que DE e CE tém a mesma medida, é facil

ver que DE - EA = CE - EA que também é constante.

Ao movimentarmos o ponto D ao longo do circulo, a propriedade da congruencia
dos triangulos permanece, bem como a constancia da medida da diferenca dos segmentos.
Desta forma, temos um conjunto de pontos cuja subtracao das distancias a dois pontos
A e C é constante. Podemos dizer também que esta diferenca é menor que a distancia
entre A e C, pois, por construgao, o raio AB é menor que o segmento AC. Assim sendo,

chamamos este conjunto de pontos de hipérbole.

Ao chegar a esta conclusao, fica mais facil formalizar a definicao da hipérbole.
Renomeando os pontos A e C, indicando-os por F; e Fy, chamados de focos, podemos
dizer que hipérbole é o conjunto de todos os pontos P do plano para os quais o modulo
da diferenca de suas distancias a F e Fy é igual a uma constante 2a > 0, menor do que a

distancia entre os focos.
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se,

Dessa forma, isto significa que o ponto P pertence a hipérbole, se, e somente

d(P, F}) — d(P, Fy)| = 2a (3.2)
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3.3.3 Deducao da Definicao da Parabola

Depois de deduzir a definicao das duas conicas anteriores, provavelmente o
aluno deve tentar seguir o mesmo procedimento, usando o icone 3, ele marcara os segmen-
tos EC e ED, onde serao representados na janela algébrica pelas respectivas letras d e
e. Ao movimentarmos o ponto D, é possivel perceber que as medidas dos segmentos se

alteram, igualmente, de acordo com a figura 3.19. Ou seja, EC = ED.
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Figura 3.19: Medigao dos Segmentos da Pardbola

Para demonstra a propriedade verificada, seréd tracado o segmento CE e CD(
ver figura 3.20) e chamando de F o ponto de intersecgao entre a reta tangente a parabola

e o segmento C'D

Observando a figura 3.20, o aluno devera identificar dois triangulos, um formado
pelos pontos DEF e o outro por CEF, comparando estes dois triangulos, pela construcao
da mediatriz, pode-se dizer que os segmentos FD e FC sao congruentes, e que os angulos
DFE e CFE tém a mesma medida, logo pelo caso lado, angulo, lado estes dois triangulos

sao congruentes e ,portanto, os segmentos ED e EC sao congruentes.

Ao movimentarmos o ponto D ao longo da reta AB, a propriedade da congru-

encia dos triangulos permanece, bem como a igualdade das medidas dos segmentos ED e
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Figura 3.20: Representagao da Parabola

EC. Desta forma, temos um conjunto de pontos cuja distancia ao pontos C e a reta AB é

a mesma. Sendo assim, chamamos este conjunto de pontos de parabola.

Ao chegar a esta conclusao, fica mais facil formalizar a definicao da parabola.
Renomeando a reta AB e o ponto C, indicando-os por d e F, respectivamente, chamados
de foco e diretriz, podemos dizer que a parabola é o conjunto de todos os pontos P do
plano cuja distancia a F é igual a sua distancia a d.

Usando outra linguagem, o ponto P pertence a pardbola, se, e somente se,

d(P; F) = d(P;d) (3.3)

Depois de todo o processo de construcao e de analise de cada construgao con-
cluidos, o aluno tera acesso a dois tipos diferentes de representacao das conicas, através
da representagao geométrica e pela definicao. A seguir, trabalharemos mais um tipo de

representacao.
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3.4 Representacao Algébrica

Para trabalharmos a etapa da representacao algébrica das conicas, o aluno
precisa ter um conhecimento basico sobre geometria analitica, mais precisamente, sobre a
distancia entre dois pontos no plano. Nesta fase da sequéncia de atividade sera feita uma
abordagem mais tradicional utilizando o quadro, onde partindo da equacao que representa
a definicao, realizando varias operacoes, chegaremos a representacao na forma canonica de
cada curva e, em seguida, a representacao com translagao. Também ¢ possivel representar
através de uma equagao geral do 2° grau. Nesta etapa, serao utilizados os dois tipos de
transformacoes: tratamento, que é evidenciado durante o desenvolvimento algébrico, e
conversao, que pode ser contemplado na relacao da definicao através da lingua materna e

através da linguagem algébrica.

3.4.1 Representacao da Elipse

Para trabalharmos a representacao algébrica da elipse vamos considera-la cen-
trada na origem e disposta simetricamente em relacao a cada um dos eixos coordenados,
de modo que o eixo OX coincida com os pontos A e C, os quais chamaremos de F} e F3,
que sao os focos. Tentando generalizar estes valores, usaremos algumas letras de acordo
com a figura abaixo, onde a e ¢ s@o niimeros reais positivos tais que a > ¢ e os focos tém
como coordenadas Fi(—c,0) e Fy(c,0). Agora tomemos um ponto P qualquer pertencente

a elipse que terd como coordenadas (x,y).

y‘l
By [(0; b) PG )
a - B "
&y A v 4 .
(-a, U)Qy(a; 0 oz
Bz (0; -b)

Figura 3.21: Elipse Centralizada

E f4cil ver que a soma das distancias: d(P, F})+d(P, F) = 2a, pois tomando P
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cujas coordenadas sao (a,0), teremos d(P, F})+d(P, F3) = (2c+a—c)+(a—c) = 2a. Desta
forma, considerando o ponto P genérico e calculando tais distancias no plano, podemos
dizer que:

VE+e)2+(y—0)2+/(z—c)?+(y—0)?=2a.

Elevando os dois membros ao quadrado teremos:

(z+e)?+ 92+ (x— )+ y?+ 2/ (. + )2+ y2/(z — )2 + y2 = 4d>.

Simplificando temos:

V(@2 + 2+ y?2 4 2cx)(2? + A+ y? + 2cx) = 202 — 2% —
Eliminando o radical, elevando ao quadrado teremos:

(22 + 2 + y2)? — 422 = [2a — (22 + 2y?)]?

Que desenvolvendo teremos:

(22 + 2 +y?)? — 4c22? = (2a%)? — 4a*(2® + A + y?) + (2% + A2 + y?)?
O que resulta em: —4c%z? = 4a* — 4a®(2? + A + y?)
Simplificando temos:

—c*r? = a' — a®*(2* + A+ y?)

Reescrevendo :

(a2 — )a? + a®y? = a®(a® — &)

Observando a figura podemos dizer que a > ¢, logo fazendo

b= +/(a? — c2) e dividindo ambos os membros por a?b?,
2 2
T
b 2% + a®y? = a®b? obteremos a expressao: — + ‘Z—Q =1
a

Mas se a elipse nao estiver centrada na origem, estiver centrada no ponto (p,q), a equacao
@-p* W-a°_,
a? [

que representa a referida curva passa a ser, por translagao:

Entao toda equacao que puder ser representada por este modelo da equagao
canonica Desenvolvendo a equacao acima teremos: b%x? + a’y? — 2apb® — 2yqa® + p*b? +

q*a® — a®b* = 0 Se fizermos:
A=0B=0,C=a* D= —-2pb?, E = —2qa*, F = p*b* + ¢*a® — a*b*

Teremos a equagao: Az? + Bry + Cy* + Dx + Ey + F = 0, que também pode

representar a elipse.
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3.4.2 Representacao da Hipérbole

Para trabalharmos a representacao algébrica da hipérbole vamos considera-la
centrada na origem e disposta simetricamente em relagao a cada um dos eixos coordenados,
de modo que o eixo OX coincida com os pontos A e C, os quais chamaremos de Fi e Fy,
que sao os focos. Tentando generalizar estes valores, usaremos algumas letras de acordo
com a figura abaixo, onde a e ¢ sao numeros reais positivos tais que ajc e os focos tém
como coordenadas Fi(—c,0) e Fy(c,0). Agora tomemos um ponto P qualquer pertencente
a hipérbole que terd como coordenadas (x,y).

Y

Ll

Figura 3.22: Hipérbole Centralizada

Podemos observar que a relagao concluida na definigao: |PF; — PFy| = 2a
pode ser reescrita, utilizando o conceito de geometria analitica, mais especificamente a
distancia entre pontos, da seguinte forma:
VEF P y—0P — /@ =P+ (=07 = 2a,
que equivale a
V(@ +e2+(y—02=/(z—c)?+(y—0)+2a,

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

(z+e)+y* = (x—c) +y*+4a* + da/(x — ¢)? + y?
Simplificando temos:

cr —a? = ar/(z — ¢)? + y2

Para eliminar o radical, devemos elevar novamente ao quadrado,
Ax? — 2cxa® + a* = a®|(z — ¢)? + 7

Ax? — 2cxa® + a* = a®(2? — 2xc + A2) + a*y?

A2x? — 2cxa® + a* = a®x? — a®2xc + a’c? + a?y?

(02 _ a2)$2 —ay? = a2(c2 _ a2)
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Analisando a figura podemos dizer que, ¢ — a® = b%, logo:

02 — a2y? = a2b?
Dividindo tudo por a?b*teremos,

L
a2 b2

Mas se a hipérbole nao estiver centrada na origem, estiver centrada no ponto

(p,q), a equagao que representa a referida conica passa a ser, por translacao:
(r—p? W-9?*_
a? oo

Desenvolvendo a equacao acima teremos: b*z? — a?y? — 2xpb? + 2yqa® + p*b* —

1

q*a® — a®b* = 0 Se fizermos:
A=0,B=0,C=—a* D = —2pb* E = 2qa*, F = p*b* — ¢*a* — a*h?

Teremos a equagao: Az? + Bry + Cy* + Dx + Ey + F = 0, que também pode

representar a hipérbole.
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3.4.3 Representacao da Parabola

Para trabalharmos a representacao algébrica da parabola vamos tentar gene-
ralizar alguns pontos de acordo com a figura abaixo, considederando o ponto F, que cha-
maremos de foco, como sendo C(0,p)e a reta AB como sendo y = -p. Agora tomemos um

ponto P qualquer pertencente a pardbola que terd como coordenadas (x,y).

P={xy)

Figura 3.23: Parabola Centralizada

Diante disto podemos dizer que, sendo P =(x,y) tal que FP = DP, entao:
Vit (y—p)P=y+p

Elevando os dois membros ao quadrado temos:
v +y? —2yp +p° = y* + 2yp + p?

Que resulta em: x? = 4yp

ou ainda, y = ﬁxQ.

O que mostra que a equacao da pardbola pode ser da forma y = ax?

Mas se a parabola nao estiver centrada na origem, estiver centrada no ponto

(p,q), a equagao que representa a referida figura passa a ser, por translagao:

(y—q) = a(z —p)°

y—q=ala® —px+p°)
Desenvolvendo a equagao acima teremos:
— 2 2
Yy =ax” —apxr + ap” +q
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Se fizermos:
A=a,B=0,C =0,D = —2pb*, E = —2qa®, F = p*b* + ¢*a® — a?b*

Teremos a equacao:Az? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, que também pode

representar a parabola.

3.5 Representacao Grafica

Nesta etapa, o aluno tera acesso a representacao grafica, utilizando o geogebra,
a partir da representacao algébrica, mais especificamente, da equacgao geral do segundo
grau, que dependendo dos valores dos seus coeficientes pode representar uma elipse, uma

hipérbole ou uma parabola, além dos casos das conicas degeneradas e da circunferéncia.

O geogebra possui um recurso chamado “janela de entrada”, localizado abaixo
da janela de visualizagao, o qual tem a funcao de, a partir da equacao, mostrar a repre-
sentacao grafica da referida equacao. Além desse, ha um outro recurso chamado controle
deslizante, o qual permite que o usuario realize alteragoes nos valores dos coeficientes das

equacoes; visualizando, paralelamente, as mudancas na representacao grafica.

Usando a janela de entrada o aluno pode digitar a equacao geral do segundo
grau: Az? + Bxy + Cx? + Dz + Ey + F = 0(ver a figura 3.24), em seguida, clicando
no icone 11 e indicando, logo apds, a posicao onde o controle deslizante deve aparecer,
abrir-se-4 uma janela, onde o aluno vai indicar a letra que representa o coeficiente que se

deseja fazer alteragoes.

Refazendo este procedimento 6 vezes seguidas para as respectivas letras A, B,
C, D, E e F e clicando no enter, de imediato nao sera visualizado nenhuma conica, pois
o geogebra padroniza todos o coeficientes iguais a 1,de acordo com a figura 3.25, pois vai

representar um caso de degeneracao da conica.

Porém, utilizando o icone 1, é possivel movimentar cada ponto do controle des-
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Figura 3.25: Controle Deslizante dos Coeficientes da Equacao da Conica

lizante e perceber que as conicas se movimentam de acordo com os respectivos valores dos
coeficientes em tempo real, visualizando a relagao existente entre a representacao grafica

e a representagao algébrica. Observe a figura 3.26.

Dessa forma, é possivel que o aluno tenha acesso a representacao grafica das
conicas, utilizando a conversao que pode ser contemplada na relacao da equacao geral do

segundo grau com o grafico desenhado pelo software geogebra.

Através desta sequéncia de atividades tivemos a oportunidade de experimen-
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Figura 3.26: Controle Deslizante dos Coeficientes da Equacao da Conica

tar algums recursos do geogebra e verificar suas possiveis contribuicoes para realizacao de
uma abordagem sobre as conicas fundamentada na teoria dos registros das representagoes
semidticas. Vale ressaltar que, durante a elaboracao da sequéncia, descobrimos que ha
muitas ferramentas nesse programa que poderiam ser exploradas para dar continuidade
e aprofundar com maior intensidade a abordagem deste contetido, contribuindo, dessa

forma, para o aprimoramento do ensino desse componente curricular.
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Capitulo 4

Conclusao

Como pode ser visto anteriormente, os discentes enfrentam uma grande dificul-
dade com relagao ao reconhecimento das conicas em suas diferentes representacoes, uma
vez que a maioria das abordagens deste tema no ensino bésico esta focado nas equagoes

canonicas.

Por outro lado, a teoria dos registros das representacoes semidticas revela que
a matematica tem duas caracteristicas peculiares, uma delas é que esta possui diversos
tipos de registros de representacoes dos objetos e a outra é que sé se pode ter acesso aos
objetos através desses registros, seguindo esta linha, orienta-se que quanto mais tipos de

registros de representacao se tiver acesso, melhor serd o reconhecomento de tal objeto.

Além disso, exploramos alguns recursos do geogebra que pudesse contribuir
para uma abordagem mais dinamica apresentando, assim, mais de um tipo de repre-

sentacao das conicas.

Dessa forma, elaboramos uma proposta didatica fundamentada na teoria de re-
gistros de representagao semiética, onde trabalhamos a construcao de cada conica, através
do conceito de lugar geométrico. A abordagem continua com a deducao da defini¢cao
de cada curva, utilizando determinados recursos do geogebra, prosseguindo com a repre-
sentacao algébrica, passando pela forma canonica, chegando a equacao geral do segundo

grau. E foi finalizada com a representacao gréfica.

Sendo assim, acredita-se que o aluno sera capaz de reconhecer as conicas em

suas diferentes representacoes, ou seja, pela definicao, pelo desenho de sua curva, pela
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forma canonica ou pela equacao geral do segundo grau, uma vez que houve o tratamento

de conversao entre as diferentes representagoes.

Vale salientar que, o programa tem suas limitagoes, por exempo, a repre-
sentacao algébrica das conicas nao sao visualizadas na forma canonica, mas apenas através
da equacao geral do segundo, o que limitou um pouco o dinamismo para se obter a repre-

sentacao algébrica.

Além disso, vale destacar que o trabalho pode ser aprofundado para continuar
a abordagem, utilizando-se outros recursos do geogebra, trabalhando os elementos das

coOnicas, a sua excentricidade e outros aspectos.

Por fim, concluimos que uma sequéncia de atividades utilizando os recursos da
geometria dinamica, facilitando o acesso a outros tipos de registros, quando bem elaborada
e bem planejada, pode contribuir significativamente para o aprimoramento da docéncia

da matematica.
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