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Resumo

Nesta dissertagao, veremos teorias e problemas de recorréncias lineares. Come-
camos com recorréncias de primeira e segunda ordem, algumas aplicacoes e depois
vemos algumas generalizacoes para ordem superior. Estudamos também operadores
e funcoes geradoras para representar as recursoes, bem como aplicagoes das recor-
réncias a Aritmética.

Palavras-chave: Matematica, Recorréncias, Sequéncias, Ensino Bésico.
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Abstract

In this thesis, we will see theories and problems of linear recurrences. We start
with recurrences of first and second order, some applications and then we see some
generalizations to higher order. We also studied operators and generators functions
to represent recursion and applications of the Arithmetic recurrences.

Keywords: Mathematics, Recurrences, Sequences, Basic Education.
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Introducao

Segundo um dos principais idealizadores do PROFMAT, professor Elon Lages
Lima, o ensino da Matemaética na educacao béasica brasileira deve fazer com que os
estudantes pensem mais para resolver problemas matematicos, ao invés de simples-
mente resolverem exercicios de forma mecanica. Em uma das aulas do PAPMEM,
o professor Augusto César Morgado, hoje nao mais entre nos, defendia a ideia de
implantar o raciocinio recursivo junto ao estudo das recorréncias no ensino basico,
justificando tal desejo pelo fato do conteido ajudar a resolver diversos problemas de
contagem de forma inteligente, problemas esses que por sua vez nao sao facilmente
resolvidos pelas ferramentas estudadas em combinatoria. Pensando nisso, esse tra-
balho cria uma fonte de pesquisa para alunos e professores do ensino bésico, com
o intuito de ajuda-los a aumentar seus conhecimentos e introduzir além da teoria,
varios problemas resolvidos bem como uma linguagem matematica muito elegante.

No primeiro capitulo, vamos estudar um apanhado de resultados preliminares
sobre sequéncias, progressoes aritméticas e geométricas, bem como somatorios e
produtoérios que servirao de base para o desenvolvimento desta dissertacao.

No segundo capitulo do trabalho, veremos teorias e aplicagoes das recorréncias
lineares de primeira, segunda e terceira ordem, mostrando de forma muito clara ao
leitor como raciocinar recursivamente. Veremos que é necessario entender o que
acontece em casos inicias especificos de um problema para podermos tirar conclu-
soes de como o problema sera resolvido de forma geral. Essa ideia sera vista nos
exemplos da Torre de Hanéi, da Sequéncia de Fibonacci e no Problema dos Cami-
nhos, que aparecem como aplica¢oes das recorréncias lineares de primeira, segunda
e terceira ordem, respectivamente. O leitor percebera que todas as aplicagoes sao
de facil entendimento até para alunos do Ensino Bésico, mesmo que nao tenham
conhecimento a respeito do tema. A maior parte das teorias para resolucoes de
recorréncias lineares estao no livro A Matemdtica do Ensino Médio, Volume 2, que
foi o livro texto da disciplina de MA12 do PROFMAT.

No terceiro capitulo, teremos muitos problemas resolvidos, boa parte deles, re-
tirados de A Matemdtica do Ensino Médio, Volume 4: Enunciados e Solugoes dos
Exercicios e também de Concrete Mathematics: a foundation for computer science.
Nesse momento o leitor entenderd que o estudo das recorréncias é de fundamen-
tal importancia, pois completa os conhecimentos de combinatoria com o intuito de

xi



resolver problemas de contagem que nao sao facilmente resolvidos apenas com as
ferramentas da combinatoéria vistos no Ensino Bésico. Apods essa bateria de pro-
blemas interessantes, o leitor ird se deparar com uma linguagem mais refinada da
Matemaética, as recorréncias serao escritas por meio de operadores e funcoes gerado-
ras. Seréd apresentada uma breve teoria de recorréncias aplicada a aritmética, alguns
teoremas e aplicacoes das recorréncias a divisibilidade e, para finalizar, usando os
conhecimentos adquiridos, vamos mostrar que nao existe uma funcao polinomial de
dominio natural que possa gerar todos os niimeros primos em sequéncia.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo traremos alguns resultados basicos que serao necessarios para
o desenvolvimento desta dissertacao. Trataremos de sequéncias de niimeros reais,
progressoes aritméticas e geométricas além de somatorios e produtoérios.

1.1 Sequéncias Numéricas

Definicao 1.1 Uma sequéncia numérica € uma fung¢ao de dominio natural e con-
tradominio real, ou seja f : N — R, que associa a cada numero natural n, um
nidmero real f(n). Denotamos f(1) = x1, f(2) = xa, f(3) = x3, ... € a sequéncia
por (z1, Ty, ..., Xy, ...), onde chamamos x,, de n-ésimo termo da sequéncia.

Denotaremos uma sequéncia simplesmente por (x,) para indicar que quando
n =1, x1 é o primeiro termo da sequéncia, quando n = 2, x5 é o segundo termo da
sequéncia e assim por diante.

Nesta dissertagao, estaremos interessados em saber quando uma dada sequéncia
converge. Usaremos estes conceitos e resultados, por exemplo, para mostrarmos pro-
priedades acerca da Sequéncia de Fibonacci da qual trataremos no segundo capitulo.

Definicao 1.2 Dizemos que uma sequéncia (z,) converge para um nimero xo € R
se dado € > 0, existe ng € N tal que |z, — xo| < €, sempre que n > ng. Neste caso,
dizemos que a sequéncia (x,) € convergente e tem limite xo. Denotamos isto por
Ty — Xg.

A definigao acima nos diz que uma sequéncia (z,) converge para zo se dado
qualquer intervalo aberto contendo z(, a partir de um certo indice ng € N, todos
os termos da sequéncia estao dentro deste intervalo. Quando nao existe o limite de
uma sequéncia (z,) dizemos que esta é divergente.

Vejamos alguns exemplos de sequéncias convergentes.



1.1. SEQUENCIAS NUMERICAS

Exemplo 1 A sequéncia (1/n) converge para 0.
De fato, dado € > 0 queremos encontrar ny € N tal que

1
-
n

< e, paratodon > ng.
Tomando ng > 1/e, temos que se n > ng, entdo n > 1/¢, donde

——0l==<ec
n n

1 ‘ 1
Isto prova que 1/n tende a zero.

Exemplo 2 Se g é um nimero real cujo modulo estd entre 0 e 1, temos que ¢" — 0.

Para mostrar este resultado usaremos a conhecida desigualdade de Bernoulli. Esta
desigualdade garante que

(1+7)">14nr paratodo neN

qualquer que seja o nimero real 7 > —1. Seja ¢ > 0. Note que como 0 < |g| < 1
temos (1/|q|) > 1 e entdo existe r > 0 tal que (1/|q|) = 1+ r. Devido a inequagao
acima obtemos

1
lq"  lal

Escolhendo ng € N tal que ng > (¢! —1)/r temos 1 +mng - r > e~ ! e assim

1 4,1
—>14n-r>1+nyg-r>e  =— para todo n > ny,
€

lq"|
0 que equivale a
l¢" — 0| <& para todo n > ng.

Portanto temos que ¢" — 0.
Vamos dar agora algumas definicdes que usaremos mais tarde.

Defini¢ao 1.3 Dizemos que uma sequéncia (r,) C R ¢ limitada quando eziste
C > 0 tal que |z,| < C, para todo n € N.

Por exemplo, a sequéncia 1/n, para cada n € N, é limitada, pois todos os seus
termos pertencem ao intervalo [—1, 1].
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Defini¢ao 1.4 Uma sequéncia (x,) é denominada:

i) crescente se x, < x,.1 para todo n > 1, isto é,

TG < Ty < Ty < - <Xy < -

ii) decrescente se xz,, > x,1 para todo n > 1.
iii) nao decrescente se z,, < x,1 para todo n > 1.
iv) nao crescente se r,, > x,1 para todo n > 1.

Em qualquer um destes casos a sequéncia € dita mondtona.

O resultado a seguir também sera utilizado no Capitulo 2, quando se trata da
sequéncia de Fibonacci.

Teorema 1.5 Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

O leitor interessado na demonstracao deste teorema pode consultar [14, Teorema
12, péagina 648|.

Definigao 1.6 Seja x : N — R uma sequéncia de nimeros reais com x(n) = x,
para cada n € N. Uma subsequéncia de (x,,) € também uma funcao definida a partir
de x restringindo x a um subconjunto infinito Ny C N.

Para Ny = {ny,ng,--- ,ng,--- } denotamos a subsequéncia de (z,,) por (z,,) ou
(g )ken,- Por exemplo tomemos x,, = (—1)". Esta sequéncia é

(=1,1,-1,1,---).

Considerando N; = {2k : k € N} o conjunto dos pares e Ny = {2k —1 : k€ N} o
conjunto dos impares, temos as subsequéncias de (x,) dadas por

(xk)kEJ\h = (17 17 17 17 o ) € (xk)kENz = <_17 _17 _17 _17 o )

Observagao: Se (z,) ¢ uma sequéncia tal que as subsequéncias formadas pela
restricdo aos pares e aos impares converge para o mesmo limite entao a sequéncia
converge. Ou seja, se

Top —> Top € Tak—1 — Lo

entao x,, — xg. A justificativa para este resultado é simples. Dado qualquer intervalo
aberto I contendo xg, ja que xop — x( existe ny tal que xg, € I para todo 2k > ny.
Da mesma forma, ja que z9p_1 — ¢ existe ny tal que x9p_1 € I para todo 2k—1 > n..
Tomando ng = max{ny, ns} temos x,, € I para todo n > ny.

3



1.2. PROGRESSOES ARITMETICAS

1.2 Progressoes Aritméticas

Veremos agora os resultados bésicos sobre Progressoes Aritméticas.

Definigao 1.7 Progressao Aritmética (P.A.) é uma sequéncia numérica em que
cada termo, a partir do sequndo, € oblido somando-se uma constante ao termo
anterior. Essa constante ¢ chamada razdo da P.A. e ¢ indicada por r.

Em outras palavras, P.A. é toda sequéncia de nimeros na qual a diferenca entre dois
termos consecutivos é constante, ou seja

= Gnpi1 — A Vn € N.
Considerando (aq, as, ..., ap, ...) uma P.A., temos
a; — aq
e

as =ag+7r
ay =as—+r

as =ay4+ 71

Ap, = Qp_1+7T

Somando-se e cancelando os termos iguais presentes em lados opostos obtemos

an =a1+ (n—1) -7

Para 1 < k < n temos ainda
ag+n—Fk)-r=la+k-=1)-r]+n-r—k-r

=a1+(n—-1)-r=a,

ou seja,

an:ak+(n_k)'r7

nao precisando assim iniciar do primeiro termo da sequéncia, podendo ter inicio em
qualquer valor k.

Outra formula bastante usada no estudo das Progressoes Aritméticas é a da soma
dos n primeiros termos, dada por

(a1 4+ ay) - n

Sy = 5
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Para chegarmos a formula vamos usar o mesmo raciocinio que se afirma ter sido
deduzido por Gauss quando ele tinha menos 10 anos de idade e que hoje pode
ser encontrado em praticamente todos os livros do Ensino Médio. ( Veja figura em:
http://www.geometras.com.br/?p = 645 e biografia em http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl-
Friedrich-Gauss)

Figura 1.1: Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Johann Carl Friedrich Gauss foi um matematico, astronomo e fisico alemao que
contribuiu muito em diversas 4reas da ciéncia, dentre elas a teoria dos ntimeros, esta-
tistica, analise matematica, geometria diferencial, geodésia, geofisica, eletrostatica,
astronomia e Optica. Alguns o referem como princeps mathematicorum (em latim,
“o principe da matemética” ou “o mais notavel dos matematicos”) e um “grande ma-
teméatico desde a antiguidade”, Gauss tinha uma marca influente em muitas areas
da matematica e da ciéncia e é um dos mais influentes na histéria da matematica.
Ele referia-se & matematica como “a rainha das ciéncias”.

A histéria conta que em um dia normal, em que possivelmente o professor de
Gauss estivesse zangado com a turma, decidiu passar uma atividade de classe para
os alunos. Essa atividade consistia em somar todos os nimeros naturais de 1 até
100. Isso mesmo, determinar

S=1+2+3+---4+ 98+ 99 + 100.

Pouco tempo depois do professor ter anunciado o trabalho, Gauss levantou o
braco pedindo permissao para falar e disse “professor, ja terminei”. Nao acreditando
que fosse verdade, o professor se dirigiu a carteira do menino e verificou que o mesmo
teria criado um raciocinio surpreendente para solucionar o problema. Além da soma
de 1 até 100, Gauss escreveu a soma de 100 até 1 logo abaixo da soma anterior,
percebendo que 1 4 100 = 101, 2 + 99 = 101, 3 + 98 = 101, e assim por diante,
acontecendo tal soma exatamente 100 vezes, lembrando ainda que a soma desejada
pelo professor foi efetuada duas vezes. Ou seja,
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1424344 98+99+100
100 +994+ 98+ - +3+2+1
(1+100) + (2+99) + (3+98) +--- + (98 +3) + (99 +2) + (100 + 1)
U
101 4 101 4 101 + - -- 101 + 101 + 101

-

100 vezes

4

101 -1
u:101-5025050.

2

Vamos agora generalizar o raciocinio para qualquer Progressao Aritmética.

Proposigao 1.1 Seja (a1, ,aq,..., 0k, -+ ,Qpn,---) uma P.A.. Sel+n=q+k
entao ay + a, = a4 + ay.

Prova: Seja r a razao da P.A.. Se r = 0, nao ha o que fazer pois a; = a,, para todo
k,n € N. Caso r # 0, usando a férmula do termo geral a,, = a; + (n — 1) - r teremos

ata,=a,+ap S a+a+n—-1)-r=a+@-1)-r+a+k—-1)-r

sh-1)=@-1)+k-1)e1l+n=q+k,

como desejado. ]

Exemplo 3 Considere a P.A. (1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25,---). Podemos
observar que 1 +25=4+22=7+19 =10+ 16 = 13 + 13 conforme a proposi¢ao
anterior.

Ainda mais interessante é o fato que se a P.A. tem um nimero impar de termos,
o dobro do termo central é também igual a soma dos termos extremos. Em fim,
para determinar a soma dos n primeiros termos de uma P.A. faremos

Sn:al—|—a2+a3+-~-+an,2+an,1+an
Sy =Qp + Qp1 + Apo+ -+ a3+ a+a
2-S,=(a1+a,) + (aa+an_1)+ -+ (a1 +a2) + (a, + a1)




1.3. PROGRESSOES GEOMETRICAS

o que implica que

2-S,=(a1+a,)+ (a1 +a,)+ -+ (a1 + a,) + (a1 + ay)

(&

-

n vezes

e consequentemente
2.5, = (a1 +a,) n,

ou seja, a soma dos n primeiros termos de uma P.A. é dada por

(a1 + ay) - n

Sn -
2

como afirmamos anteriormente.

1.3 Progressoes Geométricas
Nesta secao faremos uma breve revisao sobre as Progressoes Gedmetricas.

Definicao 1.8 Progressao Geométrica (P.G.) é uma sequéncia numérica em que
cada termo, a partir do sequndo, € obtido multiplicando-se uma constante ao termo
anterior. Essa constante ¢ chamada razdo da P.G. e € indicada por q.

Em outras palavras, P.G. é toda sequéncia de nimeros na qual o quociente entre
dois termos consecutivos ¢ constante, ou seja

a
q= n+1, Vn>l1.
an

Também podemos observar um raciocinio dedutivo para determinar o Termo
Geral da P.G.. Note que se a; = 0 ou ¢ = 0 entao a,, = 0 para todo n > 1. Caso

a; 70 e q70,ja que

a; = aq
a2 = ap - ¢
az = az - q

Qp = Ap—1 "¢

multiplicando os termos do mesmo lado da igualdade e cancelando termos iguais em
lados opostos obtemos
an=ar-¢" YV, Vn>1.

7



1.3. PROGRESSOES GEOMETRICAS

A partir dai obtemos

ou seja,
an=ay-¢" M VYneNel<k<n.

Vamos determinar a seguir a soma dos termos de uma P.G..

Proposicao 1.2 Considere (ay, as, --+, an, --+) uma P.G. com razio q # 1.
Entao a soma dos primeiros n termos desta P.G. é dada por
" —1

Sp = )
alq—l

Prova: Seja
Sp=a1+az+ -+ ap-1 + ap.

Se multiplicarmos a equagao por ¢, obtemos
qSn = qa1 + qaz + - + qan_1 + qa,.
Como a, = qa,_1, temos que
qSn = ag +az + -+ 4 ap + apg-
Subtraindo as equacoes e cancelando os termos comuns teremos
Sp = qSn = a1 — Anp

de modo que
(1-q)Sh=a1—a1q" =ar-(1—-q").

Portanto, como ¢ # 1, ficamos com

como desejado. [

Note que quando a razao é igual a 1 temos uma P.G. constante. Teremos entao
todos termos iguais, consequentemente temos um multiplicacao do a; pelo nimero
de termos que queremos somar, n, logo

S, =a;-n, quando g¢=1.
Podemos nos perguntar a respeito da soma infinita

S =a;+ay+ - +a,+---
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Quando —1 < ¢ < 1 teremos uma soma infinita de parcelas decrescentes que pode-

mos calcular por
ai

S, =
o 1_q7

—-1<qg<1.

De fato, sabemos que a; e ¢ s@o constantes, sendo assim, a;/(1 — ¢) também é
constante, entao

n

: : I—gq : ay . a1
lim S, = lim a; im .
n—o00 n—o00 —q n—oo | — q n—oo | — q

Uma vez que —1 < ¢ < 1, como vimos no Exemplo 2 temos que lim ¢" = 0. Dai
n—oo

a a a

lim S, = lim —— — lim —— -0 = ——.

O fato de alguns alunos do Ensino Médio terem dificuldades para compreender
este raciocinio nao deve ser surpresa para os professores. A ideia de tender ao
infinito nao é muito intuitiva e o questionamento mais comum ¢é “Como uma soma
de infinitos termos pode dar um ntmero inteiro?”. O exemplo a seguir mostra de
forma bastante simples com o auxilio da geometria.

Exemplo 4 Considere um quadrado de lado 1. Vamos calcular a drea desse qua-
drado de uma forma bem peculiar. Claro que jd sabemos o seu valor, A = 12 = 1.

Mas, imagine que queremos apenas a metade, ou seja, 37 em sequida vamos somar

a drea ja calculada a metade da metade que ainda nao usamos, e assim por diante
como mostra a figura a sequir.

1
8
1
4

Ou seja, criamos a sequéncia

111 1 1

27 47 8 16" 32’
que € uma P.G. de razio 1/2 e queremos somar todos os seus termos, porém o
raciocinio continua infinitamente, entao temos uma soma infinita.

M| —
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s=—tyly 11
2 4 8 16 32 '
Quando calcularmos essa soma infinita encontraremos a drea do quadrado, que € 1,

o seja,
1+1+1+1+1+ =1
2 4 8 16 32 7

e usando a formula jd demonstrada ficamos com

como desejado.

1.4 Somatorios
Consideremos a soma
12422432 4+424+5%2+62+7+8+9%+10%

Existe uma forma abreviada de representar esta soma, recorrendo a um simbolo,
que designamos por simbolo de somatorio > . Assim, a soma anterior passa a poder

representar-se por
10
2
2K
k=1

que se lé: somatorio desde k = 1 até 10, de k2. A letra k diz-se o indice da soma
(ou do somatorio) e pode ser substituida por qualquer outra (que nao intervenha na
soma), como por exemplo: i, j, I, m, n, p, etc. Diz-se assim que k é um indice
mudo. O simbolo »_ ¢é a letra sigma maitisculo do alfabeto grego, e corresponde a
letra S do nosso alfabeto, é também a primeira letra da palavra SOMA, em grego
YOMA.

Mais geralmente, a soma a,+a,+1+- - - +a,, pode representar-se abreviadamente

n
por Y a;. Diz-se que p é o limite inferior e n o limite superior do somatorio.
i=p

Exemplos:

5
1. > 20 =22 423 424 4+ 2%,
1=2

10
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4
2. Yo k=-1+0+1+2+3+4.

i=—1

Vejamos algumas propriedades.

P1. Propriedade Aditiva

Prova: A demonstracao dessa propriedade baseia-se nas propriedades comutativa
e associativa da adicdo. Assim:

n

Z(ai + bZ) = (am + bm) + (am+1 + bm+1) T+t (an + bn)

:am+bm+am+1+bm+1+"'+an+bn
:am+am+1+"'+an+bm+bm+1+"'+bn

|
P2. Propriedade Homogénea
i(c-ai) = c-iai
Prova: N
Z(c Qi) = CQpy + Ay + -+ + cay,
: = c(m + i1 + -+ ay)
=c- i a;.
o |

P3. Propriedade Telescopica

n

> (k= apg1) = am — @i

i=m

11



1.4. SOMATORIOS

Prova: Desenvolvendo o somatorio

n

> (k= agya),

i=m

obtemos a soma

(am - am+1) + (am+1 - am+2) + (am+2 - am+3> + (an—l - an) + (an - an—i—l)'

Associando os termos de uma forma diferente, obtemos,

n

Z(ak — rt1) = G H(—Ung1 + Q1) (=g + my2) + - (=@, + an) = anga

i=m

= am — Qpy1

como queriamos. [ |

P4. Somatoério de Constantes

n
Z k = nk, sendo k uma constante.
i=1

Prova: Temos que
n

Zf(i) = f()+fQ2)+---+ f(n)

fazendo f(i) = k temos

f)=f2)=--=f(n)=k
dai . .
S f) =) k=k+k+- - +k=nk
=1 i=1 n vvezes
como desejado. [

Essa propriedade pode ser estendida para o caso do limite inferior nao ser neces-
sariamente 1, ou seja

Z k = (n—m+ 1)k, sendo k uma constante.

i=m

A prova é analoga a anterior.

12
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P5. Somatério Duplo

2.2 f@e) =3 1@ _90)
Prova: . -
> Fgli) = Y- [£@a(1) + F(D)g(D) + -+ + F(D)g(n)]

1.5 Produtdrios

Analogamente ao que foi visto no somatorio, o qual representa a soma de termos,
pode se fazer necessaria a representacao do produto de termos de uma sequéncia.
Temos

n
Hai:a1~a2-a3~...~an.
i=1

O simbolo II é a letra grega pi maitscula, corresponde ao nosso P, sendo esta a
primeira letra da palavra PRODUTO, em grego IIPOION.

Uma definicao mais formal de produtério pode ser escrita como
[T/ =r0m)- fm+1)- f(m+2)-...- f(n—=1)- f(n)

onde f(i) é uma fungao de variavel i, m e n sdo numeros inteiros, sendo m < n, e i
varia de um em um, desde o valor m até o valor n.
Exemplos

20

1. [[20=2-4-6-8-10----- 40

=1

13



1.5. PRODUTORIOS

2. ﬁ i=(=10)-(=9) - (—=8) - -+ 7071

1=—10

Vejamos algumas Propriedades dos produtorios.

P1.

n n

H kf(i) = k" H f(i), sendo k uma constante.

i=1 i=1

Prova:
n

[TErG) =kFQ)-kF2)-... - kf(n)

=1

Esta propriedade pode ser estendida para o caso do limite inferior nao ser neces-
sariamente 1, ou seja

H kf(i) = k"™t H f(i), sendo k constante,

i=m

cuja prova é analoga a anterior.
P2.

n

H k = k", sendo k uma constante.
i=1
Prova: Temos que

Hf(i) =) f2)-...- f(n)

fazendo f(i) = k obtemos f(1) = f(2) =--- = f(n) = k e dai
[[ro)y=]]k=tk- k=%
=1 i=1 n vezes

Esta propriedade também pode ser estendida para o caso do limite inferior nao
ser 1, ou seja

n
H k= k" ™% sendo k uma constante,
=m

14
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cuja prova é analoga a anterior.
P3. . . .
£0) - 9()] = [H f(i)] - [Hgm]

1=1

Prova:

15



Capitulo 2

Recorréncias

Neste capitulo estudaremos teorias e aplicacoes que vao desde definicoes e teo-
remas acerca de sequéncias e recorréncias até o estudo das recorréncias lineares de
primeira, segunda e terceira ordens.

2.1 Lei de Recorréncia

Lei de Recorréncia (ou Sequéncia Recorrente) é uma funcao f que permite de-
terminar cada termo a, de uma sequéncia numérica a partir de seus anteriores
(apn_1,an_2, --+ ,a1) dada uma regra para definir o primeiro termo (ou os primeiros
termos, de acordo com a necessidade), ou seja,

an:f<an717an727 7@1)
ou ainda, uma sequéncia recorrente de ordem k pode ser representada por
Antk = f(an—i-k—b Qpitk—2, 5 Anil, an)-

Quando nos referimos a ordem de uma sequéncia recorrente, estamos simples-
mente dizendo quantos termos anteriores sao necessarios para determinar o proximo
termo.

Exemplo 5 A sequéncia



2.2. RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Dessa forma sabemos que o primeiro termo € 1/4 e que para encontrar os proximos
termos, a partir do sequndo, basta multiplicar o termo anterior por 2, como jd vimos
no capitulo anterior, essa sequéncia € uma Progressao Geométrica. Dizemos que essa
€ uma sequéncia recorrente de primeira ordem.

Exemplo 6 A sequéncia (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ---) também pode ser definida
recursivamente. Podemos determinar um termo, a partir do terceiro, pela soma dos
dois termos imediatamente anteriores, ou seja

a); — 1
a9 — 1
Apy2 = Qpi1 1 Gy,

essa sequéncia € conhecida como Sequéncia de Fibonacct ¢ é uma sequéncia re-
corrente de sequnda ordem.

Quando a funcao f é linear, dizemos que a sequéncia recorrente também é linear,
ou seja, existem constantes ci,co, - -+, ¢ tais que

Optk = C1Apyk—1 T Colpik—2 + +++ + Crly.

Em alguns trabalhos sobre recorréncia, como por exemplo em [3| e [10], encon-
tramos recorréncias lineares de primeira ordem escritas por a,, = a,,_1 +7r. Por outro
lado, em [8], essa equacdo é considerada uma recorréncia linear de segunda ordem.
A justificativa deve-se ao fato de que recorréncias do tipo a,, = a,_1 + 1 sao Progres-
soes Aritméticas, logo, sabemos que a razao r pode ser obtida pela diferenca entre
quaisquer dois termos consecutivos da sequéncia, em especial por r = a,_1 — G,_2 €
substituindo na equacao anterior teremos a,, = a,,_1 + a,_1 — a,_o Ou ainda

ap = 2an—1 — Up—2,

que é uma recorréncia linear de segunda ordem. Enquanto que as Progressoes Arit-
méticas sao recorréncias lineares de segunda ordem, por sua vez as Progressoes
Geomeétricas sao recorréncias lineares de primeira ordem, pois a, = ¢q - a,_1, que
depende apenas do termo imediatamente anterior.

Nesse trabalho vamos considerar que recorréncias do tipo a, = a,_1 + r sao
recorréncias lineares nao-homogéneas de primeira ordem, ou ainda, quando da forma
Gy = 20p_1 — ap_o, recorréncias lineares homogeéneas de segunda ordem.

2.2 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Veremos nessa se¢ao algumas aplicagoes de recorréncias lineares de primeira or-
dem em forma de problemas, bem como suas respectivas solucoes juntamente a
alguns comentarios. Antes disso, vejamos o teorema que usaremos para resolver
essas recorréncias.

17



2.2. RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Teorema 2.1 Se x,, € uma solu¢do nao-nula de a1 = f(n)-a,, entao a substitui-
¢Go a, = T, - b, transforma a recorréncia a,+1 = f(n) - a, + g(n) em

bn—l—l = bn +

Prova: A substituigao a, = x,, - b, transforma a, 1 = f(n) - a, + g(n) em
Tpi1  bpr1 = f(n) -2y - by + g(n).

Mas z,+1 = f(n) - ,, pois x, é solugdo de a,+1 = f(n) - a,. Portanto a equacao se
transforma em
f(n) - wy by = f(n) -2, by + g(n),

ou seja,

bn+1 = bn +

como desejado. [ ]

2.2.1 A Torre de Hano6i

Francois Edouard Anatole Lucas nasceu em Amiens, Franca, onde frequentou a
Ecole Normale Supérieure. Depois de servir como um oficial de artilharia na Guerra
Franco-Prussiana, tornou-se professor de matematica em Paris. Lucas introduziu o
quebra-cabeca, A Torre de Handi, em 1883, em uma de suas publicacoes matemética-
recreacao. Ele também desenvolveu métodos para testar a primalidade de ntimeros.
Em 1857, aos 15 anos, Lucas comecou a testar a primalidade de 2'?7 — 1 4 mao.
Em 1876, apoés 19 anos de testes, finalmente provou que 227 — 1 & primo, o que
continuaria a ser o maior conhecido Mersenne por trés quartos de século. Isso pode
ficar para sempre como o maior nimero primo comprovado pela mao.

Figura 2.1: Francois Edouard Anatole Lucas (1842 - 1891)

(Veja figura em: http://faculty.evansville.edu/ck6/bstud/lucas.html e biografia
em http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history /Biographies/Lucas.html)

18



2.2. RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

A Torre de Handi é um “quebra-cabeca” mateméatico muito conhecido no mundo
todo. Consiste em n discos de tamanhos diferentes que sao colocados em trés pinos
verticais. Inicialmente todos os discos sao dispostos em ordem decrescente (de ta-
manho) de baixo para cima. O objetivo é transferir toda a torre para um dos outros
pinos de modo que cada movimento seja feito somente com um disco e que nunca
um disco maior fique sobre um menor.

Figura 2.2: Torre de Handi

O problema matematico que sera resolvido a seguir é saber qual o nimero minimo
de movimentos necessarios para resolver uma Torre de Han6i com n discos usando
o conhecimento recorrente. Vejamos alguns movimentos para valores iniciais de n
que nos ajudaram a tirar conclusoes por observacao.

Para n = 1 teremos apenas um movimento.

Para n = 2 teremos trés movimentos.

Podemos observar que os trés primeiros movimentos do caso n = 3 é justamente
a solucao do caso n = 2. Em seguida o movimento é mover a base da torre, para

19



2.2. RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

que a partir dai possamos usar mais uma vez o caso n = 2 para concluir o problema
com trés discos. A ideia é generalizar o raciocinio para uma quantidade maior de
discos.

Vamos pensar agora em uma torre com n discos.

1. 7 Ty
SR ﬁijf;}-?a W
=~ ‘___._':;;:_'._"_'_;1_:'1 —— ‘

Vejamos como resolver esse problema algebricamente. Seja a; o nimero minimo
de movimentos necessarios para resolver o problema com 1 disco, a; 0 niimero mi-
nimo de movimentos necessarios para resolver o problema com 2 discos e assim por
diante.

Pelo raciocinio que acabamos de fazer utilizando as figuras acima temos que a,, =

an-1+ 14 a,_1, ou ainda
ay, = 2a,-1 + 1.

20



2.2. RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Mesmo tendo encontrado uma expressao de recorréncia que descreve todos os
termos de uma sequéncia em funcao do anterior, nao é esse o nosso objetivo final.
Vejamos como resolver essa equacao recorrente.

Primeiramente vamos resolver a recorréncia sem o termo independente de a,,
isto é, a recorréncia homogénea x, = 2z, 1 com a; = 1. Temos

To = 21’1

T3 — 21’2

Ty = 21’3
Tpn = 2$n71-

Multiplicando as equacoes obtemos
To Tz Ty Ty = 201 - 2T9 + 203 ... 20,1
e fazendo o cancelamento dos termos iguais que aparecem nos dois membros, temos

z,=2"1. 2, = gz,=2""1

Fazendo a substituicao z,, = 2" 1-b,,, gracas ao Teorema 2.1 obtemos b, = b”+2_n'
Entao temos

1
bgzbl‘i‘?

b3:b2+—

1

b= buoy + 5o

Somando as equacoes e cancelando os termos coincidentes nos dois membros, temos

1 1 1 1
bn:b1+§+§+2—3+"'+2n_1.
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2.3. RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Como a, = 2" !-b, e a; = 1 temos que b; = 1. Usando a férmula da soma dos
termos de uma Progressao Geométrica (veja Proposicao 1.2 no Capitulo 1) ficaremos
com

C

Concluimos entao que para n discos serao necessarios no minimo 2" — 1 movi-
mentos para deslocar a torre respeitando as regras sugeridas.

Portanto

2.3 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Trataremos sobre as recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas e com
coeficientes constantes, que sao recorréncias da forma a,, 2+ pa,+1+qa, = 0. Vamos
admitir que q # 0, pois se ¢ = 0 teremos uma recorréncia linear de primeira ordem.

Podemos associar cada uma dessas recorréncias a uma equagao do segundo grau,
do tipo 72 4+ pr + ¢ = 0, chamada de equacdo caracteristica. E importante observar
que se ¢ # 0 entdo 0 ndo pode ser raiz da nossa equagao caracteristica.

Teorema 2.2 Se as raizes de r*+pr+q = 0 sdo ry e ry, entdo b, = c1(r))" +co(ry)"
€ solugao da recorréncia Gnyo+ pani1 + qa, = 0, quaisquer que sejam os valores das
constantes c; e cs.

Prova: Substituindo b, = ¢;(r;)" + co(r2)" na recorréncia a, 2 + payi1 + qa, =0
e organizando como nos convém, obtemos,

c1(r1)"((r1)* 4 pri + q) + c2(r2)" ((r2)* + pra + q) = c1(r1)"0 + ¢2(r2)"0 = 0,
como desejado. [

Teorema 2.3 Se as raizes de r?>+pr-+q = 0 sdo ry ey, comry # ry, entdo todas as
solugdes da recorréncia any o + pany1 + qa, = 0 sdo da forma b, = ¢1(r1)" + co(r2)",
com ¢y e co constantes complezas (reais ou nao).

Prova: Seja x,, uma solucao qualquer da recorréncia a, 2+ pa,+1 +qa, = 0. Como
r1 # ro € sao raizes nao nulas ja que g # 0, podemos determinar constantes c; e co
solucoes do sistema
{ C1ry + CoTy = X1,
01(7’1)2 + 02(7’2)2 = T2,
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2.3. RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

por substituicao, vamos isolar ¢; na primeira equagao ficando com

T1 — Calg
L= ——"-,
(8

e vamos substituir na segunda equacao, ficando com

X1 — CoT
e DR O
1
que implica em
(21 — cora)ry + C2(12)” = 2o,

logo
2 __
171 — CaT1T2 + 02(7’2) = XT9.
Dai
2
Co ((7“2) — rlrg) = Xy — T171.
Portando
To —T1T
Cy = )
(7“2)2 — e
ou ainda
To —T1T
g = ———.
7“2(7"2 - 7”1)
L. - X1 — CaTg
Substituindo esse resultado na equacao ¢ = ———, teremos
1
To —T1T
Ty — ————————7T9
(19 —71)
CcCl =
(&
que implica em
Lo — T1TM
Ty — ————
Tog —T
¢ = 2 1
r1
Logo
o = !E1(7“2 —7’1) - ($2 —$17"1)
1 — .
7’1(7“2 - 7’1)
Dai
T1rg — T1T1 — To + 217
C1 = )
7’1(7“2 - 7’1)
ou seja
X1 — X2
g =——.
r1(re —71)
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Para provar o teorema mostraremos que x,, = ¢;1(r1)" + ¢o(r2)", para todo n € N.
Equivalentemente, para v, = z,, — ¢1(r1)" — ¢2(r2)™, basta mostrar que y,, = 0 para
todo n € N. Temos

Yn+2 + PYn+1 + qYn

= (Zpy2 + DTy + qn) — ()" [(11)? +pr1 +q) — ca(r2)" [(r2)® + pra+4q] .

No segundo termo dessa equagao, a primeira parcela é igual a 0 pois x, é solucao
de a,42 + payi1 + qa, = 0 e as duas tltimas parcelas sao iguais a 0 pois r, e 79 a0
raizes da equacgao

r+pr+q=0.

Portanto y,12 + pyni1 + qu, = 0. Além disso, como
cary ey = a1 e cy(r)? 4 ca(re)? = 19,

temos y; = yo = 0. Mas, sendo

Ynt2 T PYny1 T qyn =0 ¢ y1=1y2=0

entao 1, = 0 para todo n € N. [

Observacao 1 Se as raizes da equacdo caracteristica forem complexas, a soluc¢do
by, = c1(r1)™ + co(1r2)", com c1 e co constantes arbitrarias pode ser escrita de modo
a evitar cdlculos com complexos. Basta colocar as raizes na forma trigonométrica,
que teremos:

1 =p(cos 0 +i-sen @), 19=p(cost—i-senl)
(r1)™ = p(cos nh +i-sen nf), (r2)" = p(cos nf — i - sen nb)
c1(r)™ + ca(r2)™ = p™ [(e1 + c2) cos nb + i(c1 — ca)sen nb)] .

Como c1+ ¢y e i(cy — o) sao novas constantes arbitrdrias, a solugao pode ser escrita
como
b, = p" [k1cos n@ + kasen nd)] .

Teorema 2.4 Se as raizes de > + pr + q = 0 sdo iguais, 71 = 19 = r, enldo
by, = 1™ 4 conr™ € solucao da recorréncia a,yo + pani1 + qa, = 0, quaisquer que
sejam os valores das constantes ¢, e cs.

Prova: Se as raizes sao iguais entdo r = —p/2. Substituindo b, = ¢17"™ + conr™ na
recorréncia a, s + pa,+1 + qa, = 0 e organizando como nos convém, obtemos,

ar™(r® + pr+q) + conr™(r® + pr + q) + corr(2r + p)

= c1r"0 + conr"0 + corr0 = 0,

como desejado. [ ]
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2.3. RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Teorema 2.5 Se as raizes de r> + pr + q = 0 sdo iguais, 1, = 79 = r, entdo todas
as solugoes da recorréncia a,io + pan+1 + qa, = 0 sao da forma b, = c;r"™ + conr™,
com c1 e cy constantes.

Prova: Seja x,, uma solucao qualquer da recorréncia a, o+ pa,+1 +qa, = 0. Como
r # 0, podemos determinar constantes c; e ¢y solucoes do sistema

c1r + cor = 14
c1r? + 2091? = x5

e apos resolver o sistema, teremos

Para provar o teorema precisamos mostrar que x, = cir" + conr™, para todo
n € N, ou quivalentemente que y,, = 0 para todo n € N onde y,, = x,, — 17" — conr™.
Temos

Yni2 + DYni1 + @Wn = (Tny2 +PTpir +quy) — a7 (7’2 + pr+ q)
—conr™ (r* + pr+ q) — cor™r(2r + p).

O primeiro paréntese é igual a 0, pois x,, é solucao de a, 12 + pan+1 + qa, = 0. Ja o
segundo e o terceiro sao iguais a 0, pois 7 é raiz da equacao r2+pr+q = 0 e o quarto
paréntese é igual a 0, pois 1, = ro = r, r = —p/2. Portanto y, 2 + pyn+1 + qyn = 0.
Além disso, como ¢;7 + cor = 11 e 172 + 2cor? = 39, temos y; = 1o = 0. Mas, se
Yn+2 + PYn+1 + qyn = 0 e y; = y» = 0 entao y,, = 0 para todo n € N. [ ]

2.3.1 A Sequéncia de Fibonacci

Figura 2.3: Leonardo Fibonacci (1170 - 1250)

Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, Leonardo Pi-
sano ou ainda Leonardo Bigollo, foi um matematico italiano, tido como o primeiro
grande matematico europeu da Idade Média. E considerado por alguns como o
mais talentoso matematico ocidental da Idade Média. Ficou conhecido por usar
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2.3. RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

como exemplo, o que seria posteriormente conhecida por Sequéncia de Fibonacci,
no Liber Abaci, a primeira obra importante sobre matemética desde Eratostenes,
isto é, mais de mil anos antes. O Liber Abaci introduziu os numerais hindu-
arabicos na Europa, além de discutir muitos problemas matematicos. (Disponivel
em: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41 /quemefib.htm)

Um problema interessante e bastante conhecido pelos matematicos do mundo
inteiro ¢ o “Problema da Reproducao dos Coelho”, que se refere ao niimero de casais
em uma populacao de coelhos apoés doze meses, considerando-se que:

1) No primeiro més tem-se apenas um casal;

2) Casais reproduzem-se somente apos o segundo més de vida;

3) Nao ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo;

4) Todos os meses, cada casal fértil da a luz um novo casal;

5) Os coelhos nunca morremn.

Tal problema questiona: Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir de
um par de coelhos em um ano?

Meses Casais
1 ;&“} 1
2 1
s Diw & w 5
A 1 \
6 L 8
\ ! N\ Y ~
7 Mesthonds dhis i T8 13

Figura 2.4: Disponivel em: http://www.bpiropo.com.br/fpc20070108.htm

Ao fixar como més um o inicio do processo, tem-se, no inicio do primeiro més, um
tnico casal jovem. Ja no segundo més, esse casal serd adulto. Considerando-se que
um par adulto produz um novo par a cada més, no inicio do terceiro més existirao
dois pares de coelhos, sendo um par adulto e outro recém-nascido.

No inicio do quarto més o par adulto produzird mais um par, enquanto que o
outro par completara um meés de vida e ainda nao estard apto a reproduzir. Assim,
existirao trés pares de coelhos, sendo um par adulto, um par com um meés de idade
e mais um par recém-nascido.

No inicio do quinto més existirao dois pares adultos, sendo que cada um ja
reproduziu um novo par e mais um par que completou um més de vida. Logo,
existirao cinco pares.

No inicio do sexto més existirao trés pares adultos, sendo que cada um ja produziu
um novo par e mais dois pares que completam um més de vida. Logo, existirao oito
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pares. Seguindo-se o mesmo raciocinio para os outros meses, obtém-se a famosa
Sequéncia de Fibonacci, cujos primeiros termos sao:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, .. ..

Denotando por a,, o nimero de casais de coelhos obtidos em n meses, para n > 3
vemos que para obter a,, temos os a,,_1 casais de coelhos do més anterior, ja que estes
nao morrem, e dentre estes temos a,_» casais que existiam no més (n—2) e que estao
aptos para reproduzir, fornecendo mais a,,_, casais. Assim, vemos que cada termo
da sequéncia acima é dado recursivamente pela expressao ja vista anteriormente

a1 = Qg = 1,
Up = Qp-1+ Ap_2,M = 3,

em que n é o numero de meses.

A seguir veremos algumas propriedades dessa sequéncia. Para iniciar vejamos
como achar uma formula explicita (ou termo geral) para a, em fungao de n. A
recorréncia a, o = a,41 + a, tem equacao caracteristica r?> = r + 1, cujas raizes sao

145 _1-V5

e 79

2 2

T =
Precisamos ainda recordar os Teoremas 2.2 e 2.3 para chegarmos a conclusao da
formula explicita. Para facilitar os cilculos vamos considerar
ag = a1 = 1,
Opi2 = Qpy1 + Gny, N E N

Vamos substituir as raizes r; e 1o em a, = ¢1(r1)” 4+ c2(r2)™. Uma vez que esta é
uma solucao da nossa recorréncia a, s + pa,+1 + qa, = 0, teremos,

1+v5) 1-v5\"
wma (B55) v (57)

Para determinar ¢; e cp basta substituir ag = a; = 1 e resolver o sistema

61+02=1
1+v5  1-+/5
&1 B + Co 5 =1

Logo,
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de modo que,

Vsl (14v5) VE-1(1-45)\"
W 2 2v/5 2

RN A N T AT AN
an—\/5 5 7 5 :

Vejamos agora alguns resultados acerca da Sequéncia de Fibonacci.

ou ainda,

Proposicao 2.1 A soma dos n primeiros termos da Sequéncia de Fibonacci, com
n > 1, € dada pela expressao
Sn = Qp4+2 — 1.

Prova: Queremos determinar
Sp=a1+ay+az+ -+ ap_o+ a1+ a,.

Observe que
a; = az — as

Gz = a4 — A3

a3 = as — a4

Up—2 = Qp — Ap—1
Up—1 = Apy1 — Qn
Ap = Qp42 — Ap41.

Portanto,

Sn = (a3 —ag)+ (as —asz)+ ...+ (an — an-1) + (Gn+1 — an) + (g2 — Gpi1)

= Qpy2 — G2
e como o segundo termo da Sequéncia de Fibinacci é ay = 1 teremos
Sn = apy2 — 1,

como desejado. [
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Proposicao 2.2 A soma dos quadrados dos n primeiros nimeros da Sequéncia de
Fibonacci € dada pela expressao

al +as+ -+ al = anng-
Prova: Queremos determinar
S=(a1)* + (a2)* + (a5)* + ... + (an—2)” + (@n-1)* + (an)*.
Observe que, como a; = as = 1, temos (a;1)? = ayay. Para n > 1 temos

Anlp+1 — Ap—10pn = an(an+1 - an—l) - (an)27

ou seja,
(a1)* = a1a,
(a2)2 = Q203 — 102
(03)2 = Q304 — G203
(%—2)2 = Ap—20p—1 — Ap—30n—2
(An-1)® = Qp_1Gp — Qp_2G,_1
(an)* = Qi1 — Qp_10n.

Portanto

S =ajas + Q203 — Q102 + ...+ Qp—10p — Ap—20p—1 + Aplpt1 — Qp—10p = ApGpyl
como queriamos demonstrar. [

Proposicao 2.3 Quaisquer dois termos consecutivos da Sequéncia de Fibonacci sao
primos entre si, ou seja, para todo n > 1 temos

mde(an, anp1) = 1.

Prova: Dados a, e a,1, termos da Sequéncia de Fibonacci, observe que:
esed|a,ed]ay entdo d| (a1 — ay) ou seja, d |= a,_q;

esed|a,ed] a1 entdo d| (a, — a,—1) ou seja, d |= a,_o;

esed|aj entao d| 1.
Portanto mdc(ay,, a,+1) =1 para todo n > 1 como afirmamos. |
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Proposicao 2.4 A razao entre termos consecutivos an1/a, da Sequéncia de Fibo-
nacci converge para o Numero de Ouro representado pela letra grega Phi miniscula

(0)

145
o= 2\/_ = 1,618033988749895 . . ..
Qp,
Prova: Considere a recorréncia r,, = 1 Como pi1 = Gp + ap—1 temos que
Qn,
an, Ay, + Ay Qp_ 1 1
T'n = = 1:_+ 1:1+ a =1+ )
an, G, Ay, Qn n Tn—1
Ap—1
ou seja, para todo n > 2 teremos
1
=14+
Tn—1

Sendo a,, > 1 para todon > 1 e ay+1 = a, + a,_1, para todo n > 1 temos
rn=1 e 2>r,>1, paratodo n>1.

Para mostrar que a sequéncia converge, observe que com n > 3, temos que

1

Pp=2———
Tn—2+]-

Considere ainda as subsequéncias (r,) € (re,_1). Por inducao, vejamos que (rs,) é
decrescente. Precisamos mostrar que

T >Tg >0 > >Toy > Topg > 5

Temos

(i)ro=2>r,=5/3;

(i) Suponhamos que ry; > ry41) para algum k € N.
(ili) Provemos para k + 1. Segue de (ii) que

1 1
>
Top42 + 1 1op+1

e dai

Tokta = 2 — = Topyo.

—<2_
Top42 + 1 ror + 1

Sendo assim a desigualdade é valida para todo n € N e portanto a sequéncia (rs,)
é decrescente. De modo andlogo, demonstra-se que (rg,_1) é crescente. Sendo
mondétonas e limitadas essas sequéncias sdo convergentes ( Veja Teorema 1.5 no
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Capitulo 1 e a observacdo que o segue). Sejam a = limrg, e b = limry, ;. Uma vez
que

1
rop =2 — ———
2 Ton—2 + 1
passando o limite obtemos a = 2 — n edaf a> —a—1=0 o que nos da
a
1++5
a= )

2

O mesmo ocorre para (ry, 1), fornecendo b> —b—1=0e

b_1iv%
-—
Uma vez que r, > 0 para todo n € N temos que os limites das subsequéncias sao

nao negativos. Portanto

1+45
2

a=>b = 1,618033988749895 . ..

0 que garante que a sequéncia (r,) converge para o numero de ouro, ¢. ]

Proposicao 2.5 Sendo a,, um termo da Sequéncia de Fibonacci para todo k € N,
temos que Umipn = UGy _1 + Q10 para todo m, n € N.

Prova: Sejam b,, = Gpmin © Cn = ApGp_1 + Gpi1a,. Temos que (by,) e (¢n)
satisfazem a recorréncia a,.o = a,+1 + a,, para todo n € N. Por outro lado,
considerando ag = 0 temos by = a, € by = ayy1, co =0-a,_1+1-a, =a, = by e
coc=1-a,1+1-a, = a1 = by, e portanto, como queriamos demonstrar, b, = c,,
para todo n € N. [

Proposigdo 2.6 Para todos m, n € N temos mdc(am, an) = Gmde(m, n)-

Prova: Mostraremos esse resultado por inducao em m. Uma vez que a; = 1 é
claro que mdc(ay, an) = 1 = mae1, ny Para todo niimero natural n. Suponha que a
afirmacdo do enunciado seja valida para todo m < k (onde k£ > 2 é um inteiro dado)
e para todo n € N. Queremos provar que a afirmacao é valida para m = k e para
todo n € N, isto é, que mdc(ak, an) = Gmacr, ny Para todo n € N. Note que:

(i) Se n < k, temos pela hipotese de indugao que

mdc(ay, k) = Gmdc(n, k)-
(il) Se n = k, temos

mdc(ay,, ap) = mdc(ag, ar) = Qg = Amde(k,k)-
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(iii) Se n > k, temos, pela Proposi¢ao 2.5, que
Qp = Q(n—k)+k = On—kQk—1 + Qn—k+10k
logo,
mde(ay, a,) = mdc(ag, a,_gpar—1+ an_gr1ax) = mde(ag, Gn_kag_1).

Como ja vimos na Proposi¢ao 2.3, a; e a;4; sao primos entre si para todo nimero
natural j de modo que mdc(ag, ax_1) = 1. Dai

mdc(ag, a,) =mde(ag, an_rap—1) = mde(ag, an_g).

Escrevamos n = pk+qcomp, g e Nel < qg<k. Temos 1 <n—pk=q<ke
segue dos itens (i) e (ii) que

mdc(ay, a,) = mdc(ag, an_x) = mdc(ag, an_ok)
= mdc(ag, an_s;) =---=mdc(ar, an_pk)

= mdc(ak, Aq) = Gmde(k,q)-

Além disso, uma vez que mdc(k,n — pk) = mdc(k,n) temos Gpmdc(k, ) = Amde(k, n)-
Dai segue que
mdc(ay, Gn) = Qmde(k, n)

para todo n € N, como queriamos mostrar. ]

2.3.2 Dominds

Vejamos como criar uma atividade na sala de aula envolvendo a Sequéncia de Fi-
bonacci. Podemos iniciar com um problema proposto que induza os alunos a pensar
na solucdo, e nao necessariamente “apenas pensar”’, mas também utilizar material
concreto para ajudar a desenvolver o raciocinio. Levar alguns jogos de dominoés seria
perfeito para fazé-los pensar no seguinte problema. De quantas maneiras podemos
guardar n dominds 2 X 1 em uma caixa 2 X n?

A primeira pergunta a fazer é: Serd que esse problema se relaciona de alguma
forma com a Sequéncia de Fibonacci?

32



2.3. RECORRENCIAS LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

Podemos pedir aos alunos para que tentem fazer a solucao para valores iniciais de
n,paran =1, 2, 3, 4..., até o momento em que eles sintam dificuldade de encontrar
todas as possibilidades. Ou seja, com uma pega do dominé (que pode ser disposta
como 2 x 1 ou 1 x 2) os alunos devem verificar so existe uma tnica possibilidade
de coloca-la em uma caixa 2x 1, e assim por diante como mostram as figuras a seguir.

Paran=1
Paran =2
|
B |
Paran=3
L Ql—
TR P L
Paran =4

- e
- R

Até esse momento a sequéncia criada foi (1, 2, 3, 5, ...) que percebemos ja
ser diferente da Sequéncia de Fibonacci, pois os dois primeiros nao sao iguais a 1.

Porém, o primeiro termo dessa sequéncia poderia ser o segundo da Sequéncia de
Fibonacci, o segundo termo seria igual ou terceiro e assim por diante. Portanto,
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terifamos uma sequéncia definida por

ap = 1
a9 = 2
Apy2 = Qp41 + ay,

que possui as mesmas propriedades da Sequéncia de Fibonacci.

Lembrando que a ideia em recursao é obter cada valor em funcao dos anteriores,
vejamos o que ocorre quando tiramos a dltima parte do caso n = 4:

FFEF P

Observe que ao tirarmos a ultima peca (ou as duas tltimas, quando estiverem
“deitadas”) de cada possibilidade, obtemos um nimero menor de possibilidades.
Como esses finais tém tamanho 1 ou 2, reduz-se ao caso anterior ou pré-anterior, de
modo que x4 = x3 + x3. Serd que isso continuard ocorrendo?

Por fim, o professor pode mostrar aos alunos que o problema resulta em uma
recorréncia linear homogénea de segunda ordem, exatamente a mesma Sequéncia de
Fibonacci, e pode mostrar toda a resolugao mostrada nesse trabalho.

2.4 Recorréncias Lineares de k-ésima Ordem

As equacoes de recorréncias lineares sao da forma
Ckptk + Ck—1Anik—1+ ... + Coan = 0,

em que c¢q, Ca, ...C sao constantes independentes de n e os valores de a; sao conhe-
cidos para ¢ =0, 1, ..., kK — 1. Supondo que essa equacgao de recorréncia admita
solucao do tipo a, = r" e substituindo na equagao, temos

"R e R e = 0.

Admitindo que r # 0 podemos determinar a equacdo caracteristica da equacao
de recorréncia,
k k—1
T 4 cp—1rt 4.+ ¢ =0.
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Se a equacgao possui raizes complexas rq, ra, ..., 1, de multiplicidade, respecti-
vamente, ay, Qg, ..., Quy,, entao as solucoes da equacao de recorréncia sao da forma
an = g1(n)r? + go(n)ry + ... + gm(n)ry, onde g1, g2, ..., gm sdo polindmios com
grau (g;) < oy, 1 < i < r. No caso em que 7; é uma raiz simples, entdo g; ¢ uma
constante.

Devido a esta dificuldade na generalizacao, ficaremos com essa ideia definida
apenas para as recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem.

Vajamos a seguir uma aplicacao das recorréncias lineares homogéneas de terceira
ordem, cujas solucoes da equagao caracteristica sao todas distintas.

2.5 Recorréncias Lineares de Terceira Ordem
As equacgoes de recorréncia lineares de terceira ordem, sao da forma
C10p+3 + C2Qpyo + C30Ap41 + Caay = 0
e suas equacoes caracteristicas sao do tipo
cr + eor? + csr +cq4 = 0.

Quando as recorréncias lineares sao de segunda ordem, fica facil resolver as equa-
coes caracteristicas, porém a partir das equacoes de terceira ordem, sentimos uma
certa dificuldade para encontrar as raizes. Vejamos entao uma expressao que permite
encontrar uma solucao, bem como os matematicos que ajudaram a desenvolvé-la.
(Veja http://www.mathematik-online.de/F110.htm.)

Figura 2.5: Niccolo Tartaglia (1500 - 1557) e Girolamo Cardano (1501 - 1576)

Niccolo Fontana apelidado de Tartaglia por seus amigos, justificado pelo fato de
ser gago (significado da palavra), nasceu muito pobre e teve que aprender a ler e
escrever sozinho, tornando-se posteriormente professor. Na Matematica ajudou a
desenvolver a formula para calcular raizes de equacoes do 3° grau do tipo 23+px = ¢,
que anteriormente eram resolvidas por Del Ferro com p e g positivos.

Girolamo Cardano foi um estudioso das ciéncias naturais (com grandes trabalhos
na Medicina), da Matemaética e da Fisica. Desenvolveu o método para transformar
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equagoes do 3° grau da forma ax® + bz? + cx + d = 0 para a forma 23 + pz + ¢ = 0.
Esse estudo das solugoes de equacgoes cubicas foi o que impulsionou posteriormente
os estudos dos nimeros complexos.

Considerando az® + bz? + cx + d = 0, a forma canonica da equacdo do terceiro
grau, com a # 0, e fazendo a substituicdo x =t — (b/3a) encontraremos a equa¢io
3+ pt +q = 0onde p = (c/a) — (b*/3a?) e q = (2b%/27a®) — (bc/3a?) + (d/a). O
descriminante serd A = ¢ + (4p3/27) e a solugao serd dada por

=t VB2 4 [ - VB2

ou ainda

2 2
Encontrando essa primeira raiz, podemos fazer uso do dispositivo prético ou algori-
timo de Briot-Ruffini para determinar as outras duas raizes.

O problema é que nem sempre encontraremos resultados que nos proporcionem
conforto em relacao aos célculos. Por exemplo, ao tentar resolver a equagao carac-
teristica da recorréncia Z,.3 = Tpio + Tne1 + Tn, que seria 3 — 1?2 —pr — 1 = 0,
verificamos que uma das raizes é irracional e as outras duas sao complexas. Essa
recorréncia ¢ resultado do problema que resolveremos em seguida (2.5.1).

Uma boa ideia nesses casos ¢é fazer uso da tecnologia para encontrar as raizes, um
software de Matemaética dinamica bastante conhecido no mundo todo é o GeoGebra
(www.geogebra.org). Com a ajuda dele podemos construir a curva que representa
o grafico da fungiao f(r) = 23 — 22 — x — 1 e através de comandos muito simples
encontrar as raizes complexas (reais ou nao).

Arquwu Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda

¥ Janela de Algebra b Janela de Vlsual\lagao
= Funcio

@ fx) = —xf—x—1

= Nl_'lmem Complexo

=-0.4196433776 - 0.6062907292i

3 L= -0.4196433776 + 0.6062907292i
3 1,=1.8392867552- 0i

o
L

@ I,

Entrada:

D]
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2.5.1 Problema dos Caminhos

Esse problema foi proposto em uma lista de exercicios preparatérios para olim-
piadas de Matematica do professor Marcio Cohen do colégio Ponto de Ensino.

Caminhando pelos segmentos unitdrios da figura abaizo, determine quantas sdao
as maneiras de ir de A até B sem passar duas vezes pelo mesmo ponto.

YAVAVAVAVAN

Solucao: Vamos numerar os pontos da esquerda para a direita apenas por questao

de orientacao.
1 3 5 7 9
A 2 4 6 8 B

Sejam n a posicdo em que queremos chegar (os vértices dos tridngulos, consi-
derando apenas os segmentos a esquerda da posigdo) e z,, o nimero de caminhos
distintos que podemos tomar para sair de A até B sem passar duas vezes por um
mesmo ponto. Note que o ponto B estard na posicao 10 na figura acima. Vamos
encontrar valores iniciais para x, fazendo n =1, 2, 3.... Para n = 1, temos

1

/

A

apenas um caminho possivel, direto de A para 1. Vamos representar essa possibili-
dade por
Al} z =1.

Para n = 2, temos

1

/N

A 2
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duas possibilidades

Para n = 3, temos

quatro possibilidades
Al123

A23
Al3
A213

x3:4.

Para n = 4, temos

sete possibilidades
A1234)

A234
A134
A2134 % 2, =T.
A124
A24
A1324

Para n = 4, o nimero de caminhos depende justamente dos trés casos anteriores.
Observe que os quatro primeiros caminhos é o caso n = 3 acrescentando apenas o
4 ao final. O quinto e o sexto cominho é o caso n = 2 acrescentando também o 4
ao final. E o ultimo caminho é o caso n = 1 acrescentando 324 ao final. Ou seja,
podemos escrever x4 = x3 + T9 + 1

Observe ainda que o mesmo raciocinio pode ser usado para contar os caminhos
para os proximos pontos.
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Para n = 5, temos que

AVAVS

A 2 4

o nimero de caminhos pode ser descrito como

A1234)
A234
Al134
A2134 5 + (5)
Al124
A24
A1324

Vs

Al123
A23
A13

A213 |

Al2
P } + (435)

ou seja, 5 = x4 + T3 + T2 e generalizando, temos
1 3 n-3 n-1
A 2 4 n=2 n

ZEn—1} + (n)

>+ (5)

xn—2} + (n)

xn_g} +(n—1n—-2 n)

ou seja Tp = Tp_1 + Tp_o + Tp_3.
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Portanto, para resolver o problema proposto, basta fazer as interacoes até a dé-
cima posicao.

Ta=2T3+To+r1=44+24+1=7

Ts =Ty +23+220=7+4+2=13
x6:x5+x4+x3:13+7+4:24
I7:$6+$5+$4:24+13+7:44
£E8:$7+I'6+ZL‘5:44+24+13:81
ZE9:$8+1’7+$6:81+44+24:149
Tig = Tg + xg + 7 = 149 + 81 + 44 = 274.

Ou seja, existem 274 caminhos diferentes que podemos tomar para sairmos do
ponto A e chegarmos no ponto B.
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Capitulo 3

Aplicacoes de Recorréncias na
Combinatoéria e na Aritmética

Nesse capitulo estudaremos varias aplicagoes do contetido de recorréncia a Com-
binatoéria, bem como vamos introduzir uma linguagem mais requintada escrevendo
as equacoes de recorréncia como equagoes de diferenca por meio de operadores li-
neares. A teoria e os teoremas da nova linguagem nos levardo a aplicagoes das
recorréncias a Aritmética.

3.1 Problemas de Contagem

3.1.1 Posicao dos Parénteses

De quantas maneiras podemos ordenar n pares de parénteses, se s6 pode fechar
um paréntese que foi aberto sabendo que todo paréntese aberto deve ser fechado?
Por exemplo, as sequéncias ((())()) e ()()(()()) sdo permitidas, mas ())(() e )( ndo
sao permitidas, pois fecham parénteses que nao foram abertos.

Solugao: Primeiramente vejamos alguns casos para valores iniciais de n. Para
n = 0, temos uma maneira, a vazia. Para n = 1, temos uma maneira, (). Para
n = 2, temos duas maneiras, ()() e (()). Para n = 3, cinco maneiras, ()()(), ()(()),
()0, (00) e ((0)).

Para obter a recursao, pensamos no tltimo par de parénteses. Vimos o que esté
dentro dele e o que esta a esquerda dele. Para n = 3, temos

00@), 00), (@), 00) e B((0)-

Note que pode haver o conjunto vazio, um par ou dois pares de parénteses dentro
do ultimo par. Nesses casos, h& dois, um e zero pares de parénteses a esquerda,
respectivamente, de modo que a3 = agas+a,a1+asa9. Podemos generalizar, obtendo

41



3.1. PROBLEMAS DE CONTAGEM

ag = 1
Gy = Q0Qp—1 + A10p—2 + A20p_3 + -+ + ap_10ap.

Recursoes desse tipo sao chamadas convolugoes.

Para resolver essa recursao utilizaremos uma funcao geratriz. Considere a funcao
f da forma
2 3
f(x) = ap+ a1 + axx” + azx® + - - -

Precisamos determinar os coeficientes (a,) dessa soma. Uma vez que
(f(2))? = a2+ (apar+aiao)x+(apag+aia; +asap )z’ +(apas+aas+asar +asag)z® 4 - -
e a sequéncia (a,) satisfaz a recorréncia acima, temos
(f(2)?* = a1 + agx + az2® + agx® + -+ .
Multiplicando por = teremos
2(f(2))? = a1z + agx® + az2® + agzt + - = f(x) — ap.
Lembrando que ay = 1, obtemos a “equacao do segundo grau”
o(f(2))* = fl@) +1=0
cuja solucao ¢ dada por
1++1—4x
f(z) = —

Se considerarmos o sinal positivo, vemos que os valores de f(x) crescem arbitraria-
mente quando z se aproxima de 0. Por outro lado, se tormarmos o sinal negativo,
teremos

1—\/1—4x_1—\/1—4xx I1+v1—4r 11— (1—4x)
2 B 2z 1+vV1I—dz  2z(1++1—4z)

4x 2

20(1 ++/1—4x) (1++/1—4x)

Assim os valores de f se aproximam de

2 2

I+ VI-2x0) (1+v1)

quando z tende a 0. Pela definicao de f temos f(0) = ag = 1 que coincide com o
limite acima. Consideramos entao

flx) =

1—+1—4z

fla) = —%
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Considere ainda o bin6mio de Newton generalizado, ou seja,

o0

(+y)* =) (z) 2~ Fy¥, para z,y >0,

ondex € Re

Tomando o = 1/2, teremos

k=0

-1 (k)

(i) -

1
2
1
2

Com isso,

(1—4a)3 = :0(

1

3

_ 1 /=1
2k \ 4

k!

)

F11.3.5.(2k —3)

K124 (2k — 2)

2)!

L2k -
k- 21k — 1)

1ok — 9
E—1

)

k=1
Entao
© 1 /2k—2
11— (1-23 ~ k
= 2x N 2z
ou ainda

(—_)’H1-2-3-4-5-~(2k—3)(2k—2)
2

k!
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3.1.2 O jogo de Olavo

Em um jogo, em cada etapa Olavo pode fazer 1 ou 2 pontos. De quantos modos
ele pode totalizar n pontos?

Solugao: Seja x,, o nimero de modos de obter n pontos. Para obter n + 2 pontos,
Olavo pode obter 1 ou 2 pontos na primeira etapa. No primeiro caso, ele tem que
obter n+ 1 pontos nas etapas seguintes; no segundo caso, ele tem que obter n pontos
a seguir. Logo, T,.0 = x, + Tpi1, com 7 = 1 e x5 = 2. Como ja vimos, essa é a
recorréncia que define a sequéncia de Fibonacci. Logo,

n+1
1 (1++5 1 (1-+5

= — —— [ — ,para todo n > 1.

T, =
NAWS NAWS

n+1

3.1.3 Sequéncias Binarias e Ternarias

Quantas sao as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0, 1}, que pos-
suem um numero impar de termos iguais a 07

Solugao: Seja x, o nimero de sequéncias de n termos 0 ou 1 com quantidade impar
de termos iguais a 0. O nimero de sequéncias de n+1 termos 0 ou 1 com um niimero
impar de termos iguais a 0 ¢ igual ao ntimero de sequéncias comecadas por 1, seguido
de uma sequéncia de n termos com nimero impar de zeros somado ao ntimero de
sequéncias comecgadas por 0, seguido de uma sequéncia de n termos com um niimero
par de zeros.

Portanto, x,.1 = x, + (2" — x,) = 2" (para a segunda parcela, note que 2" é o
niumero total de sequéncias formadas por 0 ou 1). Logo, para todo n € N, temos

x, = 2" L.

Quantas sao as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0, 1, 2}, que pos-
suem um numero impar de termos iguais a 07

Solugao: Sequéncias de n + 1 termos, 0, 1 ou 2 com um nimero impar de termos
iguais a 0 podem ser de dois tipos: as que comecam com 1 ou 2, seguido por uma
sequéncia de n termos com um ntimero impar de zeros e as que comecam com 0,
seguido de uma sequéncia de n termos com um niimero par de zeros.
Dai, temos a recorréncia x, .1 = 2x, + (3" — x,), ou seja, T,1 = =, + 3", com
z1 = 1. Temos:
I = 1
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$2:$1+31

ZL’3:.T2+32

Ty = Tp—1 + 3n71

somando e cancelando os termos iguais em lados opostos da igualdade obtemos
T, =14+3+3+ .. +3"1

Lembrando da soma dos termos de uma PG (veja proposi¢ao 1.2 no Capitulo 1),
obtemos
3" —1
Ty = .
2

Quantas sao as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0, 1, 2}, que nao
possuem dois termos consecutivos iguais a 07

Solucao: Seja x, o nimero de sequéncias formadas por n termos iguais a 0, 1 ou 2
sem dois termos consecutivos iguais a zero. As sequéncias de n 4 2 termos que nao
possuem dois termos consecutivos iguais a zero podem comecar por 0, 1 ou 2. As que
comecam por 0 tem o proximo elemento igual a 1 ou 2, seguida de uma sequéncia de
n termos sem zeros consecutivos. Logo, ha 2z, tais sequéncias. As que comecam por
1 ou 2 tém, a seguir, uma sequéncia de n + 1 termos sem zeros consecutivos. Logo,
ha 2x, 1 sequéncias desse tipo. Assim, x,, satisfaz a recorréncia x,,, = 2z, + 22,1,
ou seja, Tpio — 2xpy1 — 22, = 0, com x1 = 3 e x5 = 8 (todas as trés sequéncias de
comprimento 1 cumprem o requisito e todas as 32 = 9 de comprimento 2, exceto a
00, também cumprem a condi¢ao).

As raizes da equacao caracteristica r? —2r —2 = 0, sdo r; = 1+v3ery, =1—+/3.
Segue dos Teoremas 2.2 e 2.3 que a solugdo geral para a recorréncia é dada por
T, = C1 (1 + \/g)n + co (1 — \/§)n para a recorréncia. Substituindon =1en = 2,

obtemos
1+\/§>c1+<1—\/§>c2:3
3+2\/§>cl—|—<3—2\/§>02:8

3+2v3 3-2V3

Resolvendo o sistema, encontramos c¢; = ecy=—Fp— Logo, o namero

de sequéncias de n termos iguais a 0, 1 ou 2 sem dois zeros consecutivos é

xn:%(wﬂ)mr%g(u\@)n
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3.1.4 Cavaleiros da tavola redonda

Doze cavaleiros do rei Arthur foram convocados para uma reuniao no castelo para
desenvolverem juntos um plano de combate. Estes doze cavaleiros podem ser divi-
didos em seis pares de cavaleiros que sao mutuamente hostis. O rei nao participard
da reuniao, de modo que o mordomo chefe do rei deve ser especialmente cuidadoso
na alocacao dos cavaleiros em seus assentos, no sentido de evitar brigas. Ele decidiu
entao alocar os cavaleiros em torno da Téavola redonda, de tal maneira que nenhum
par de cavaleiros mutuamente hostis sente em lugares adjacentes. Quantas alocacoes
deste tipo existem?

Solucgao: Sejam n o nimero de pares de cavaleiros hostis e x,, 0 nimero de maneiras
que podemos senté-los em uma mesa circular de 2n lugares, sem que haja brigas.
Consideramos na permutacao circular que as cadeiras nao sao numeradas. Po-
demos observar que n > 2, pois com apenas um par e duas cadeiras os cavaleiros
estariam adjacentes um ao outro.
Para n = 2, temos apenas dois casos, de modo que x5 = 2.

Ay A

Bl BQ BQ B]

AQ AQ

Para cada um dos casos anteriores, quando formos colocar mais um par de cava-
leiros em duas novas cadeiras, teremos quatro possibilidades de sentar o primeiro e,
escolhida uma posigao para este, teremos trés opcoes para o segundo, ou seja, para
n = 3, temos

A
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de modo que, x3 = x5 -4 - 3.

Observe ainda que o mesmo raciocinio pode ser usado para encontrar os pro-
ximos termos, uma vez conhecendo o niimero de maneiras de sentar os n pares de
cavaleiros, temos 2n possibilidades de sentar o primeiro do (n + 1)-ésimo par, e
escolhido a posicao deste, temos 2n — 1 possibilidades para o segundo. Portando
Tpi1 = Ty - (2n) - (2n —1).

Vamos encontrar a lei de formacao para x,.
Lo = 2
T3 = Tg - 4-3

ZL‘4:IL‘3'6'5

Ts =24-8-7

Tp—1 = Tp—2 - 2(n - 2) ' [2(n - 2) - 1]
Tp=1=Tp1-2(n—1)-2(n—1)—1].
Multiplicando todas as equacoes e fazendo os cancelamentos, temos,
x, = (2n —2).

Resolvendo o nosso problema para n = 6 temos,

x6 = (2-6—2)! = 10! = x4 = 3.628.800 possibilidades.

3.1.5 Extingao da Torcida

A torcida do Fluminense tem hoje py membros. A taxa anual de natalidade é 1,
a de mortalidade é j e, além disso, todo ano um ntmero fixo de R torcedores desiste
de torcer pelo Fluminense. Se ¢ > j, determine o niimero de torcedores daqui a n
anos. A torcida esta condenada a extingao?

Solugao: O numero de torcedores daqui a n + 1 anos é p,y1 = p,(1+i—7) — R.
Uma solug¢ao da recorréncia homogénea p, 1 = p,(1+i—7) éa, = (1+i—j5)" .
Substituindo p,, = a,y, e fazendo r = 1+ i — 7, temos r"y,+1 = "y, — R, ou seja,
Ynt1 = Yo — R/, com yo = po/ag = por, logo,

Yo = PoTr
y1 =1y — R
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Yo =1 — —
’

R

rn—l'

Yn = Yn—1 —
Somando todas as equacoes e cancelando os termos comuns as dois membros, teremos

1 1 1 r"—1
= —Rl14+Z24+—=4... = - R— .
4 pot ( + r * 72 Tt ?"”1> Pot rn=l(r —1)

Portanto,
" Rr” -1 R " R
n = AplYn = r— = - r
b Yn = 1o r—1 P r—1
finalmente,
R Can R
n=|po——— )1 +i—7)"+—.
1—] 1— ]
A torcida se extingue quando o coeficiente (po — - ) de r™ é negativo, ou
t=17

seja, quando
R > po(i — j).

3.1.6 A estratégia de sobrevivéncia (O problema de Josefo)

O historiador judeu Flavio Josefo (37 - 100) participou da revolta contra Roma no
ano 66 e escapou do massacre ap6s a captura da fortaleza de Josapata. Diz a lenda,
que 41 rebeldes foram cercados por tropas romanas e, antes de serem capturados, eles
escolheram o suicidio em massa. Josefo e outro companheiro nao pareciam muito
convencidos da utilidade do sacrificio, entao ele propos o seguinte: sentados em
uma mesa circular, a partir de um certo escolhido, a terceira pessoa seria eliminado,
até que apenas dois sobrevivessem. Josefo calculou as posicoes para que ele e seu
parceiro sobrevivessem ao processo.

Veremos a seguir o que talvez seja um dos primeiros problemas combinatorios
da histéria, uma variacdo sobre o problema original de Josefo. Temos n pessoas
sentadas em uma mesa circular e eliminamos a segunda pessoa que encontramos na
dire¢ao dos ponteiros do relogio (que comega a contar a partir da primeira posigao),
até que apenas um sobreviva. O desafio, claro, é calcular a posicao inicial, que
chamamos de J(n), que uma pessoa deve tomar se quiser sobreviver. Calculando os
primeiros casos, teremos
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n—1

Note que todas as “posi¢oes de sobrevivéncia” na primeira volta sdo impares (ou
ainda, a primeira volta elimina todas as posi¢oes pares). Vamos iniciar com o caso
em que o nimero de pessoas é par, ou seja, com n = 2k pessoas. Queremos calcular
J(2k), em que todas as pessoas das posi¢oes pares serdo eliminadas.

2k 2 2k — 1

o |

2 — 1 3 e 2k—3

Observe que agora na posicao 2 se encontra a pessoa que inicialmente estava na
posicao 3, o que estd na posicao 3 estava na posicao 5, a da 4 estava na 7, a da 5
estava na 9, e assim por diante. Em outras palavras, estamos dobrando o nimero
da posicao e subtraindo uma unidade. Se J(k) é a posicao de sobrevivéncia, teremos
que

J(2k) = 2J(k) — 1, para todo k > 1.

Vejamos agora, quando o niimero inicial de pessoas for impar, ou seja, n = 2k + 1.
Agora na primeira volta teremos k sobreviventes. Observe também que a proxima
vitima serd a que se encontra na posicao 1.

1 3

2k+1 2 2k + 1

2k 3 w2k
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Analogamente ao caso anterior, podemos afirmar, para todo k > 1, que
J2k+1)=2J(k)+ 1.

As regras dos dois casos vistos, juntas ao fato de que J(1) = 1 nos permite criar
uma sequéncia (J(n)). Em geral, com simples interagdes dessas duas expressoes nao
conseguimos encontrar a formula explicita, pois em cada passo devemos verificar a
paridade da quantidade de sobreviventes. No entanto, se por exemplo, n for uma
poténcia de 2, digamos 2™, entao poderiamos comprovar com simples interagoes que

J(2m) = 1.

Para fazer com que a sequéncia vire uma poténcia de dois vamos escrever n em
niumeros binarios. Considere n = (ag, ag_1, ..., a1, ag)z onde todo a; € {0, 1} e
ajp = 1.

Se n é par, ou seja, se ag = 0, a relacdo J(2k) = 2J(k) — 1 calcula o nimero
n . . - . . .
de Josefo para —, bastando saber o ultimo digito da expansao binaria, ou seja,

(ak, ax—1, ..., as, ai)2. Por outro lado, se n & impar, J(2k+1) = 2J(k)+ 1 calcula
n —

para , € cuja expansao binaria também é (ag, ax_1, ..., a2, a1)2. Nessas novas

condicoes, e adicionando +1 dependendo do valor de ag, a relagao de recorréncia
fica bastante simplificada:

J((ag, ag—1, ..., a1, ag)2) = 2J((ak, ak_1, ..., az, ar)2) + (—1)"*!
Fazendo a interagao dessa regra e usando a = 1, temos que

k

J((ar, ar-1, ..., az, ar)y) = »_(—1)%+2"

1=0

3.2 Equacoes de Diferencas e Funcoes Geradoras

O objetivo dessa segao é além de introduzir uma linguagem matematica mais
refinada, implementar conhecimentos acerca do contetido de recorréncias com apli-
cacoOes na Aritmética. Antes de tais aplicacoes se fazem necessarias varias definicoes,
teoremas e proposicoes importantes para o desenvolvimento da teoria.

Essa sec¢ao foi inspirada pelas anotacoes feitas pelo professor Rodrigo Carlos Silva
de Lima da Universidade Federal Fluminense (UFF-RJ), veja [5] e [6] nas referéncias.

Definamos o operador E*, para k € N, por E*f(z) = f(x + k) para toda fungao
f:N — N. Observe que E* ¢ um operador linear, isto &, E*(f+tg) = E*(f)+tE*(g)
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para quaisquer funcgoes f e g e qualquer t € R. A partir daqui vamos chamar de
equagao de recorréncia linear homogénea (ou equacao de diferenga), toda equacao

da forma
n n

chEkf(x) :ch-f(x—i—k) = 0.

k=0 k=0
Podemos representar esta equagao por

(co - E’+c1-E'+---+¢,-E") f(z) =0

ou ainda
co - flx)+er-flea+1)+--+ecp- flx+n)=0.

Essas recorréncias sao chamadas equacoes de diferencas, pois podemos escrevé-
las por meio de um operador A, onde A = E — 1, como segue

> (1+ ) (@) = 0.

Exemplo 7 Vamos escrever f(n+2) = f(n+ 1) por meio do operador A.
E*f(n) = Ef(n) < E*f(n) — Ef(n) =0 (E* - E) f(n) =0
(E)(E=1)f(n)=0< (A+1)(A) f(n) =0 (A*+A) f(n)=0
A’f(n)+Af(n) =0
como desejado.

Podemos transformar fungoes em recorréncias através de um operador T cha-
mado de aniquilador da func¢do. Dizemos que T aniquila (ou absorve) f em A se

para todo = € A vale
Tf(x)=0.

Teorema 3.1 Considere a funcao
k
F) =Y e ()" =co- (x0)" +er- (w)" + -+ - ()",
=0
onde x; # x; para i # j. O operador
k
T=1]E-=)
=0

satisfaz

Tf(n)=0, paratodon € N.
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Prova: Observe que

Tfn) =[] (&) [Z Ci - (fﬂi)n] =D

1=0

J

(B — ;) (sz')”] :

Uma vez que

k k
(B — ) ()" = L [T E-z)| -(BE-w)- ()"
7=0 =0, j#i
e
(B — ;) ()" = B ()" — 2 ()" = (2)""" = 2 (2:)" = 0,

temos

k
Tfn)=> ¢-0=0

=0

cOmo querfamos provar. [ |

Exemplo 8 Vamos encontrar a recorréncia linear homogénea que a func¢ao
f(n)=2"+3-4"

satisfaz. Para isso, usaremos o teorema anteior. Temos que o operador T = (E —
2)(E — 4) aniquila f, ou seja,

0= (E-2)(E—4)f(n) = (E* —6E +8) f(n) = f(n+2)—6f(n+1)+8f(n) para todo n € N.
Logo f satisfaz a recorréncia

f(n+2) =6f(n+1)—8f(n),

como desejado. Observe que a equacdo caracteristica dessa recorréncia € 2 = 6x —8
ou ainda 2% — 62 + 8 = 0, cujas raizes sio justamente 11 = 2 e 1o = 4.

Definicao 3.2 Uma recorréncia da forma

p—1

fn+p)=> cf(n+k)=0

k=0

possui um polindmio caracteristico associado da forma

P(z) = a? — Z cra®.

k=0
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Portanto, uma recorréncia de ordem p possui um poliné6mio caracteristico de grau p.
Se r1, 1o, -+ ,Tp sa0 as raizes do polindmio caracteristico entao sequéncias do tipo

fn) = bery
k=1

satisfazem a recorréncia. Este resultado é uma generalizacao do Teorema 2.2 e possui
demonstragao analoga. A proposicao a seguir generaliza o Teorema 2.3.

Proposicao 3.1 Para p > 1, considere a recorréncia

ot p) =S wefnt k) (3.1)

com polindomio caracteristico de raizes diferentes e condicoes iniciais dadas. Entao
existe uma unica solucao da forma

P
f(n) = e
k=0
que satisfaz a recorréncia.
P
Prova: Considere f(n) = E cxry uma solugao da recorréncia (3.1). Gragas ao
k=0

p
Teorema 16 temos que o operador T' = H (E —r;) aniquila f. Assim vale

=0
p
[[(E-r)fm)=o0.
k=0
Podemos aplicar o operador
p
I E-r),
J=0, j#t

que ird absorver cada ¢, com excecao de ¢, dai, ficamos com

p p

I E-rptm)y=coy [ re—1)

J=0, j#t J=0, j#t

e fazendo n = 0 temos

L (B ) f(0)
e = Jj=0, J;Zt
[T (re—ry)
Jj=0, j#t
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Portanto, a solucao da recorréncia é dada por

, 11 (=) f0)
fln) =Y 7 e
k=0 [T (re—ry)

J=0, j#t

3.2.1 Equacoes de diferencas com solugoes polinomiais

O teorema a seguir nos ajudaréd a resolver o problema final desse trabalho, que
trata da possibilidade de uma funcao polinomial poder ou nao gerar todos os niimeros
primos em sequéncia.

Teorema 3.3 Seja f(x) = ch - 2% um polinémio de grau n. Entdo
k=0

A"f(z) =C
onde C' € uma constante que pode depender de n.

Prova: Denotemos fo(z) =1, fi(z) =z, fo(z) =22, - -, fu(x) = 2", - --. Provare-

mos
A" f(x) = A" (Z ckfk) (x) = ¢, - n!
k=0

para todo n. Primeiramente, usando inducdo, vamos mostrar que A" f, = 0 para
0<k<neA"f,=nl

. Para n = 0, temos A%fy(x) = fo(z) =1 =0

. Para n =1, temos

A'fi(a) = (B =D fi(2) = file+1) = file) = (e +1) —2 =1 =1

Alfo(z) = (E = 1) fo(x) = folz +1) — fo(x) =1—1=0.
Observe que se g = ¢ para qualquer constante, tem-se
Ag(x)=g(x+1)—g(z) =c—c=0.

Suponha que o resultado vale para n. Vejamos que vale para (n + 1). Por hipotese
de inducao temos:
« Para 0 < k <n, A" fi(z) = A(A"f,)(z) = A0 = 0 pois g(x) = 0 é constante.
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3.2. EQUACOES DE DIFERENCAS E FUNCOES GERADORAS

« Para k =n, A" f, () = A(A"f,)(z) = An! = 0, pois g(x) = n! ¢ constante.
. Ainda

A s(@) = (B = DA fups(0)
= A"fop(r4+1) = A" ()

— A (fj (” ; 1) fi(x)) — A" o ()

1=0

= A"foa(z)+ (n Z 1) A" f(x)

—n!
n +1 |
i ( . )Nﬁ-(x) A ()

= (n+1)-n = (ni—F .

Portanto o resultado vale para todo n € N. J4 que A é um operador linear segue

que
A"f(x) = A" (Z ckfk> (x) = (Z ckA”fk> (x) = ¢, - n!

3.2.2 Recorréncias e Polindmios

Considere f(n) um polinémio de grau p. Pelo Teorema 3.3 temos AP f(n) = k,
em que k é uma constante nao nula. Se aplicarmos o operador A mais uma vez,
ficamos com AP f(n) = 0. Lembrando que A = E — 1, temos

ptl
&) = (B =17 ) = 3 (V) (1 ) =0
k=0

desenvolvendo apenas o tltimo termo,
p
+1 +1

S (") et e+ (070 ) =0

k=0 p
logo,

"L p+1 1k
fln+p+1)= —Z( N )(—1)1”Jr Ff(n+k)

k=0
ou ainda,

fln+p+1)= (p;;1>(—1)p’“f(n+k).
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3.2.3 Recorréncias e Funcoes Geradoras

Considere uma recorréncia linear homogénea de ordem p, da forma
p
Zakf(n+/<;) =aof(n)+af(n+1)+---+a,f(n+p) =0,
k=0
multiplicando por 2", temos
p
Zakf(n +k)z" =0,
k=0

facamos também o somatorio com n variando de zero a infinito em ambos os termos

da equacao,
o] p
Z Z arf(n+k)z" = 0.

n=0 k=0
Considere ainda a funcao

G(f)=>_ f(n)z"

como sendo a funcao geradora de f(n), uma vez que f(n) é o coeficiente de z", dai,

segue que
o p
Qg n
Zzﬁf(n—l—k)x +h—,

n=0 k=0
invertendo a ordem dos somatoérios, teremos

oo

p
S ST o+ k)t =0,

fazendo uma mudanca de varidvel no segundo somatoério, somando k aos limites,
ficamos com

logo,
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P 00
a

substituindo na equacgio E —i E f(n)z™ =0, temos
x

k=0 n=~k
a P a2
k k
GG =3 %S fngan =0,
T T
k=0 k=0 " n=0

multiplicando a equacgao por P,

S
T
A

Z ap?? FG(f) =) aprPF Z f(n)z" =0,
k=0 k

=0 n=0
portanto,
p p k—1
> ap"FG(f) =) aat Y f(n)a"
k=0 k=0 n=0
e finalmente
p k—1
>0 apf(n)amtrk
k=0n=0
G(f) = == :
> apzP=F
k=0

Lembrando que apenas com as p condigoes iniciais, observando que k varia de 0 até
p — 1, é que podemos definir uma recorréncia linear de ordem p.

3.3 Recorréncias e Divisibilidade

Considere uma sequéncia (a,) que satisfaz uma recorréncia linear homogénea

Q(ntp) = Cp—1Q(ntp-1) + ... + Coap

para todo n € N, com p fixo também natural e com os coeficientes ¢, todos inteiros.
Se ay é divisivel por m para todo k € {0, ..., p— 1}, ou seja, as p condi¢oes
iniciais, entao a,, é divisivel por m para todo n € N.
Para provar essa afirmacao, basta perceber que a recorréncia escreve todos os
termos da sequéncia como combinagoes lineares das p condicoes iniciais, que sao
todas divisiveis por m, com coeficientes inteiros c.

Proposicao 3.2 Se a,b,c € N, com a # 0, e z,y € N sao tais que alb e alc, entao
al(xb+ yc); e se xb > yc, entdo al(xb — yc).

Prova: Note que a|b e a|c implicam que existem p,q € N tais que b = ap e ¢ = aq.
Logo,

xb & yc = x(ap) £ y(aq) = alzp £ yq),
o que prova o resultado, pois nas condicoes dadas zp + yq € N. [ ]

o7
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p
Proposicao 3.3 Um polinomio f(a) = Z ca® de grau p, com coeficientes inteiros,
k=0
¢ divistvel por k para todo a € N se e somente se f(0), f(1), ---, f(p) sao divisiveis

por k.

Prova: E claro que se f(a) ¢ divisivel por k para todo a € Nentdo f(0), f(1), ---, f(p)
sao divisiveis por k. Reciprocamente, suponhamos que o polinémio

fla) =Y et
k=0

de grau p tem f(0), f(1), ---, f(p) divisiveis por k. Gracas ao Teorema 3.3 temos
AP f(a) = 0.

Como vimos na Secao 3.2.2, f satisfaz a recorréncia

fla+p+1)= —Z (pl—l) (—1)P5f(a + s).

s=0

Em particular, quando a = 0, temos

== (P11 s

S
s=0

uma recorréncia de ordem p+1. Ja que f(0), f(1), --- f(p), que sdo as p+ 1 condi-
¢oes iniciais, sao divisiveis por k, observando a recorréncia como combinacgao linear
das condicoes iniciais, gracas a Proposicao 3.2 vemos que o polindmio apresenta
apenas nimeros divisiveis por k£ quando avaliado em ntmeros naturais . [

Observe que, considerando também que a recorréncia quando expandida, tenha
coeficientes inteiros, uma funcao do tipo

p

fln) = ch<ak)n

k=1

com os valores de a; distintos entre si, sua recorréncia serd uma da forma

(E—ag)f(n) =0,

zw

k=1

de grau p, precisamos de p condicoes iniciais. Se elas todas forem divisiveis por k,
temos que a func¢ao f(n) divisivel por k para todo n.

o8



3.3. RECORRENCIAS E DIVISIBILIDADE

3.3.1 Aplicacoes

Usando um computador é possivel demonstrar teoremas de divisibilidade de fun-
¢oes, pois para uma recorréncia de grau p, basta verificar se p nlimeros sao divisiveis
por um niimero k, para que a fungao em N seja divisivel por k. Podemos ainda escre-
ver infinitas fungoes que sejam sempre divisiveis por um ntmero natural qualquer,
criando assim, varias possibilidades de exemplos de problemas com divisibilidade.

Generalizando, se conhecemos que todas as condi¢oes iniciais de uma recorréncia
homogénea de coeficientes inteiros sao divisiveis por k, entao a funcao que satisfaz
essa recorréncia é divisivel por k£ para todo n € N.

Exemplo 9 Vamos mostrar que n® + 2n é divisivel por 3 para todo n € N.

Basta verificar os 4 primeiros termos pela funcao ser do grau 3

f0)=0, f(1) =3, f(2) =12 ¢ f(3) =33,

como todos 4 primeiros sao divisiveis por 3, entao a funcao assume valores divisiveis
por 3 para todo n € N.

Exemplo 10 Mostre que n® + 5n é divisivel por 6 para todo n € N.

Novamente vamos verificar as 4 condicoes iniciais

f(0)=0, f(1) =6, f(2) =18 e f(3) = 42,
portanto 6|(n® 4+ 2n) para todo n € N,

3 Tl2

n
Exemplo 11 Prove que f(n) = 3 + 5 + 5 assume apenas valores inteiros.

Observe que
f0)=0, f(1) =1, f(2) =5 e f(3) =14,

logo, a funcao sempre assume valores inteiros.

3.3.2 Recorréncias e nimeros primos entre si

Vejamos ainda mais dois teoremas que nos ajudarao a resolver o iltimo problema
proposto pelo trabalho. Teoremas esses que mostram a possibilidade de encontrar
recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem com condic¢oes iniciais sendo
primas entre si que possuam quaisquer dois termos consecutivos também primos en-
tre si. Lembrando que um exemplo da aplicacao desses Teoremas foi visto na sessao
que trata das propriedades da Sequéncia de Fibonacci.
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Teorema 3.4 Seja uma recorréncia do tipo f(n+2) = cf(n+1)+ f(n), com c € Z,
se as condicoes iniciais f(0) e f(1) sao primas entre si, entao f(n) e f(n+ 1) sao
primos entre si, para todo n € N.

Prova: Por inducao. Os dois primeiros nimeros ji sao primos entre si, vamos
considerar agora que f(n) e f(n + 1) sejam primos entre si e provar que f(n + 1)
e f(n 4+ 2) também sdo primos entre si. Como f(n) e f(n + 1) sdo primos entre si,
entao existem a e b inteiros, tais que

af(n+1)+0bf(n) =1.
Devemos determinar constantes a’ e b’ tais que
Vin+2)+df(n+1)=1.
Tomando O’ =b e a’ = a—bc e lembrando que f(n+2) = cf(n+1)+ f(n), obtemos

bf(n+2)+dfn+1) = bf(n+2)+af(n+1)—bef(n+1)=bef(n+1)+bf(n)+af(n—+1)— b
af(n+ 1) +bf(n) = 1

pela hipotese da inducao. Portanto, o resultado vale para todo n € N. [

Teorema 3.5 Seja uma recorréncia do tipo f(n+2) =cf(n+1)— f(n), com ¢ um

ndmero inteiro, se as condigoes iniciais f(0) e f(1) sao primos entre si, entao f(n)

e f(n+ 1) sdo primos entre si, para todo n natural.

Prova: A demonstracao é exatamente a mesma do teorema anterior apenas considerando-
se =—bed =a+bc. |

3.3.3 Um resultado sobre primos entre si
Esta secao visa responder a principal pergunta desta dissertacao, a qual é:

FEziste uma funcao polinomial p(x) de dominio natural que gere todos os nimeros
primos em sequéncia?

Precisamos justificar a existéncia ou nao existéncia de uma funcao polinomial
f tal que que f(0) =2, f(1) =3,---,f(n) =p(n+1),--- onde p(n) é o n-ésimo
primo. Vamos comecar entao com um lema que vai nos ajudar na resposta.

2
Lema 3.1 ( n) ¢ par, para todo n € N,
n
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Prova: Pela relacao de Stiefel temos

G- =6

Como
2n—1\  (2n—1)! [(2n—1
n Calln—-1)! \n-1
temos
(Qn) <2n - 1)
=2 .
n n
Sabendo que (2”7:1) ¢ um nimero inteiro, entao (2:) é multiplo de 2. ]

Teorema 3.6 Se f é um polinémio de grau p tal que f(0) é um nimero par e
f), f(2), -+, f(p) sdo numeros impares entio f(p+ 1) é um nimero par.

Prova: Consideremos agora um polinomio f(z) de grau p > 0. Conforme vimos na
Secao 3.2.2, tem-se

srn == 3 (M) et == 3 (U ) ot - (-1 )

k=0 k=1

Uma vez que f(0) é par, temos f(0) = 2¢ para algum inteiro g. Dai

ror == (7))o - 1y

k=1

Se p+ 1 é impar temos que p ¢ um numero par. Desenvolvendo o somatoério teremos
um nimero par, p, de termos multiplicados pelos coeficientes binomiais, pois k varia
de 1 até p. Usando o fato de que niimeros binomiais complementares sao iguais, isto

; p+1\ p+1 B (p+1)!
( k >_(p—|—1—k)—(p+1—k)!k!’

obtemos

o+ 1) :——p+§[emwuwu—nvwﬂ

p*ﬁ[ewpvewu—wvw—n]

- (pJQl) (P2 (p/2) + (=12 f(p/2 + 1)] = (=1)P*'2¢.
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Como f(1), f(2), ..., f(p—1) e f(p) sdo impares, qualquer desses niimeros entre
colchetes ¢ par pois a soma ou a diferenca de impares sempre é um nimero par.
Além disso, ja que (pzl) é inteiro, todos os termos do lado direito desta tltima
equacao sao numeros inteiros e multiplos de 2, portanto f(p + 1) é par.

Caso p+1 seja par, temos que p é um ntimero impar. Teremos entao um somatorio

da forma

forn = =TT [+ 1)

("3 ) 1ev@ + ot )

p+1
e (I ) LI+ /2) = (1P
Pelo lema anterior temos que ((p’:;)l /2) ¢ um numero par. Portanto, sendo soma de
nimeros pares temos que f(p+ 1) é par. [ ]

Corolario 1 Nao existe uma fungao polinomial f, com dominio e N coeficientes
wnteiros, que gere todos 0s numeros primos em Sequéncia.

Caso uma fungdo polinomial gerasse todos os nimeros primos, deveriamos ter f(0) =
2 e f(k) impar para todo k > 1 ji que 2 é o tnico namero primo que é par. No
entanto, como vimos no Teorema 3.6, se grau de f é p tem-se f(p+ 1) par, logo nao
é primo.
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