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RESUMO

s

O objetivo principal deste trabalho € apresentar alguns aspectos algébricos e
geométricos das raizes da unidade, nas suas relaces com os polinbmios e com 0s
poligonos regulares. Apresentam-se, assim, algumas propriedades ciclicas das raizes
da unidade, formas de trabalhar com nimeros complexos e interpretacdes relacionadas
as progressdes geométricas periddicas. Sao apresentadas ainda algumas propriedades
e relacdes geométricas importantes, aplicadas ao estudo de poligonos regulares.
Apresenta-se um estudo de polinbmios, no capitulo 1, como embasamento tedrico
necessario ao estudo das raizes da unidade, no capitulo 2. As raizes da unidade
representam um caso particular no estudo de polindmios e, ao mesmo tempo, um
aprofundamento neste e em outros topicos de estudo no Ensino Médio e pode
despertar o interesse e a busca por novos conhecimentos. E com esse intuito que
procura-se utilizar nimeros complexos e polinbmios mostrando correlacdes e outras
aplicacfes para tornar o estudo destes assuntos no Ensino Médio mais compreensivel
e ao mesmo tempo desafiador, apresentando ainda possibilidades de abordar as raizes
da unidade ao longo desse segmento educacional.

Palavras Chave: Raizes. Unidade. Algébrico. Geométrico.



ABSTRACT

The main objective of this paper is to present some aspects algebraic and geometric of
the roots of unity in its relations with polynomials and regular polygons.They appear
thus some cyclical properties of the roots of the unit, ways to work with complex
numbers and interpretations related to periodic geometric progression. Are also
presented some properties and important geometrical relationships , applied to the
study of regular polygons. The Chapter 1 presents a study of polynomials, as necessary
theoretical framework for the study of the roots of unity, in Chapter 2. The roots of unity
represent a special case in the study of polynomials, and at the same time, a deepening
in this and other topics of study in high school and can arouse the interest and the
search for new knowledge. It is with this intention that seek to use complex numbers
and polynomials showing correlations and other applications to turn the study of these
subjects, in high school, more understandable and challenging at the same time, still
showing possibilities to teach the roots of unity throughout this educational segment.

Keywords: Roots. Unity. Algebraic. Geometric.
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INTRODUCAO

Observando as caracteristicas das raizes de uma equacao
polinomial e a sua importancia no desenvolvimento da algebra, surgem
curiosidades particulares, tais como: qual o comportamento algébrico das
raizes da unidade, isto é, das raizes complexas da equacéo z" — 1 = 0?; que
relacdo ha entre estas e a geometria plana? Para responder a estas e outras
questbes foi feito um levantamento bibliografico sobre polinémios e teoremas

importantes na obtencéo das raizes de uma equacéao polinomial.

No primeiro capitulo do presente trabalho sédo apresentadas as
propriedades e caracteristicas dos polinbmios que fazem parte da base tedrica

para o estudo das raizes de z"-1=0

O segundo capitulo é dedicado ao objeto de estudo deste trabalho,
as raizes da unidade. Neste capitulo foram examinadas algumas
caracteristicas algébricas e geométricas das raizes da equacdo z" -1 =0¢e
apresentados também alguns teoremas que ajudam no entendimento da

relacdo entre as raizes e as poténcias complexas de base e.

Este trabalho tem como principal objetivo mostrar as relacdes
existentes entre as raizes da unidade e suas inter-relagbes com numeros
complexos e com a geometria mostrando principalmente que a matematica
estudada no Ensino Médio ndo esta fragmentada, mas que muitos assuntos se

complementam ao longo dos anos seriados.

Pretende-se, ainda, chamar a atencéo para as particularidades da
matematica, como por exemplo, as raizes da unidade, que é um caso particular
no estudo, no Ensino Médio, das raizes de uma equacédo polinomial, as quais
existem campos ricos de conceitos e conhecimentos que podem, em muitas

situacgoes, ser explorados.
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1 POLINOMIOS

Determinar os zeros de uma equacdo ou resolver expressdes
algébricas sao problemas matematicos antigos. O estudo das solucdes para
uma equacao polinomial quadrética, equacgfes cubicas e quarticas instigaram
por longo tempo muitos matematicos que buscavam por formulas capazes de
resolver equacdes de forma generalizada e a explicagdo para equacdes que
nao apresentavam raizes.

Os polinbmios sdo parte importante no estudo da algebra mas
também tem relevante importancia na geometria, quando nos possibilitam
relacionar medidas de entes geométricos a representacdes algébricas.

Este capitulo abordara operagfes aritméticas dos polindbmios e suas
propriedades assim como a determinagao dos zeros de equacdes polinomiais.

1.1 A FUNCAO POLINOMIAL

A funcdo f:C— C dada por f(x) = aux™ + ap_1x" 1+ -+ a,x? +
a;x + ay, COM a,, a,_q,**+,a4,a, € Ce n €N, onde C € o conjunto dos niumeros
complexos e N € o conjunto dos numeros naturais, é denominada funcéo

polinomial de grau n com coeficiente lider a,, # 0 e termo independente a,.

Sendo f(x) = ax™ + ap_x™ 1+ -+ ax? + a;x + a, uma funcéo
polinomial, chama-se valor numérico da funcdo f correspondente a x =w ao

valor numérico obtido substituindo x por um nimero complexo w, ou seja f(w)

Denomina-se polindmio a expressdo a,x™ + a,_(x™ 1 + -+ ayx? +
a;x +ay=Yr,a;x', e representaremos por P(x), em C[x] com

Ap, An_1,"*, 01,09 E Cen e N.

Dado  apx™+ an_1x™ 1 4+ ax? + a;x + ag = Yk, a;xt, um
polinémio em C[x], onde C[x] € a estrutura algébrica com as operacdes soma e
multiplicagdo, dos polindbmios complexos de variavel complexa com as

propriedades aditivas e multiplicativas.
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Um polindmio P(x) = ax™ + ap_x™ 1+ -+ ax* + a;x +a, €
identicamente nulo se, e somente se, 0s seus coeficientes a,, a,_1,*, a4, a,

forem todos iguais a zero.
1.1.1 Grau de um Polinbmio

Dado um polindmio P(x) = apx™ + ap_x™ 1 + - + ax? + ayx + a,,
a, # 0, chama-se grau do polinbmio ao valor de n € N, expoente maximo i de
xt,com0<i<n,emque a; # 0, e sua notacdo sera:
gr(P)=n

1.1.2 Identidade de Polinbmios

Chama-se identidade de polinbmios a igualdade entre dois
polinbmios com seus respectivos coeficientes iguais ordenadamente, ou seja
P; (x) = P,(x), qualquer que seja x complexo.

Proposicéo

Dados P;(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ apx? t a;x + ag = Y a;xt e
Py(x) = bpx™ + by x™ 1+ -+ byx? + byx + by = YL, bix' polindmios em C[x],
P;(x) e P,(x) sé&o iguais para todo x € C se, e somente se, seus coeficientes

forem ordenadamente iguais, ou seja:
P, (x) = P,(x) © a; = b;Vi € {0,1,2,3, ...,n}
Demonstracao

Seja, por hipoétese P, (x) = P,(x) para todo x € C, logo temos:

ou ainda Y., (a;—b;)x" + (ag — by) = 0.
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Fazendo, entdo, x = 0 nesta Ultima expressdo tem-se a, — b, = 0, ou seja,
a, = by. Agora, observa-se que Y™ ,(a;—b;)x' = 0 para todo x € C, ou ainda,
x- X", (a;—b)x"1 =0 para todo x € C e, em particular, ¥ ,(a;—b))x""1 =0

para todo x € C, ou ainda, Y™ ,(a;—b;)x*"* + (a; — b;) = 0 para todo x € C.
=2

Fazendo, entdo, x = 0 nesta Ultima expressao tem-se a; — b; = 0, ou seja,

a1 = bl'

Assim procedendo, sucessivamente, obtém-se as demais igualdades

a, = bz,"',an - bn.

O que prova que se os polinbmios forem iguais 0s seus coeficientes seréo

iguais ordenadamente.
Seja por hipoétese a; = b;, paratodoi=0, 1, 2, ..., n.

a—b;,=0=

paratodo x € C, (a;—b)x'=0=>

paratodo x € C, ¥ (a;—b)x' =0 =

paratodox € C, Y a;x! — Y bix' =0 >

paratodo x € C, ¥ a;x' =Y bixt =

para todo x € C, P;(x) = P,(x).

Isto prova que se temos coeficientes ordenadamente iguais, 0sS

polindbmios serdo iguais.

1.1.3 Operacgdes em C[x]

Adic&o: Dados dois polindmios em C[x]

n
Pi(x) = apx™ + an x4+ -t ax? +ax+ag = Z a;x"
i=0
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n
Pz(x) = bnxn + bn_lxn_l + + b2x2 + blx + bo = Z bixi
i=0

Chama-se soma de P; com P, o0 polindbmio em C[x] dado por
n
(P + PYG) = ) (g + by
i

Multiplicacdo: Dados dois polinbmios em C[x]

n

Pi(x) = apx™ + ap_1x" 1+ o+ ax? + ax +ag = Z a;x*
i=0

m
Py(x) = bypx™ + by x™ 1 + -+ byx? + byx + by = Z bix’
7=0

chama-se multiplicagcdo de P, com P, ao polindbmio em C[x] dado por

(P - Py) (%) = Copyn ™™™ + oo + c3x% + ¢1x + ¢

obtido multiplicando cada termo a;x! de P, por cada termo bjxf de P, segundo

aregra cy = Xiyj= a;b; .
C[x] apresenta as propriedades:
() Existéncia do elemento neutro aditivo em C[x], denotado por e, (x) = 0.

(INExisténcia do elemento neutro multiplicativo em C[x], denotado por
eqn(x) =1

(1) Propriedade associativa das operacoes em C[x]
Pi+ (P, +P;)) =P +P)+P;eP -(P,-P;) =(P,-P,)-P;, quaisquer que
sejam P;,P,, P; € C[x]

(V) Propriedade comutativa das operacgoes em Clx]

P,+P,=P,+P;eP,-P, =P, P;, quaisquer que sejam Py, P, € C[x]
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V) Propriedade distributiva das operacgdes em C[x]
P, - (P, + P;) = (P, P,) + (P; - P3), quaisquer que sejam P;, P,, P; € C[x]

Algoritmo de Euclides:
Sejam P(x), g(x),q(x)e r(x) polinbmios em C[x].

Todo polinémio P(x) pode ser escrito como P(x) = g(x)-q(x) +

r(x), com gr(q) = gr(P) — gr(g) e gr(r) < gr(g) ou gr(r) = 0.
Demonstracao:

Seja P(x) = apx™+ an_x™ 1+t apx? taix tag = Yo axt
com gr(P) =ne g(x) = byuXx™ + bp_1x™ 1 4 4+ byx? + byx + by = XLy bjx/,

com gr(g) = m.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que n > m. Se n <
m, q(x) =0er(x) = P(x).

Se n =0, temos que 0< m < n, logo m = 0, portanto, q(x) = % e
0

r(x) =0

Se n > m, vamos mostrar que existem qg(x) e r(x) tais que

P(x) = g(x).q(x) + r(x). Seja

h(x) = P(x) - Z—;x”_m-g(x)

logo gr(h) < n. Neste caso existem t(x) e s(x) tais que h(x) = t(x).g(x) +

s(x). Podemos mostrar que vale para P(x) com gr(P) = n:

P(x) = h(x) + Z—lx"‘m.g(x)

P(x) = t(x).g(x) + s(x) + Z—;x”‘m.g(x)

n x”‘m] .g(x) +s(x)

P(x) =|t(x) + b

fazendo

q(x) =t(x) + g—”xn‘m er(x) =s)
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obtem-se
P(x) = g(x).q(x) + r(x)
1.1.4 Zero de um Polindbmio

Dizemos que w € C é zero de um polinbmio se para x = w tem-se
P(w)=0

1.1.5 Teorema de D’Alembert

O resto da divisdo de um polinébmio P(x) por x —a é o valor

numerico do polindmio para x = a, ou seja, r = P(a).
Demonstracao:

Se P(x)=gx).qx)+rx), e gx) =x—a, temos que P(x) =

(x —a).q(x) + r(x). Fazendo x = a, obtemos:

P(a) = (a —a).q(a) +r(a)

Como gr(r) < gr(g), e gr(g) = 1, tem-se que gr(r) = 0, logo r(x) é

constante e, portanto r(x) = r(a) = r, sendo r € C. Dessa forma:
P(a) =0.q(a) +r

P(a) =r

Corolario:
Um polindmio P(x) é divisivel por x — a se, e somente se, P(a) =0
Demonstracao:

Se P(x) é divisivel por (x —a), entdo r(x) = 0 para todo X e existe

um polinémio q(x) tal que:

P(x) = (x —a).q(x)
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Substituindo x por a, tem-se

P(a) = (a—a).q(a)
P(a) =0

Por outro lado, se P(a) = 0, e sabendo que: P(x) = (x —a).q(x) +
r(x), segue que P(a) = (a—a).q(a) +r e, como (a—a) =0 e P(a) =0, tem-
se 0 =0.q(a) +r, ou seja, r =0, 0 que mostra que se P(a) =0,entdor =0 e

portanto P(x) é divisivel por (x — a)

1.2 EQUACOES POLINOMIAIS

Toda equacgdo do tipo apx™ + ap_x™ 1+ -+ ax? + a;x + ay = 0,
com coeficientes complexos a; e variavel complexa x é uma equacgao

polinomial em C.

Muito se estudou sobre as raizes das equacbes cubicas e
quarticas. Este estudo foi de grande importancia para a algebra da época

segundo Boyer(2003)

A resolucéo das equagBes clbica e quartica foi talvez a
maior contribuicdo a &lgebra desde os babildnios, quase quatro
milénios antes, aprenderam a completar o quadrado para equacdes
quarticas. Nenhuma outra descoberta constitui um estimulo para o
desenvolvimento da &lgebra comparavel a essa revelada na Ars
magna. A resolucdo de equacdes cubicas e quarticas ndo foi em
nenhum sentido motivado por consideragdes praticas, nem tinham
valor para 0os engenheiros ou praticantes da matematica... (Calr B.
Boyer, 2003 — pag 197)

Uma grande contribuicdo das descobertas publicadas em Ars
magna (1545) foi o enorme impulso dado a pesquisa em &algebra em varias

direcbes, conforme Boyer(2003).
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1.2.1 Raizes da Equacéo Polinomial

Seja a equacgdo polinomial a,x™ + a,_x* 1+ -+ a;x+a, =0. Se
ao substituirmos a variavel x pelo valor numérico b obtemos a,b™ + a,_; ™! +

«++ a,b? + a1b + a, = 0, entdo dizemos que b é raiz da equacio.

Se torna necessario saber se toda equacédo polinomial de variavel
complexa tem raiz complexa e, ainda, qual o numero total de raizes de uma

equacao polinomial.

1.2.2 Teorema Fundamental da Algebra:

Toda equacao polinomial de grau n > 1 admite a0 menos uma raiz

complexa. (Este teorema esta demonstrado no anexo 1)

1.2.3 Teorema da Decomposicao

Seja P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ -+ a,x? + a;x + a, um polindmio
em C[x]. Dizemos que P(x) € irredutivel sobre C[x] se P(x) ndo puder ser
escrito como um produto de dois polinbmios ambos n&do constantes. Assim todo

polindbmio de grau 1 é irredutivel.
Proposicéo:

Todo polinbmio em C[x], de grau maior ou igual a 2, pode ser

expresso como produto de polinbmios sobre C[x], ndo constantes.
Corolério:

Todo polinbmio de grau n(n>1) pode ser decomposto em n fatores

do 1° grau.
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Demonstracao:

Seja P(x) um polindbmio de grau n > 1 . Pelo teorema fundamental
da algebra (TFA) a equacéo polinomial P(x) = 0 tem pelo menos uma raiz x,
e pelo teorema de D’Alembert este polinbmio pode ser escrito como P(x) =
(x — x1)q(x), com g(x) um polinémio de grau n — 1. Se n = 1, tem-se gr(q) =
0, logo q(x) é constante e igual ao coeficiente lider para P(x), portanto
P(x) = a,(x — xy).

Se n=2, tem-se P(x) = (x —x;).q(x), com gr(q) =1, logo o
polindmio q(x) tem uma raiz, pelo TFA, e pode ser escrito como q(x) =
(x —x3).q2(x) e gr(q;) =0, logo o polindmio gq,(x) é constante e igual ao

coeficiente lider, portanto tem-se f(x) = a,,(x — x;)(x — x5).

Se continuar sucessivamente tem-se que um polindbmio de
gr(P) = n pode ser escrito como P(x) = a,(x — x1)(x — x3) -- (x — x,,), €m que

X1, X5, , Xy SA0 as raizes do polinbmio.
Corolario:

Toda equacdo polinomial de grau n(n > 0) admite n raizes

complexas.

1.2.4 Teorema das Raizes Complexas:

Seja z = a + bi um numero complexo, entdéo z=a—bi € 0 seu

conjugado. O conjugado apresenta algumas propriedades que sao:

) Se z = 7z, entao z € real

In
n  z.z=|z?

IV) SekeR,entdok.z=k.zZ

Ny

=Z

V) Se z e w s&o numeros complexos, entdéoz+w =2+ w

7 n,&_
szzzzj

vy =17 3=l
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VIl)  Sejam Z1,Z9,"*", Zn nameros complexos, temos que

Z1. 25 Zn = Z1.23.** . Zp. LOQO z™ = (2)"

Teorema: Se um numero complexo, z =a + bi, é raiz de uma equacao
polinomial P(x) =0, P(x) em C[x] com coeficientes reais, entdo o0 seu

conjugado z = a — bi também é raiz da equacao em C[x]
Demonstracao:

Seja P(x) = aux" + ap_1x" 1+ -+ a,x? + a;x + a, um polindmio
em R[x] com a, # 0 e z = a + bi uma raiz da equacao polinomial P(x) = 0, ou

seja Az + ap_1z" 1+ -+ a2z + a;z+ ay, = 0. Entédo

AnzZ" + Ap_1z" 1+t ayzi+az+ay =0

Usando as propriedades do conjugado e o fato dos coeficientes a; serem

todos numeros reais, tem-se:

() AnZ™ + ap_ 12" 1+t ayz? + @z +a,=0
(”) anZ_" + an_1Z"_1 + + aZZ_Z + a1Z_+ ao = O
(”I) anZ_n + an_lz_n_l + + aZZ_Z + a1Z_+ ao = O, |OgO P(Z_) = O

1.2.5 Raizes Reais de uma Equacéo Polinomial

Seja uma equacdo polinomial com coeficientes reais, ou ainda

P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ -+ ax? + ayx + ag = 0.

Sejam 1y, 1y, ..., 1, raizes reais e zj,7y,2,,2,, ..., Zk, Z, faizes complexas
nao reais da equacdo. Segundo o teorema da decomposi¢cdo podemos fatorar

o polinémio P(x) da seguinte forma:
Px)=a,(x—1)..(x—1,).(x —2z1). (x —Z1).. (x — z). (x — Z3,)
Proposicéo

Se qx)=(x—2).(x—27)..(x—2z,).(x — z;,), entdo q(x) >0,

qualquer que seja x € R

Demonstracao:
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Como z, € um numero complexo, tem-se que z, = a + bi, e

Z = a- bi,com a,b € R. Fazendo o produto tem-se:
(x —a —bi).(x —a + bi) = x? — ax + xbi — ax + a® — abi — xbi + abi + b*
(x —a — bi).(x —a + bi) = x* — 2ax + a? + b*
(x—a-bi).(x—a+bi))=(x—-a)>+b*>0,Vx€ R

Como q(x) = (x —zy).(x — z1).-+. (x — z). (x — Z},), entdo tem-se um produto

de nameros positivos, consequentemente, g(x) > 0,Vx € R

1.2.6 Teorema de Bolzano

Seja P(x) = 0 uma equacao polinomial com coeficientes reais e ]a,

b[ um intervalo real aberto.
Teorema:

Se P(a) e P(b) tem 0 mesmo sinal, existe um namero par de raizes reais
ou ndo existe raizes reais no intervalo aberto ]a, b[. Se P(a) e P(b) tem sinais

contrarios, existe um namero impar de raizes reais da equacédo em Ja, bl.
Demonstracao:

Seja P(x) =a,(x—1r) (x—1y) - (x —1,)q(x), onde ry,ry, -, 1%, S&0
todas as raizes reais e q(x) é o polindémio formado a partir de todas as raizes
nao reais. Dado um intervalo aberto ]a, b[ , uma raiz real da equacao P(x) = 0

pode ser interna ou externa ao intervalo.

Seja r; uma raiz de P(x) interna ao intervalo, ou seja, a <r; <b,

portantoa—1; < 0eb—r1r;, >0edestaforma(a—r1).(b—1,) <0

Seja r, uma raiz externa ao intervalo, ou seja, (a—1,).(b—1,)>0
P(a).P(b) = ap(a —1y).-.(a = tm)q(@).an(b —11).-+. (b — 1,).q(D)

P(a).P(b) = an*q(a).q(b).(a = 11).(b —11) . (a— ). (b — Tiy)
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Como a,*> 0, e q(a).q(b) > 0 visto no item 1.2.5, entdo o sinal do produto vai

depender dos fatores (a — ). (b —1y) =-.(a — 1). (b — 13,).

Se P(a).P(b) >0, entdo existe um nuamero par de fatores

(a—r1).(b—r1;) <0, logo tem-se um par de raizes reais no intervalo

Se P(a).P(b) <0, dessa forma existe um numero impar de fatores

(a—r1;).(b—1;) < 0logo tem-se um numero impar de raizes reais no intervalo.



22

2 RAIZES DA UNIDADE

Sendo n um numero natural ndo nulo, sdo denominadas raizes n-
ésimas da unidade, todas as raizes da equacdo z" = 1. Pode-se demonstrar
que estdo localizadas na circunferéncia unitaria do plano complexo e que
nesse plano os pontos identificados com esses nimeros sao os vértices de um

poligono regular de n lados, com um vértice localizado no ponto (1, 0).

Uma raiz n-ésima da unidade é chamada de primitiva (ou seja, uma
raiz primitiva n-ésima da unidade), quando ela ndo é também uma raiz m-ésima
da unidade para m < n. Por exemplo, i € uma raiz quarta e uma raiz oitava da

unidade, mas € apenas uma raiz quarta primitiva da unidade.

2.1 CONCEITO E DETERMINACAO

Vimos no capitulo anterior, que uma equac¢do polinomial de grau n

P(x) = 0, com P(x) € C[x] tem exatamente n raizes complexas.

Seja a,x™ + a, = 0 uma equacao polinomial com a,, # 0. Logo:

a,x" = —a,
portanto:
x" = —%o
an
Se—=2=1,tem-se a equacao x™ = 1,ousejax™ —1=0.

an

Denomina-se, entdo, raizes da unidade as raizes da equacao x" =
1, e pelo Teorema Fundamental da Algebra, esta equacdo de grau n tem

exatamente n raizes complexas.
Se w é raiz n-ésima da unidade, entdo w" = 1:

w" =w"=]1=1-|w|=1


http://pt.wikipedia.org/wiki/Plano_complexo
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=V%C3%A9rtice_%28Geometria%29&action=edit&redlink=1
http://pt.wikipedia.org/wiki/Pol%C3%ADgono_regular
http://pt.wikipedia.org/wiki/Unidade_imagin%C3%A1ria
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2.1.1 Um pouco sobre nimeros complexos
Seja z = a + bi, chama-se afixo de z ao ponto no plano com as
coordenadas (a, b).

Um numero complexo pode ser escrito na forma trigonométrica
conhecendo-se o0 modulo (p) que representa a distancia do afixo a origem e o
argumento (6) que representa o angulo formado pelo vetor orientado da origem

ao afixo com o semi-eixo positivo das abscissas no plano cartesiano.

Se escreve um numero complexo na forma trigonométrica como

z = p(cosB + isenB)
Propriedade 1

Sejam w; e w, niUmeros complexos tais que w; = p,cosf, + isenf, e

w, = p,cosB, + isenb,, entdo wy.w, = pyp,[cos(6; + 6,) + isen(6; + 6,)]
Demosntracao:
Wi. W, = py[cosB; + isenb,]. p,[cosO, + isenb,]
W1. Wy = pyp,[cos6;.cos8, + isenb,cosB, + isenb cosh, + i’send;senb,]
Wi.W, = p;1p2[c0s6;.cosB, — senb;senb, + i(senb,cosf; + senbcos0,)]

sabendo que c0s6,.cos0, — senf;senf, = cos(6; + 6,) e

senf,cosf, + senb,cosb, = sen(6; + 6,), tem-se:
Wi. W, = pypy[cos(6; + 0,) + isen(6, + 6,)]
Propriedade 2

Seja w um numero complexo tal que w = p[cosf + isenf], entéo

w™ = p™[cos(nf) + isen(nb)], n € Z
Demonstracao (usando o procedimento de induc&o matematica)
Para n = 1 temos que w! = p[cos(10) + isen(16)] = p[cosO + isend].

Por hipétese w™ = p™[cos(nf) + isen(nd)], entdo
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w1 = p*[cos(nh) + isen(nh)]. p[cosh + isend]
Usando a propriedade 1 tem-se:

wtt = p™+ (cos[(n + 1)6] + isen[(n + 1)8]},

2.1.2 Relacao de Euler

A funcédo E: R — C. definida por E(x) = cos X + isen X, possui a
propriedade E(x + y) = E(X).E(y), sendo portanto uma funcéo que se comporta
como exponencial. Esta observacédo por parte de Euler o levou a propor a
seguinte definig&o:

E(x) = cosx + isenx = e** (relagdo de Euler)

A relagdo de Euler nos permite escrever e’ = cos + isenf, e dessa

forma podemos simplificar a notacdo de poténcias de numeros complexos,
. n . , . ~ ,
sendo (e’?)” = e, Sabendo que as raizes da unidade w sdo todas as raizes

complexas w da equacgédo z"-1 = 0. Como w é um numero complexo da

forma w = cosf + isenf, entdo podemos escrever wy, = cos0 + isen0 =

2kmi

i . . 2k . 2k jukiiadd
e!® = 1 e as demais raizes w;, = cos (T”) + lsen<7”) =en,k=1,2,...,n—

1. Usando a fatoracao de polinbmios, temos:

zZ"—-1= 1_[ (z —wy)

0<k<n

Outras relagdes interessantes a serem observadas a partir da

relacdo de Euler sdo as seguintes:

ei9 + e—iG

6 =
cos >

i -if

o =
sen on
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Estas relacbes permitem simplificar contas com funcdes

trigonométricas.

. - 21 . 21
Considere o numero complexo w; = (c057+lsen7) e, observe

que wk=w,, k=1, 2,3, ..., n — 1. Nesse caso, w & uma raiz n-ésima da

unidade e todas as raizes n-ésimas da unidade séo poténcias de w;

Propriedade:

Uma raiz n-ésima da unidade w;, € uma raiz primitiva de ordem n se,

e somente se, o mdc(k,n)=1,comk=1,2,--,n—1

2.2 ASPECTOS ALGEBRICOS

E necessario estudar alguns aspectos importantes para o
entendimento das propriedades das raizes da unidade, como por exemplo, as
caracteristicas ciclicas, as raizes geradoras de um grupo. As raizes da unidade
apresentam respostas importantes no calculo de raizes de nUmeros complexos
diversos. ldentifica-se ainda uma propriedade interessante sobre a soma das
raizes complexas da unidade. Pode-se perceber também que as caracteristicas

algébricas podem dar origem a uma progressao geomeétrica periddica.

Definicdo de grupo

Um conjunto G de elementos, ndo vazio, € um grupo multiplicativo
se esta definida uma operacdo binaria, denominada multiplicacdo e indicada

por -, tal que séo satisfeitas as seguintes propriedades:

) Paratodos a,b € Gtem-sea b € G
1)) Paratodos a,b,c e Gtem-sea-(b-c)=(a*b)-c

) Existe um elementoe e Gtalquea-e =e-a =aparatodoa € G.
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IV) Para todo a € G existe um elemento denotado a ! € G tal que

O grupo é denominado comutativo ou abeliano quando é satisfeita a

propriedade adicional:

V) Para todos a,b € Gtem-sea-b =b-a.

2.2.1 Grupo Ciclico

Um elemento a € G é denominado gerador do grupo G se, para todo

b € G, existe n € N tal que b = a™.

Um grupo G gerado por um de seus elementos é chamado ciclico e
pode ser de dois tipos, os finitos e os infinitos. Se a tem ordem n > 1, entéo

G ={e,at,a? ---,a™ 1} & um grupo ciclico finito gerado por a.
A ordem do grupo G gerado por a é n e sera indicado por o(a) = n.
Propriedade:

Um elemento a de um grupo multiplicativo G tem ordem finita se,

e somente se, existe um nimero natural ndo nulo ttal que a' = e
Demonstracao:

e,at,a? +,ak, -, se o grupo é finito, as poténcias de a ndo s&o

todas distintas dois a dois, logo existem p e g tais que

aP =a? > aP9=e comt = p- q. Assim existe t com at =e e
seja a" um elemento qualquer de G. Usando algoritmo de Euclides temos que n

=st +r, logo:

a = gSttT = (at)s ca"=eS-a’ =a”

O que resulta que G = {e,al,a?,---,at™1}
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Se um elemento a € G tem ordem finita, entdo a ordem de a é o
menor numero natural m ndo nulo tal que a™ = e, e ainda a™ = e se e somente

se m divide n.

Num grupo ciclico finito G de ordem m valem as seguintes

propriedades:

) a™®=e
)G ={e,al,a?,a™ 1}
lll) a™ = e se, e somente se, m divide n

IV) a' = a se, e somente se, i = j(mod.m)

Se G é um grupo finito de ordem m, entdo um elemento a', com

0 <r <m éum gerador de G se, e somente se, r e m forem primos entre si.

Considerando, agora, o conjunto G das raizes n-ésimas da unidade,
. . 2kn'i/ _ h .
isto &, G = {1,wy,w,, -, w,_s}Onde w, = e nek=1,2,..,n-1, épossivel
afirmar que w, = w;?, w3 =w;3, ..., w,_; =w;" L. Neste caso, €& possivel

concluir que G = {1,w;,w,?,-+,w,_," 1} € um grupo ciclico de ordem n, gerado

por wj.
Por outro lado, sabe-se que:
x"—1=(—-DE" T +x" 2+ xP x4+ 1)
Se z é raiz n-ésima de 1 e z#1, entdo:
zZ"=1=0=zZ-DE" 1 +z2" 2+ 4+2z2+2z+1)
Logo:
ZVr 4"+ 224241 =0
Concluséo, a soma de todas as raizes n-ésimas da unidade € igual a
0(zero).

Mais uma consideragcao pode ser aqui apresentada.
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~ , . ~ r 1 , ~
Se w' e w® sdo raizes da unidade, entdo w'.w®, % = também s&o

raizes da unidade.
De fato: w'e w® sdo raizes da unidade, entdo (W")" = (w*)" =1

Logo: (W".ws)" = (whH)". (w¥"* =1

(Wr)n B (whHn _,

ws) (wHn
(WL) B ((;s))nn =1

Diz-se que w é raiz primitiva da unidade se w gerar todas as raizes
n-ésimas da unidade. Por exemplo observando as raizes quartas da unidade,
verifica-se que 1 e -1 sdo raizes mas ndo geram todas. Ja i e —i geram todas as
raizes quartas da unidade, dizemos que i e —i sdo raizes quartas primitivas da

unidade.

2.2.3 Raizes da Equagéo x™ —a = 0, a # 0 e as Raizes da Unidade

A equacdo x"™ —a =0 pode ser reduzida a equacdo z"—1 =0,

fazendo:
x =zVa
x”—az(z%)n—azo
zZ"a—a=0
Dividindo por a, temos:
z"—-1=0

Logo para se ter as raizes da equacgdo x" — a = 0, basta encontrar
uma raiz n-ésima de a e multiplicar o numero a por todas as raizes n-ésimas da

unidade, ou seja:



29

x = z\a,onde z é raiz n — ésima da unidade
Exemplo:

A equacdo x?"*1 + 1 = 0 pode ser resolvida fazendo z?"*1 —1=0¢e

multiplicando as (2n + 1) raizes da unidade por — 1.
Propriedade

E importante observar ainda que w~! = w, sendo w uma raiz da

unidade e w seu conjugado.
Demonstracao:
Se w = a + bi e raiz da unidade, entdo o médulo é 1, ou seja, a* + b* =1

4,1 1 a—bi a-—-bi _
wt=— =W

w a+hbi @+b 1

2.2.4 Progressdo Geométrica e as Raizes da Unidade

Entende-se por progressdo geométrica uma sequéncia de nimeros
reais ou complexas, em que cada termo a partir do segundo, é igual ao anterior

multiplicado por uma constante denominada razao.

Considerando a; o primeiro termo da progressdo geométrica

(aq,a5,as,-++,a,,+) € q arazado, entdo, usando a definicao:

— — n
Apy1 = 4.0p = Aq1.q

As progressdes geométricas de termos reais podem ser de quatro

tipos difentes de acordo com o valor da razao:
Constantes

Quando o valor da razéo é igual a 1, ou seja, g = 1. Neste caso 0s

valores dos termos da PG séo todos iguais ao primeiro termo a, .

Crescente
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Quando o valor da razao € maior que 1, ou seja q > 1. Neste caso 0s
valores dos temos da progressao aumentam sempre ou diminuem sempre,

conforme seja a; > 0 ou a; < 0, respectivamente.
Decrescente

Quando o valor da razdo € maior que O e menor que 1, ou seja
0 < g < 1. Neste caso, 0s termos da progressao se aproximam de zero quando

n cresce.
Oscilante

Quando o valor da razédo € menor que 0 e a, # 0, ou seja q < 0.

Neste caso o sinal dos termos da progresséo oscila.

As progressdes geométricas possuindo termos que ndo sdo

nameros reais podem possuir uma propriedade interessante.
Periddiicas

As progressdes de termos complexos, cujo o 1° termo ou a raz&o ou

ambos sdo numeros ndo reais, podem ser periédicas, nas quais 0s termos

7

repetem na mesma ordem. Um bom exemplo € a progressdo geométrica

formada pelas raizes da unidade.
Propriedade
As raizes da unidade formam uma progressdo geométrica periodica.

Demonstracao
. 2km . 2km . .
Sejam wy, = cos—+ isen—, para k € Z, as raizes da unidade.

Seja a sequéncia formada a partir das raizes da unidade, como

segue:
(WO; Wi, Wo, Wy 1, Wn, Wy, o )

Sabendo que w, = 1, que w, = w;2 e ainda, w; = w;3, e assim por

diante, tem-se:
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2 3 n-—1 n n+1
(1rW1»W1 yW37 =, Wy yWqi,Wq ;)

logo tem-se uma progressao geomeétrica cujo o primeiro termo é 1 e a razdo €

wi.

Verifica-se o carater periédico da progressdo observando que
wi=1, w,""'=w,"-w; =1-w; =w,;, e assim por diante, logo pode-se

escrever.
2 3 n—-1 2
(1)W11W1 1W3 “'ﬂwl 111W1!W1 “')
(WO' W1, Wo, W3, =+, Wy_1, Wo, W1, Wy, W3, =+ )

2.2.5 Par Ordenado e Numero Complexo no Plano

Dado o circulo de raio 1 e os eixos cartesianos como eixos do seno

e do cosseno.

P(cosB, senB)

6 A R

(figura 1)

Se o plano representar o conjunto dos nimeros complexos podemos
escrever o numero complexo localizado na circunferéncia unitaria que €

representado pelo ponto P, como:

z = cosO + isen@
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2.3 APECTOS GEOMETRICOS

As raizes da unidade podem também ser relacionadas a geometria
dos poligonos regulares, pois podem ser usadas na sua construcdo, para
obtencado dos vértices e em outros aspectos que merecem destaques.

Se faz necessario entender que para a representacdo geometrica
deve-se representar o conjunto dos numeros complexos no plano real.

Sabe-se que um numero complexo z = p(cos6 + isenf) pode ser
representado no plano como um ponto P(pcosé, psenf), ou seja:

P(pcosB, psend)

(figura 2)

2.3.1 Poligonos Regulares e as Raizes da Unidade

No corpo dos numeros complexos, existem exatamente n raizes da
equacdo z"—1=0 que podem ser representadas pelos vértices de um

poligono regular inscrito numa circunferéncia de raio 1.

Observando o exemplo para z*? = 1, temos um poligono de 12 lados,

onde seus Vvértices sdo as raizes da unidade.

Outra curiosidade é verificar que os vetores geométricos com origem
em (0, 0) e extremidade nas raizes n-ésimas da unidade, de modulo 1, estdo

dispostos de tal forma que a soma vetorial € nula, uma vez que

ZP 1422 4224 241=0
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(figura 3)

Poligono regular

Assim, pode-se observar que para encontrar as raizes complexas de

um namero complexo qualquer, basta encontrar uma e rotacionar o vetor de

A 21 ~ . , L .
um angulo de —paraa obtencéo das demais raizes n-ésimas.

Como exemplo, tem-se as raizes 62 de 64i, ou seja, x° = 64i

representadas pelos vértices zg, z1, 25, Z3, 24 € Zs

x® = 64i
x = V64i

Seja wy, cada uma das raizes 62. A partir de z, todos 0s outros pontos sao
. ~ 21
construidos fazendo-se uma rotacao de -
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2m/6

(figura 4)

2.3.2 Relagbes de Semelhancga e as Raizes da Unidade

As raizes da unidade podem ser utilizadas para verificar se um
triangulo é equilatero, sendo dados seus vértices. Sejam os afixos dos nimeros
complexos z;, z; e z3 vértices de um triangulo. E sejam wy, w, € w3 as raizes

cubicas da unidade formando um poligono regular, no caso um triangulo.
Teorema:

Os afixos dos complexos z;, z, e zz formam um tridngulo equilatero
se, e somente se, z; + wz, + w?z; = 0, onde w € uma raiz clbica da unidade,

diferente de 1
Demonstracao:

Se dois triangulos sdo semelhantes e um deles é equilatero, entédo o
outro também sera equilatero. O tridangulo formado pelas raizes cubicas da

unidade é um poligono regular e portanto um tridngulo equilatero.



35

Sabe-se que, se os dois triangulos sdo semelhantes, entao:

Zy; —Zy W —Wp

Zz —Z1 W3 —W;

Fazendo w; = 1, w, = w e w3 = W2 e sabendo que 1 + w + w2 = 0,

entdo tem-se:
(22— 2z)- W =1 = (z3—2).Ww—-1) =0
w2z, —z, —w?z,+ 2z, —wz3+z3+wz;, —z;, =0
w—-—wdz;+ W2 =Dz, + (1 —w)z3 =0
dividindo toda a equacao por (1 — w), tem-se:
wzy —(w+1)z,+23=0
Como 1 +w+w?2=0, entdo —(w + 1) = w?, logo:
Zw+ z,w? + 23 =0
Multiplicando toda a equacéo por w?, e sabendo que w3 = 1, tem-se:
zw3 + z,wt + ;w2 =0
Z1 + zow + zzw? = 0
O que mostra o resultado.
Se a propriedade z; + z,w + zzw? = 0 é valida, entdo:
multiplicando a equacéo por w, segue:
ZW+ ;w2 + 23 =0
Como 1 +w+w2=0, entdo —(w + 1) =w?, logo
wzy —(w+1)z,+23=0
Multiplicando por (1 — w), tem-se:
w-—wHz; +W2i-1Dz, + (1 —w)z; =0>

= (2;—21). W?=1)=(23—2). (Ww—=1) =0
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Portanto, sendow; =1, w, =w e w3 = w2 e sabendo que 1 + w + w2 =

0, entao obtém-se:

Z =21 Wy — Wy

Z3 —Zy W3 —W;

O gue mostra que sdo congruentes.

1%

(figura 5)

Poligono qualquer inscrito

Dado um poligono qualquer inscrito num circulo de raio unitario, com
angulos centrais conhecidos ou calculaveis € possivel encontrar seus vértices

no plano complexo usando as raizes da unidade.
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Exemplo: Como encontrar os vértices complexos de um poligono

inscrito no circulo unitario com angulos centrais de 80°, 40°, 80°, 20° e 140°?

151
w
4
W
049
80° w,=1
8079
15 - -0 (04400 15
w 20
10 ~0.5 1
Wi =
151
(figura 6)

Como este ndo € um poligono regular, € necessario encontrar um
poligono regular onde todos os vértices do pentagono aparecam entre 0S
vértices deste novo poligono. Para isto basta tirar o MDC(80,40,20,140) = 20 e
portanto dividindo 360 por 20 temos um poligono regular de 18 lados,
representando as imagens das raizes da unidade na equacédo z'® — 1 = 0, cujas

as raizes sao calculaveis como foi feito em tépicos anteriores.

2.3.3 Produto de n — 1 segmentos a partir de um Veértice

Dado um poligono regular qualquer tal que seus veértices sdo 0s pontos
gue representam as raizes da unidade no plano complexo, verifica-se que se
for construido a partir de um vértice todos 0os segmentos que 0 unem aos

demais, totalizando n — 1 segmentos, o produto de suas medidas € igual a n
Demonstracao:

Seja um poligono de n lados, cujos veértices sdo 0s numeros complexos

wj que sao raizes n-ésimas da unidade.
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Logo, o poligono tem como vértices os nimeros 1, wh, w?, ..., w™*

Cada segmento terd medida |1 — wx|] € 0 que se procura € o

resultado de

n—-1
Hu _—-
k=1

Fazendo:

n-1
P@) =] [e-wo
k=1

tem-se:
P(z)=14z+2°+ - z""1

Tomando agora o valor de z = 1, tem-se:
n-1
k=1

Por exemplo, dado o poligono de 10 lados, tem-se:

(figura 7)

9
1—[|1—w9| — 10
k=1
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3 CONSIDERACOES FINAIS

O tema raizes da unidade € um assunto complexo, rico em detalhes
que possibilitam o aprofundamento das ideias envolvendo nimeros complexos

e polinGmios.

E um assunto que exige muito tempo de pesquisa, pois muitos foram
0S que estudaram, mas poucas sdo as fontes que apresentam um conjunto
amplo de informacdes. Muito se deve dedicar para um aprofundamento
satisfatério que traga junto a sensacdo de assunto esgotado em si, este
trabalho ndo tem este objetivo sendo tratado aqui apenas alguns aspectos
algébricos e geométricos e deixo a certeza de que muito se tem para estudar e

formular.

Sobre as raizes da unidade € interessante ver que algumas
operacbes podem ser simplificadas e que o estudo da geometria no plano
complexo com as raizes da unidade pode apresentar aspectos interessantes

de ser examinados e entendidos.

Observando as caracteristicas algébricas e geométricas das raizes
da unidade, pode-se concluir que serd de grande beneficio para o melhor
entendimento dos estudos de nimeros complexos, principalmente, no que diz
respeito ao calculo de raizes utilizando as férmulas de De Moivre no Ensino
Médio, assim como melhor compreensdo e aprofundamento de alguns
conceitos sobre polinbmios abordado no primeiro capitulo deste trabalho e
muito estudado no Ensino Médio. Também terd relevante significado no estudo

da geometria.

Ao final deste trabalho fica a certeza de que a Matematica guarda
muitas surpresas que precisam ser estudadas e descobertas, como aconteceu
por exemplo com as raizes da unidade, que, apesar de ser um pequeno ponto
estudado no Ensino Médio dentro de um tdpico sobre raizes de numeros
complexos, se mostrou uma importante ferramenta na unido de algebra e
geometria, assim como na unidao de assuntos estudados separadamente nos 1°

2° e 3° anos nas escolas.
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ANEXOS

ANEXO 1 — Teorema Fundamental da Algebra

1- O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Sera apresentado uma demonstracdo exposta em um minicurso
conduzido por Cecilia de Souza Fernandez e Raphael Antunes dos Santos, e
também alguns conceitos apresentados em sua obra para um melhor

entendimento da demonstracdo do teorema.
Introducéao:

O objetivo deste minicurso é apresentar uma demonstracéo elementar do TFA
que nao utiliza as técnicas usuais de analise complexa. De fato, a prova que
agui sera apresentada utiliza basicamente as nocfGes de continuidade e
compacidade no plano complexo. Observamos que esta prova é conhecida.
Nosso trabalho é destacar essa demonstracdo para professores do Ensino
Médio e alunos de licenciatura em mateméatica, desde que tenham sido
apresentados aos conceitos e teoremas basicos de compacidade e
continuidade. Para esse fim, nosso texto traz uma secdo sobre os numeros
complexos e secdes sobre alguns conceitos e resultados sobre compacidade e
continuidade no plano complexo.

Para apresentar o enunciado e a demonstracdo sdo firmadas a
seguir algumas nocdes basicas da topologia do plano complexo, bem como

uma sequéncia de proposi¢des preliminares e teoremas classicos de topologia.
Nocdes béasicas datopologia do plano complexo
Para cada z, € C e cada namero real r > 0, tem-se:
Alzg;r) ={z€C:|z—2zy| < T}
Azyr)={z€C:|z—2y| <7}
A (zg;r) ={z€C:0< |z—2z5| <7}

Clzg;r) ={z€C|lz—2zy| =71}
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Os conjuntos A(zy; 1), A(ze;7), A*(zy;7v) s@o chamados,
respectivamente, de disco aberto, disco fechado e disco aberto deletado de

centro z, e raio r. O conjunto C(zy;r) é o circulo de centro z, e raio r.

Notemos que, por exemplo, se considerarmos z = x + yi € z, = xy +

yoi, temos que |z—z,| <r equivale a /(x —xy)2+ (y—yp)2<r, isto &,
(x —x0)%+ (y — y0)? <1? que representa o interior de um ciculo no plano
complexo. Analogamente obtemos as desigualdades respectivas dos outros

conjuntos. Graficamente temos:

A A
im % Im 4 Im Im

I
v l- : tana 1 Mo} Mo |-~ . Vo t-
L Zy '

7] X, 'R e 0 X, Re 0 X, Re il x, Re

Alzo;7) Alzo;7) A*(z37) Clzo:7)

Proposicéo 1

Seja f(z2) = apz"+a,_1z" 1+ -+ ayz* + a;z + a, uma funcdo
polinomial. Se z, € C é raiz de f(z), entdo z - z, € um fator de f, logo existe uma

fungéo polinomial g tal que f(z) = (z — z,)9(z), para todo z € C.

Teorema de Weierstrass

Um subconjunto A de C é dito ser um conjunto compacto quando A

é fechado e limitado.

Se k c C € compacto entdo toda funcdo continua f: K — R € limitada
e atinge seus valores maximo e minimo em K, ou seja, existem a e b € K tais

que f(a) < f(z) < f(b) paratodo z € K.
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Proposicéo 2

Se f(z) = apz"+an,_1z" '+ -+ a,z*+ a;z+a, € uma funcdo

polinomial em C de grau n > 1, entéo lim ;5 4c [p(2)| = +00

Proposicédo 3

Seja f:C - C a funcéo polinomial f(z) = a,z" +a,_1z" 1+ -+
az? +a,z+ag, comn>1ea, #0. Se q(z) = f(z + z,), z € C, entdo existe
1<k <ntal que q(z) = f(zy) + z*[a + r(2)], onde a # 0 e r(z) é uma funcdo

polinomial com r(0) =0
Demonstracao da proposicao 3

fz+zy) =a,(z+z)"+an_1(z+2))" 1+ -+ a,(z+ 29)? + a,(z + z) + aq
fz+2z)) = anze" + an_1z™" 1+t ayzg? + a1zg+ ag + Apz" + A1z + -

+ A,z% + Az

Onde , para cada 1 <j <n, temos 4; = ’,;‘=j< Iij) akz(')“j, logo é

k
possivel escrever:
f(z+20) = q(2) = f(20) + 2(Ak + A1z + -+ + Apz"™5)

Fazendo r(z) = Agy1z + -+ 4,z * e a= A, # 0, temos

q(z) = f(zo) + z*[a + r(2)], em que r(0) = 0.

Teorema fundamental da algebra

Toda funcdo polinomial f:C—-C, f(z) = az"+a,_1z" 1+ -+
a,z* + a,z + a,, com coeficientes complexos, de grau n > 1, possui uma raiz

no corpo C dos numeros complexos.
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Demonstracdo contida em um trabalho de Fernadez, C. S.
apresentado em um minicurso na Universidade Federal da Paraiba em outubro
de 2010.

Seja f(z) = auz"+a,_1z" '+ +ayz> +a;z+a, uma funcéo
polinomial em C de graun > 1. Se a, = 0, f(0) = 0. Suponhamos entdo a, = p(0)
# 0. Pela proposicédo 2 temos que para todo k > 0, existe r > 0 tal que |z| > r
implica que [f(z)| > k. Assim existe r > O tal que |z| > r implica que [f(z)| > |a,| =
[f(0)]. O disco fechado A(0;7) é um conjunto compacto. Assim a fungéo
continua z € A(0;7) » |f(2)| € R assume seu valor minimo em algum ponto z,
de A(0;7). Assim, |z| < r implica que |f(2)| = |f(z,)|. Como 0 € A(0;7), entdo
£ (0)| = |f(zo)|. Portanto |f(zy)| <|f(z)| para todo z€C, isto &, |f[:C—>R

assume seu valor minimo no ponto z,

Mostrando-se que f(z,) = 0. Por absurdo suponhamos que
f(zg) =c#0

f(z+2) = q(2) = f(20) + z*[a + r(2)]
q(z) =c+ z*[a+r(z)],coma+0er0)=0

Considera-se B = {w € C: |w + ¢| < |c|} o disco aberto de centro —

c e raio |c|.

Toma-se agora w € C, tal que aw® = - c. Note que aw* € B, pois
law® + c| = |-c + ¢| = 0 < |c|, j& que ¢ # 0. Consideremos a funcéo g: C » C dada

por: g(z) = zw*

Nota-se que g € continua. Em particular, g € continua em a.

Assim, para € = |c| > 0, existe § > 0 tal que

9(A(a; 8)) = A(g(a); €)

Ainda verifica-se que A(g(a); €) = B, observando que g(a) = aw® =
-c e A(—c;|c]) = {w e C:|w—(=c)| <|c|}. Por continuidade de g, vemos que

se U € A(a; §), entdo g(u) = uw* € B. Tomemos agora a funcéo

g:C-C
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z—1(z) =a+r1r(2)

Tem-se que r; € um polinbmio e portanto uma funcdo continua.
Em particular, r; é continua em 0 e r;(0) = a. Como r,(2) € A(a; 6), tem-se que
g(r1(2)) = wh.(a + r(z)) € B. Seja 0 <t < 1, entdo r,(tw) € A(a; &), entdo g(r, (tw))
= wk(a + r(tw)) € B e portanto t“.w*.(a + r(tw)) € B. logo pondo z; = tw, tem-se

que
z¥a +7r(z))] €B

Como q(z,) = c + z¥[a +r(z,)] , entdo q(z;) — c = zf[a + r(z,)] €
B, o que implica que | g(z;) —c + c| <|c|, ou seja | q(z;,)| < |c|. Dai [f(z; + z,)| <
[f(zo)], 0 que é um absurdo ja que |[f(zy)| < |f(2)| para todo z € C. Portanto

f(2) = 0.
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ANEXO 2 — A Formula de Taylor

Teorema:

Seja f uma funcdo continua no intervalo aberto (a,b) e f existe para

todo x no intervalo (a, b), tem-se:

' " (n)

f(b) = f(a) +¥(b —a) +f2—(f)(b —a)? + ---+f n!(a) (b—-a)"
f(”+1)(g) -

taro e
Fazendo b = x, temos a formula de Taylor:

' " )]

£ = f@+ 2wy + D a4t LD e
1! 2! n!
f(”+1)(g) i1
(n+ 1)! (x=—a)

O polinbmio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, = 0

denomina-se também polinbmio de Mac-Laurin, de ordem n de f.

1 70 , £™(0) " f@ () _—
fO) = FO) +=f=x + =2 ek =X A T

Usando o polinbmio de Mac-Laurin para as funcdes senx, cosx e e*,

Tem-se:
_x x® x5
senx—ﬁ—§+§—---
B x?> x*
COSX—l—E-FZ—

x% x3 x*

X
X — — I I —_
=ittty tytyt

E ainda que:

, IRCERCANNCE
isenf —E—?-f‘ﬁ—"'
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6% 6*
cosH=1—§+I—---

. .00 (02 (i0)?  (i6)*
e T TR TR TR

A partir desta séries, observando a relacdo que ha entre as trés,
podemos chegar a relacdo de Euler:

e = cosf + isend



