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Resumo

Este trabalho é destinado aos alunos do Ensino Médio e tem o propésito
de facilitar o estudo da Geometria Espacial através da utilizacdo do software de
geometria dindmica GeoGebra 5.0 Beta 3D, tornando as aulas da disciplina de
Matemaética mais atraentes.

Com o auxilio do software, construimos figuras e animagoes que facilitam a
visualizagdo dos sélidos, a deducdo das formulas utilizadas para célculo de areas e
volumes e a resolucao de exercicios.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; Geometria Espacial; GeoGebra 3D.



Abstract

This work is addressed to high school students and aims to ease the study of
Spatial Geometry through the use of the software of dynamic geometry GeoGebra
5.0 Beta 3D, making math classes more attractive.

With the help of the software, we build figures and animations that make
easier the visualization of solids, the deduction of the formulas used in the calculation
of areas and volumes and the resolution of exercises.

Keywords: Math teaching; Spatial Geometry; GeoGebra 3D.
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Introducao

Num universo globalizado, o uso do computador como ferramenta no processo de
ensino-aprendizagem faz-se necessario, modernizando e garantindo o uso adequado das

novas tecnologias em sala de aula.

Segundo os PCNEM (BRASIL, 1999) , uma das competéncias a ser desenvolvida é:
“[...] reconhecer a informética como ferramenta para novas estratégias de aprendizagem,
capaz de contribuir de forma significativa para o processo de construcao do conhecimento,

nas diversas areas.”

Silveira e Bisognin (2008) reforgam a importancia da utilizacdo do computador e
dos softwares educacionais como recursos pedagdgicos, colaborando com o trabalho do
professor. Estes recursos transformam as aulas, tornando-as mais interessantes e recupe-
rando o interesse pelo estudo da Matemadtica [...]. A interface dindmica e a interatividade
que estes programas propiciam como recurso de manipulagdo e movimento das figuras
geométricas apresentadas na tela do computador, contribui no desenvolvimento de habi-

lidades e na percepcao de diferentes representagoes de uma mesma figura.

Segundo Cruz (2005), “a compreensao dos conceitos geométricos é favorecida
quando estes sao explorados num ambiente dindmico e interativo, pois, tal ambiente,
configura-se num recurso que pode possibilitar a transicdo entre o conhecimento que o

aluno ja acumula e a facilidade para conjecturar o que o computador proporciona”.

A geometria espacial permite o movimento das figuras geométricas na tela do
computador, num ambiente interativo, no qual possibilita condigoes para que o aluno
manipule com facilidade seus elementos, aplique propriedades e realize conjecturas, se-
guindo os requisitos essenciais em observancia de suas regularidades, o que contribui para
a constru¢do do conhecimento. Segundo Candido (2008) , “o professor deve atingir um
equilibrio, dando autonomia aos alunos a qual é necessaria para que nao se comprometa
a investigacao e, por outro lado, garantir que o trabalho dos alunos va fluindo e seja

significativo do ponto de vista da disciplina de Matematica”.

A discussao e implantacao do uso dos softwares matematicos, em especial o Geo-
Gebra 3D, no ensino de geometria espacial como nova metodologia de ensino tem como
objetivo desenvolver competéncias necessarias ao aluno, explorando o uso desse software
numa perspectiva de aperfeicoamento e superagao das dificuldades de aprendizagens en-
contradas nos estudos das figuras geométricas tridimensionais. Desta forma, proporciona o
envolvimento entre a tecnologia e a aprendizagem matematica, em particular a geometria
espacial, numa abordagem que auxilie a compreensao de conceitos e propriedades dessa

adrea do conhecimento.
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O propdésito deste trabalho é salientar a importancia do uso de softwares no pro-
cesso de ensino-aprendizagem, essencialmente na disciplina de Matematica no ensino da
geometria. Para isso, usaremos o GeoGebra 3D 5.0, que nos permitira a criacao e a inte-

ragao com objetos, tais como pontos, linhas, poligonos, esferas e poliedros.

No primeiro capitulo é apresentado um resumo da Histéria da Matematica e suas

principais contribuicoes para a geometria espacial.

No segundo capitulo, sao apresentados os principais s6lidos geométricos e, com o

auxilio do GeoGebra, é apresentada a deducao de formulas de areas e volumes.

No terceiro capitulo vamos fazer uma abordagem sobre o uso dos softwares em
sala de aula e apresentar o GeoGebra 3D 5.0, mostrando também um resumo das suas
principais construgoes. No final do capitulo vamos propor a construgao e resolucao de

alguns problemas usando o GeoGebra 3D.
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1 Contexto Histérico

O desenvolvimento da geometria se deu a partir das necessidades das civilizagoes
antigas no seu cotidiano, desde as demarcacoes de terras, construcoes de moradias e até

suas crencas, como foi o caso da concepcao das grandes piramides, por exemplo.

O estudo da Geometria Espacial surgiu com os povos da Mesopotamia no Oriente
Médio, no vale dos rios Tigre e Eufrates , a aproximadamente dois mil anos a.C., quando
o homem passou a produzir o tijolo ou blocos de pedras usados nas construgoes e esses
conhecimentos foram registrados em papiros e em tabuas de argila. Dali, ele desvenda

aspectos da natureza, como o espaco e a sua grandeza, o volume.

Os objetos primitivos, do ponto de vista espacial, sao: pontos, retas, segmentos
de retas, planos, curvas, angulos e superficies. Dentre os calculos essenciais que podemos
executar, estao: comprimentos de curvas, areas de superficies e volumes de regioes sélidas.

As concepcgoes primitivas de ponto e reta sdo admitidas sem definicao.

A Geometria Espacial é dividida em Geometria Espacial de posicdo e Geometria
Espacial métrica. A primeira, analisa a posicao relativa de pontos e retas, retas e re-
tas, retas e planos e, planos e planos. A segunda, examina os solidos geométricos, suas

propriedades e o calculo de volumes.

1.1 AS CIVILIZACOES EGIPCIA E GREGA

Para Eves (1992) , os registros mais antigos do homem na area da Geometria sao
tabuas de argila cozida, descobertas na Mesopotamia, do tempo dos sumérios, por volta do
ano 3000 a.C. As principais fontes de informagoes a respeito da geometria egipcia antiga
sao os papiros de Rhind (ou Ahmes - 1650 a.C.) e Moscou (1850 a.C.), e a piramide de Gi-
seh, cuja construcao envolveu geometria de forma intuitiva, construida cerca de 2900 a.C.
Muitos conhecimentos geométricos como area, volumes e relagoes métricas em poligonos
ja eram dominados na bacia fértil entre os rios Tigre e Eufrates, pelos babilonios. Foram
0s gregos que, no apogeu de sua civilizagao, elevaram e propagaram seus conhecimentos

geométricos.

1.1.1 Papiro de Moscou

O Papiro de Moscou, representado na Figura 1, foi produzido por um escriba por
volta de 1850 a.C., também conhecido como Papiro de Golonisshev, um papiro egipcio em

forma de uma estreita tira, com 25 problemas matematicos grafados com escrita hieratica.
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Dentre os problemas, contém o que envolve a area do tridngulo e o volume do tronco de
piramide.

Segundo Boyer (1985), o problema 10 no Papiro de Moscou apresenta uma questao
onde o escriba pede a area da superficie do que parece ser um cesto com um didmetro
4 1/2. Seguindo a formula S = (1 — 1/9)?(2x)x, onde z = 41/2, obtém como resposta 32
unidades. Como (1 — 1/9)? é a aproximacio egipcia para 7/4, a resposta 32 unidades
se adequa a superficie de um semiesfera de didmetro 41/2. Dando assim, uma estimativa

primitiva da &rea de uma superficie.
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Figura 1: Papiro de Moscou

1.1.2 Papiro de Rhind

O Papiro de Rhind, também denominado Papiro de Ahmes e mostrado na Fi-
gura 2, tem como titulo original “Instrugoes para conhecer todas as coisas secretas” e é
apreciado como um dos mais indispensaveis sobre os conhecimentos matematicos egip-
cios. O Papiro de Rhind é constituido de informagoes sobre aritmética, fragoes, célculo
de areas, volumes, progressoes, reparticoes proporcionais, regra de trés simples, equagoes
lineares e trigonometria basica.

No Papiro de Rhind, datado aproximadamente do ano 1650 a.C., encontra-se um

texto matematico com aspecto de manual pratico que obtém 85 problemas copiados pelo

escriba Ahmes.

No problema 48 o Papiro de Rhind compara a area do circulo com a de um qua-

drado circunscrito.
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Figura 2: Papido de Rhind.

1.1.3 Platao e Pitagoras

Platao (427—347 a.C.), cujo verdadeiro nome era Aristocles, nasceu em Atenas

(ou nas suas proximidades). Foi discipulo e admirador do grande filésofo grego Sécrates.

A sua escola devem-se algumas defini¢oes importantes: o ponto é o inicio de uma
reta, a reta ¢ um comprimento sem largura e a distingdo entre nimeros pares e impares

e suas operacoes entre si.

Platao foi o primeiro matematico a demonstrar que existem apenas cinco poliedros
regulares: o cubo, o tetraedro, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro, que passaram a

serem designados solidos platonicos.

Por volta de 580 a.C nasce Pitagoras , um profeta e mistico, em Samos, uma das

ilhas do Dodecaneso.

Assim como Tales, que viajou pelo Egito e Babilonia. No retorno ao mundo grego,
Pitagoras se estabelece em Crotona, na costa sudoeste do que agora é a Itélia, 14 fundando
uma sociedade secreta com bases mateméticas e filosoficas. E dificil caracterizar a figura
de Pitagoras, pois a ordem que ele fundou era comunitaria e secreta. O conhecimento e
propriedade eram comuns, as atribuicoes de descobertas nao eram feitas a um membro
especifico da escola. Desta forma, é mais conveniente que nao se refira a obra de Pitagoras,

mas sim das contribuigoes pitagéricas para a geometria grega (BOYER, 1985).

Segundo o pitagorismo, a esséncia, que é o principio fundamental que forma todas
as coisas, é o numero. Os pitagoricos nao distinguem forma, lei, e substancia, considerando

o numero o elo entre estes elementos: terra, 4gua, ar e fogo.

Suas principais descobertas foram: as propriedades dos niimeros inteiros, niime-
ros figurados, niimeros perfeitos, a construcao de figuras geométricas e a demonstracao

do teorema que leva seu nome, embora haja evidéncias de que os babilonios ja tinham
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conhecimento deste teorema.

Os filosofos gregos Platao e Pitdgoras relacionam o estudo da geometria espacial

ao estudo da metafisica e da religiao em razao das formas abstratas expostas pelos solidos.

1.1.4 Arquimedes e Euclides

Arquimedes (287—212 a.C.), matemadtico e cientista grego, nasceu em Siracusa,

na Sicilia, e foi educado em Alexandria, no Egito.

Apesar de ser conhecido como um inventor de dispositivos mecanicos, fez importan-
tes contribuigoes para o campo da matematica através dos seus estudos sobre matematica
pura e calculo integral. Destacou-se também na geometria, estudando area e volumes de

figuras solidas curvas e sobre as areas de figuras planas.

Na fisica, Arquimedes também realizou estudos importantes. Em mecénica, definiu
a lei da alavanca e é considerado o inventor da polia composta. Durante sua permanéncia
no Egito, inventou o “parafuso sem fim” para elevar o nivel da dgua, porém é conhecido
principalmente por ter enunciado a lei da hidrostatica, o chamado Principio de Arquime-
des.

Conforme Boyer (1985), para achar areas e volumes o versatil Arquimedes usou a
prépria versao primitiva do calculo integral, que, de alguma maneira, ¢ muito semelhante,
quanto ao espirito, ao calculo atual. Numa carta a Eratéstenes, Arquimedes expos seu
“método da alavanca” para descobrir formulas de areas e volumes. Mas, quando publicava
provas para essas formulas, ele utilizava o método da exaustao para se ajustar aos padroes

de rigor da época.

Em seus trabalhos, Arquimedes usou seu principio de equilibrio dos sélidos (Fi-
gura 3): cone, cilindro e esfera para adquirir o volume da esfera, considerando o didmetro

do cone como duas vezes o didmetro da esfera.

A C
A

Figura 3: Principio de Equilibrio dos Sélidos.

As mais importantes contribui¢oes de Arquimedes sao sobre questoes em cuja
abordagem se usa hoje o Calculo Diferencial e Integral. Assim, no livro “A quadratura

da parabola” ele fornece dois métodos para determinar a drea de um segmento de para-
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bola. No primeiro, considera certas figuras planas envolvidas como “somas” infinitas de
segmentos de retas e no segundo, o método de exaustao, utiliza ao fim o resultado ja ob-
tido mecanicamente, buscando a certeza que s6 a geometria fornece. Seu trabalho serviu
de fonte de inspiragao e, no século XVII, colaborou para o desenvolvimento do célculo

infinitesimal.

Na antiguidade, a geometria chega ao cume com os estudos sobre as esferas e o

cilindro com os geémetras Arquimedes e Euclides.

Euclides (por volta de 325-265 a.C.) foi um dos mais importantes matematicos da
antiguidade. E conhecido pela sua obra prima “Os Elementos”, que é a obra matemética

mais duradoura de todos os tempos, utilizada até os dias de hoje.

Quase nada se sabe sobre a vida de Euclides, salvo algumas poucas informacoes
esparsas. Mesmo sobre sua formacao matematica nao ha nenhuma certeza: é possivel que

tenha sido feita em Atenas, na Academia de Platao.

“Os Elementos” dedicam um bom espago a teoria dos nimeros (trés livros), mas
com o enfoque geométrico que permeia toda a obra. Euclides representava os niimeros por
segmentos de reta, assim como representava o produto de dois niimeros por um retangulo.

Contudo, a argumentacao usada por ele independe da geometria.

Para Euclides, a Geometria era uma ciéncia dedutiva que operava a partir de certas

hipoteses basicas, chamadas atualmente de axiomas ou postulados.

O “postulado das paralelas” de Euclides, por exemplo, era uma hipdtese aceita

sem discussdo.

Essa obra é um exemplo de clareza na maneira pela qual os teoremas sao enuncia-
dos e provados, onde o rigor empregado e o método axiomatico desenvolvido tornaram-se

um foco indispensavel para os inventores do calculo.

Euclides morreu em Alexandria deixando uma contribuicao inigualavel para o de-

senvolvimento da matematica.

1.2 IDADE MEDIA

1.2.1 Leonardo Fibonacci

O estudo da geometria espacial, apés um vasto tempo, foi extinto nas teorias
da geometria grega. No periodo do “Renascimento”; sucedeu o resgate de toda a ciéncia,
entorpecido até aquele instante. Diversos matematicos como Leonardo Fibonacci, também
conhecido como Leonardo de Pisa (cerca de 1180-1250), reconquistaram os estudos sobre

Geometria Espacial.

Fibonacci era antes de tudo um algebrista, mas escreveu também, em 1220, um
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livro intitulado "Practica Geometriae". Esse parece ser baseado numa versao arabe da
Divisao de figuras de Euclides (hoje perdida) e nas obras de Heron sobre mensuragao.
Contém, entre outras coisas, uma prova de que as medidas de um tridngulo se dividem
na razao de 2 para 1, e um analogo tridimensional do teorema de Pitagoras. Continuando
uma tendéncia babilonica e arabe, ele usava algebra para resolver problemas geométricos
(BOYER, 1996).

1.3 MATEMATICOS DO RENASCIMENTO (IDADE MODERNA)

1.3.1 Johannes Kepler

Segundo Boyer (1985), o astrénomo alemao Johannes Kepler (1571-1630), fez uma

relacao aplicada a astronomia das orbitas elipticas aos solidos regulares.

Em sua obra Mysterium Cosmographicum, Kepler instituiu um modelo do sistema
solar (Figura 4) onde os cincos sélidos platonicos eram apoiados um dentro do outro,
isolados por uma série de esferas inscritas, procedendo a seguinte disposi¢ao: primeiro
o octaedro, em seguida o icosaedro, o dodecaedro, o tetraedo e por fim, o cubo. Ele
conjecturou que as razoes entre os raios das érbitas dos planetas coincidiam com as razoes

entre os raios das esferas.

Figura 4: Modelo do sistema solar instituido por Kepler.

Apos descobertas dos planetas Urano, Netuno e Plutao seu "Mysterium Cosmo-
graphicum'foi inabilitado, pois nao ha sélidos platonicos adicionais que estabelecam suas
distancias ao Sol. No entanto, de sua investigagdo surgiram os novos sélidos (que tem o
seu nome), e a percepgao de que as drbitas dos planetas nao sao circulos, e sim elipses.

Em 1609, Kepler evidencia as trés leis do movimento dos planetas:

1) os planetas descrevem Orbitas elipticas em torno do Sol, com o Sol ocupando

um dos focos(Figura 5).
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Esta lei demarcou que as orbitas ndo eram circunferéncias, como se supunha até
entdo, mas sim, elipses. A distancia de um dos focos (F7) até o objeto, mais a distancia
do objeto até o outro foco (Fy), é sempre igual, ndo considerando a localizagdo do objeto

ao longo da elipse.

F eFE = focosdaelipse
r+r' = costante
F

cb

excentricidadee =

Semi — eixo maior =cb

Semi — eixo menor = ¢d

Figura 5: Trajetoria eliptica dos planetas de acordo com a lei de Kepler.

2) o raio vetor que liga um planeta ao Sol descreve dreas iguais em tempos iguais
(Figura 6).

A lei das areas estabelece que os planetas se movam com velocidades diferentes,

subordinado a distancia a que esta do Sol.

Planeta

At , . AreaB |Al, = Al

Figura 6: Lei das areas.

3) os quadrados dos periodos de revolugao (7') sdo proporcionais aos cubos das
distancias médias (a) do Sol aos planetas. T? = ka®, onde k é uma constante de propor-

cionalidade.

Considerando T o periodo de revolugao (ano do planeta) e a o semi-eixo maior da

orbita de um planeta, a lei aponta que ha um vinculo entre a distancia do planeta e o
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periodo de translacao. Portanto, quanto maior for a distancia ao Sol mais tempo levara

para complementar sua volta em torno desta estrela.

1.3.2 René Descartes

René Descartes (1596-1650) nasceu em La Haye, pequena cidade a sudoeste da

Franca e a cerca de 300km de Paris, provincia de Touraine.

A obra-prima de Descartes é o Discurso do Método, publicado em 1637, na qual
expoe a esséncia de sua filosofia que, em suma, é uma defesa do método matematico como
modelo para a aquisicao do conhecimento. Essa obra inclui trés apéndices, sendo um
deles A Geometria. As duas primeiras partes deste apéndice constituem uma aplicacao

da algebra; a ultima é um texto sobre equagoes algébricas.

J& ao inicio de seu trabalho, introduz a notacao algébrica, hoje universalmente
adotada: x, y, z,... para as variaveis e a, b, c,... para as constantes. Descartes pensava nas

2 (ou

letras como segmentos de retas. Mas rompeu com a tradi¢gao grega ao admitir que x
xz como escrevia) e x®, por exemplo, podiam ser interpretados também como segmentos
de reta e ndo necessariamente como uma area e um volume. Com isso, foi-lhe possivel
mostrar que as cinco operagoes aritméticas (incluindo a raiz quadrada) correspondem a

construgoes elementares com régua e compasso (EVES, 1992).

Descartes foi reconhecido na matemaéatica como o “pai da matematica moderna”
por sugerir a fusao entre a algebra e a geometria, concebendo a geometria analitica e o

sistema de coordenadas.

O método cartesiano baseia-se em quatro tarefas bésicas: verificar, analisar, sinte-

tizar e enumerar.

2°* quadrante 1° quadrante

3" quadrante 4 quadrante

Figura 7
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1.3.3 Bonaventura Cavalieri

Bonaventura Cavalieri (1598—1647), matemaético italiano, estudou astronomia,

trigonometria esférica e calculo logaritmico.

Criou um método capaz de determinar areas e volumes de sélidos, denominado
principio de Cavalieri. Este principio consiste em estabelecer que dois sélidos com a mesma

altura tém volumes iguais se, as sec¢oes planas de iguais alturas possuirem a mesma &area.

Segundo Eves (1992), Cavalieri nao definia, em suas obras sobre o assunto, o que
vinham a ser os indivisiveis. Segundo ele, porém, uma figura plana seria formada por uma
infinidade de cordas paralelas entre si e uma figura sélida por uma infinidade de sec¢oes

paralelas entre si - a essas cordas e a essas sec¢oes chamou-se de indivisiveis.

O Principio de Cavalieri, ainda bastante usado no ensino de geometria métrica no

espago, facilita bastante a aceitacao da idéia de indivisivel.

1.3.3.1 Calculando area com o Principio de Cavalieri

Sejam A e B figuras planas. Se, para toda reta horizontal r, as interse¢oes r N A
e r N B sao formadas por um numero finito de segmentos de reta, tais que a soma dos
comprimentos dos segmentos em r N A é igual a soma andloga em r N B, entao A e B tém
areas iguais (LIMA et al., 2006).

(PATERLINI, 2010) , mostra uma versao para o Principio de Cavalieri para areas,
onde ¢é considerado que a razao entre os segmentos nao precisa ser necessariamente igual
a 1. Nesse caso, sejam R e S regides limitadas de um plano, e seja r uma reta desse plano.
Suponha que, para toda reta s paralela a r, as intersecoes de R e S com s sejam vazias
ou segmentos tais que a razao entre seus comprimentos ¢ constante. Entao, a razao entre

as areas R e S serd igual a essa mesma constante.

1.3.3.2 Volume de um sélido segundo o Principio de Cavalieri

Considere dois sélidos P e (). Se qualquer plano horizontal secciona P e ) segundo
figuras planas, tais que a razao entre suas areas é uma constante, entao a razao entre os

volumes V(P) e V(Q) ¢ igual a essa constante. Vejamos a Figura 8:
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i:-_ I_._ a
S N || spmnieb~
117 ﬂﬁﬁz =
J,vI-T_-_I_T_L_II_-_'F--I
| |
| |

Figura 8: Principio de Cavalieri.
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Segundo Eves (1992), a aceitagdo e a aplicacao do Principio de Cavalieri podem

tornar mais simples a deducao de férmulas de volumes incluidas nos tratamentos iniciais
da geometria espacial.
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2 Sélidos

Nesse capitulo vamos fazer uma abordagem dos principais sélidos geométricos
estudados no ensino médio. Com o auxilio do GeoGebra 3D, vamos mostrar como deduzir

as formulas utilizadas para o célculo de areas e volumes.

2.1 Prisma

Definigao - Considere o poligono convexo ABC'D... MN situado no plano 7 e
um segmento de reta PQ (P € m), cuja reta suporte intersecta esse plano. Chamamos
de prisma convexo a unido de todos os segmentos paralelos e congruentes a PQ que
possuem uma de suas extremidades no poligono e estao localizados num mesmo semiespaco
determinado por . A altura de um prisma é a distancia h entre os planos das suas bases
(faces poligonais opostas, paralelas e congruentes). A Figura 9 mostra um prisma regular

de base hexagonal.

Figura 9

2.1.1 Elementos

Sao elementos de um prisma: Faces (superficies planas poligonais que limitam o
poliedro), Arestas (lados das faces do poliedro) e Vértices (vértices da faces do poliedro).
Vamos considerar agora um prisma cuja base seja um poligono de n lados para determinar

o seu numero de faces, arestas e vértices. O prisma possui:

e (n+ 2) faces, sendo n faces laterais e 2 bases congruentes. Todas as faces laterais

sao paralelogramos.

« 3n arestas, sendo 2n arestas das bases e n arestas laterais.
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o 2n vértices, sendo n em cada base.

2.1.2 Classificacao

Os prismas podem ser classificados em reto ou obliquo. O prisma sera dito reto
quando suas arestas laterais forem perpendiculares aos planos de suas bases, caso contra-
rio, o prisma serd obliquo (Figura 10). No caso do prisma reto, suas faces serao retangulos.

Se as bases de um prisma reto forem poligonos regulares chamamos esse prisma de regular.

Prisma Reto Prisma Obliquo

Figura 10: Classificagao dos prismas.

Os prismas também podem ser classificados quanto ao nimero de lados de suas

bases em:

o Prisma Triangular: se as bases sao triangulos.
o Prisma Quadrangular: se as suas bases sao quadrados.

« Prisma Pentagonal: se as suas bases sao pentagonos, etc.

Veja a Figura 11

|
I
|
1
I
|
I
1

- b - = _/ e - — -l
Prisma — — k:\"—————/JJ
Prisma Prisma
Triangular Quadrangular Pentagonal

Figura 11: Classificagdo dos prismas.
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2.1.3 Areas
2.1.3.1 Area Lateral

A érea lateral de um prisma é a soma das dreas de suas faces laterais (Figura 12).

Figura 12: Area lateral.

Seja um prisma cuja base é um poligono de n lados e aresta lateral medindo a.
Seja lq, s, . .., 1, as medidas dos lados de uma secgao reta. Cada face lateral desse prisma

¢ um paralelogramo de base a e altura igual a um lado dessa seccao reta. Logo,

Al:al1+al2+...+aln:(l1+12+...+ln)'&:>
Al:2p~a

Onde 2p é o perimetro da secgao reta e a é a medida da aresta lateral do prisma. Se o
prisma for reto, a sua aresta lateral (a) serd igual a sua altura (h), ly,ls,. .., [, serdo as
arestas de sua base ja que a base é um seccao reta e [y + [l + ...+ [, serd o perimetro de

sua base. Nesse caso,
Al = 2p -h

2.1.3.2 Area da Base

Vamos considerar um prisma regular onde sua base é um poligono de n lados de
medidas [y, lo, I3, ... , I, para determinar a area de sua base (Figura 13). Sendo o prisma
regular, sua aresta lateral serd igual a altura (a = h) e a sua base, que é uma secgao reta,
serd um poligono regular (I; = ly = ... = [,,). Sendo assim, a drea de sua base serd a soma

das areas dos n tridngulos de base [ e altura m (medida do apdtema da base). Logo:
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Figura 13: Area da base.

[- m) _(n-l)m
2 72
Como (n - 1) é o perimetro de sua base, ou seja, n - [ = 2p, temos:

Ab:n-(
29 -
Ab:%ézﬁlb:]mm

onde p é o semi-perimetro da base do prisma.

2.1.3.3 Area Total

A &rea total (A;) de um prisma é a soma de sua drea lateral com as dreas das duas

bases. Logo,

A=A+ A

2.1.4 Paralelepipedo

Definicao - Paralelepipedo é um prisma cujas bases sdo paralelogramos (Figura
14a e 14b). Se as bases de um prisma reto sao retdngulos, chamamos esse prisma de

paralelepipedo retangulo.

el

Figura 14
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2.1.4.1 Area Lateral do Paralelepipedo Retangulo

Vamos considerar o paralelepipedo retangulo de dimensoes x, y e z abaixo para o

calculo de suas dreas lateral e total(Figura 15).

X y
Figura 15: Area lateral do paralelepipedo retangulo.
A area lateral de um paralelepipedo retangulo sera a soma das areas de suas quatro
faces laterais. Logo,
A =2xz+ 2yz = 2(xz + y=2)

2.1.4.2 Area Total do Paralelepipedo Retangulo

A &rea total de um paralelepipedo retdngulo sera a soma da area lateral com a

area das duas bases. Logo,
Ay =22z 4 2yz + 2y = 2(zy + x2 + y2)

2.1.4.3 Diagonal do Paralelepipedo Retangulo

Dado um paralelepipedo retangulo de dimensoes x, y e z, chamaremos a diagonal

da sua base de d e a diagonal do sdlido de D (Figura 16).

Figura 16: Diagonal do paralelepipedo.
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Aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridngulo QM N temos que d?> = 2% + 1>
Aplicando Pitagoras agora no triangulo Q'QN temos: D* = d? + 22 = D? = 22 + y* + 22
Logo,

D = /2% +y? + 22

2.1.4.4 Volume do Paralelepipedo Retangulo

Vamos fazer um estudo do volume de um paralelepipedo retangulo para que atra-
vés desse volume e usando o principio de Cavalieri possamos posteriormente determinar
uma expressao para o volume de um prisma qualquer. Sabemos que um paralelepipedo
retangulo fica perfeitamente determinado por trés medidas que sdo: seu comprimento (),

sua largura (y) e a sua altura (z).

Vix,y,2)

- y V(1,1,1)

Figura 17: Volume do paralelepipedo retangulo

Representaremos o volume do paralelepipedo retdngulo por V(x,y, z) e o volume
do cubo por V(1,1,1), j4 que o cubo de dimensées um é um paralelepipedo retangulo. O
volume de um paralelepipedo retangulo é proporcional a cada uma de suas dimensoes, o
que significa que se mantivermos constantes seu comprimento e sua largura e multiplicar-
mos a sua altura por um nimero natural k£, o seu volume também sera multiplicado por

k, ou seja, V(x,y, kz) = kV(x,y, 2).

/7

Figura 18

A figura 18 mostra trés paralelepipedos retangulos iguais e sobrepostos. Natural-

mente, o volume total é trés vezes maior que o volume de um deles. Essa relacao que
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verificamos para os ntimeros naturais também é valida para qualquer niimero real posi-
tivo. Isso é garantido pelo teorema fundamental da proporcionalidade que diz: Sejam z e
y grandezas positivas. Se x e y estao relacionados por uma fungao crescente f tal que para
todo natural k, f(kz) = kf(x), entdo para todo real r, tem-se f(rz) = rf(z). Concluimos
entao que se mantivermos constantes duas dimensoes de um paralelepipedo retangulo, o
seu volume sera proporcional a terceira dimensao. Assim, sendo z, y e z as dimensoes de

um paralelepipedo retangulo, temos:
V(z,y,z) =V(z-1,y,2)
=zV(1l,y,z) =2V (1l,y-1,2)
=zyV (1,1, 2)
=zyV(1,1,z-1) =2yzV(1,1,1) = zyz - 1 = zyz

Deste modo, o volume de um paralelepipedo retangulo ¢ igual ao produto de suas
dimensoes. Tomando como base a face de dimensoes x e y, indicando por A, a area dessa

base (A, = xy) e a altura z por h, podemos escrever:

V=A4-h

2.1.5 Cubo

Definicao - Cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas sao todas congru-

entes (Figura 19).

o

- =>c
A‘_—“——-——_.B/

Figura 19: Cubo.

2.15.1 Area Lateral e Area Total do Cubo

A area lateral de um cubo de aresta a é igual a soma das areas de suas quatro
faces laterais, ou seja, A; = 4a®. A 4rea total de um cubo de aresta a ¢ a soma de sua

area lateral com a area de suas bases, ou seja, A; = 4a® + 2a%> = A, = 6a>.
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2.1.5.2 Diagonal do Cubo

Seja d a diagonal da base de um cubo e D a diagonal do sélido (Figura 20).
Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo QM N temos: d*> = a*+a’> = d = aV/2.

—
Ml L hlI
i
i
. \D a
i
i
Ql_ _
-\1-P
M = A
a N

Figura 20: Diagonal do cubo.

No tridngulo Q'QN temos: D*> = a’>+d*> = D?> = a*>+2d*>=D = aV/3.

2.1.6 Volume do Prisma

Seja P, um prisma de altura h e area da base By = B e P, um paralelepipedo

retdngulo de mesma altura e drea da base By = B (Figura 21).

_ = i -
i il
i i
i o
F " "B _ 7y

Figura 21: Volume do prisma.

Suponhamos que os dois sélidos possuem suas bases no plano « e estao no mesmo

semi-espacos determinado por «.
Qualquer plano 3, paralelo a «a, que secciona P;, também secciona Ps.

Como a secgdo B} = Bl = B e a secgao B) = By = B, temos que as secgoes Bj e

B, terao sempre a mesma area.

Logo, pelo principio de Cavalieri, o volume de P; é igual ao volume de P.
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Como Vp, = Boh = Bh, temos que Vp, = Bh Concluimos entao que o volume de

um prisma ¢é o produto entre a area de sua base pela medida de sua altura.

2.2  Cilindro

Definigao - Seja C' um circulo de centro O e raio r, contido em um plano «, e PQ)
um segmento de reta ndo nulo, ndo paralelo e nao contido em « (Figura 22). Chamamos
de cilindro circular ou cilindro a uniao de todos os segmentos congruentes e paralelos a
PQ, com uma de suas extremidades em um ponto do circulo e localizados em um mesmo

semi-espaco dos determinados por «.

Figura 22: Cilindro.

2.2.1 Elementos

O cilindro possui:

e Duas bases: circulos congruentes localizados em planos paralelos.

o Geratrizes: sao os segmentos com uma de suas extremidades no circulo de centro
em O e raio R e a outra no ponto correspondente do circulo de centro O e raio r

(raio da base do cilindro)

A altura de um cilindro é a distancia entre os planos que contém as suas bases.

2.2.2 C(lassificacao

Se as geratrizes forem perpendiculares aos planos das bases, teremos um cilindro

circular reto, caso contrario, teremos um cilindro circular obliquo.
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Cilindro Obliquo

Cilindro Reto

Figura 23: Classificacao dos cilindros.

O cilindro reto também pode ser chamado de cilindro de revolucgao, ja que é gerado

pela rotacao de um retangulo em torno de uma reta que contém um de seus lados.

2.2.3 Seccdo Meridiana

Secgao meridiana é a interse¢ao entre um cilindro e um plano que contém a reta

00, ligando os centros de suas bases (Figura 24).

O/ T~

Figura 24: Sec¢ao meridiana.

A sec¢ao meridiana de um cilindro sera um paralelogramo, se o cilindro for obliquo,

ou serd um retangulo, se o cilindro for reto.

Cilindro equilatero - Cilindro equilatero ¢é o cilindro cuja seccao meridiana é um

quadrado (Figura 25). Nesse caso temos: 2r = g = h.
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h=2r

Figura 25: Cilindro equilatero.

224 Areas
2241 Area Lateral

Ao planificarmos a superficie lateral de um cilindro reto obtemos um retangulo cujo
comprimento é 277 (comprimento da circunferéncia da base) e cuja altura é a mesma do

cilindro (h) (Figura 26). Logo, a drea lateral do cilindro é:

A; = 2nrh

Figura 26: Area lateral do cilindro.

2242 Area Total

A area total de um cilindro é a soma de sua area lateral com as areas de suas

bases, logo:

Ay = 2mrh 4+ 20 = Ay = 2nr(h + 1)

2.2.5 Volume

Consideremos um cilindro de altura h e area da base By = B e um prisma com

mesma altura h e drea da base By = B (Figura 27). Suponhamos que o cilindro e o
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prisma possuem suas bases apoiadas em um plano a e estdo em um dos semi-espacos
determinados por a. Todo plano aralelo a «, que secciona o cilindro também secciona
) b

o prisma. Sendo B e B} as secgoes feitas no cilindro e prisma respectivamente temos:

BiZBlzBeBQIBQZBiBlzBQ

Figura 27: Volume do cilindro.

Logo, pelo principio de Cavalieri, um cilindro e um prisma tém o mesmo volume
quando apresentam alturas congruentes e bases equivalentes. Como V,ismq = B2h = Bh,
temos que o volume do cilindro sera V,inaro = Bh onde B é a base do cilindro, ou seja,

B = 7r? e o volume fica:

V =7ar’h

2.3 Piramide

Definicao - Considere o poligono convexo A;AsAsz. .. A, situado em um plano 7
e um ponto V' nao pertencente a 7. Chamamos de piramide a uniao dos segmentos com
uma de suas extremidades em V e a outra nos pontos do poligono (Figura 28). Definimos
o ponto V' como sendo o vértice da pirdmide e o poligono A;A5As...A,, como sendo a
base da pirdmide. A altura de uma piramide é a distancia h do seu vértice ao plano da

sua base.
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Figura 28: Piramide.

2.3.1 Elementos

Sao elementos de uma piramide: Faces, Arestas e Vértices. Agora consideremos
uma pirdmide cuja base seja um poligono de n lados para determinar o seu nimero de

faces, arestas e vértices.

O prisma possui:
e (n+ 1) faces, sendo n faces laterais e uma base.

e 2n arestas, sendo n arestas laterais e n arestas da base

e (n+ 1) vértices, sendo n vértices da base e um vértice que nao pertence a base o

qual chamamos de vértice da piramide.

2.3.2 C(lassificacao

Uma pirdmide pode ser classificada em reta ou obliqua (Figura 29). Pirdmide reta
¢é aquela cuja projecao ortogonal do seu vértice sobre o plano de sua base é o centro
dessa base. Se essa projecao ortogonal nao coincide com o centro da base a piramide sera

obliqua.
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(a) PirAmide reta. (b) Piramide obliqua.

Figura 29: Classificacdo das piramides

As piramides também podem ser classificadas quanto ao nimero de lados de sua

base em:

o Piramide Triangular: se a base é um triangulo.
o Piramide Quadrangular: se a base é um quadrado.

o Piramide Pentagonal: se a base ¢ um pentdgono, etc.

Piramide regular - Piramide regular ¢ uma piramide reta cuja base ¢ um poligono
regular. As arestas laterais de uma pirdmide regular sdo congruentes e suas faces laterais

sao triangulos isdsceles e congruentes.
Apoétema da piramide regular - O apdétema de uma pirdmide regular é o

segmento que liga o seu vértice ao ponto médio de uma de suas arestas da base, ou seja,

¢ a altura de uma face lateral (Figura 30).

\"

72

Figura 30: Apotema da piramide.

Relagoes métricas na piramide regular
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Vamos considerar a piramide regular abaixo onde a base ABC'DEF é um hexagono
regular e portanto inscritivel em uma circunferéncia de raio R = OF. Seja A = VM o
apotema da piramide, a = OM o apdtema da base, L = V' C' uma aresta lateral e [ = BC

uma aresta da base (Figura 31).

Figura 31: Relacoes métricas na piramide regular.

Os triangulos VOM, VOF e V M C' sao retangulos e, portanto podemos estabelecer

as seguintes relagoes:

o AZ=h%+a?
o [?=h*+R
l

o T2 A2 Y2
12 = A+ (3)

2.3.3 Area Lateral e Area Total da PirAmide

A area lateral de uma piramide regular é a soma das areas das n faces laterais
(Figura 32), onde cada uma dessas faces é um tridngulo isdsceles de base [ (aresta da

base) e altura A (apétema da pirdmide).

\"
I
/ \
/ \"\
x'f \

.ff \'\
/ \
Lo\

/

Figura 32: Area lateral da piramide.
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)= (A

Logo, A =n - ( 5

nl
Como (n.l) é o perimetro da base da pirdmide temos que (5) ¢ o seu semi-

perimetro e:

AleA

A base de uma pirdmide é a unido de n tridngulos de base [ (aresta da base) e

altura a (apétema da base).
Portanto, a area da base de uma piramide regular é:

fa, ol

Ay=n-(5) =5

)-a:p.a

A area total de uma pirdmide regular é a soma de sua area lateral com a area de

sua base.

At:p(a+A)

2.3.4 Tetraedro

Definicao - Tetraedro é uma piramide triangular. Se todas as arestas do tetraedro

forem congruentes, chamamos ele de tetraedro regular.

2.3.41 Volume

Vamos mostrar como encontrar uma expressao para o volume do tetraedro através

da decomposi¢ao de um prisma triangular em trés pirdmides triangulares (tetraedros).

Qualquer prisma triangular pode ser decomposto em trés tetraedros equivalentes

entre si (de mesmo volume).

Seja o prisma triangular ABCDEF da Figura 33.
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Figura 33: Volume do tetraedro.

Cortamos esse prisma pelos vértices A, CeFE, obtendo o tetraedro T} = ABCE e

a piramide quadrangular ACFDE.

Cortamos a piramide quadrangular ACFDFE pelos vértices A, E e F, obtendo os
tetraedros 7o = ADFE e T35 = ACFE.

Os volumes dos tetraedros T e T5 sao iguais, ja que eles possuem as bases congru-

entes (bases do prisma) e a mesma altura (arestas laterais do prisma). Logo, Vi, = Vp,.

Os volumes dos tetraedros 75 e T3 sdo iguais, ja que elas possuem as bases congru-
entes (AF' é a diagonal do paralelogramo AC'F' D) e a mesma altura (distancia do vértice
E ao plano ACFD).Logo, Vg, = Vr,.

Como Vg, = Vg, e Vi, = Vi, = Vi, = Vi, = V.
Como o prisma foi decomposto em trés tetraedros de mesmo volume temos:

1
Vorisma = Vi, + Vi, + Vi, =3V, =3V = Vp = g‘/;prisma- Seja A, a area da base

do prisma e h a medida da sua altura temos:

V= -Ap.h

2.3.5 Volume da Piramide

Consideremos uma piramide cuja base é um poligono de n lados e area A, e cuja
medida da altura seja h (Figura 34). Podemos considerar essa pirdmide como sendo a

unido de (n — 2) tetraedros cujos volumes sao: Vi, Vg, ..., V.
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Figura 34: Volume da piramide.

O volume dessa piramide sera:

1 1 1
Vo =Vp + Vi +-- -+ Vi, = gAbl .h+§Ab2 -h—|—-.-—|—§Ab(n_2) ~h =
1
Vp = E(Abl +Abz + . +Ab(n—2)) h=
1

2.4 Cone

Definigao - Seja C' um circulo de centro O e raio r contido num plano « e seja V
um ponto nao contido em « (Figura 35). Chamamos de cone circular ou cone a uniao dos

segmentos de reta com uma de suas extremidades em V' e a outra nos pontos do circulo.

Figura 35: Cone.

2.4.1 Elementos

e Base do Cilindro: é o circulo de centro O e raio r
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« Geratriz: sdo os segmentos que possuem uma de suas extremidades em V e a outra

nos pontos da circunferéncia da base.

o Vértice: é o ponto V

2.4.2 C(lassificacao

Os cones podem ser classificados em retos ou obliquos (Figura 36). Se a reta OV
for perpendicular ao plano da base do cone, teremos um cone reto, caso contrario, teremos

um cone obliquo.

Cone Reto Cone Obliquo

Figura 36: Classificacao dos cones.

2.4.3 Seccao Meridiana

A interse¢do de um cone com um plano que contém a reta OV é chamada de
secgao meridiana (Figura 37). A secgdo meridiana de um cone circular reto é um tridngulo

isosceles.

Figura 37: seccao meridiana.

Cone equilatero - Cone equilatero é aquele cuja secgao meridiana é um tridngulo

equilatero. Nesse caso temos que a medida do didmetro da base do cone sera igual a medida
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da geratriz (Figura 38), ou seja:

2r

Figura 38: Cone equilatero.

2.4.4 Area Lateral

Para determinar a area lateral de um cone circular reto vamos planificar a sua
superficie lateral, formando um setor circular cujo raio é a geratriz do cone (Figura 39).
Completamos esse setor de forma que tenhamos um circulo completo e faremos a relacao

entre o comprimento e a area do setor e do circulo.

"superﬁcie Iatery
27T,

AN

(0]

Figura 39: Area lateral do cone.

Comprimento | Area

Circulo 2mg 7g?
Setor 2rr A,
2 2
Logo, A; = M = A, =7nrg.

2mg
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245 Area Total
A 4rea total de um cone é a soma de sua area lateral com a area da sua base

(Ay = 7r?), logo:

Ar=mr-(g+r)

2.4.6 Volume

Seja C' um cone de altura Ho = h e area da base Bo = Ay e seja P uma piramide

triangular de altura Hp = h e drea da base Bp = A, (Figura 40).

- Lo

Figura 40: Volume do cone.

Vamos supor que ambos os solidos estejam apoiados em um plano a e que os
vértices estao em um mesmo semi-espaco dos determinados por «. Todo plano 3, paralelo
a a, que secciona o cone, também secciona a piramide. Sendo By e B} as areas dessas
secgoes feitas no cone e na piramide respectivamente, temos:

Be (M By (W Be B
Be h Bp h Be  Bp

Como B¢ = Bp = Ay, temos que B, = Bjp. Logo, pelo principio de Cavalieri, o

cone e a piramide triangular que possuem alturas congruentes e bases equivalentes tém

volumes iguais. Como Vp = ng -h = gAb - h, temos que:
1
VC - gAbh

2.5 Esfera

Definicao - Sejam um ponto O e um segmento de medida R. Chamamos de esfera
de centro O e raio R ao conjunto de todos os pontos P do espaco, tais que a distancia de

O a P é menor ou igual a R (Figura 41).
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Figura 41: Esfera.

Superficie da esfera:A superficie de uma esfera de centro O e raio R é o conjunto

de todos os pontos P do espaco, tais que a distancia de O a P seja igual a R.

Apesar de usarmos defini¢oes distintas para a esfera e para a sua superficie, é
muito comum usarmos a palavra esfera com os dois significados. As vezes ela representa
a superficie, ou seja, a casca do sélido e as vezes ela representa o seu interior. Devemos

sempre entender o significado de acordo com a situagdo que esta sendo proposta.

2.5.1 Seccdo

Seccao - A intersecao de qualquer plano secante a uma esfera serd sempre um
circulo (Figura 42). Esse circulo serd maximo se o plano secante passar pelo centro da
esfera. Seja ¢ uma esfera de raio R e o um plano secante a essa esfera, tal que d seja a
distancia do plano ao centro da esfera. Como afirmamos anteriormente a intersecdo da
esfera com o plano serd um circulo e seja r o raio desse circulo. Podemos sempre calcular

o raio r desse circulo observando a relacao: r2 4+ d? = R? = r? = R? — d°.

Figura 42: Seccao.
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2.5.2 Volume

Para demonstrar como obtemos a formula do volume de uma esfera utilizaremos o
principio de Cavalieri. Para isso, temos que pensar em um sélido de volume conhecido de
forma que se¢oes produzidas por planos horizontais na esfera e a base desse solido tenham
sempre areas iguais. Tomemos uma esfera € de raio R e um cilindro equilatero C' com o
raio da base também igual a R (Figura 43). Construimos no interior do cilindro C, dois
cones (] e Cy iguais e opostos pelo vértice cujas bases coincidem com as bases do cilindro
e cujas alturas sejam iguais a R. O solido formado no interior do cilindro que é exterior

aos cones é chamado de Anticlepsidra.

Figura 43: Volume da esfera.

Apoiando a esfera ¢ e a Anticlepsidra em um mesmo plano « vamos determinar
as areas das secgOes planas determinadas pelas interse¢oes de cada plano paralelo a «,
distando h do centro dos sélidos, com a esfera e a Anticlepsidra. Na esfera de raio R,
uma secgao que dista i do seu centro serd sempre um circulo de drea m(R? — h?) e na
Anticlepsidra essa secgdo sera sempre uma coroa circular com raio maior medindo R e raio
menor medindo h cuja drea é mR* — wh? = 7(R? — h?). Logo, pelo principio de Cavalieri,

temos que o volume da esfera ¢ igual ao volume da Anticlepsidra, ou seja, V. = Vo — 2V, .

1 1
Sabemos que Vo = Ay-h e que Vg, = gAb-h, logo, Vo = mR?-2Re Vg, = §7TR2'R

2 4
e o volume da esfera sera: V. = 2 R> — §7TR3 = gwR?’.

2.6 Elipsodide

Definicao - E a superficie resultante da rotagdo de uma elipse em torno de um
de seus eixos. Um elipséide na forma canonica é uma superficie dada por uma equacgao de

segundo grau do tipo:
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2.6.1 Volume

2 2 2
. .. . - . , Yy z
Vamos considerar o elipsdide A cuja equagdo cartesiana é S+t 5+t 5z=1lea

2 2
esfera B cuja equacdo é x2 + y% + 22 = r? para mostrar como corilsegui?nos encontrar o
volume de um elipsoide através do volume de uma esfera. Para isso usaremos o principio
de Cavalieri que diz que se todo plano 3 secciona os sélidos A e B tal que a area da
intersecao de [ e do sdlido A é k vezes a area da intersecao de 3 e do sélido B, entao o
volume de A também ¢é k vezes o volume de B(V4 =k - Vp).

Para usar o principio, vamos considerar a esfera x> + y? + 22 = ¢2, o elipséide

citado anteriormente e supor que os solidos estejam apoiados no plano XY (Figura 44).

Figura 44: Volume do elipsdide.

Seja B o plano z = p, paralelo ao plano XY. Temos entao que a intersecao entre o
plano 3 e a esfera é o circulo 2%+ y? = ¢® — p? cuja drea ¢ Sp = 7+ (¢* — p?) e a intersecio

entre o plano [ e o elipséide é a elipse

x Y ct—p x Yy
@RS E T o) (b
— b2 — 2
onde g = u, cuja area é Sy =7 - (qa) - (qgb) = M
c c
b
Calculando o quociente entre Sy e Sp temos: Sy/Sp = a—Q.
c

ab 4
Logo, pelo principio de Cavalieri, temos: Vy = Vp - —. Como Vp = §7rc3 temos:
c

Vg = gﬁabc
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3 Uso do GeoGebra 3D na resolucao de pro-

blemas

Em nosso cotidiano, o uso do computador tem se tornado muito presente, assim

como nas escolas, no processo de ensino-aprendizagem.

A importancia dos softwares educacionais como recurso pedagogico possibilitara a

aprendizagem da geometria em sua dinamica.

Conforme Valente (1993), o maior embate que o computador tem provocado no
processo educacional provém do fato do seu uso ter causado as indagagoes dos métodos e

processos de ensino utilizados.

Além disso, é necessario o aperfeicoamento profissional na inser¢ao e atuacao desta
tecnologia em sala de aula. De acordo com Valente (1993), a implantacao da informatica no
cotidiano da escola consiste basicamente de quatro ingredientes: o computador, o software
educativo, o professor preparado para utilizar o computador como ferramenta educacional

e o aluno.

Na implementacao, classificacao e avaliacao de softwares para a educacao ¢ impres-
cindivel considerar os fatores inerentes ao contexto educacional, como as questoes éticas,

filosoficas, psico-pedagdgicas e culturais que atuam nestes processos.

O computador como instrumento para a construcio e avaliacio de modelos faz
parte do paradigma conjectural. E no emancipatorio, o computador é uma ferramenta
para a manipulacao de nimeros e ou textos para tratamento e recuperacao de informacao,

liberando o usuario para concentrar-se no processo de ensino-aprendizagem.

3.1 GeoGebra 3D

O GeoGebra é um programa de matematica desenvolvido para o ensino e aprendi-
zagem da Geometria, Algebra e Célculo, podendo ser utilizado tanto na Educacao Bésica

como no Ensino Superior.

Foi criado em 2001, na Flérida Atlantic University. Seu autor é o professor Markus

Hohenwarter da Universidade de Salzburgo na Austria.

O programa Geogebra ¢ um programa de geometria que permite a construgao
com pontos, vetores, segmentos, retas e secgoes conicas. Também possibilita a inclusao
de equagdes e coordenadas diretamente. E possivel determinar derivadas e integrais de

fungoes e admite um conjunto de comandos proprios da anédlise matematica, identificando
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pontos singulares de uma func¢ao, como raizes ou extremos ou pontos de inflexao.

O Geogebra ¢ um software de acesso livre podendo ser obtido no site www.geogebra.org.
Para a sua instalacdo, faz-se necessaria a instalacdo no computador do software Java

(www.java.com).

3.1.1 Construcoes

As construgoes do GeoGebra 3D podem ser feitas através dos icones (Figura 45) ou
através do seu campo de entrada (Figura 46). Como nem todas as construgdes possui essas
duas opg¢oes, vamos fazer um resumo das principais construgoes utilizadas no trabalho,

mostrando sempre a op¢ao que entendemos ser a melhor para cada caso ou as duas opgoes.

A P = D@ L e

Figura 45

@

Entrada:

Figura 46

Como a maioria dos icones apresentados na figura 45 apresentam mais de uma op-
¢ao de construgao, vamos apresentar alguns dos icones separadamente e citar as principais

construgoes que cada um possui.
1.

Esse icone é usado para selecionar ou mover algum objeto construido.
2. o
Além da construgao de um novo ponto, esse icone possui as seguintes opcoes:

ponto em objeto ([.__‘_‘,‘_:.

vincular /desvincular ponto () ou nimero complexo ()

, intersecao de dois objetos (X), ponto médio ou centro ( ),

~—

3. ]

Além da construcao de uma reta definida por dois pontos, esse icone também
possui as opgoes: segmento definido por dois pontos ( /v), semirreta definida por dois
pontos (B) ou vetor definido por dois pontos ()

.
4. s

Além da construcao de uma reta perpendicular a uma outra reta, esse icone tam-

bém possui a opgao reta paralela ( /)
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5. &
Esse icone é usado para construcao de poligonos.

6. <

Além da construcao de um circulo dados eixo e um de seus pontos, esse icone
também possui as opgoes: circulo (Centro - Raio 4+ Diregao) () ou circulo definido por
Q)

trés pontos (
7. @
Esse icone é usado para a construgao de intersecao de superficies.
8. -..7
Além da construcao de um plano passando por trés pontos, esse icone também

possui a opcao plano passando por um ponto e uma reta ()

=1

9. ™,

Além da construcao de um plano perpendicular, esse icone também possui a opc¢ao
plano paralelo ( : 2).

10. &

Além da construgao de uma piramide, esse icone possui as seguintes opgoes: cons-
trugdo de um prisma ( Eﬂv), extrusao para pirdmide ou cone ( *@7) ou extrusao para prisma
ou cilindro (@L)

1. @

Além da construgao de uma esfera dados centro e um de seus pontos, esse icone

0,

também possui a opgao esfera dados centro e raio (
12, <

Além da construcao de angulos, esse icone possui as seguintes opgoes: distancia

(comprimento ou perimetro) (- =), drea ( Eﬂ) ou volume (")
13

Esse icone é usado para fazer a translagao de um ponto por um vetor.

ABC

14.

Esse icone é usado para inserir texto na janela de construcao.

15. €

Além de girar a janela de visualizagao 3D, esse icone possui as seguintes opgoes:
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mover janela de visualizacao ( '%’v), ampliar (*+) ou reduzir (| *-).
16.

Esse icone é usado para que possamos mudar a vista para a frente do objeto

selecionado.
17,

Esse icone (controle deslizante) so é encontrado na janela de visualizagao 2 e é

usado para definir uma variavel. Ao definirmos essa variavel, determinamos o seu intervalo

de variagao.
Principais construcgoes
Ponto:

Digitamos no campo de entrada: A=(x,y,z) para definir o ponto A. Como exemplo,

temos na figura 47 o ponto A = (2,4,6).

(9] GeoGebra = =

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

M AL > Pl v &A@ 4~
~ Janela de Algebr: | = Janela de Visualizagio 3D =
@|E' ﬁﬂ|' L'|N / Pequeno v||'}

= Point3D
e -] A=:2|4| 5}

Entrada:

®

Figura 47: Ponto

Apos criarmos um ponto, suas coordenadas aparecera na janela de algebra. Os
novos pontos criados através do icone terao sempre a sua terceira coordenada igual a
zero. Para que possamos alterar essa terceira coordenada temos que selecionar o ponto e
clicar nele para aparecer uma reta na vertical, nesse caso podemos modificar a terceira

coordenada, mantendo as duas primeiras inalteradas.

Reta:
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No campo de entrada: Reta] <Ponto>, <Ponto> |, definindo a reta determinada

por dois pontos.

Nos icones: opcao reta definida por dois pontos no icone e entao selecionar dois
pontos ja construidos ou nao. Como exemplo, digitamos no campo de entrada os pontos
A=(1,1,1) e B=(0,—1,0) e construimos a reta a através do icone citado, selecionando

os pontos construidos.

oF GeoGebra = =

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

S SpStS™ YIESE WA

v |

~ Janela de Algebra #| | * Janela de Visualizagdo 3D x
HIEE Hcer 0@ @ B8&- ®
= Line3D

@ arX=(1,1,1+A1,-2,-
= Point3D

@ A=(1L1,1)

~G B=(0,-1,0)

=Y
-

Entrada:

Figura 48: Reta

Ao criarmos uma reta, sua equacao paramétrica aparecera na janela de algebra.
Reta Paralela:

No campo de entrada: Reta] <Ponto>, <Reta Paralela> | e digitamos um ponto

por onde a reta passara e uma reta que ela sera paralela.

Nos icones: opcao reta paralela no icone — e entdo selecionar um ponto e depois
em uma reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor). Como exemplo, criamos na figura 49

o ponto C' = (2,—1,0) e a reta b, paralela a reta a, passando por C'.
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

NREERENIE N

+ Janela de .f\lgebra * Janela de Wsualimgﬁo 3D

E| k]~ it oe- D@8 R @-
= Line3D
@ arX= (1,1, 10+A(1,-2,1)
L@ B X=(2,-1,0)+A(-0.41, 0.82, -0.41)
= Point3D
0 A=(1,1,1)

o B=(0,-1,0)

Figura 49: Reta paralela

Ao criarmos uma reta paralela no GeoGebra 3D, aparecera na janela de algebra a

sua equagcao paramétrica, onde percebemos que o seu vetor diretor sera multiplo do vetor

diretor da reta a qual ela é paralela.

Reta Perpendicular:

e
S6 podemos construir através da opcao reta perpendicular no icone — e entao
selecionamos um ponto e depois em uma reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor).
Como exemplo, criamos na figura 50 a reta b, que passa pelo ponto C' = (2,—1,0) e é

perpendicular a reta a.
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Arquivo  Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

« Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagao 3D
El|El~ lice-ODDE| A~ @D~

::l Angle3D

= Line3D
e aX=(0,1,00+A(1,2,1)

9 b:X=(2,1,0)+A(0.91,-037,-018)
= Point3D

o A=(1,1,1)

© D=(0.33,-0.33,0.33)

Entrada: 1@

Figura 50: Reta perpendicular

Ao criarmos uma reta perpendicular, sua equacao paramétrica aparecerd na janela

de algebra e o produto interno entre os vetores diretores dessas retas ¢ igual a zero.
Segmento:

No campo de entrada:Segmento| <Ponto>, <Ponto> |, definindo o segmento de-

terminado por dois pontos ou:

Segmento[ <Ponto>, <Comprimento> |, definindo um segmento determinado por

uma de suas extremidades e pelo seu comprimento.

Nos icones:opgao segmento definido por dois pontos no icone , e entao selecionar

dois pontos ja construidos ou nao.

Como exemplo, criamos na figura 51 o segmento determinado pelos pontos A =
(0,1,2) e B=(3,—1,0).
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o GeoGebra = B

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[»\\\ 'Av /{v ‘/‘/v 'T:h Ct)v . ...* -/.{v &7 .v ./‘{“V ./:: nee ‘-I_’ -

i

<t

» Janela de Algebra *| | = Janela de Visualizagdo 3D x
= PointaD ﬁﬂev(_‘riﬂlﬁﬂguﬂ'@'

@ A=(0,1,2)
e B=(3,1,0)
= Segment3D
L =412

A:

Entrada

Figura 51: Segmento

Ao criarmos um segmento no GeoGebra 3D, aparecera na janela de algebra as

coordenadas de suas extremidades e o valor numérico da medida desse segmento.

Ponto Médio:

No campo de entrada: PontoMédio| <Segmento> |, definindo o ponto médio de
um segmento ou

PontoMédio[ <Ponto>, <Ponto> |, definindo o ponto médio do segmento deter-
minado pelas suas extremidades (Pontos)

Nos icones: opg¢ao Ponto Médio ou Centro no icone , selecionando em dois

pontos, um segmento, um circulo ou uma coénica.

Como exemplo, construimos na figura 52 o ponto médio do segmento determinado
pelos pontos A = (0,1,2) e B = (3,—1,0).
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Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

A D)l @ X L@ L

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagéo 3D
= PoinzD Hiic=-t208a- D-

O A=(0,1,2)
O B=(3,1,0)
@ M={1.5101)
= Segment3D
D a=412

Ny

Entrada: 313

Figura 52: Ponto médio

Ao criarmos o ponto médio de um segmento no GeoGebra 3D, aparecera na janela

de algebra as suas coordenadas.
Plano:

No campo de entrada: Plano[ <Ponto>, <Ponto>, <Ponto> |, definindo o plano

que passa por trés pontos ou:

Plano| <Ponto>, <Reta> |, definindo o plano determinado por um ponto e uma

reta.

Nos icones: opgoes plano passando por trés pontos ou plano passando por um

ponto e uma reta no icone , selecionando trés pontos ou entdao um ponto e uma reta.

Como exemplo, construimos na figura 53a o plano determinado pelos pontos A =
(—0.5,3,1), B=(3,-1.5,2) e C = (1,—2, 1) e na figura 53b o plano determinado pela reta
r (determinada pelos pontos B = (2,2,0) e C' = (2,—2,0)) e pelo ponto A = (—2,0,1.5).
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) wefggb - sl

Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Arquvo_Edtar Exiir Opcdes Feramentas Janela Auda

mEREEEENECNORE L o /,‘},If‘QL‘"J.;‘M.J‘&V |l o
«EJ‘xglavae/ugawa = L.Aéolge‘:u:ﬁzzaovan‘)m/ — T X B iz =- cooea- o ]
Ly

@ B=(3,-152)

2 C=(1,-21)

Entrada: d @ Entraca: @
(a) Plano passando por 3 (b) Plano passando por um
pontos ponto e uma reta

Figura 53

Ao criarmos um plano no GeoGebra 3D, a sua equacao cartesiana aparecera na

janela de algebra.
Plano Paralelo:

No campo de entrada: Plano[ <Ponto>, <Plano> |, definindo um plano que passa

por um ponto e é paralelo a outro plano.

Nos icones: opcao plano paralelo no icone . e entao selecionar um ponto e um

plano paralelo.

Como exemplo, construimos na figura 54 o plano a que é determinado pelos pontos
A=(-2,1,0), B=(-2,-1,0) e C = (2,0,1) e o plano 5 que passa pelo ponto P =
(—2,0,2) e é paralelo a a.
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Arquive Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda
M~ 3 b ) & 4@ <4 L.
] i ki £ v )

E el

» Janela de Algeb o ~ Janela de Visualizagio 3D o

= Plane3D | FH- A 'l Pequeno  ~ ||
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Figura 54: Plano paralelo

Ao criarmos um plano paralelo no GeoGebra 3D, sua equacao cartesiana aparecera
na janela de algebra. Percebemos que os vetores normais aos planos sao iguais, ja que eles

sao paralelos.
Plano Perpendicular:

No campo de entrada: PlanoPerpendicular[ <Ponto>, <Reta> ], definindo um

plano que passa por um ponto e é perpendicular a uma reta.

el

Nos icones: opcao plano perpendicular no icone L= e entao selecionar um ponto

e uma reta perpendicular.

Como exemplo, construimos na figura 55 o plano « que passa pelo ponto P =

(—1,—2,3) e é perpendicular a reta r.



Capitulo 3. Uso do GeoGebra 3D na resolug¢io de problemas

o7

Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda I

= Line3D
@ nX=(3-1,0+A511)
= Plane3D
~@ @ 0.96x +0.19y +0.197 = 0.77
= Point3D
~@ A=(3,10)
~@ B=(2,0,1)
© C=(0.78,-0.56, 0.44)
~@ P=(1,-2,3)

Q|
G- e A A@] <) 2] ¢x - 5]
~ Janela de Algebra [%] | ~ Janela de Visualizagio 3D
S[EE Lo N0OE A G-
= Angle3D
o =90

Entrada: @

Figura 55: Plano perpendicular

Circulo:

No campo de entrada: Circulo[ <Ponto>, <Ponto>, <Ponto> |, definindo o circulo

que passa por trés pontos ou:

Circulo[ <Ponto>, <Raio> |, definindo o circulo que passa por um ponto e tem

raio conhecido. Nesse caso o programa entende que o circulo é paralelo ao plano XY.

Nos icones: opc¢ao circulo definido por trés pontos no icone , e entao seleciona-

mos os trés pontos que determinam o circulo.

Como exemplo, construimos na figura 56 o circulo ¢ determinado pelos pontos
A=(2,-1,0), B=(1,1,1) e C = (0, -2, 1).
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Figura 56: Circulo

Ao criarmos um circulo no GeoGebra 3D, aparecera na janela de algebra as coor-

denadas dos pontos que determinam esse circulo.
Poligono:

No campo de entrada: Poligono[ <Ponto>, ..., <Ponto> |, definindo o poligono

que tem esses pontos como vértice.

Nos fcones: selecionamos o fcone | ¥ e depois selecionamos os pontos que determi-

nam os vértices do poligono.

Como exemplo, construimos na figura 57 o poligono(poll) que passa pelos pontos
A=(18,-1,-05), B=(1,251) e C = (—0.7,-2,1).
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Figura 57: Poligono

Ao criarmos um poligono no GeoGebra 3D, aparecera na janela de algebra as

coordenadas dos seus vértices, as medidas de seus lados e a area desse poligono.
Angulo:

No campo de entrada: Angulo[ <Ponto>, <Ponto>, <Ponto> |, definindo o angulo

determinado por trés pontos.

Nos icones: opgao angulo no icone , e entao selecionamos trés pontos que de-

terminam o angulo.

Como exemplo, construimos na figura 58 o angulo « determinado pelos segmentos

aeb.
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Figura 58: Angulo

Ao criarmos um angulo no GeoGebra 3D, aparecerd na janela de algebra o valor
do angulo criado.

Intersecoes:

No campo de entrada: Intersegao[ <Objeto>, <Objeto> ], definindo a intersegao

entre dois objetos (retas, segmentos, planos, circulos, elipses, poligonos, poliedros, etc. )

Nos icones: opc¢ao intersecao de dois objetos no icone

que queremos determinar a intersecao.

, selecionando os objetos

Para determinar a intersecao entre dois objetos a melhor opg¢ao é sempre através
do campo de entrada, ja que a versao atual do GeoGebra 3D ainda apresenta algumas
limitagoes e em alguns casos observados acaba nao determinando a intersecao que de-
sejamos. Como exemplo dessa limitacao temos a intersecao entre a esfera a e o plano b

mostrado na figura 59 que s6 foi possivel determinar através do campo de entrada.
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Figura 59: Intersecao entre um plano e uma esfera

Prisma:

No campo de entrada: Prisma[ <Poligono>, <Altura> |, definindo um prisma de-
terminado pelo poligono de sua base e pela sua altura. Nesse caso o programa sé constroi
o prisma reto. Se quisermos construir um prisma obliquo, temos que usar o seguinte co-
mando no campo de entrada: Prisma| <Poligono>, <Ponto> | e o programa iré construir
um prisma cuja base é o poligono construido inicialmente e cujas arestas laterais sao todas

paralelas a aresta determinada pelo primeiro vértice da base e pelo ponto determinado.

Nos icones: op¢ao prisma no icone , selecionando um poligono (base do prisma)
e um ponto da base oposta. Nesse caso podemos construir tanto um prisma reto quanto um
prisma obliquo. Outra opc¢ao que temos é em Extrusao para Prisma ou Cilindro também
no icone , selecionando um poligono e digitando a altura ou selecionando e arrastando

o poligono. Nesse caso o prisma sera sempre reto.

Como exemplo, temos na figura 60a um prisma reto determinado pela sua base(poll)
e pela sua altura(h = 2) e na figura 60b um prisma obliquo determinado pela sua
base(pol2) e pelo ponto P = (—1,1.42,2)
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Figura 60

Ao criarmos um prisma no GeoGebra 3D, aparecerda na janela de algebra as co-
ordenadas dos seus vértices, as medidas de suas arestas, as areas de suas faces e o seu

volume.
Cilindro:

No campo de entrada: Cilindro[ <Circulo>, <Altura> |, definindo o cilindro de-
terminado por uma de suas bases (circulo) e pela sua altura. Nesse caso o cilindro serd

sempre reto. Outra opc¢ao que temos no campo de entrada é:

Cilindro[ <Ponto>, <Ponto>, <Raio> |, que define o cilindro determinado pelos
centros de suas bases (pontos) e pelo raio de sua base. Nesse caso o cilindro também sera

sempre reto.

Nos icones: opgao Extrusao para Prisma ou Cilindro no icone , selecionando
um circulo e digitando a altura ou selecionando e arrastando um circulo. Nesse caso o

cilindro também serd sempre reto.

Como exemplo, temos na figura 61 o cilindro cuja base é o circulo determinado
pelos pontos A = (2,—2,0), B=(3,0,0) e C' = (1,1,0) e cuja altura ¢é igual a dois.
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Figura 61: Cilindro

Ao criarmos um cilindro no GeoGebra 3D, aparecera na janela de dlgebra o valor

numérico da sua area lateral e o seu volume.

Piramide:

No campo de entrada: Pirdmide[ <Poligono>, <Altura> |, definindo uma pirdmide
determinada por sua base (poligono) e pela sua altura. Nesse caso a pirdmide serd sempre

reta. Outra opc¢ao que temos no campo de entrada é: Piramide[ <Poligono>, <Ponto> |,

definindo a pirdmide determinada pela sua base (poligono) e pelo seu vértice (ponto).

Nos icones: op¢ao Piramide no icone , selecionando ou criando um poligono para
a base e depois selecionando ou criando um vértice para a piramide. Nesse caso a piramide
determinada podera ser reta ou obliqua. Outra opcao que temos é em Fazer extrusao para
Piramide ou Cone também no icone , selecionando um poligono e digitando a sua altura

ou selecionando e arrastando um poligono. Nesse caso a piramide serda sempre reta.

Como exemplo, temos na figura 62 uma pirdmide determinada pelo poligono (base
da pirdmide) cujos vértices sio A = (2,—1,0), B = (4,—1,0), C = (4.5,1,0), D = (3,3,0)
e £=(1,1,0) e pelo seu vértice V = (3,1,2.5).
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Figura 62: Piramide

Ao criarmos uma piramide no GeoGebra 3D, aparecera na janela de algebra as
coordenadas dos seus vértices, as medidas de suas arestas, a area de sua base, as areas de

suas faces laterais e o seu volume.
Cone:

No campo de entrada: Cone[ <Circulo>, <Altura> ], definindo um cone deter-
minado por sua base (circulo) e pela sua altura. Outra opgao que temos no campo de
entrada é: Cone| <Ponto>, <Ponto>, <Raio> |, que define o cone determinado pelo
centro da sua base (ponto), pelo seu vértice (ponto) e pelo raio da sua base. Nesses dois

casos teremos sempre uin cone reto.

Nos icones: op¢ao Fazer extrusao para Piramide ou Cone no icone , selecionando
um circulo e digitando a sua altura ou selecionando e arrastando um circulo. Nesse caso

0 cone sera sempre reto.

Como exemplo, construimos na figura 63 um cone definido pelo circulo (base do
cone) determinado pelos pontos A = (2,—2,0), B = (3,0,0) e C = (1,1,0) e pela sua
altura (h = 3).
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Figura 63: Cone

Ao criarmos um cone no GeoGebra 3D, aparecera na janela de algebra o valor

numérico do seu volume.

Esfera:

No campo de entrada: Esfera] <Ponto>, <Valor Numérico do Raio> |, definindo

a esfera determinada pelo seu centro (Ponto) e pela medida do seu raio.

Nos icones: opcao Esfera dados Centro e Um de Seus Pontos no icone , sele-
cionando ou criando o centro e selecionando ou criando um ponto da superficie esférica.
Outra opc¢ao que temos é em Esfera dados Centro e Raio também no décimo primeiro

icone, selecionando ou criando o centro e digitando o valor do seu raio.

Como exemplo, construimos na figura 64 a esfera € determinada pelo seu centro

C' = (2,3,1) e pelo valor numérico do seu raio (r = 2).
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Figura 64: Esfera

Ao criarmos uma esfera no GeoGebra 3D, aparecera na janela de dlgebra a sua

equacao .
Area:

No campo de entrada: Area[ <Coénica> |, definindo a &rea de um poligono, circulo,

elipse, etc.
Nos icones: opgao Area no icone , selecionando um poligono, circulo ou elipse.

Como exemplo, determinamos na figura 65a a area do pentagono denominado de

poll e na figura 65b a area do circulo c.
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Figura 65
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3.1.2 Dificuldades Encontradas no Geogebra

Identificamos algumas construgoes que ainda nao foram implementadas na versao
utilizada do GeoGebra e que fizeram parte do trabalho. A solugao encontrada foi fazer es-
sas construgoes através das equagoes paramétricas de suas superficies, que vamos mostrar

a seguir.
Cilindro Obliquo:

Primeiro vamos definir os pontos A e B e uma variavel R. Os pontos A e B serao
os centros das bases do cilindro e R serd o raio das bases. Apds definir esses trés pontos

digitamos a equacao abaixo.

Entrada: Superficie[x(A) + R * cos(t) + k * (x(B) — z(A)),y(A) + R * sen(t) + k *
(y(B) —y(A)), kx 2(B),1,0,2 %, k,0,1]
Como exemplo, construimos na figura 66 o cilindro obliquo determinado pelos

pontos A = (2,0,0) e B = (3,0,2), centros de suas bases, e pelo valor numérico do seu

raio, que no exemplo ¢é igual a um.
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Figura 66: Cilindro obliquo

Cone Obliquo:

Primeiro vamos definir no icone do controle deslizante da janela de visualizacao 2
os valores a, b, ¢, R e d, sendo que R e d sdo maiores que zero. Os valores a,b e ¢ vao

determinar o vértice do cone ( V=(a,b,c) ).

Apos definir os quatro valores no controle deslizante, digitamos a equacao abaixo.
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Entrada:Superficie[k x (R * cos(t) —a) +a, k% (R*sen(t) —b) +b,cx (1 —k),t,0, 2%
7, k,0,d]

Como exemplo, construimos na figura 67 um cone obliquo de raio igual a um
(R=1) e vértice V= (1.5,0,2).
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Figura 67: Cone obliquo

Elipséide

Definimos os valores a, b e ¢ (maiores que zero) no controle deslizante da janela
de visualizagao 2 e depois digitamos a equacao abaixo:

Entrada: Superficie[axcos(u)*cos(v), bxsin(u)*cos(v), cxsin(v), u, 0, 2%, v, 0, 2x7]

Como exemplo, construimos na figura 68 um elipséide onde a = 2.5, b = 1.5 e

c=1.
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Figura 68: Elipséide

Essa equacao foi utilizada na deducao da féormula do volume do elipséide e para
essa demonstracao tivemos que fazer a intersecao dessa superficie com um plano. Essa
intersecao nao foi possivel ser determinada através do icone Intersecao de Dois Objetos e
nem através da entrada pelo comando Intersegao[ <Objeto>, <Objeto> |. Como sabemos
que a intersecao de um elipséide com um plano é sempre uma elipse, definimos essa elipse

da seguinte forma:

Apo6s definir um valor k (-¢ < k < ¢) no controle deslizante, definimos um plano

z = k onde a sua intersecao com o elipséide é:
Entrada: Curvala * sqrt(c® — k?)/c* cos(t), b* sqrt(c® — k*)/c* sin(t), k, t,0,2 * 7]

Como essa intersecao determina apenas o contorno de uma elipse, ndo tivemos
como calcular a drea dessa curva através dos icones e do comando Area] <Cénica> |.
Tivemos entao que determinar essa area através da formula para calculo da area da elipse

(- a-b), onde expressamos a férmula em funcao de a, b, ¢ e k, como mostramos abaixo.
drea =7 x [a * sqrt(c® — h?)/c| x [bx sqrt(c®> — h?)/c] = wxaxbx (1 — (k/c)?)
Como exemplo, temos na figura 69 a construcao da elipse € que é a intersecao

entre o plano ( e o elipsbide. Apds a construcao da elipse determinamos a sua area que

no exemplo ¢é igual a 7, 54.
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Figura 69: Demonstragao do volume do elipséide

Outra dificuldade que encontramos foi na construcao de prismas e piramides re-
gulares. A versao 3D do GeoGebra nao possui a opgao Poligono Regular em seus icones,
dificultando um pouco a construcao da base desses sélidos. A solucao encontrada foi cons-
truir o poligono regular na janela de visualizacdo 2 e depois usar ele para a construgao
do sdlido no GeoGebra 3D. Para isso, vamos na entrada com o comando Prisma| <Poli-
gono>, <Altura> | ou Pirdmide[ <Poligono>, <Altura> | e escrevemos em <Poligono>
a denominacgao dada ao poligono construido e digitamos a sua altura. Apds esse comando
o programa ird construir um sélido (prisma ou pirdmide) regular que aparecerd sem a
base (Figura 70a) que foi construida na janela de visualizagdo 2. Construimos essa base
posteriormente com o comando Intersegao[ <Objeto>, <Objeto> |, onde faremos a inter-

secao entre o sélido construido e um plano que geralmente é o plano XY (z = 0) (Figura
70Db).

Como exemplo, temos na figura 70a a construcao do prisma regular cuja base é o
poligono poll construido na janela de visualizacao 2. Ja na figura 70b temos a construgao
da base inferior desse prisma regular, que é obtida fazendo a interse¢do entre o prisma e

o plano 8 (z = 0).
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Figura 70

3.2 Problemas

Problema 1 - RETIRADO DO EXAME DE QUALIFICACAO DO PROFMAT
-2012.1

Na figura abaixo (Figura 71), ABCDEFGH é um cubo de aresta 1. AE, BF,
CG e DH sao arestas e a face ABC'D esta contida em um plano horizontal 7. Seja T' o
tetraedro BDEG. Seja X um ponto da aresta AE (diferente de A e de F) e 7’ o plano
paralelo a m que passa por X. A intersec¢ao de n’ com T é o quadrilatero M N P(Q), como

mostrado na figura 71.

Figura 71

a)Mostre que M N P() é um retangulo.

b)Mostre que o perimetro de M N PQ é igual a 21/2, independentemente do ponto

Construcao do Problema:
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1. Construgao do Poligono ABCD.
Digitamos no campo de entrada os pontos A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (1,1,0)

e D = (0,1,0) e através do icone poligono, selecionamos os pontos construidos, determi-

nando assim o poligono ABC'D que sera denominado de poll.

o GeoGebra = B
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Figura 72

2. Construcao do Cubo.

Digitamos na entrada o comando Prismal[poll,1] e sera construido o cubo cuja base

¢é o poligono ABCD e cuja altura ¢ igual a 1.
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Figura 73

3. Construgao do Poligono BDE.

Através do icone poligono, selecionamos os pontos B, D e E, construindo o poli-

gono que sera denominado de pol2.
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Figura 74

Apés a construgao do tridngulo BDE (pol2), aparecerd na janela de &lgebra o
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valor de sua area. Temos entao que a area do tridngulo BDFE seré igual a 0, 87.
4. Construgao do Tetraedro T

Digitamos na entrada o comando Pirdmide| <Poligono>, <Ponto>], substituindo
o poligono por pol2 e o ponto por GG, construindo assim, a piramide cuja base é o poligono

BDE e cujo vértice é o ponto G, que serd denominada de f.
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Figura 75

5. Definicao da variavel a no controle deslizante.

Acesse a opcao exibir no menu e selecione a janela de visualizacao 2, em seguida,
selecione o icone do controle deslizante e defina a variavel a, variando de 0 a 1, ja que o

comprimento da aresta do cubo ¢ igual a 1.
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Figura 76

6. Construgao do ponto X.

Digitamos no campo de entrada o ponto X = (0,0, a) e o ponto X serd construido

sobre a aresta AFE, variando entre os pontos A = (0,0,0) e E = (0,0, 1), conforme seja o

valor da variavel a.
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Figura 77

7. Construcao do plano 7'.
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Construimos o plano 7’ através do icone plano paralelo, selecionando o ponto X e

o plano z = 0.

o

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A
L
]

Pl

v

By

& - 7| asc

7|

ql.ggb -
SN

~ Janela de Algebra

[x]

524 @ < L A o
il V| el | 0
~ Janela de Visualizagdo 3D

| ¥

=l El~

o] - 2~ ] Médie || &

.

=/ Nimero
L2 a=08
= Plane3D

= Point2D

D=(0,1,0)

JefeoOo0o0O@e@@®
&

@

=0.33
= Quadrildtero
faceABFE=1
faceADHE=1
faceBCGF =1
faceCDHG =1
faceEFGH =1
pol1 =1
Segment3D
= Tridngulo

@ faceBDG =0.87
@ faceBEG = 0.87
- @ faceDEG = 0.87
. @ pol2 =0.87

eeeeew

&

A

v

Entrada:

Figura 78

8. Construgao da intersegao entre o plano 7’ e o tetraedro 7.

Digitamos na entrada o comando Intersecao[n’ f] e serd construido o poligono de-

terminado pela intersecao entre o plano 7’ e o tetraedro T, que serd denominado de pol3.

Apobs a construcao da intersecdo vamos no icone inserir texto e selecionamos os

vértices do poligono para definirmos esses pontos como M, N, P e Q.
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Figura 79

Solucoes

a) Para mostrar que M N PQ) é um retangulo, devemos mostrar que os lados opostos

sao paralelos entre si e que o angulo entre os lados nao paralelos é reto.

O plano que contém a base superior do cubo e o plano 7’ sdo paralelos entre si

e secantes ao plano que contém BEG. Como as intersecoes entre dois planos paralelos e

um terceiro plano secante a eles sao duas retas paralelas, temos que as retas que passam

por EG e MN sdo paralelas entre si o que nos garante que os segmentos EG e M N sdo

paralelos (Figura 80).
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o al.ggb = B
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Figura 80

De maneira andloga mostramos que os segmentos £G e PQ também sdo paralelos.
Como EG // MN e EG /] PQ = MN //PQ). Sabendo que os planos 7 e 7’ sdo paralelos
entre si e secantes aos planos que contém BDFE ¢ BDG, temos que: BD // MQ e BD //
NP = M@ // NP (Figura 81), ou seja, os lados opostos de M N P() sao paralelos entre

si. Como os segmentos M N e M@ sao paralelos aos segmentos EG e BD respectivamente

e esses segmentos sao ortogonais, temos que M N é perpendicular a M@Q). Logo, M N PQ

é um retangulo.
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oF a2.ggb = B
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Figura 81

Podemos medir os angulos MNP, NPQ, PQM e QM N e mostrar que todos eles
sao iguais a 90°. Nesse caso, a janela de dlgebra do GeoGebra 3D, ilustra que, no caso

particular apresentado, o figura é realmente um retangulo.

b) Cada aresta do tetraedro é diagonal de uma das faces do cubo, ou seja, todas
possuem a mesma medida e com isso todas as faces do tetraedro sao tridngulos equilateros.
Como MN // EG e o tridangulo BEG é equilatero, temos que o triangulo BM N também
é equilétero e |MN| = |BN|. Por outro lado, BDG também é um tridngulo equildtero e
BD//NP, ou seja, GNP é equilatero e [NP| = |[NG|. Temos entdo que |[MN| + |[NP| =
|IBN| + |NG| = v/2 . Analogamente, temos que |PQ| = |DQ| e |QM| = |QE]|, ou seja,
|PQ| + |QM| = |DQ| + |QE| = v/2. Logo, o perimetro de MNPQ é: [MN| + |[NP| +
PQ| + [QM| = 22 (Figura 52).
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Figura 82

No caso particular do problema apresentado, verificamos através da janela de al-
gebra do GeoGebra 3D, que o perfmetro de M N PQ é constante e igual a 21/2, indepen-
dentemente da posi¢do que o ponto X ocupe na aresta AFE. Para isso, determinamos o
perimetro do poligono através do campo de entrada com o comando Perimetro| pol3 |.
Apés determinar esse perimetro, selecionamos o controle deslizante a com o botao direito

do mouse e escolhemos a opgao animar. Percebemos entao que esse perimetro serd sempre
igual a 2,83 = 24/2.

Problema 2 - RETIRADO DO EXAME DE QUALIFICACAO DO PROFMAT
- 2012.2

Seja ABC um triangulo equilatero de lado 6 e AD um segmento perpendicular ao

plano desse tridngulo de comprimento 8.

a)Localize o ponto P do espaco que é equidistante dos quatro pontos A, B, C' e
D e calcule a distancia comum R = PA= PB = PC = PD.

b)Calcule o cosseno do dngulo entre as retas reversas AC e BD.
Construcao do Problema:
1. Construcao do triangulo ABC.

Digitamos no campo de entrada os pontos A = (0,0,0) e B = (6,0,0). Apds a
construcao desses dois pontos, construimos dois circulos de raio seis, um com centro em
A e outro com centro em B, através do comando Circulo[ <Ponto>, <Raio> ] no campo

de entrada. Com o comando Intersegdo[ <Objeto>, <Objeto> | do campo de entrada,



Capitulo 3. Uso do GeoGebra 3D na resolug¢io de problemas 81

determinamos a intersecao entre esses dois circulos construidos que serdao os pontos C' e
C'". Determinado o ponto C, clicamos no icone poligono e selecionamos os pontos A, B e

C para construir o tridngulo equilatero.
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Figura 83

Como os dois circulos s6 foram construidos para auxiliar na construcao do ponto

C, podemos deixar eles escondidos selecionando-os na janela de algebra.
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2. Construgao do segmento AD.

Como ja existe um ponto D na construcdo temos que renomea-lo para depois
digitarmos na entrada o ponto D = (0,0,8). Apds a construgao do ponto D, vamos no

icone segmento determinado por dois pontos e selecionamos os pontos A e D, construindo
assim o segmento.
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Figura 85

SOLUCOES:

a) Sabemos que o lugar geométrico dos pontos que sdao equidistantes de A e D
é o plano que passa pelo ponto médio do segmento AD e é perpendicular a ele (plano
mediador de AD). Sabemos também que o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos
vértices de um triangulo é a reta que passa pelo centro desse triangulo e é perpendicular
ao plano de sua base. Seja a o plano mediador de AD e seja r a reta que passa pelo centro
do tridngulo ABC e é perpendicular ao plano determinado pelos seus vértices. O ponto
P, equidistante de A, B, C' e D, sera a interse¢io entre o plano « e a reta r (Figura 86) e

sera determinado através do comando interse¢ao no campo de entrada (Intersegao| a, 7]).
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Entrada: =

Localizado o ponto P, ficamos com o tridngulo retangulo PGA onde |PG| = 4 e,

GA| =

como o tridngulo ABC' é equilatero,
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Podemos comprovar na janela de algebra do GeoGebra 3D que, para o caso par-
ticular apresentado, a medida do segmento AP, denominado de g1, é realmente igual a

27 5,29.

b) Seja s a reta que passa pelo ponto B e é paralela a reta AC. Sabemos que o
angulo entre as retas reversas AC' e BD é o mesmo determinado pelas retas s e BD, como
mostra a Figura 88 .

o bl.ggb = =
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Figura 88

Para determinar o cosseno do angulo entre as retas s e BD vamos tracar uma
reta paralela a BC', passando pelo ponto A. Essa reta determina na reta s um ponto F,

formando assim o paralelogramo AEBC' (Figura 89).
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Figura 89

Tracamos o segmento DE, ficando assim com dois tridngulos retdngulo DAB e
DAE cujas hipotenusas medem 10, j& que os catetos medem 8 (altura do ponto D) e 6
(BC = AB = AFE ). Ficamos entdo com o tridngulo EBD (Figura 90), onde |EB| = 6

(lado do paralelogramo) e |BD| = |DE| = 10 onde aplicamos a lei dos cossenos para

determinar o cosseno do angulo entre as retas s e BD.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

A b = %A@ L~ v A

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo 30
= Angle3D

@ a=T274°

-@ B=89.92°
L@y =007

# Line3D

= Ndmero

O o0=03

- Plane3D

-0 eiz=4

PointaD

<@ D=(1,1,8)
E=(0,0,4)
O H=(5.24,0.98, 2.34)
LD P=(3.99,27,4)
= Paligono

w3 poll =15.59
Ponto

Quadrildtero

-@ pol2=31.18
Reta

Segment3D
Segmento

= Tridngulo

@ pol3=28.63

N

Q2
=g

P

®®®

Entrada: ®

Figura 90



Capitulo 3.

Uso do GeoGebra 3D na resolugio de problemas

Para confirmar que o cosseno do dngulo « é realmente igual a 0, 3, podemos digitar

no campo de entrada o comando cos(«) e aparecera na janela de dlgebra o valor numérico

102=10°4+6>—2-6-10-cosax =

100 = 136 — 120. cos o =

120.cosax = 36 =

cosa=0,3

o = 0, 3, confirmando o valor encontrado anteriormente.

Problema 3 - RETIRADO DA SEGUNDA AVALIACAO DA MATERIA MA13
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Figura 91

(GEOMETRIA) DO PROFMAT 2012.

No cubo ABCDA'B'C'D’ de aresta a, os pontos M, N, P e () sdo médios das
arestas A'B’, B'C’', C'D’ eA’D’, respectivamente. Foram feitas as sec¢oes pelos planos
AMQ, BNM, CPN e DPQ. Retirando-se os quatro tetraedros formados, resultou o

poliedro P ilustrado na Figura 92. O poliedro P possui duas bases paralelas e faces

laterais triangulares. Ele ¢ um prismatoide.
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Figura 92: Prismatoide

a) Calcule o volume do poliedro P.

Observe agora a Figura 93a ; pelo ponto médio X da aresta AA’ foi tracado um

plano paralelo a face ABC'D que determinou em P uma sec¢do octogonal. A forma dessa

secao equidistante das bases do poliedro P, que é chamada de secao média, estd ilustrada

na Figura 93b. No poliedro P, representaremos a area da base ABC'D por S, a area da

base M N P(@) por s, a area da secao média por Sm e a distancia entre as bases por h.

b) Calcule a drea da segdo média e calcule o volume de P usando a férmula do

volume dos prismatoéides: V = g(S + s+ 4Sy).

x

Construcao do Problema:

(i B B CrEion Rtz (D A Arquivo Editar Exibir OpcBies Fermamentas Janela Ajuda
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(EERCSP DR ANUEEE) N (N N s RN ) 1
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(a) (b)
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Vamos construir inicialmente os quatro tetraedros. Esses tetraedros serao construi-
dos de forma que possamos desloca-los lateralmente a fim de que tenhamos uma melhor
visualizagao do prismatoide. Os vértices dos tetraedros AA'MQ e DD'QP serao definidos
usando o vetor u = (—1,0,0) para que possamos desloca-los para a esquerda e os vértices
dos tetraedros BB'M N e CC'N P serao definidos usando o vetor v = (1,0,0) para que
possamos desloca-los para a direita. Como as arestas do cubo medem a, vamos definir
essa medida como sendo uma variavel, apesar de na resolucdo da questao nao usarmos

nenhum valor especifico e sim o préprio a.
1. Determinacao da variavel a.

Acesse a opcao exibir no menu e selecione a janela de visualizacao 2, em seguida,

selecione o icone do controle deslizante e defina a variavel a, variando de 0 a 5.
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Figura 94

2. Construcao de uma variavel k.

Essa variavel k que definiremos sera usada na construcao dos vértices dos soli-
dos para que possam ser deslocados lateralmente com o auxilio dos vetores que serao

estabelecidos posteriormente.

Acesse a opc¢ao exibir no menu e selecione a janela de visualizacao 2, em seguida,

selecione o icone do controle deslizante e defina a variavel k, variando de 0 a 5.



Capitulo 3. Uso do GeoGebra 3D na resolug¢io de problemas 89

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

] AL DD ) B A

~ Janela de Alge| * Janela de Visualizagio 3D¢| | * Janela de Visualizacio 3
El| &~ Lo =s-0®& |8

= Mdmera (-4.3,8.3)

L@ a=1
Q k=1
+ Point3D
+ Vector3D

(-1.18, 1.22)

Entrada: || o % | K1}

Figura 95

3. Construcgao dos vetores u e v.

Determinamos os vetores u = (—1,0,0) e v = (1,0,0) no campo de entrada com o
comando Vetor| <Ponto> ].
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Figura 96

4. Construgao dos tetraedros AA'MQ e DD'QP.
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Digitamos no campo de entrada os pontos A = (0,0,0)+k*u, A" = (0,0,a)+k*u,
M = (a/2,0,a)+kx*xu, Q= (0,a/2,a)+k*u, D=1(0,a,0)+kxu, D' =(0,a,a) + k*u
e P=(a/2,a,a) + k *u.

Construidos dessa forma, esses vértices poderao ser deslocados lateralmente, faci-
litando a visualizagao do prismatdéide. A vértice A, por exemplo, ird variar de A = (0,0, 0)
a A= (-5,0,0).

Apoés a construcao dos vértices, criamos os poligonos A'M(Q) e D'PQ) através do
icone poligono e depois criamos os tetraedros através do icone piramide, selecionando os

poligonos criados e os pontos A e D.

oF FIGURA 1.ggb = =
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Figura 97

5. Construgao dos tetraedros BMNB e C'"PNC.

Digitamos no campo de entrada os pontos B = (a,0,0)+kx*xv, B’ = (a,0,a)+ k*v,
M' = (a/2,0,a) + kv, N =(a,a/2,a)+ kx*v, C = (a,a,0)+kx*v, C" = (a,a,a) + k*v
e P'=(a/2,a,a)+k*wv.

Apoés a construcao dos vértices, criamos os poligonos B'MN e C'PN através do

icone poligono e depois criamos os tetraedros através do icone piramide, selecionando os

poligonos criados e os pontos B e C.
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6. Construgao do prismatoéide.

Para construirmos o prismatéide, teremos que construir suas faces separadamente.

Digitamos no campo de entrada os pontos (0,0,0), (a,0,0), e (a/2,0,a) e depois cons-

truimos a face ABM através do icone poligono.

Fazemos o mesmo para construir as outras faces até que o prismatoéide esteja todo

construido.
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SOLUCOES:

a) O volume do poliedro P (prismatoide) sera igual ao volume do cubo (V) menos

o volume dos quatro tetraedros retirados (4.Vr).
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\

Cada tetraedro retirado tem como base um tridngulo retangulo, cujos catetos me-

a
dem 5 e uma altura de medida a, como mostramos na Figura 101 .
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Figura 101

Calculando a area da base desse tetraedro temos: A, = == = —.

1
Logo, o volume do tetraedro é: Vi = §Ab -h=—
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Calculando o volume de P temos:

a
VPZVC—4‘VT5=a3—4-ﬂ
Vp—aag

Para compararmos a expressao que encontramos com o valor apresentado na janela
de algebra do GeoGebra 3D, vamos considerar a medida da aresta do cubo apresentada
na figura, ou seja, a = 2.

5, 5 20

Logo, se a = 2, t Vp=—a3=2.923
0go, s€ a €mos que Vp 6CL 6 3

A janela de dlgebra do GeoGebra nos mostra que, para o caso particular apresen-
tado, o volume de cada tetraedro ¢ aproximadamente 0,33, logo, o volume do prismatoide

seréd Veubo — 4 - Vietraedro = 22 — 40,33 = 6,68 = 3 confirmando assim o resultado

encontrado na expressao.

b) A 4rea da secio média serd igual a drea de um quadrado de lado a (a?) menos

as areas de quatro triangulos retangulos e isésceles, como mostra a figura 102.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

%"'Av/v)ﬁrb O @.cfa'vxvaac_ai

7| i 7|

~ Janela de Algebrax| | = Janela de Visualizag&o 2

Bl ET~ i

= Poligono

+ Segmento

R

Entrada: @

Figura 102

Seja Y e Z as intersegoes da se¢do média com as arestas AM e BM, respectiva-
mente, e seja W a interse¢ao do plano da se¢do média com a aresta B'B. O segmento Y Z
-
é a base média do triangulo ABM, logo, Y Z = 5 (Figura 103).
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Como os segmentos XY e ZW sao congruentes, ja que sao lados equivalentes de

. a
tridngulos congruentes, temos que | XY| = |[ZW| = 762 area de cada triangulo retangulo
a a
—_ . — 2
.y . .4 4 @
is6sceles retirado do quadrado é =3
Logo, a area da se¢ao média é:
2
a
Sp=0a>—4.— =
" 32
7
Sm = é . a2

A janela de algebra da figura 103 nos mostra que a area da seccao média ¢é igual

a 3,5 para a = 2, confirmando assim a férmula que encontramos, ja que S,, = 3 22 =

7
5 =35

Vamos agora calcular o volume do prismatdéide através da formula Vp = — - (S +

s+4S,)

o

Sabemos que S é a 4rea da base ABCD, ou seja, S = a%. Sabemos também que

s é a area da base MNPQ, onde M N é a hipotenusa de um tridangulo retangulo cujos
O, 2

@2 @
2 2

catetos medem g, ou seja, s = (MN)? = (
a a? 7
szg'(a2+?+4'§a2)=>
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)
VP = EGS
Problema 4 - RETIRADO DA SEGUNDA AVALIACAO DA MATERIA MA13

(GEOMETRIA) DO PROFMAT 2011.

A figura abaixo mostra o cubo ABCDEFGH de aresta a. Sejam M, N, P, ), R
e S os pontos médios das arestas AB, BF', FG, GH, HD e DA.

Figura 104

(a) Mostre que esses seis pontos sdo coplanares. Sugestao: Mostre que qualquer

um deles pertence ao plano mediador da diagonal EC' do cubo
(b) Mostre que o hexdgono M NPQRS é regular.
(c) Calcule o volume da piramide de vértice E' e base MNPQRS.
Construcao do Problema:
1. Determinacao do valor numérico da aresta a.

Abrimos a janela de visualizacao 2, vamos no icone controle deslizante e determi-

namos o valor da aresta a variando de 0 a 5.
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Figura 105

2. Construcao do poligono ABCD.

Digitamos no campo de entrada os pontos A = (0,0,0), B = (a,0,0), C' = (a,a,0)

e D = (0,a,0) e depois construimos o poligono (poll) através do icone poligono, selecio-

nando os quatro pontos construidos.
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3. Construgao do cubo.

Construimos o cubo ABCDEFGH com o comando Prisma[ <Poligono>, <Al-

tura> ] no campo de entrada, determinando assim um cubo (prisma e) cuja base é o

poligono pol e a altura é a.
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Figura 107

4. Construgao dos pontos M, N, P, ), Re S.

)

Através do icone novo ponto, op¢ao ponto médio, selecionamos as arestas AB, BF,
FG, GH, HD e DA, determinando assim os pontos M, N, P, ), Re S.
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Figura 108

SOLUCOES:

a) Vamos considerar os tridngulos M AE e M BC mostrado na Figura 109.
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Figura 109

Sabemos que esses tridngulos sdo congruentes, ja que |[AM| = |[MB| = g, |AE| =

|BC| = ae MAE = MBC = 90°, logo, concluimos entdo que os segmentos ME e MC
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sdo congruentes, ou seja, o ponto M pertence ao plano mediador do segmento EC' (Figura
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Figura 110

O plano mediador da diagonal EC' do cubo pode ser construido através do icone
plano passando por trés pontos, selecionando, por exemplo, os pontos M, N e P. Apos
a construcao desse plano mediador, podemos construir o hexdgono M N PQRS fazendo a

intersecao entre esse plano e o prisma e.

Da mesma forma provamos que N, P, ), R e S também pertencem ao plano

mediador de EC, ou seja, esses seis pontos sdo coplanares.

b) Se considerarmos o tridngulo ABF' de base AF, temos que o segmento M N é

— . |AF
a base média desse tridngulo, logo, |[M N| = % (Figura 111).
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Figura 111

aT\/ﬁ' Sendo O o

centro do cubo, temos que os segmento NO e MO medem metade dos segmentos NR e
M@. Como |NR| = |MQ@Q| = a+/2 pois sio congruentes a diagonal da face do cubo, entdo

Como AF ¢é a diagonal da face do cubo, temos que |[MN| =

. a

INO| = |MO| = — Provamos entao que o triangulo M NO é equilatero, como mostra
a Figura 112. Usando o mesmo raciocinio, provamos que os triangulos NOP, POQ, QOR,
ROS e SOM também sao equilateros e, portanto o hexdgono M N PQRS é regular.

Para construir o tridngulo M NO tracamos as diagonais MQ e NR na opcao seg-
mento definido por dois pontos e depois fazemos a intersecao entre essas diagonais para
encontrar o ponto O. Apds a construcao do triangulo M NO podemos determinar os seus
trés angulos internos através do icone angulo, selecionando os seus vértices. Observamos
na janela de algebra que os angulos internos do triangulo sdo todos iguais a 60°, sendo

assim, um triangulo equilétero.
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Figura 112

Usando as ferramentas do GeoGebra 3D (e considerando a = 1) também podemos
provar que o hexdgono M NPRRS é regular. Para isso, devemos determinar as medidas
dos seus angulos internos através do icone angulo e determinar as medidas dos segmentos
MN, NP, PQ, QR, RS e SM. Quando construimos o hexagono, j& percebemos na janela

de algebra que todos os seus lados sdo iguais e quando determinamos os seus angulos

internos, percebemos que todos eles medem 120°. Logo, o hexagono é regular.
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c¢) Para calcular o volume da pirdmide vamos considerar a base como sendo a

av/2 3 3V3a?
soma, dos seis tridngulos equildteros cuja area é A, = 6 - (\2/—)2 . £ = \Z_

1
av/3
-

e a altura
medindo a metade da diagonal do cubo, ou seja, h =

Para construir a piramide M NPQRSE abaixo, escolhemos o icone piramide e

selecionamos o poligono (hexdgono) criado anteriormente e o seu vértice E.

o b2.ggb - B Lo piramide.ggb = =
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L R TICGIE L ) Ty 3 )| ]| Sy
| |@- @ | Ha|E- A% N T Pequano ~ |

Entrada: s @ Entrada: =@

Figura 114

Logo, o volume da piramide seréa:

1 3vV3ad? 3
LV aVB
3 4 2

Quando construimos a piramide, percebemos que aparece na janela de algebra

3
f=0,38= 3’ confirmando assim o volume da pirdmide para a = 1.
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Figura 115

Problema 5 - RETTRADO DA TERCEIRA AVALIACAO DA MATERIA MA13
(GEOMETRIA) DO PROFMAT 2011.

As bases de um tronco de piramide regular sao quadrados de lados 12 e 4. Sabe-se

que a area lateral é igual a soma das areas das bases.

Figura 116

(a) Calcule a altura do tronco.
(b) Calcule o volume do tronco.

Construcao do Problema:
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1. Construcao da base maior.

Digitamos no campo de entrada os pontos A = (0,0,0),B = (12,0,0),C = (12,12, 0)
e D = (0,12,0). Definido os quatro vértices, vamos no icone poligono e selecionamos os

pontos para construirmos o poligono ABC'D (poll) cuja medida da aresta é igual a 12.
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Figura 117

2. Determinacgao da altura h do tronco.

Como nao sabemos a altura desse tronco, vamos defini-la como sendo uma variavel
h que posteriormente sera calculada. Essa variavel h é necessaria para a construcao dos

vértices da base menor do tronco.

Definimos essa variavel h no controle deslizante da janela de visualizacao 2, vari-
ando de 0 a 5.
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Figura 118

3. Construgao da base menor.

Digitamos no campo de entrada os pontos E = (4,4,h), F = (8,4,h), G = (8,8, h)
e H = (4,8,h). Definido os quatro vértices, vamos no icone poligono e selecionamos os

pontos para construirmos o poligono EFGH (pol2).
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4. Construgao do tronco de piramide.

Vamos determinar as quatro faces laterais do tronco através do icone poligono,
selecionando os 4 vértices de uma mesma face lateral. Para construcao da face ABFE,

por exemplo, selecionamos os pontos A, B, F' e E apos escolher o icone poligono.
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Figura 120

SOLUCOES:

a) Como as bases desse tronco de piramide sdo quadrados de lados 12 e 4, a soma

de suas areas sera 122 + 42 = 160.

A lateral do tronco é a uniao de quatro trapézios cujas bases maior e menor medem
12 e 4 respectivamente, e cuja altura ¢ a distancia entre os pontos M e N, médios das

bases maior e menor respectivamente (Figura 121).
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[ al.ggb = =
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Figura 121

Logo, a area lateral desse tronco sera o quadruplo da area de uma de suas faces la-
12+ 4).|MN S
( +2)‘ |:32.|MN|
Vamos agora determinar a medida do segmento M N, sabendo que a area lateral

terais. Como as faces laterais sao trapézios, temos que: A; = 4.

desse tronco ¢ igual a soma das areas de suas bases.
32./MN| =160 = |[MN| =5

Vamos construir agora uma reta (r) que passe pelo ponto N e seja perpendicular
aos planos das bases do tronco e vamos chamar de ponto P a interse¢ao dessa reta com a
base maior. Determinado esse ponto P, ficamos com um tridngulo retangulo onde podemos

aplicar o teorema de Pitdgoras para determinar a medida da altura desse tronco (Figura
122).

Essa reta r pode ser construida através do icone reta paralela. Para isso, construi-
mos o ponto A’ = (0,0,2) no campo de entrada e depois o segmento AA’ em segmento
definido por dois pontos e entdao construimos a reta r no icone reta paralela, selecionando
o ponto N e o segmento AA’. Como r é perpendicular aos planos das bases, entao ela é

paralela ao eixo z e consequentemente ao segmento AA’ que esta contido no eixo.
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Figura 122

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo M N P temos:

[MN]? = [MP]? + [PN? = 5> =42 + h* =
h=3

b) Vamos fazer o prolongamento de duas arestas laterais do tronco e determinar o
vértice V' da pirdmide que serd a interse¢ao desses prolongamentos (Figura 123). Sendo O
o centro da base maior do tronco, ficamos com os triangulos semelhantes MOV e M PN,

ja que possuem um angulo comum e um angulo reto.
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Figura 123

Fazendo a semelhanca entre esses tridangulos temos:

MO| _[oV| _ 6 _[OV]
|MP| |PN| ~4 3
9
|V\—§

9
V] = 3¢ da pirdmide menor

Concluimos entao que a altura da piramide maior é

Para determinar o volume do tronco vamos subtrair os volumes das piramides

maior e menor, ou seja:

1 .9 1.3
= 1222 -~ 42 =
Vr=gd2g 3475 =
Vi = 208

Para confirmar o volume encontrado, podemos construir no GeoGebra 3D, através
do icone piramide, duas piramide com vértice em V e cujas bases sdo os poligonos ABC' D
(poll) e EFGH (pol2). Apés a construcao dessas duas pirdmides, aparecera na janela de
algebra o volume de cada uma. Temos que o volume da pirdmide maior é 216 (P = 216) e
o volume da menor é 8 (m = 8), logo, o volume do tronco serd 216 —8 = 208, confirmando

assim o valor encontrado anteriormente para o caso particular do problema apresentado.
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o 6.9gb = B
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Problema 6 - RETIRADO DA SEGUNDA AVALIACAO DA MATERIA MA13
(GEOMETRIA) DO PROFMAT 2012.

Em um cubo, ABCD e EFGH sao faces opostas e AE, BF, CG e DH sao arestas

paralelas. Sejam M e N os pontos médios das arestas BC' e DH, respectivamente.
a) Se a aresta do cubo mede 2, calcule a distancia entre os pontos M e N.
b) Calcule o cosseno do angulo entre as retas AB e NM.
Construcao do Problema:
1. Construcao do poligono ABCD.
Digitamos no campo de entrada os pontos A = (0,0,0), B = (2,0,0), C = (2,2,0)

e D =(0,2,0) e depois construimos o poligono (poll) através do icone poligono, selecio-

nando os quatro pontos construidos.
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Figura 125

2. Construcao do cubo.

Construimos o cubo ABCDEFGH com o comando Prisma[ <Poligono>, <Al-
tura> | no campo de entrada, determinando assim o cubo (prisma e) cuja base é o poligono
poll e cuja altura é igual a dois.
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3. Construgao dos pontos M e N.

Para construir os pontos M e N, vamos no icone novo ponto e escolhemos a opg¢ao

ponto médio ou centro e selecionamos as arestas BC' e DH.
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Figura 127

SOLUCOES:

a) Para calcular a distancia entre os pontos M e N, temos primeiro que determinar
a distancia entre os pontos D e M. Construimos entdao o triangulo CDM através do
icone poligono, selecionando os seus vértices. Calculando o segmento DM no tridngulo
retangulo C'DM construido (Figura 128), temos: |[DM|?> = [MC|?*+|CD|?, onde [MC| = 1
e |CD| = 2. Logo, [DM| = /5.



Capitulo 3. Uso do GeoGebra 3D na resolug¢io de problemas 114

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

=" IR WIS B g R

~ Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagédo 3D

=B L#Eo|my A~ [N/ Pequeno | #
= Angle3D ~
@ a=90°

= Point3D

< A=(0,0,0)
B=(2,0,0)
C=(2,2,0) E

D=(0,2,0) G
E=(0,0,2)
F=(2,0,2)
G=(2,2,2)
H=(0,2,2)
M=(2,1,0) A
-0 N = IU, 2, -”
= Prism 1
L@ e= B

# Quadrilatero

= Segment3D

Q DM = 2.24 v

Entrada:

oF
=% ¥

©0000000

Figura 128

Confirmando o valor encontrado anteriormente, temos na janela de algebra que,

para o caso particular do problema apresentado, [DM| = 2,24 = /5.

Construimos agora o triangulo M DN para calcular a distdncia entre os pontos
M e N. Aplicamos Pitdgoras no tridangulo construido (Figura 129), onde |[DM| = /5 e
|IDN| = 1.
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Temos entdo: |[MN|? = (v/5)2+ 1= |[MN| =6

Na construgao do tridngulo M DN, percebemos na janela de dlgebra que |[MN| =

2,45 = /6, confirmando assim a medida encontrada anteriormente.
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Figura 130

b) Seja r a reta que passa pelo ponto M e é paralela a reta AB. Como as retas
AB e NM sao reversas, o angulo formado entre elas é igual ao dngulo formado entre as
retas r e NM (Figura 131).

Construimos a reta r através do icone reta paralela, selecionando o ponto M e o
segmento AB.
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Figura 131

A reta r intersecta a reta AD no ponto M’, formando assim o tridngulo M'M N,
onde [MN|= /6, |MM'| =2, [M'N| = +/2 e 8 é o angulo formado entre as retas M'M
e MN (Figura 132).
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Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo MM N temos:



Capitulo 3. Uso do GeoGebra 3D na resolug¢io de problemas 117

(V2)2 =22+ (v6)>—2-2-16-cos B =

2=10—4v6-cos 3 =
V6

cosﬁz?

Para confirmar o valor encontrado, digitamos no campo de entrada cos(/3). Confir-

mamos entao na janela de algebra que, para o caso particular do problema apresentado,

cos(f) = 0,82 = \ég
Problema 7 - RETIRADO DA TERCEIRA AVALIACAO DA MATERIA MA13
(GEOMETRIA) DO PROFMAT 2012.

Considere o paralelepipedo retdngulo de bases ABCD e EFGH e com arestas
laterais AE, BF, CG e DH. As medidas sao AB = 6, AD = AE =4 e M ¢é o ponto
médio da aresta EFF. Sao feitas as secgoes pelos planos M HA e M BG. Retirando-se os
tetraedros EM HA e FM BG resulta o poliedro P.

a) Faca um desenho do poliedro P e calcule seu volume.

b) Determine o cosseno do dngulo entre as retas AH e MG.
Construgao do Problema:

1. Construcao da base ABCD.

Digitamos no campo de entrada os pontos A = (0,0,0), B = (6,0,0), C = (6,4,0)
e D =(0,4,0) e depois construimos o poligono (poll) através do icone poligono, selecio-

nando os quatro pontos construidos.

[ 8.9gb = B
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2. Construcao do paralelepipedo.

Construimos o paralelepipedo ABCDEFGH com o comando Prisma] <Poligono>,
<Altura> | no campo de entrada, determinando assim o prisma e cuja base é o poligono

pol e cuja altura é igual a quatro.
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3. Construgao do ponto M.

Vamos no icone ponto médio ou centro e depois selecionamos a aresta E'F, deter-

minando assim o ponto M.
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Figura 135

4. Construgao dos poligonos EMH e FMG.

Entrada: 3@

Construimos os poligonos EM H (pol2) e FMG (pol3) através do icone poligono,

selecionando os vértices de cada um dos poligonos.
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Figura 136

5. Construgao dos tetraedros EMHA e FMGB.

Entrada: S|
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Construimos os tetraedros EMHA (piramide i) e FMGB (piramide j) através
do comando Pirdmide| <Poligono>, <Ponto> | no campo de entrada, onde os poligonos

EMH (pol2) e FMG (pol3) sao as bases das pirdmides e os pontos A e B sdo os vértices.
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C0000OOOE
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Segment3D

U

Entrada: @

Figura 137

Para visualizarmos melhor o poliedro P, podemos construir uma pirdmide de base
AHGB e vértice M e um prisma de base BCG e altura igual a cinco. Para isso devemos
construir primeiro os poligonos AHGB (pold) e BCG (pol5) através do icone poligono,
selecionando os seus vértices. Apds a construcao dos poligonos, podemos construir a pi-
rdimide AHGBM (pirdmide k) e o prisma BCGADH (prisma p) através dos comandos
Piramide[ <Poligono>, <Ponto> | e Prisma| <Poligono>, <Altura> |, respectivamente.

Podemos agora manter o prisma e escondido, selecionando ele na janela de algebra
com o botao direito do mouse e escolhendo a opgao exibir objeto, e deixarmos as piramides
1 e j totalmente transparentes, selecionando-as na janela de algebra com o botao direito

do mouse e escolhendo a opg¢ao propriedades, onde iremos na opc¢ao cor e deixamos a sua

transparéncia em zero.

Assim podemos ter uma melhor visualizacao do poliedro P, como mostra a figura

138.
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Figura 138

SOLUCOES:

a) O poliedro P é a unido de uma piramide quadrangular (Figura 139) e um
prisma triangular (Figura 140). Vamos Calcular o volume de cada um desses sélidos

separadamente.
Célculo do volume da piramide:

Sabendo que o lado do quadrado BC'GF mede quatro, temos que a sua diagonal
mede 4v/2 e a medida da altura da pirAmide é h = 21/2 (metade da diagonal do quadrado).
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Figura 139

@

1 — == 1
LOgO, ‘/pirémide = §|AB||BG|}L = 564\/52\/5 = ‘/pirémide = 32.

Assim que construimos a piramide, aparece na janela de dlgebra k& = 32, o que

significa que o seu volume ¢ igual a 32, confirmando assim o valor calculado.

Calculo do volume do prisma:

A base do prisma é um tridngulo retangulo de catetos medindo 4 e sua area é

4.4
Ab - 7 :8
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Figura 140

Logo, Vyrisma = Ap.h = 8.6 = 48.

Verificando na janela de algebra, temos que p = 48, ou seja, o volume do prisma

p é igual a 48, confirmando assim o valor que calculamos.

Concluimos, entao, que o volume do poliedro P ¢é a soma dos volumes da piramide

e do prisma, ou seja:

Vp =80

Podemos mais uma vez confirmar que o volume de P é realmente igual a 80 através
da janela de algebra do GeoGebra. Ao construirmos o paralelepipedo ABCDFEFGH,
percebemos que o seu volume apresentado na janela de algebra é igual a 96. Percebemos
também que o volume dos tetraedros EM HA e F'M BG sao iguais a 8. Como sabemos que
retirando-se os tetraedros do paralelepipedo resulta o poliedro P, temos que o seu volume

é igual a 96 — 2 - 8 = 80, confirmando assim o valor que encontramos anteriormente.
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Figura 141

b) O angulo formado entre as retas reversas AH e MG é o mesmo angulo formado
entre as retas MG e BG, ja que as retas AH e BG sao paralelas (Figura 142). Logo,
queremos calcular o cosseno do angulo MGB = 3.
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Figura 142

Como todos os lados do tridngulo M G B sao conhecidos, ja que |[MG| = |MB| =5
(hipotenusas de tridngulos cujos catetos sdo 3 e 4) e [GB| = 4v/2 (diagonal do quadrado
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BCGF), vamos aplicar a lei dos cossenos para encontrar o cosseno do angulo procurado.

52 =52 + (4v/2)? — 2.5.4v/2. cos f =
40v2.cos 8 =32 =
2v2
5

cos B =

Vamos confirmar o valor encontrado digitando no campo de entrada o comando
2v/2
E

cos(f). O valor encontrado serd ¢ = 0,57 =
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Consideracoes Finais

A escolha de um tema para realizacdo desse trabalho surgiu a partir de alguns
questionamentos como: qual o nivel de ensino queremos atingir? O que podemos fazer
para melhorar o processo de ensino aprendizagem? De que forma podemos mudar um
pouco as nossas aulas para que nossos alunos se sintam mais motivados? Diante desses e

outros questionamentos, decidimos trabalhar com o conteido de geometria espacial.

Entendemos que o contetido abordado na geometria espacial depende bastante dos
conteudos vistos anteriormente em geometria plana. Como nossos alunos ja apresentam
certa dificuldade em geometria plana, essas dificuldades tendem a se acentuar quando

comecamos a trabalhar no espaco.

A visualizagdo em 3D dos sélidos trabalhados na geometria espacial é de funda-
mental importancia para que os alunos consigam compreender a deducao das férmulas
usadas para o calculo de areas e volumes. Diante disso, decidimos trabalhar com o software
GeoGebra 3D, ja que acreditamos que o uso do computador durante as aulas estimula os
alunos a aprender, além de permitir uma melhor visualizacao dos contetidos ensinados,

facilitando o desenvolvimento do contetido.

Acreditamos também que as animagoes feitas na deducao das férmulas dos volumes
de um tetraedro, pela decomposicao de um prisma, e dos cilindros, cones, esferas e elipsoide
pelo principio de Cavalieri, possa facilitar o seu entendimento, trazendo assim, uma maior

maturidade e segurancga na aplicagdo das mesmas.

Sabemos que o GeoGebra 3D é um software que ainda se encontra em fase de
teste, sofrendo assim constantes mudancas, o que faz com que ainda apresente algumas
limitagoes e problemas em suas construgoes. Devido aos problemas apresentados pelo
GeoGebra 3D, algumas construgoes se tornam demoradas ja que é constante as vezes que
o software "congela', ou seja, para de funcionar normalmente, e interrompe processamento
de tempos em tempos. Por isso, a recomendacgao é que o usuario possa sempre salvar para

nao perder parte da construcao feita.

Acreditamos que em breve essa versao do GeoGebra serd definitiva e com isso
os problemas apresentados deixarao de acontecer, melhorando ainda mais o ensino da

geometria espacial com a sua utilizacao.

Esperamos que esse trabalho possa ser utilizado para o ensino da geometria espacial
por professores do ensino médio, colaborando e enriquecendo cada vez mais as aulas da

disciplina de matematica.
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