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Resumo

Vérios problemas de matematica se resumem a resolver uma equacao e em alguns casos o
que nos interessa sdo as solugdes inteiras destas equagdes e quando isto ocorre temos o0 que
chamamos de uma Equacéo Diofantina. Nesta pesquisa é apresentado uma forma construtiva para
resolucao de problemas de teoria dos nimeros que envolvem equacgdes diofantinas, onde daremos
especial atengcdo ao caso exponencial, além de apresentar uma aplicacdo na resolucédo de ques-
tdes de ensino basico utilizando Pari/GP CALCULATOR Versao 2.5.0, também faremos um estudo
sobre alguns teoremas pouco conhecidos mas que tem vital importancia nas aplicagdes considera-

das neste trabalho.

Palavras-chave: Teoria dos NUmeros, Equacées Diofantinas, Numeros Inteiros, Pari/GP.



Abstract

Various math problems boil down to solve an equation and in some cases what interests us are
the integer solutions of these equations and when this occurs we have what we call a Diophantine
Equation. This research is presented a constructive way to solve problems involving number theory
diophantine equations, where we will give special attention to the exponential case, and present an
application in solving issues of basic education using Pari/GP CALCULATOR Version 2.5.0, we will
also make a study of some theorems little known but which is vitally important in the applications

considered in this work.

Keywords: Number Theory, Diophantine equations, Whole Numbers, Pari/GP.
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1 Introducao

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma forma construtiva para resolugao de questdes
de teoria dos numeros que envolvem equacgdes diofantinas, onde trataremos casos em que as
incégnitas estdo nos expoentes.

Faremos inicialmente um estudo das equacgdes diofantinas lineares e mostraremos algumas
de suas aplicacdes de forma contextualizada, onde entendemos como contextualizagdo algo que
também pode esta inserido dentro de um contexto tedrico, ou seja, que nao estd necessariamente
vinculado a uma aplicagao direta do cotidiano do aluno. Muitos acham que contextualizar é en-
contrar aplicagdes praticas para a Matematica a qualquer preco. Desta concepcéao resulta que um
contetdo que nao se consegue contextualizar, ndo serve para ser ensinado.

Quando resolvemos problemas de teoria dos nimeros, é muito importante os problemas em
que é dada uma equacao diofantina cujas incognitas sao expoentes. H4 muitas maneiras de resol-
ver tais equagdes: analisar modulo algum primo conveniente, utilizar métodos analogos a equagéao
de Pell ou de Pitdgoras, dentre estes consideraremos algumas técnicas como:

1. Fatoracéo;

2. Utilizar Congruéncias;

3. O uso do discriminante para equacoes quadraticas;
4. Método de descida infinita de Fermat;

5. Formas Especiais.

Neste trabalho faremos uma analise destas equagdes e aplicaremos as técnicas listadas acima.
Também apresentaremos de forma mais detalhada o método através de congruéncias modulo al-
gum primo ou poténcia de primos convenientes. Como auxilio utilizaremos uma ferramenta compu-

tacional o software Pari/GP o qual exploraremos suas vantagens no que tange a modelagem para
situagdes de contorno que reduza o campo de solucdo para determinadas equagées.

Trataremos, de fato, dois casos particulares de equagdes difantinas exponenciais que sao:
a—-b=c (1.1)
€ um caso mais particular

5970 + 4 =3¢, (1.2)



Aceitaremos em geral que vale a seguinte conjectura:

” Considere a equacgédo Diofantina exponencial

a Q [0 (04
Suponha que a equagdo 1.3 ndo tem solugdo em inteiros ndo negativos, o, -- ,Q, -+, &4, --+,04.

Ent3o, a congruéncia
arbfl - b+ +abl b =0 (mod m)

ndo tem solugéo para algum inteirom > 2.”

Discutiremos e levantaremos informagdes sobre as equagdes acima buscando fazer uma abor-
dagem construtiva que favorega o entendimento dos educandos em um contexto de educagéo ba-
sica.

No Capitulo 3, foi construido um comando no Pari/GP para anélise das equagdes (1.1) e (1.2)
modulo um inteiro m e para alguns casos particulares das mesmas.

Finalmente, no Capitulo 4 apresentaremos algumas conclusdes obtidas neste trabalho. Anali-
samos as vantagens da utilizacao do Pari/GP relativo a solucdes de problemas de aritmética.

Este trabalho est4 dividido em quatro capitulos:

e Introducéao
e Fundamentos de Teoria dos NUmeros
e Aplicac6es nas Solugdes de problemas

e Conclusodes
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1.1 Objetivo Geral

Fazer uma bordagem elementar das solucdes das equacdes diofantinas lineares e exponen-
ciais de forma intuitiva e construtiva utilizando o software Pari/GP CALCULATOR Versao 2.5.0,
aplicando-o de forma a simular e explorar as situacdes de contorno que possa reduzir 0 conjunto
dominio das solugbes dessas equagdes.

1.2 Objetivos Especificos

As atividades de pesquisa bibliografica e experimentos realizados durante a execugao dos tra-
balhos descritos nessa disserta¢do foram distribuidos nos seguintes objetivos especificos:

e Realizar estudo sobre os teoremas fundamentais de teoria dos nimeros que envolvem divisi-
bilidade e conceitos de numeros inteiros e naturais.

e Realizar estudo sobre os teoremas fundamentais de congruéncia com énfase nas equacoes
diofantinas lineares e exponenciais.

e Explorar as situacdes de contorno das solugées das equacdes a* — b¥ = c e 547° +4 = 3¢ que
favorecem as aplicacdes do software Pari/GP CALCULATOR Versao 2.5.0 como ferramenta
de teste e analise.

1.3 Metodologia

Utilizaremos a pesquisa exploratoria, pois ndo iremos fazer testes que comprovem que esse é
o melhor método para solucionar as equagdes consideradas, iremos apenas nos aprofundar neste
assunto.

"A pesquisa exploratéria ndo requer a elaboragao de hipéteses a serem testadas no trabalho,
restringindo-se a definir objetivos e buscar mais informacdes sobre determinado assunto de estudo.
[...] realiza descrigbes precisas da situagdo e quer descobrir as relagbes existentes entre seus
elementos componentes". (CERVO,2009, p.63)

No Capitulo 2, apresentamos os conceitos de divisibilidade e congruéncia relativa a nimeros
inteiros e naturais e suas principais propriedades. Trataremos também alguns problemas sobre
equacoes diofantinas lineares e teorema chinés dos restos e no Capitulo 3 desenvolveremos uma
aplicacao onde estudaremos e discutiremos a praticidade do método proposto. Para alcangar o
objetivo final foi necessario utilizar diversos conceitos e resultados de Teoria de Numeros. Além
disso, nos problemas sobre equagdes diofantinas exponenciais foi necessario considerarmos as
conjecturas de Skolem e Pillai, baseado na aceitagdo destas utilizamos o Pari/GP para testar e
encontrar um modulo adequado para solucionar as equagoes.
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2 Fundamentos de Teoria dos Numeros

Neste capitulo veremos os topicos basicos de teoria dos nimeros, como propriedades de nu-
meros inteiros, divisibilidade, congruéncias e aritmética médulo m, mostraremos também algumas
aplicac6es do Teorema Chinés dos Restos e complementaremos com o estudo de equacgdes dio-
fantinas, mais especificamente das equagdes diofantinas exponenciais.

Todas as secgbes deste capitulo sdo adaptagdes baseadas em LANDAU(2002), HEFEZ(2011)
e NIVEN, ZUCKERMAN(1960).

2.1 Relacoes de Equivaléncia

Chamamos de Relagdes de Equivaléncia as relagdes em um conjunto X que satisfaz as propri-
edades:

e Yac X, a~ a (reflexividade)

e YabeX, a~b= b~ a(simetria)

e Yab,ceX,a~beb ~ c = a ~ c(transitividade)

Dada uma relagdo de equivaléncia ~ sobre um conjunto X e um elemento x € X definimos a

classe de equivaléncia x de x como
x={yeXly~ux}.

MOREIRA(2005) observa que dada uma relagdo ~, como descrito acima, temos que:

" x ~y se, e somente se, X =73. As classes de equivaléncia formam uma
particdo de X, i.e., uma colecao de subconjuntos ndo vazios e disjuntos de X
cuja unido é X. O conjunto {X|x € X} das classes de equivaléncia é chamado
o quociente de X pela relagdo de equivaléncia ~ e é denotado por X/ ~.”

2.2 Relacao de Ordem

Para HALMOS(2001):
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” Uma Ordem Parcial (ou, algumas vezes, ordem, simplesmente) em um
conjunto X é uma relagdo reflexiva, anti-simétrica, e transitiva. E costume
usar somente um simbolo (ou algum outro tipograficamente préximo) para a
maioria das ordens parciais na maior parte dos conjuntos; o simbolo de uso
comum é sinal de desigualdade. Assim uma ordem parcial em X pode ser
definida pela relagdo < em X tal que, para todo x, y € zem X, temos (i) x < x,
(ii)sex<yey<ux,entiaiox=y, e (iii)sex<yey<z entdox <z [.]Se
para todo x e y em X acontece x < you se y < x, entdo < é dita uma Ordem
Total. ”

2.3 Numeros Inteiros e Divisibilidade

A aritmética é o estudo sobre nimeros naturais e suas propriedades. Os nameros naturais
tiveram suas origens como modelo abstrato de contagem de objetos, eles aparecem naturalmente
sempre que se quer dar ordem e contar objetos (um, dois, trés, quatro, ....). Para LIMA(2007) isto
foi uma evolugao lenta que se deu a medida que a humanidade se civilizava.

Representaremos por N o conjunto dos niumeros naturais. Uma construgao consistente do Con-
junto dos Numeros Naturais (N) foi desenvolvida no século XIX por Giuseppe Peano. Essa cons-
trucdo, comumente chamada de Axiomas de Peano, é uma estrutura simples e elegante, servindo
como um bom exemplo, de constru¢do de conjuntos numéricos. Definimos sobre este conjunto as
operagdes adi¢do (+) e multiplicagdo (.), que possuem as seguintes propriedades:

1. Sao bem definidas, ou seja, paratodos a, b, a’ eb' € N,sea=bed =b' entdoa+b=d +b'
ea-b=d - b;
2. Sao comutativas, ou seja, para todos a, b € Ntem-sequea+b=b+aea-b=">b-a;

3. Sao associativas, ou seja, para todos a, b, e c € N tem-se que a+ (b+c¢) =(a+b)+c e
a-(b-c)=(a-b)-c;

4. Possuem elementos neutros, ou seja, paratodoa e N,a+0=aea-1=a;

5. A multiplicagao é distributiva com relagéo a adigédo, ou seja, para todos a, b, ¢ € N tem-se
a-(b+c)=(a-b)+(a-c).
Considera-se ainda que 0s numeros naturais possuem as seguintes propriedades:

6. Integridade, ou seja, dados a, b € N, com a, b diferentes de zero, tem-se que a- b é diferente

de zero.
De maneira equivalente pode-se dizer que se a-b=0entdoa =0ou b =0;

7. Tricotomia: Dados a, b € N se verifica apenas uma das seguintes possibilidades:
(@) a=1b;

(b) existe ce N,comc#0,b=a+c;

(c) existeceN,comc#0,a=b+c
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Definicao 2.3.1. Diz-se que a é menor do que b e simboliza-se por a < b, sempre que se verifica
a propriedade (b). Diz-se que a é maior do que b, e simboliza-se por a > b, sempre que se verifica
a propriedade (c). Adicionalmente, conclui-se, das definigbes acima, que 0 < a para todo nimero
natural.

Assim, segundo HEFEZ(2007):

"[...] a tricotomia nos diz que, dados a, b € N, uma, e somente uma, das
seguintes condigcdes é verificada:

(i) a=b
(i) a<b
(i) a>b"
Com relagéo definigao 2.3.1, HEFEZ(2007) observa que:

"para a e b, nUmeros naturais, se a+ b =0 entdo, a = b = 0. Realmente, se
a > 0tem-se que b < 0, o que é absurdo. Portanto, a = 0. De maneira similar
mostra-se que b =0. Logo,sea>0oub>0entdoa+b > 0.

Proposicao 2.3.1. Paratodoa € N tem-se que a-0=0.
Demonstracao 2.3.1. De fato,a-0=a-(0+0)=a-0+a-0. Sea-0 > 0 entdo, da afirmagao anterior,
segue quea-0>a-0, 0 que é absurdo. Logoa-0=0.

Proposicao 2.3.2. Para relagdo "menor do que” vale a lei do cancelamento para a adigcao, ou seja,
paratodoa, b, ce N, a < b se, e somente se,a+c <b+c.

Demonstracao 2.3.2. Suponha a < b. Isso significa que existe d > 0, tal que b = a+d. Somando c
a ambos os lados desta igualdade tem-se, pelas propriedades da adicdo:

b+c=c+b=c+(a+d)=(c+a)+d=(a+c)+d,

0 que mostraque a+c < b+c.

Reciprocamente, suponha que a+ ¢ < b+ c. Pela tricotomia, temos trés possibilidades:

(i) a=b. Isto acarretaria a+ ¢ = b+ c, portanto falso.
(i) b < a. Isto acarretaria, pela primeira parte da demonstracdo, que b+ c < a+ c; também é falso.
(i) a < b. Esta é unica possibilidade que resta.

Proposicao 2.3.3. No que se refere a relagdo "menor do que” vale a lei do cancelamento para
a multiplicagéo, ou seja, para todo a, b, e c € N com ¢ > 0, tem-se que a < b se, e somente se,
a-c<b-c.
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Demonstracao 2.3.3. Suponhaa < b. Isso significa que existe d > 0, tal que b = a+d. Multiplicando
porc >0 a ambos os lados desta igualdade tem-se, pelas propriedades comutativa e distributiva da
multiplicagcéo, decorre:

b-c=c-b=c-(a+d)=(c-a)+(c-d)=(a-c)+(c-d),

0 que mostraque a-c < b-c, pois, pela integridade, c - d é diferente de zero.

Reciprocamente, suponha que a-c < b-c. Pela tricotomia, temos trés possibilidades a analisar:

(i) a=Db. Isto acarretariaa-c =b-c, o que é falso.

(i) b < a. Isto acarretaria, pela primeira parte da demonstragdo, que b-c < a-b, o que também é
falso.

(iii) a < b. Esta é unica possibilidade valida.
Proposicao 2.3.4. No que se refere a igualdade vale a lei do cancelamento para a adigao, ou seja,

paratodoa, b, cc N,a=> se, e somente se,a+c=>b+c.

Demonstracao 2.3.4. Pelo fato da adigao ser bem definida vale que, sea=b entdoa+c=b+c.

Reciprocamente, supondo que a+ ¢ = b+ ¢ existem trés possibilidades:

1. a < b. Pela proposigédo 2.1.2, a+c = b+ c o0 que é absurdo.
2. b < a. Pela mesma proposicdo, b+ c = a+c, o que também é absurdo.

3. Logo,a="b.

Note que relagdo "menor do que” ndo é reflexiva, pois ndo vale a < a. No entanto a relagdo
"menor ou igual a”, descrita abaixo, o é.

Diz-se que a € menor ou igual a b, e simboliza-se por a < b, sempre que a < b ou a = b. Diz-se
que a € maior ou igual a b, e simboliza-se por a > b sempre que a > b ou a = b.

A relagdo "menor ou igual a” é, de fato, uma relagao de ordem, pois,

1. E reflexiva: para todo a, a < a.
2. E antissimétrica: paratodos a, b,sea<beb<aentdoa=>.

3. E transitiva: paratodos a, b, e c,sea<beb<centdoa<c.

Principio 2.3.1. (Boa Ordem) Todo conjunto ndo-vazio de numeros naturais possui um menor
elemento.
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2.3.1 O Conjunto dos Numeros Inteiros (%)

Chama-se conjunto dos nimeros inteiros, que representaremos por Z, a reunido NU {0} U
(—N), dos nimeros naturais com o zero e o conjunto —N dos nimeros negativos.

2.4 Divisao euclidiana e o teorema fundamental da aritmética

A divisdo euclidiana, ou divisdo com resto, € uma das quatro operacoes que toda crianca
aprende na escola. Sua formulagéo precisa é: dados a € Z, b € Z* existem g,r € Z com 0 < r < |b|
e a = bg+r. Tais g e r estdo unicamente determinados e sdo chamados o quociente e resto da
divisdo de a por b. Se b > 0 podemos definir g = |a/b| e se b <0, g = [a/b]; em qualquer caso,
r=a—bgq. O resto r é &s vezes denotado por a (mod b); definimos a (mod 0) = a. Lembramos que
|x] denota o Unico inteiro & tal que k <x < k+1 e [x] o Unico inteiro k tal que k — 1 < x <k.

Definicao 2.4.1. Dados dois inteiros a e b (em geral com b # 0) dizemos que b divide a, ou que a é
um mudltiplo de b, e escrevemos bla, se existir q € 7. com a = gb. Se a # 0, também dizemos que b
é um divisor de a.

Proposicao 2.4.1. Dados a,b € 7 existe um tnicod € N tal que d

a, d|b e, para todo c € N, se cla
e c|b entdo c|d. Além disso existem x,y € Z com d = ax+ by.

Esse natural d é chamado o méximo divisor comum, ou mdc, entre a e b. Escrevemos d = (a,b).

Demonstracao 2.4.1. O caso a = b =0 é trivial (temos d = 0). Nos outros casos, seja I(a,b) =
{ax+by;x,y € Z} e sejad = axo+ byy o menor elemento positivo de I(a,b). Como d € N*, existem
g, reZcoma=dg+re0<r<d. Temosr=a—dqg=a(l—qxy)+b(—qyo) € I(a,b); comor<d
e d é o menor elemento positivo de I(a,b), r =0 e d|a. Analogamente, d|b. Suponha agora que cla
e c|b; temos clax+ by para quaisquer valores de x e y donde, em particular, c|d. O

Proposigao 2.4.2. Se (a,b) =1 e a|bc entdo a|c.
Demonstracéo 2.4.2. Como (a,b) = 1, existem x,y € Z com ax+ by = 1, logo a|c = acx+bcy. O
Quando (a,b) = 1 dizemos que a e b sdo primos entre si. Um natural p > 1 é chamado primo

se 0s Unicos divisores positivos de p sdo 1 e p. Um natural n > 1 € chamado composto se admite
outros divisores além de 1 e n.

Claramente, se p é primo e ptatemos (p,a) = 1.

No que fizemos acima na proposi¢ao 2.4.1, temos uma forma mais préxima do que se faz no
ensino fundamental que segundo HEFEZ(2011, p.54):

"[...Jcomo se faz usualmente no ensino fundamental definir o méaximo divi-
sor comum de dois nimeros a e b como sendo o maior elemento do conjunto
de todos os divisores comuns desses numeros, o que de imediato garantiria
a sua existéncia.”
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Hefez destaca que seria necessario provar como fizemos na Proposicao 2.4.1 que para todo
c €N, se cla e c|bentdo c|d. Tal propriedade é fundamental para provar propriedades subsequéntes.

Lema 2.4.1 (Lema de Euclides). Sejam a, b, n € N com a < na < b. Se existe (a,b — na), entdo
(a,b) existe e
(a,b) = (a,b— na)

Demonstracéo 2.4.3. Sejad = (a,b —na). Como d | a e d | (b—na), segue que d divide b = b —
na+na. Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponhamos agora que c¢ seja um divisor comum de
a e b; logo, c é divisor comum de a e b — na e, portanto, c | d. Isso prova que d = (a,b). O

Com a mesma técnica usada para provar o Lema de Euclides segundo HEFEZ(2011) poderia-
mos provar:

Observacéao 2.4.1. Paratodoa, b,n € N,
(a,b) = (a,b+na)

ou que, se na > b, entdo
(a,b) = (a,na—D).

Agora faremos uma prova que traz um algoritmo incluso que sera Util para encontrar solugdes
de uma equacéo diofantina linear, a qual estudaremos mais a frente.

Para HEFEZ(2011, p. 56) trata-se de uma:

"[..] prova construtiva da existéncia do mdc dada por Euclides (Os Elemen-
tos, Livro VI, Proposicao 2). O método chamado Algoritmo de Euclides, € um
primor do ponto de vista computacional e pouco conseguiu-se aperfeigoa-lo
em mais de dois milénios.”

A prova que apresentaremos encontra-se em HEFEZ(2011, p. 56-57).

Algoritmo de Euclides

Dados a, b € N, podemos supor a < b. Sea=1oua=b, ou ainda a | b, ja vimos que (a,b) = a.
Suponhamos, entdo, que 1 < a < b e que a1 b. Logo, pela divisdo euclidiana, podemos escrever

b=aq,+r,comr; <a.

Temos duas possibilidades:

1. r1 | a, em tal caso, pela proposi¢éo 2.4.1 e pelo Lema 2.4.1,
ri = (a,r) = (a,b—qia) = (a,b),

e termina o algoritmo, ou
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2. r1{a, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de a por r|, obtendo
a=riqy+r,comry <rj.

Novamente temos duas possibilidades:
(@) r2 | r, e, em tal caso, novamente, pela proposicédo 2.4.1 e pelo Lema 2.4.1,
= (r1,n) = (r,a—qr) = (r,a) = (b—qa,a) = (b,a) = (a,b),
e paramos, pois termina o algoritmo, ou
(b) r21ry, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de r; por r,, obtendo

ry =ryq3z+r3,comrz <r.

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma sequéncia de nu-
meros naturais a > r; > r, > --- que nao possui menor elemento, o que nao é possivel pela propri-
edade da Boa Ordem. Logo para algum n, temos que r, | r,—1, 0 que implica que (a,b) = r,.

O

O algoritmo acima pode ser sintetizado e realizado na pratica, como mostraremos a seguir.

Inicialmente, efetuamos a divisdo b = aq; + r; e colocamos os numeros envolvidos em um
diagrama conforme a Tabela 2.1.

q1
b | a

r

Tabela 2.1: Algoritmo de Euclides |

A seguir, continuamos efetuando a divisao a = r1g; + r» € colocamos os nimeros envolvidos
no diagrama da Tabela 2.2.

q1 | 92
b a r
r 1)

Tabela 2.2: Algoritmo de Euclides I/

Prosseguindo, enquanto for possivel, teremos o resultado conforme a Tabela 2.3.

qi1 | 92 | 43 | | 4n—1 qn qn+1
b|la|r|rn| | rmal|rm|rm=I(ab)
r| s ||

Tabela 2.3: Diagrama do Algoritmo de Euclides

Supondo entdo que r,.; seja o primeiro resto nulo, tem-se: (a,b) = (b,r) = (r1,rn) =+ =
(ra—1,mm) = r, Desse modo, verifica-se que, nesse processo, o (a,b) € o Ultimo resto diferente de
zero.
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2.5 Equacoes Diofantinas

Diofanto foi um matematico que acredita-se que viveu por volta de 250, em Alexandria. O Unico
dado pessoal sobre Diofanto encontra-se, sob forma de problema, na chamada Antologia Grega do
52 ou 6° século:

"Deus lhe concedeu ser menino pela sexta parte de sua vida, e somando
uma dou décima. parte a isso cobriu-lhe as faces de penugem. Ele Ihe acen-
deu a lampada nupcial ap6s uma. sétima parte, e cinco anos apés seu ca-
samento concedeu-lhe um filho. Ail infeliz crianga; depois de viver a metade
da vida de seu pai, o Destino frio o levou. Depois de se consolar de sua
dor durante quatro anos com a ciéncia dos nimeros ele terminou sua vida.”
(BOYER, 1991, p.121)

No que segue faremos uma breve revisdo sobre alguns dos principais fatos relativos as equa-
¢bes diofantinas e suas propriedades. Faremos observagdes, enunciaremos as propriedades e al-
gumas conjecturas relevantes para o estudo das equagdes diofantinas exponenciais. A definigdo
que adotaremos para equacao diofantinas esta em MAIER(2005, p. 30).

Definicao 2.5.1. Uma equagcao em n incdégnitas xy, x», --- , x, da forma
f(-xlax27"'7xl’l):0 (21)
é considerada uma equagdo Diofantina, quando temos interesse nas solugées inteiras x, xp, -+, X, €
Z dela.
As relacoes
aix; +axxy+---+ayx, =b (2.2)
ar'+ay? 4+ Fa,"" =b (2.3)
Al Ay —B'---Blr=C (2.4)

séo alguns exemplos de equagdes diofantinas, quando as n,m-uplas de coordenas inteiras
X1, X2, <=+, Xp €Y1, Y2, -+, Y SA0 procuradas.

Em particular a equagéo da forma 2.2 é chamada Diofantina Linear de grau n.

2.6 A equacao Diofantina Linear de grau 2

Trataremos agora da equacéo diofantina linear do tipo
ax+by=c

ondea,beccZ.

Teorema 2.6.1. Sejama, b e c € 7Z ndo ambos zero.
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a) A equacéo Diofantina
ax+by=c (2.5)
admite solugao x, y € 7 se, e somente se, d = (a,b) | c.

b) Suponha que d | c e seja (x,,y,) uma solucdo(particular) de 2.5. Entao a solugdo geral (isto
é, o conjunto de todas as solugcdes) de 2.5 é dada por

x = x0—|—§t
y yo_%t

comt € 7.

Demonstracdo 2.6.1. a) Comod |a ed | b temos também d | ¢ para qualquer possivel solugdo
(x,y) de 2.5. Logo, d | ¢ é uma condicdo necessaria para a solubilidade de 2.5. Reciproca-
mente, seja d | ¢, digamos dk = ¢ para algum k € 7. Pela proposi¢do 2.4.1 sabemos que
existem x; , y; € Z com d = ax; + by, . Segue ¢ = a(kx;) + b(ky,) e vemos que (kxi,ky,) é
uma solugéo particular de 2.5.

b) Seja (xo,yo) uma solugdo particular e t € Z.. Primeiro, note que qualquer par de nuimeros

b
X = Xo+ 5t . ~ p
? 4" comt €7 satisfaz a equacdo 2.5 também. De fato,

b a ab ab
ax+ by :a(xo—kgt)—i-b(yo— gt) = axo+gt+byo— 7t = axg+byg =c.

Seja reciprocamente (x,y) uma solugdo qualquer de 2.5. Temos entdo ax + byy = ¢ = ax+ by
e dar

a(x—xo) =b(yo—y).

Existemr, s € Z tais que a =rd eb=ds e vale (r,s) = (4,%) = 1. Segue dr(x—xo) = ds(yo—)
e darl
r(x—xo) = s(yo—),

pois d # 0. Podemos supor a # 0. Concluimos r | s(yo —y) e dai'r | yo —y pois (r,s) = 1. Logo
existet € 7 tal que rt = yo —y de onde vemy = yo —rt = yo — 5t. Segue r(x —xo) = s(yo —y) =
srt e entdo x — xg = st, pois r # 0. Isto nos da x = xo + st = xo + %t. Logo temos

X = Xo+ %t
Yy = Yo— %t
para algumt € 7., demonstrando assim a afirmagao.

O

Corolario 2.6.1. Se (a,b) =1, isto é, se a e b sdo relativamente primos (ou primos entre si), entao
a equacéo ax + by = ¢ sempre tem solugbes inteiras, qualquer que seja c.

Demonstracao 2.6.2. Basta tomard = 1 no teorema 2.6.1.
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A demonstracdo do item b) do Teorema 2.6.1 constitui um algoritmo que & de fundamental
importancia préatica na busca de solugbes como afirma LA ROCQUE e PITOMBEIRA(1991, p. 41):

"Para efeito de encontrar as solugdes inteiras, o caso que interessa € so
esse do corolario, em que (a,b) = 1. De fato, se existir solugéo e esse maximo
divisor comum for d # 1, basta dividir ambos os membros da equagéo por d
que se chega ao caso de coeficientes a e b relativamente primos, com um
segundo membro ainda inteiro.”

2.7 Congruéncias

Sejam a,b,n € 7. Dizemos que a é congruente a b médulo n, e escrevemos a=b (mod n)', se
n|b —a. Como a congruéncia médulo 0 é a igualdade e quaisquer inteiros séo céngruos médulo 1,
em geral estamos interessados em n > 1.

Proposicao 2.7.1. Para quaisquer a,d’,b,b’,c,n € 7Z temos:

(a) a=a (mod n);

(b) sea=Db (mod n) entdob =a (mod n);

(c) sea=b (mod n) eb=c (mod n) entdoa =c (mod n);

(d) sea=d (mod n) eb="»" (mod n) entdoa+b=d +b (mod n);
(e) sea=d (mod n) entdo —a = —a’ (mod n);

(f) sea=d (modn) eb=>b" (mod n) entdoa-b=d -b' (mod n).

Demonstracédo 2.7.1. Para o item (a) basta observar que nla—a = 0. Em (b), se n|b —a entio
nla—b=—(b—a). Em (c), sen|b—a en|c—b entdon|c—a= (c—b)+ (b—a). Em (d), sen|d —a
en|b'—b entdon|(d' +b")— (a+b) = (d —a)+ (' —b). Em (e), se n|d’ —a entdon|(—d') — (—a) =
—(d'—a). Em (f), se n|d’ —a e n|b' — b entdo n|a'b' —ab =d' (b’ —b) +b(d' —a).

O

Os itens (a), (b) e (c) da Proposigdo 2.7.1 dizem, nesta ordem, que a relagdo "= (mod n)” é
uma relacao reflexiva, simétrica e transitiva.

Utilizando a nogdo de classe de equivaléncia visto no inicio, definimos o quociente Z/(=
(mod n)), que chamaremos por simplicidade de notagdo de Z/(n). Dado a € Z, definimos a como
um subconjunto de Z,

a={x€Z|x=a (modn)}.

Essa notagao foi introduzida por Gauss, que foi também o primeiro matematico a usar de forma sistematica a nogéo
de congruéncia, em seu livro Disquisitiones Arithmeticae, publicado em 1801.
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Temos que @ = d’ se e somente se a =d’ (mod n). Se n > 0, a divisao euclidiana diz que todo
inteiro a é congruo a um Unico inteiro @’ com 0 < @’ < n e estes sdo incongruentes entre si; podemos
reescrever este fato na nosso nova linguagem como

Z)(n) =1{0,1,....n—1}.

Quando nao houver possibilidade de confusdo omitiremos as barras e chamaremos os elementos
de Z/(n) simplesmente de 0,1,...,n— 1.

Os itens (d), (e) e (f) da Proposicdo 2.7.1 tem grande importancia dentro da teoria, segundo
MOREIRA(2005), eles dizem que:

" [...] as operacdes de soma, diferenga e produto sdo compativeis com a
relacdo de congruéncia. E esta propriedade que torna congruéncias tao Uteis,
nos possibilitando fazer contas médulo n.”

Proposicéao 2.7.2. Sejama,n € Z, n > 0. Entdo existe b € Z comab =1 (mod n) se e somente se
(a,n) =1.

Demonstracéo 2.7.2. Seab=1 (mod n) temos nk = 1 — ab para algum k, donde (a,n)|ab+nk = 1
e (a,n) =1. Se (a,n) = 1 temos ax+ny = 1 para certos inteiros x e y, donde ax =1 (mod n).
O

Dizemos portanto que a é invertivel médulo n quando (a,n) = 1 e chamamos b com ab = 1
(mod n) de inverso de a médulo n. O inverso é sempre Unico médulo n: se ab =ab’ =1 (mod n)
temos b = ab? = abb' = b’ (mod n).

Proposigao 2.7.3. Se (a,n) =1 eab =ab’ (mod n) entdob=>b" (mod n).

Demonstracéo 2.7.3. Basta escrever b = abc = ab'c = b’ (mod n) onde ¢ é o inverso de a médulo
n.
O

Teorema 2.7.1. Qualquer numero inteiro é congruente (mod n) com um e s6 um dos elementos de
{0, 1, ---, n—1}.

Demonstracao 2.7.4. Dadosn € N e x € Z, pelo teorema, existem q e r tnicos tais que
x=qgn+r 0<r<m

portanto x =r (mod n) e 0 < r <n—1. A unicidade resulta da unicidade do resto do algoritmo de
Euclides.
O

Definicao 2.7.1. Um conjunto {ry,---,r,} diz-se um sistema completo de residuos médulo n, se
para cada ndmero inteiro x existe um e um so r; tal que x = r; (mod n).

Exemplo 2.7.1. O conjunto 14, 17, 18, 19, 22, 23, 34 é um sistema completo de residuos mdédulo
7 pois, dividindo estes nimeros por 7 obtém-se, respectivamente, 0, 3, 4, 5, 1, 2, e 6.
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Proposicao 2.7.4. Todos os sistemas completos de residuos para um mesmo moédulo tém o mesmo
numero de elementos.

Demonstracéo 2.7.5. Consideremos um sistema completo de residuos, digamos R={ry,r2, -+ ,r¢},
para um médulo fixon > 1, seja ainda Ry = {1,2,--- ,n— 1}. Como vimos acima, no Teorema 2.7.1,
paracadaj=1, ---, k, existe ume sé umi(j) € Ry talquer;=i(j) (mod n), portanto Ry tem pelo
menos o mesmo numero de elementos que R; por outro lado, R também um sistema completo de
residuos e, por definicdo, para cada elemento de Ry existe um e s6é um elemento de R com o qual
aquele é congruente (mod n), donde R tem pelo menos tantos elementos como Ry. Em suma: R e
Ry tém o0 mesmo numero n de elementos.

O

2.8 A funcao de Euler e o pequeno teorema de Fermat

Discutiremos agora alguns resultados sobre a fungéo ¢(fi) de Euler? e o Teorema de Fermat. A
primeira € uma funcgdo aritmética que tem diversas aplicacdes em teoria dos nimeros. O contetddo
desta secgéo é baseado em HEFEZ(2011), com algumas modificagées.

Definicao 2.8.1. Um sistema de reduzido de residuos médulo m é um conjunto de numeros naturais
ri,ra, -, Fs tais que
a) (ri,m)=1, paratodoi=1,2,--- s;
b) ri#rj(mod m), sei# j;
c¢) Paracadan €N tal que (n,m) = 1, existe i tal que n = r;(mod m).
Designaremos por ¢(m) o nimero de elementos de um sistema reduzido de residuos médulo
m , que corresponde a quantidade de ndmeros naturais entre 0 e m — 1 que sdo primos com .

Defini-se:

¢ :N*"— N,
onde ¢(m) =#{x € N;1 <x <m e (x,m) = 1} chamada de fungéo fi de Euler. De acordo com a
definicéo

o(m)<m—1.

Proposicao 2.8.1. Segjam € N*, ¢(m) =m— 1 se, e somente se, m é um nimero primo.

Demonstracao 2.8.1. Como m é primo se, e somente se, 1,2,--- ,m— 1 formam um sistema redu-
zido de residuos mddulo m, o que equivale a dizer que ¢(m) =m— 1.
I

Proposicao 2.8.2. Sejamry,--- ,ry(,) Um sistema reduzido de residuos médulo m e sejaa € N tal
que (a,m) = 1. Entdo, ar,--- ,ary, € um sistema reduzido de residuos médulo m.

2Leonhard Paul Euler foi um grande matematico suico ele trabalhou em quase todas as areas da matematica: geome-
tria, célculo infinitesimal, trigonometria, algebra e teoria dos nimeros, bem como deu continuidade na fisica, newtoniana,
teoria lunar e outras areas da fisica.
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Demonstracao 2.8.2. Seja ay,--- ,a,, um sistema completo de residuos moédulo m do qual foi re-
tirado o sistema reduzido de residuos ri,--- ,ry.,). Do fato de que (a,m) =1 se, e somente se,
(aa;,m) =1, o resultado segue.
O
Teorema 2.8.1 (Euler). Sejamm, a € N comm > 1 e (a,m) = 1. Entao,
a®™ =1 (mod m).
Demonstracéo 2.8.3. Seja ri,- - ,ry(n) UM sistema reduzido de residuos méadulo m. Logo, pela
Proposigao 2.8.2, ary,- - ,ary(, formam um sistema reduzido de residuos médulo m. Portanto,
a®"r iy “Tg(m) = QI QY- AT =112 Ty (mod m)
Como (ry-ry-+1¢(m),m) = 1, segue-se da Proposicgo 2.7.3 que
a®™ =1 (mod m).
O

Corolario 2.8.1 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam a, p € N onde p é um numero primo e
(a,p) = 1. Tem-se que
a’'=1 (mod p).

Demonstracao 2.8.4. Pelo teorema anterior a®?) =1 (mod p) e como ¢(p) = p— 1, segue-se o
resultado.
O

Nos problemas que abordaremos no Capitulo 3 deste trabalho geralmente precisaremos en-
contrar um ndmero natural & tal que a" = 1 (mod m), porém nem sempre esse nimero existe. No
que segue mostraremos como utilizar e determinar esse nimero h.

Em primeiro lugar, e também como veremos no proximo capitulo isto sera um fato bastante
utilizado, para calcular o resto da divisdo de uma poténcia " por um ndmero natural m > 1, é
conveniente achar um ndmero natural & tal que a” = 1 (mod m), pois se n = hq + r pela divisdo
euclidiana de n por h, teremos a" = a"*" = a"a" = a” (mod m).

Agora, na proposicao seguinte, veremos quando é possivel determinar tal nimero h.

Proposigdo 2.8.3. Dado a € N*, existe h € N* tal que a" = 1 (mod m) se, e somente se, (a,m) = 1.

Demonstracido 2.8.5. Se (a,m) = 1, temos, pelo Teorema de Euler, que a®™ =1 (mod m), mos-
trando a existéncia do expoente desejado. Por outro lado, se (a,m) # 1 do Teorema 2.6.1 temos
que a equagdo aX —mY = 1 ndo possui solugdo e, portanto aX =1 (mod m) ndo possui solugdo.
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Consequentemente, ndo pode existir h > 1 tal que a" = 1 (mod m).
O

Na Proposicédo 2.8.3 foi caracterizado quando da existéncia de um nimero 4 tal que a" =1
(mod m), mas é de importante valia saber qual o menor valor desse /. No que segue definiremos o
conceito de ordem.

Definicdo 2.8.2. Sejaa, m € N*, comm > 1 e (a,m) = 1. Chamaremos de Ordem de a com respeito
a m o numero natural
ordy(a) =min{i e N*; a' =1 (mod m)}.

Proposicao 2.8.4. Temos que a" =1 (mod m) se, e somente se, ord,,(a)|n.
Demonstracao 2.8.6. Suponha que ord,,(a)|n. Logo, n = r-ordy,(a) e, portanto,

at = ar-ord,,,(a) — (aordm(a))r =1"=1 (mod m)

Reciprocamente, suponha que a" =1 (mod m). Queremos provar que ord,,(a)|n. Pela divisdo
euclidiana, podemos escrever n = ord,,(a)q+r, onde r < ord,,(a). Suponha, por absurdo, que r # 0.

Entao,
q
1 =q" = g @atr = (a‘”d’"(”)) a=d,

que é absurdo, pois 0 < r < ord,,(a) e ord,,(a) é o menor expoente ndo nuloi tal quea' =1 (mod m).
O

Corolario 2.8.2. Sejama, m € N, com (a,m) = 1. Temos que ordy,(a)|¢ (m).

Demonstracao 2.8.7. Sendo (a,m) =1 temos, pelo Teorema de Euler, a?m =1 (mod m), dai pela
Proposigao 2.8.4 resulta que ord,,(a)|¢ (m).
]

Definicdo 2.8.3. Se ord,,(a) = ¢(m) dizemos que a é uma raiz primitiva médulo m.

Teorema 2.8.2. Sejam a, m € N, com (a,m) = 1. Temos que a’ = d* (mod m) se, e somente se,
ordy(a)|j— k.

Demonstracao 2.8.8. Suponhamos sem perda de generalidade que j > k logo a congruéncia a’/ =
a* (mod m) é equivalente a a’~* =1 (mod m), entdo pela Proposicdo 2.8.4, isso é verdade se, e
somente se, ord,,(a)|j—k.

O

E claro que ord,,(a)|j — k é equivalente, por definicdo de congruéncia, a j = k (mod ordy,(a)) ou
Jj =k(mod ¢(m)).

Considere exemplo retirado de BURTON(1980, p.159):
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Exemplo 2.8.1. Vamos mostrar que se F, =2 +1, n > 1, é um primo, entdo 2 ndo é uma raiz
primitiva modulo F,. (Claramente, 2 é raiz primitiva médulo 5 = Fy.) N6s temos

22" = (mod F,)
que implica que a ordem de 2 médulo F, ndo excede 2"+!'. Mas se F, é primo por hipétese,
O(F,)=F,—1=2%

e um argumento de inducdo simples confirma que 2" > 2"*! sempre que n > 1. Assim a ordem
de 2 médulo F,, é menor do que ¢ (F,); pela Definicao 2.8.3 vemos que 2 ndo pode ser uma raiz
primitiva de F,,.

Corolario 2.8.3. Sejama, m€ N, com (a,m) = 1. Se k = ord,,(a), entédo os nimeros 1,a,a*,--- ,a*!

sdo incongruentes modulo m.

Demonstracao 2.8.9. Vamos supor que dois destes numeros sejam congruentes modulo m, isto
6 a"=a (modm), 0 <x<k—1,0<y<k—1. Pelo Teorema 2.8.2, devemos ter k|x —y. Como
ambos x e y, sS40 ndo-negativos e menores do que k, isto s6 podera ocorrer se eles forem iguais.
Assim concluimos que os numeros 1,a,a?,--- ,a*~! sdo incongruentes médulo m.

O

2

Teorema 2.8.3. Se a é uma raiz primitiva, entdo os nimeros a,a?,--- ,a®™ formam um sistema

reduzido de residuos moédulo m e que representaremos como S?mo d m)*

Demonstracdo 2.8.10. Como a é uma raiz primitiva k = ord,,(a) = ¢(m). Pelo Coroldrio 2.8.3,

2,...,a®™~1 sao todos incongruentes médulo m. Como (a,m) = 1 a Proposi¢do 2.8.2 nos

1,a,a
garante que a,a?,--- ,a®™ formam um sistema reduzido de residuos médulo m.

O

Corolario 2.8.4. Sejama, m e b € N. Se a é uma raiz primitiva médulo m e (b,m) = 1, entdo existe
um e somente umd’ € {a,a’,--- ,a®™} tal que a' = b(mod m).

Demonstracao 2.8.11. (Existéncia). Como (b,m) = 1 por euclides temos para algum q € N que b =
mg+r,onde0<r<m—1,logore{0,1,--- , m—1} e sendo (b,m) = (mq+r,m)= (r,m) =1 assim
r pertence ao sistema reduzido de residuos médulo m e portanto para alguma’ € {a,a?,--- ,a¢(”’)}
temos que a' = r (mod m).

(Unicidade). Sea’ € {a,a?,---,a®"™} é tal que a’/ = r(mod m), entdo teriamos por transitivi-
dade que a' = a’/ (mod m) mais isso é verdade se, e somente se, i = j
O

O expoente i tal que a' = b(mod m) se chama indice de a. Segundo NIVEN e ZUCKERMAN
(1960), o indice depende de m assim como de b e seu comportamento é muito semelhante aos
logaritmos.

Observacao 2.8.1. A Proposicdo 2.8.4, Corolario 2.8.2 e o Teorema 2.8.2 serdo utilizados constan-
temente nos problemas do Capitulo 3 onde, em geral aplicaremos quando for necessario levantar
informacgbes sobre 0s expoentes de equagbes difantinas, como, por exemplo:
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a—b =c. (2.6)

Especificamente, quando tivermos algo como
a=b (modm), (2.7)

onde (a,m) =1 e tomando h = ord,(a), entdo pela Proposigdo 2.8.3 , teremos duas situagées:

a) se ¢(m) = ord,(a) = h, ou seja, se a for raiz primitiva mddulo m, entdo pelo Teorema 2.8.3

S¢ )= {a,d%,-- ,a®™ =1} (2.8)

(mod m

é um sistema reduzido de residuos médulo m. Dai temos, pelo Corolério 2.8.4, se (b,m) > 1,

entdo ndo existe a' € Stmoa m) tal que a' = b(mod m). Se, por outro lado, (b,m) = 1, entéo
existea' € S{, ., ) tal que a’ = b(mod m).

Dessa foma se tivermos interessados em levantar informacdes sobre o expoente x da equa-
¢do 2.6, como a" = 1(mod m) e supondo (b,m) = 1, logo existe r € {1,2,---,¢(m)} tal que
a” = b(mod m) e portanto para todo k € N, temos

a"™ " = b (mod m)

e por transitividade

d"™ " = ¢* (mod m),

entdo pelo Teorema 2.8.2, temos que

x=r(mod h)?2.

b) se ¢(m) # ord,,(a) = h. Neste caso o conjunto I = {1,a,a?,--- ,a"~2,a"~'} sdo formados por
elementos incongruentes médulo m (Coroldrio 2.8.3) e como ord,,(a) | ¢ (m) = ord,,(a) < ¢(m)
este conjunto ndo é um sistema completo de residuos. Nesta situagdo as solugbes se tornam
mais restritas, pois dado

a*=b (mod m),
e b =r(mod m), temos:

(i) ser el entdo exite k tal que

d=r (modm),

3 De fato, h|hk+r—x <= hw = hk+r —x para algum w € N. Portanto, x = h(k—w) +r, com 0 < r < h, que significa
que x = r(mod h).
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(ii) ser €1, entdo para todo k

d#r (mod m).

29 O Pari/GP

O software que usaremos ao longo deste trabalho chama-se o Pari/GP, distribuido segundo a
licenca GPL*. Pode ser obtido no sitio http:/pari.math.u-bordeaux.fr. Existem binarios para MSWin-
dows e esta disponivel nos repositérios das distribuigdes mais importantes de Linux.

Para construirmos as fung¢des precisaremos de um editor de texto ou, no nosso caso utiliza-
remos diretamente o Prompt de Comando ou Shell® dentro do Terminal que sdo as janelas onde
rodamos o Shell.

Em geral o Pari/GP trabalha com inteiros de Gauss e Eisenstein e muito mais, e tem varias fun-
¢cOes avancgadas. Para o trabalho em teoria elementar dos nimeros conta com ferramentas como:
fatoragdo em primos, resolugdo de Pell, Bezout, sistemas de congruéncias, fungdo phi de Euler,
entre outros.

Para STEIN(2001, p. 1)

”"Muito do progresso na teoria dos numeros tem sido impulsionada por ten-
tativas de provar conjecturas. E razoavelmente facil de brincar com niimeros
inteiros, ver um padréo, e fazer uma conjectura. Frequentemente provar uma
conjectura é extremamente dificil. Nesse sentido, os computadores ajudam-
nos a:

e encontrar mais conjecturas

e refutar conjecturas

e aumentar a nossa confianga em uma conjectura”.

Ainda segundo STEIN(2001) os software como o Pari/GP também frequentemente podem aju-
dar a resolver um problema especifico. Por exemplo,

Determine todos os inteiros n < 100 tal que n seja a area de um triangulo retangulo de
lado inteiro.
O problema acima demanda um tempo consideravel para ser resolvido manualmente.

Para iniciar uma sessédo do Pari/GP digitamos o comando "gp” no terminal, na figura 2.1 temos
uma sessao do Pari/GP.

4 General Public License (Licenca Publica Geral) é a licenca com maior utilizagdo por parte de projetos de software
livre.
5Um programa que processa comandos.
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Figura 2.1: Tela inicial da sessdo do Pari/GP

r—[moesio]--
[Lroestol--I
Reading GPRC: [etc/gprc ...Done.
GP/PARI CALCULATOR Version 2.5.0 (released)
amd64 running linux (x86-64/GMP kernel) 64-bit version
compiled: Nov 17 2011, gcc-4.6.2 (Ubuntu/Linaro 4.6.2-2ubuntul)
(readline v6.2 enabled, extended help enabled)
Copyright (C) 2000-2011 The PARI Group

PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and comes
WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

Type ? for help, \gq to quit.
Type 712 for how to get moral (and possibly technical) support.

parisize = 8000000, primelimit = 500509
i |

2.9.1 Funcoes Definidas Pelo Utilizador

Nos casos que trataremos aqui neste trabalho combinaremos fung¢des existentes no Pari/GP
para formar outras fungdes. Esta é uma caracteristica do Pari/GP conforme afirma PATRICIO(2009,

p. 5):
"E possivel definir novas fungées no Pari/GP. A sintaxe é

nome(lista de vari\’aveis formais) =

local(lista de vari\’aveis locais); sequencia de comandos”

Exemplo 2.9.1. No exemplo queremos determinar a ordem de 10 médulo 17389.

? znorder (Mod(10,17389))
%1 = 17388

No exemplo anterior 2.9.1, Mod (10, 17389) faz com que o programa considere 10 como ele-
mento do grupo das unidades do semigrupo multiplicativo do anel® (Z/17389,+, %), e znorder
calcula a ordem deste elemento.

O Pari/GP foi utilizado neste trabalho para construgdes de algoritmos computacionais que faci-
litaram a simulagéo e teste de solugdes e, por outro lado, este carater exploratério de modelar os
problemas aqui apresentados tem grande valia para o ensino do contetido.

8Detalhes sobre anéis e grupos podem ser visto em MOREIRA(2005) e NIVEN e ZUCKERMAN(1960).
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2.10 Aplicacoes das Equacoes Diofantinas Lineares de Grau 2

No que segue apresentaremos uma uma proposta para trabalhar o tema "equacdes diofanti-
nas lineares” no Ensino Médio utilizando recursos computacionais. Faremos tal proposta sempre
focando suas aplicacées que é muito comum neste nivel ensino como veremos nos problemas
apresentados. Destacamos o tema como uma algo que transcende a sala de aula, pois segundo
MACHADO(2009, p. 13):

"As matérias a serem estudadas nao constituem um fim em si mesmo:
elas sdo apenas um meio necessario para que a escola realize sua funcao de
formagéo pessoal. A finalidade da Educacado, em qualquer situagao, sempre
sera a formacéo de pessoas e de profissionais competentes para a vida em
sociedade e para a atuagao no universo de trabalho”.

Ao contrario do que poderia parecer nao é tao dificil desenvolver esse tema com os alunos do
Ensino Médio. O desenvolvimento do tema nao implica amplos conhecimentos teéricos, isto €, en-
volve conhecimentos ja tratados no Ensino Fundamental e, portanto, trata-se de um objeto do saber
passivel de se tornar um objeto de ensino. Desejamos incentivar e sensibilizar os professores do
Ensino Médio a incorporar esse conhecimento em suas aulas, dada a sua utilidade e a simplicidade
de seu desenvolvimento.

Muitos problemas de Matematica sdo provenientes de situagdes concretas que envolvem nu-
mero de pessoas, pecgas, etc. e requerem solugdes inteiras positivas. Nesses casos, deve-se buscar
entre as solugdes possiveis do modelo matematico, aquelas que satisfagam as condi¢des do pro-
blema proposto. Ressaltamos porém que contextualizar um problema, depois é claro que o aluno
adquiriu certas competéncias, pode se referir também a ele esta inserido dentro de um contexto
tedrico.

"Embora ndo se trate de reduzir os problemas escolares ao formato das
tarefas e situagbes cotidianas, [...] para [se caracterizar] as tarefas escolares
como verdadeiros problemas é necessario que elas tenham relagdo com os
contextos de interesse dos alunos ou, pelo menos, adotem um formato inte-
ressante no sentido literal do termo. Parece, entado, imprescindivel ampliar o
ambito dos problemas escolares, tanto na sua natureza, incluindo problemas
abertos [...] como no seu conteldo, abrangendo também alguns dos proble-
mas e situagdes que causam inquietacdo nos alunos” (ECHEVERRIA; POZO,
1998, p. 42).

Com base no estudo feito no presente capitulo trataremos agora de uma situagao-problema
em que aplicaremos o0s conceitos estudados na busca de solugdes para o problema considerado.
Aqui devemos enfatizar que tanto os problemas abertos como as situagdes-problema possibilitam
situar o aluno em posicdo analoga a do matematico no exercicio da profissdo, pois ”[...] 0 aluno
deve, diante desses problemas, realizar tentativas, estabelecer hipéteses, testar essas hipéteses e
validar seus resultados” (BRASIL, 2006, p.84).
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Objetivo final sera o de transformar o aluno em aluno pesquisador e, como ferramenta para
explorar os problemas considerados usaremos o PARI como auxiliar para buscar, testar, analisar,
refutar ou aceitar solugdes para os problemas, pois acreditamos que

"[...] a aprendizagem da solugao de problemas somente se transformara
em autbnoma e espontanea se transportada para o &mbito do cotidiano, se
for gerada no aluno a atitude de procurar respostas para suas préprias per-
guntas/problemas, se ele se habituar a questionar-se ao invés de receber so-
mente respostas ja elaboradas por outros, seja pelo livro-texto, pelo professor
ou pela televisdo. O verdadeiro objetivo final da aprendizagem da solugéo de
problemas é fazer com que o aluno adquira o habito de propor-se problemas
e de resolvé-los como forma de aprender.”(ECHEVERRIA e POZO, 1998, p.
15)

Também temos o objetivo de além desenvolver as solugdes através de propriedades, explorar o
campo em que teremos que usar 0s recursos computacionais (no nosso caso o PARI) para encon-
trar solugbes de equacgdes diofantinas pois segundo LA ROCQUE e PITOMBEIRA(1991), ao propor
um desses problemas, a escolha dos coeficientes a, b e ¢ da equagéao diofantina linear ax+ by = ¢
importa, ndo s6 para maior ou menor dificuldade nos calculos, como também para a existéncia de
uma solucao (desde que sejam inteiras ou inteiras positivas).

Se considerarmos as equagdes diofantinas lineares:

15x + 25y = 2000 (2.9)
10x+ 12y = 80 (2.10)
10x+ 12y =77 (2.11)

e se estamos interessados apenas em pares de solugdes inteiras positivas, entdo equagao (2.9)
apresenta 27 solugdes inteiras positivas, a equacao (2.10) apresenta apenas duas solugdes inteiras,
enquanto a equagéo (2.11) ndo apresenta solugdes.

Considere o problema:

Problema 2.10.1. Se um trabalhador recebe 510 reais em tiquetes de alimentagdo, com valores de
20 reais ou 50 reais cada tiquete, de quantas formas pode ser formado o carné de tiquetes desse
trabalhador?

Solucao 2.10.1. Sejam x a quantidade de tiquetes de 20 reais e y a quantidade de tiquetes de 50
reais entdo a equacgio é:

20x + 50y = 510 (2.12)

Como (20,50) = 10 e 10 | 510, entdo a equagdo 2.12 tem solugdo. Utilizando o Corolério 2.6.1 e
dividindo a equagéo 20x+ 50y = 510 por 10, obtemos a equacgéo equivalente:

2x+5y =51 onde (5,2) = 1. (2.13)

Primeiro encontraremos uma solugdo para 2x+5y = 1.
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Pelo algoritmo de Euclides:

212
51211
110

Tabela 2.4: Algoritmo de Euclides para (2,5)

Deste algoritmo construimos as seguintes expressoes:

5 = 2-2+41 (2.14)
2 = 1-240 (2.15)
Apartir da expressao 2.14:
1 = 5-2-2
1 = 2(=2)+5(1) (2.16)

Multiplicando a equagéo por 51, obtemos:
2-(—=102)+5-(51) =51.

Onde xy = —102 e yo = 51 é uma solugdo particular da equacdo 2.12 , e utilizando teorema 2.6.1
na equagédo 2.12 as solugbes sdo:

x= x,+bt =-—-102+5¢
y= y,—at =51-2t

comt € 7.

Como estamos interessado em solugées ndo negativa, entdo devemos terx >0 ey > 0 assim
—102+5t>0e51—2t > 0. Isto é:
t>20,4et<25,5

que nos dat € {21,22,23,24,25}. Portanto o carné pode ser formado de 5 formas diferentes.

Considere agora o problema que retiramos de LA ROCQUE e PITOMBEIRA(1991, p.39):

Problema 2.10.2. Um laboratdrio dispée de 2 maquinas para examinar amostras de sangue. Uma
delas examina 15 amostras de cada vez, enquanto a outra examina 25. Quantas vezes essas ma-
quinas devem ser acionadas para examinar 2 mil amostras?

Solugao 2.10.2. Sejam x e y, 0 numero de vezes que a primeira e a segunda maquinas, foram
acionadas, respectivamente. Temos portanto a equagéo diofantina linear:

15x +25y = 2000 (2.17)

essa equacgdo € equivalente a

3x+4 5y = 400 (2.18)
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como (5,3) = 1, esta equagdo (diofantina) tem solugdo. Tem-se agora que encontrar uma solugdo
particular para 3x + 5y = 400. Utilizando o método sugerido, primeiramente deve-se encontrar a
solugcdo da equacédo 3x+ 5y =1, pelo algoritmo de Euclides:

11112
513121
21110

Tabela 2.5: Algoritmo de Euclides para (5,3).

Este algoritmo permite construir as seguintes expressées:

5 = 3142 (2.19)

3 = 2-1+1 (2.20)

2 = 1240 (2.21)
A partir da expresséo 2.20:

1=3-2-1 (2.22)

A partir da expressao 2.19 obtém-se:

2=5-3-1 (2.23)

Substituindo 2.23 em 2.22

1=3-(5-3-1)-1

aplicando a propriedade distributiva obtém-se

1=32+45.(-1) (2.24)

A expressdo 2.24 indica que x =2 e y = —1 é uma solugcéo particular da equagéo 3x+ 5y = 1.
Multiplicando ambos os lados da expresséo 2.24 por 400:

1- (400)
400

3.2:400+5-(—1)-400
3-800+5- (—400) (2.25)

Logo 800 e —400 € uma solucéo particular da equagéo 2.18 e também sera da equacgao original
2.17 : 2000 = 15-800 + 25 - (—400). Consequentemente, a solugdo geral da equagdo 2.17 que
apresenta mdc(25,15) =5 se expressa por:

x = 800+25/5 (2.26)
y = —400—15/5t, parat € 7.
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Considerando o problema que levou a essa equacao, vé-se que so interessam respostas néo-
negativas para x e paray, assim, deve-se impor que:

800+ 5t
—400 — 3¢

t>—160 (2.27)

> 0= 1>
> 0 = 1< —133,3 (2.28)

portanto,
—160 <1 < —133,
parat € 7.

Substituindo os valores de t em x, obtém-se 27 solugées (que apresentam valores x e y inteiros
positivos) para o problema, desde a primeira maquina parada e a outra sendo acionada 80 vezes,
até o caso em que a primeira trabalha 130 vezes e a outra sé 2.

Problema 2.10.3. Subindo uma escada de dois em dois degraus, sobra um degrau. Subindo a
mesma escada de trés em trés degraus, sobram dois degraus. Determine quantos degraus pos-
sui a escada, sabendo que o seu numero é multiplo de 7 e esta compreendido entre 40 e 100.
HEFEZ(2011, p. 73)

Solucao 2.10.3. Seja N a quantidade de degraus. Entdo pelas condigbes do problema temos:

N = 2x+1
N = 3y+42

de onde obtemos a equacéo diofantina

2x—3y=1 (2.29)

Como (3,2) = 1 a equagdo tem solugéo.
Utilizando algoritmo de Euclides.

Obtemos a solugao particular
2(2)-3(1) = 1 (2.30)

A expressdo 2.30 indica que xo = 2 e yo = 1 é uma solugio para equagao 2.29

Pelo teorema 2.6.1 as solugbes sdo:

comt € 7.

Queremos as solugbes ndo negativa, entdo devemos ter x >0 ey >0 assim2 -3t >0 e
1—-2t>0. Isto é:
r<1,3er<0,5=1<0,5.
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Tomando x = 2 — 3t e substituindo em N = 2x+ 1 obtemos N =5 — 6t e como 40 < N < 100, temos

40<5-66 <100 &
3I5<-66 <95 <

<
~15,8<1< -5,8 (2.31)

que significa que t € {—15,—14,—13,—-12,—11,-10,—9,—8,—7,—6}. Como N é mdltiplo de 7 de-
vemost = —12 o que nos da N = 77 degraus.

2.11 Resolucao de Congruéncias Lineares

Nesta seccao pretendemos resolver equagdes do tipo
ax = b(mod m), (2.32)

em que a, b€ Z e m € N. Uma vez que, se xp € solucdo da equacao, entdo xo+ mt (com t € Z)
também é, s6 precisamos de encontrar as solugdes no conjunto {0,1,...,m — 1} ou em qualquer
outro sistema completo de residuos médulo n. Assim, qualquer congruéncia deste tipo, ou ndo tem
solugéo ou tem uma infinidade de solugdes. Ao tratarmos estas congruéncias com infinitas solugdes
e olharmos para elas como restos médulo m teremos ndo mais infinitas solugées mas no maximo n
solucdes incongruentes. Por exemplo, a equagdo 2x = 0 (mod 6) tem duas solugdes (incongruentes
mddulo 6) x =0 e x = 3. Todo conteludo desta sec¢ao é quase todo baseado em HEFEZ(2011) com
algumas adaptacgoes.

Para SANTOS(2007, p. 36):

"[...] se xp € umas solucéo, i. e., axop = b (mod m) e x; = xp (mod m) entédo
x| também é uma solugéo. Isto é dbvio pois se x; = xp (mod m) entédo ax; =
axop = b(mod m). O que acabamos de verificar € que se um membro de uma
classe de equivaléncia é solucdo entao todo membro desta classe é solugéo.
Destas observacdes surge uma questdo natural: no caso de existir alguma
solucdo, quantas solugdes incongruentes existem?”

Para dar respostas para as perguntas apresentadas enunciaremos algumas proposi¢des.

Proposicao 2.11.1. Sejam a, b inteiros e m € N*, comm > 1 e d = (a,m). No caso em que d 1 b
a congruéncia ax = b(mod m) ndo possui solugdo e quando d | b, possui exatamente d solugbes
incongruentes.

Demonstracéo 2.11.1. Temos que se x é uma solugdo de ax = b(mod m) significa que m | ax— b,
logo existe um inteiro y tal que ax —my = b. Do teorema 2.6.1 sabemos que esta equagcbes ndo pos-
sui nenhuma solugdo caso d 1 b,que se d | b ela possui infinitas solugbes dadas por x = xo — (m/d)t
ey=yo— (a/d)t onde (xo,y0) é uma solugdo particular de ax —my = b. Logo a congruéncia
ax = b(mod m) possui infinitas solugbes dadas por x = xo — (% )t. Agora para saber o numero de
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solugbes incongruentes considere x| = xo — (m/d)t; e x, = xo — (m/d)t,. Queremos saber as condi-
¢cbes que tornam estas solugbes incongruentes, temos que se

xo — (m/d)t; = xo — (m/d)t; (mod m),

entdo
(m/d)t; = (m/d)t; (mod m),

e como (m/d) | m, temos (m/d,m) = m/d que implica
11 =t (mod d),

Mostrando que as solugdes incongruentes sdo obtidas tomando x = xy — (m/d)t, onde t percorre
um sistema completo de residuos mddulo d.
O

Corolario 2.11.1. Se (a,m) = 1, entdo a congruéncia ax = b(mod m) possui uma unica solugao
maodulo m.

Demonstracdo 2.11.2. Basta tomard = 1 na proposi¢ao 2.11.1.

Definicdo 2.11.1. Uma solugcéo a de ax = 1 (mod m) é chamada de um inverso de a médulo m.

Observacéao 2.11.1. Se a congruéncia
aX = b(mod m)

possui solugdo, entdo d = (a,m) divide b. Pondo

, a ., b m
a=-,b=-,n=—
d’ d’ d’
temos que a congruéncia acima é equivalente a
a'X =b'(mod n),

temos que (d',n) = 1, logo exite um inverso médulo n para d', entdo esta ultima congruéncia é
equivalente a
X =c(mod n)

onde c = b'd", sendo a” o inverso multiplicativo de a’ mdédulo n.

2.12 Teorema Chinés dos Restos

O chamado Teorema Chinés dos Restos da um método sistematico de resolugcao de sistemas
de congruéncias do tipo ax = b (mod m). Segundo Coutinho:

"[...Jum dos primeiros lugares em que apareceu foi no livro do mestre Sun,
chamado Manual de Aritmética do mestre Sun, escrito entre 287 d. C. e 473
d.C. "(COUTINHO, 1997, p. 120)



36

Aparentemente a ideia surgiu com a necessidade de contar 0 nimero de soldados numa parada.
Suponhamos que sabemos que o numero de soldados é no maximo 1000. Mandamos ordenar os
soldados em filas de 7 e depois em filas de 11 e depois em filas de 13 (o0 que é mais simples do que
contar os soldados) e contamos o nimero de soldados que sobraram em cada um dos casos.

Teorema 2.12.1. Considere o seguinte sistema de congruéncias com solugao

aiX = b;(modm)
aX = by(modmy)
a,X = b,(modmy)

temos que (a;,m;) | b;, comi € {1,2,--- r}, pela observagdo 2.11.1 o sistema é equivalente a

X = c¢j(modny)
X = c¢y(modny) (2.33)
X = c¢,(modny)

onde (nj,nj) = 1, para todo par n;, nj comi # j, possui uma tnica solugdo médulo N = nyn---n,.
Tal solugdo pode ser obtida como se segue:

x=Nyicr + -+ Neyrer,
onde N;=N/n; ey; é solugdo de N;Y =1 (mod n;), i =1,2,---,r.

Demonstracao 2.12.1. Vamos, inicialmente, provar que x é uma solugdo simultaneamente do sis-
tema 2.33. De fato, como n; | Nj, sei # j, e Njy; = 1 (mod n;), segue-se que

x=Niyic1+ -+ Npyrer = Niyici = ¢; (mod n;) .

Por outro lado, se x' é outra solugdo do sistema 2.33, entédo

xzx/(modni), Vi, i=1,2,---,r

Como (n;,n;) =1, para i # j, segue-se que [ni,---,n,| =n;---n, = N e, consequentemente,
pela proposigdo, temos que x = x’' (mod N).

Tomemos agora o seguinte exemplo.

Problema 2.12.1. Trés satélites passarao sobre o Rio esta noite. O primeiro a 1 hora da madrugada,
0 segundo as 4 horas e o terceiro as 8 horas da manha. Cada satélite tem um periodo diferente. O
primeiro leva 13 horas para completar uma volta em torno da Terra, o segundo 15 horas e o terceiro
19 horas. Determine quantas horas decorrerdo, a partir da meia-noite, até que os trés satélites
passem ao mesmo tempo sobre o Rio.(COUTINHO, 1997, p. 116)
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Solucao 2.12.1. Seja x o numero de horas, contadas a partir da meia-noite de hoje, quando os
trés satélites passaréo juntos sobre o Rio. O primeiro satélite passa sobre o Rio a cada 13 horas, a
contar da 1 da madrugada. Logo precisamos ter que x =1+ 13n; , para algum inteiro positivo n; ,
que representa o numero de voltas que o satélite 1 tem que dar em torno da Terra antes que passe
junto com os dois outros satélites. As equacgbes correspondentes aos outros dois satélites sdo

x=4+15ny e x =8+ 19n3;
Estas equacbes podem ser reescritas como:

X = 1(mod 13)
X = 4(mod 15) (2.34)
X = 8(mod19)

Para este caso temos que N = 13 x 15 x 19 = 3705, N = N/n; =285, N, = N/ny =247 e N3 =
N /n3 = 195. Agora examinemos as congruéncias N;Y = 1 (mod n;),

285Y = 1(mod 13)
247Y = 1(mod 15) (2.35)
195Y = 1(mod 19)
esse sistema é equivalente a
12Y = 1(mod 13)
7Y = 1(mod 15) (2.36)
5 = 1(mod 19)

que solugbes y; = 12, y, = 13 e y3 = 4, respectivamente.

Portanto, uma solugcdo modulo N = 3705 é dada por
x=Niyic1 +Noyrcr +Nayses =

x=285-12-14247-13-44195-4-8 = 3420 + 12844 + 6240 = 22504

Como 22504 = 274 (mod 3705), temos portanto, depois de passar juntos uma vez sobre o Rio 274
horas depois da zero hora de hoje, os satélites passardo juntos novamente a cada 3705 horas.

E claro que o PARI tem fungdes especificas para esses célculos que os tornam muito simples
de realizar. Por exemplo se temos o sistema

X = 1(mod 13)
X 4 (mod 15) (2.37)
X = 8(mod19)

Definimos no Pari/GP as contantes, conforme a tabela 2.6 e aplicamos o comando "chinese”.

Na figura 2.2, temos aplicagdo do comando e sua saida.
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Sistema

Comando

X =1(mod 13);X =4 (mod 15);X = 8(mod 19); | m1=Mod(1,13); m2=Mod(4,15); m3=Mod(8,19)

chinese(ml,chinese(m2,m3))

Tabela 2.6: Comando para solugéo do sistema 2.37

Figura 2.2: Saida do comando: chinese(ml,chinese(m2,m3)).

GP/PARI CALCULATOR Version 2.5.8 (released)

(readline v6.2 enabled, extended help enabled)

Copyright (C) 2008-2011 The PARI Group

WHATSOEVER.

Type ? for help, \gq to quit.
Type ?12 for how to get moral (and possibly technical) support.

llparisize = 8008080, primelimit = 580509
? ml=Mod(1,13)

%1 = Mod(1, 13)

? m2=Mod(4,15)

%2 = Mod(4, 15)

? m3=Mod(8,19)

%3 = Mod(8, 19)

? chinese(m1,chinese(m2,m3))

%4 = Mod(274, 3765)

?

amd64 running linux (x86-64/GMP kernel) 64-bit version
compiled: Nov 17 2011, gcc-4.6.2 (Ubuntu/Linaro 4.6.2-2ubuntul)

PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and comes WITHOUT ANY WARRANTY
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3 Aplicacoes na Solucao de Problemas

"

"Um método é um truque que funciona mais de uma vez.
George Pdlya

Neste capitulo daremos énfase a aplicagdes que trabalham problemas que se destacam por
ser necessario a compreensao € manipulacdo de conceitos tedricos mais elaborados. Conforme
D’AMORE (2005):

”A aprendizagem Matematica néo é apenas construgdo de conceitos, mas
envolve trés tipologias de aprendizagens distintas, com intersec¢des, que séo:
aprendizagem conceitual, aprendizagem de estratégias (resolver, demons-
trar,...) e aprendizagem algoritmica (calcular, operar,...).”

Um ensino comprometido com as necessidades atuais é fundamental a utilizagao de metodolo-
gias que possibilitem o desenvolvimento de competéncias para formar um aluno cidadao que utiliza
cada vez mais conceitos matematicos na sua rotina.

Nao queremos de forma nenhuma diminuir a importancia das aplicagdes pratica, até porque
elas estdo presentes neste trabalho, e € importante salientar como afirma LIMA(2002, p. 141),
”[...]as aplicagbes do conhecimento incluem a resolucao de problemas, essa arte intrigante que, por
meio de desafios, desenvolve a criatividade, nutre a auto-estima, estimula a imaginacao e recom-
pensa o esforgo de aprender”.

3.1 Pari/GP na Solucao de Equacodes Diofantinas Exponenciais

Quando se tem um problemas que envolve equagbes diofantinas, encontrar todas as solugdes
(em numeros inteiros positivos) para tal equagao nao é uma tarefa facil. Muitas dessas equacotes
podem ser resolvidas usando aritmética modular.

Existem, porém, algumas equagdes exponenciais diofantinas que simplesmente ndo poderéo
ser resolvidas usando apenas a aritmética modular, e entao ideias mais sofisticadas devem entram
em jogo. O mais usual é o método de Baker, que usa formas lineares em logaritmos, esse método
gera cotas efetivas para solugdes de varios tipos de equagbes diofantinas, para maiores detalhes
veja SHOREY, TIUDEMAN(1986) e WALDSCHMIDT(2009).

Conforme LOZANSKY, ROUSSEAU(1996) algumas equacbes diofantinas sdo muito faceis de
resolver quando se olha de um angulo apropriado. No entanto, ndo ha nenhum algoritmo geral e
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eficaz para lidar com as equacdes Diofantinas. Temos portanto que cada equacéo diofantina pode
ser um novo desafio que exige habilidade para ser solucionada. Por isso € desejavel ter experiéncia
com diversas estratégias para lidar com cada caso de equacées diofantinas.

Ainda segundo LOZANSKY, ROUSSEAU(1996, p. 57) algumas das técnicas mais simples sao:

1. Fatoracao;

2. Utilizar Congruéncias;

3. O uso do discriminante para equagdes quadraticas;
4. Método de descida infinita de Fermat;

5. Formas Especiais.

A seguir ilustraremos alguns dos métodos acima.

3.1.1 Fatoracao

Dada a equagéo f(x,x2,--,x,) =0, se podermos escrevé-la sob a forma equivalente

fl (X],)Cz,-" ,Xn)fz(X1,)C2,'~' ,Xn)"'fk(],XZ,"' ,)Cn) =a,

onde fi, fa,- -+, fx € Z[X1,X2,- -+ , X, € a € Z. Decompondo a em fatores primos, obtemos um nimero
finito de k fatores inteiros ay,as, - - - ,a;. Cada uma dessas fatoragdes produz um sistema de equacgao

fl (XI,XZ, U 7-xl1) =a

fZ(x17x2a e 7xn) =ay

fk(-xl)-x27 e 7xn) = dkg.

Considere o exemplo retirado de ANDREESCU, ANDRICA e CUCUREZEANU(2010, p. 5)

Exemplo 3.1.1. Sejam p e q primos. Determine a solugdo da equacgéo

1 1 1
4=
Xy pq

em inteiros positivos.

Solucgao 3.1.1. Esta equagdo € equivalente a equagio diofantina

(x—pq)(y — pq) = P*q*.

Observe que 1 < é, entéo nds temos que x > pq.

Considerando todos os divisores positivos de p>q* nés obtemos os seguintes sistemas:
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x—pqg=1 X—pq=p X—pq=gq
y—pq=p*q* y—pq=pq* y—pq=p*q
x—pq=p* x—pq=pq x—pq=pq*
y—pqg=¢* y—pqg=pq y—pg=rp

x—pqg=p’q x—pq=q* x—pq = p*q*
y—p4=gq y—pq=rp* y—pg=1

resolvendo os sistemas obtemos as solugées: (1+ pq,pq(1+pq)), (p(1+q),pq(1+q)), (g(1+

p):pqa(1+p)), (p(p+4q),pe(1+pq)), (2pq,2pq)), (pq(1+q),p(1+4q)), (pg(1+p),q(1+p)), (q(p+
9),r(p+q)), (pg(1+pq),1+pq).
0

3.1.2 Meétodo da Descida Infinita de Fermat

Segundo NETO(2000):

"Esquematicamente, o método da descida (devido ao matematico francés
Pierre Simon de Fermat) consiste entdo no seguinte:

i. Supor que uma dada equacgao possui uma solugao em inteiros ndo nu-
los.

ii. Concluir dai que ela possui uma solugao em inteiros positivos que seja,
em algum sentido, minima.

iii. Deduzir a existéncia de uma solucéo positiva menor que a minima, che-

gando a uma contradigéo.”

Considere agora o exemplo retirado de ANDREESCU, ANDRICA e CUCUREZEANU(2010, p.
49):

Exemplo 3.1.2. Resolva a equagdo 2* — 1 = xy em inteiros positivos.

Solugéo 3.1.2. Note que (0,k), k € Z., (1,1) sdo solugdes. Vamos provar que ndo existem outras
solugbes, usando Método da Descida de Fermat, sobre os fatores primos de x. Sejam p; um divisor
primo de x e g 0o menor inteiro positivo tal que p; | 29 — 1. Do pequeno Teorema de Fermat nés
obtemos que p; | 2P'~' — 1, e portanto g < p1 —1 < py.

Provaremos agora que q | x. Suponha por absurdo que q ndo divide x, entdo x = kq+ r, com
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O<r<g,e

2*—1 = 2kipr—q

= (29k2r—1

= (29-14+1)k2 —1
2" —1(mod py).

Isto significa que p; | 2" — 1, que é uma contradi¢cdo com a minimalidade de q. Portantog |x e 1 <

q < p1. Agora seja p, um primo divisor de q. Temos que p, é um divisor de x e p, < p1. Continuando

este procedimento, nds construiremos uma sequéncia infinita de divisores primos decrescente de x:
p1 > p2 > -+ que é uma contradicdo com o método da descida de Fermat.

O

3.1.3 Formas Especiais

Ainda poderiamos citar outros métodos por exemplo o uso de desigualdades e formas paramé-
tricas, entdo para concluir esta parte, considere o exemplo retirado de ANDREESCU, ANDRICA e
CUCUREZEANU(2010, p. 26).

Exemplo 3.1.3. Prove que a equacgéo 2* + 1 = xy tem infinitas solugbes inteiros positivos.

Solucéo 3.1.3. Se tomarmos x = 3%, é suficiente mostrar que 3* divide 2% 41 para todo k > 0. De
fato, para todo k > 1,

2 1= =02 ¥ -2 ).

O primeiro fator pode ser escrito como (3 — 1)3k_1 + 1, e sendo (—l)3k + 1 =0, temos que este
fator é divisivel por 3*~1. O segundo fator é igual a (23" +1)% —3.23%1 que é divisivel por 3.

k
Portanto (3, 233;“ ), com k > 0, sdo solugbes da equagdo dada.

O

Utilizacao de Congruéncias

No que segue faremos uso do software Pari/GP e de congruéncias para resolver problemas
que tratam de equacdes diofantinas na tentativa de expor uma forma construtiva que trabalhe os
principais teoremas e propriedades estudadas no capitulo anterior.

Com excegédo do Problema 3.3.3 no geral trabalharemos apenas com a equagéo diofantina
exponencial

a—-bv=c (3.2)

onde a, b e c sao inteiros fixos e x e y sdo variaveis.
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3.2 Equacoes Diofantinas Exponenciais sem Solucao

Nas solugdes utilizaremos a ideia de que se temos uma equacéao diofantina exponencial sem
solugbes, como

70 44 =3¢, (3.3)
entdo queremos encontrar algum médulo m > 2, de modo que
7" +4 = 3¢ (mod m) (3.4)

ndo tenha solugdes. Neste caso devemos, portanto, verificar todas as poténcias de 7 (mod m), e
de 3 (mod m) (ha um ndmero finito de cada), e se nenhum delas nos der solugdes, entdo ndo ha
solucbes em inteiros positivos para a sua equacao.

Aqui devemos destacar um fato muito importante no que foi dito acima que é:

"Dada uma equacéo diofantina exponencial que ndo tem solucéo, entdo sempre existe
um modulo m > 2 para qual equagao nao tenha solugéo.”

esse fato é a chamada Conjectura de Skolem, que é devido a Thoralf Albert Skolem ', que enunci-
aremos de forma mais precisa. A conjectura original de SKOLEM(1937) diz que:

Conjectura 3.2.1. (Skolem). Considere a equagao Diofantina exponencial

arbt - b+ bl - bl = 0. (3.5)

Suponha que a equagéo 3.5 ndo tem solugdo em inteiros ndo negativos, i, -- ,04, -+ , 01, - ,04.
Entdo, a congruéncia

a\blt b4+ abt b =0 (mod m) (3.6)

néo tem solugéo para algum inteirom > 2.
Essa conjectura, segundo HAJDU(2013), pode ser enunciada da forma como segue.
Conjectura 3.2.2. (Nova Conjectura de Skolem). Dada um equagdo exponencial Diofantina
alb‘f‘{‘ ---b‘f‘l” 4+ +akb,‘§‘f‘ ---b,‘jjk’ =c. (3.7)

e supondo que a equacéo 3.7 ndo tem solugdo em inteiros ndo negativos, o1, - ,0;, -+ , Qg1, - - ,0-
Ent3o, exite um inteiro m > 2 tal que a congruéncia

arbft - b+ 4l - bl =c¢  (mod m) (3.8)

ndo tem solugcdo em inteiros ndo negativos o, - , 0y, - , 01, , 0

Veja detalhes e alguns fatos de sua obra em:<http://pt.wikipedia.org/wiki/Thoralf_Skolem>
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Note que na nova conjectura além do nimero ¢ temos que na conjectura original os expoentes
dos b;j com 1 <i< kémesmo ajcom 1 < j</.

Neste trabalho consideraremos o caso k = 2, para este caso especifico podemos reescrever a
equacgéo 3.7 como

aib{l' by +ab3} b3 =c. (3.9)

conforme HAJDU(2013) no caso k = 1 a conjectura é verdadeira, para os casos em que k = 2 varios
trabalhos corroboram no sentido que a conjectura é verdadeira, veja SHOREY, TIUDEMAN(1986) e
HAJDU(2013).

3.3 Equacoes Diofantinas Exponenciais com Solucao

Para o caso particular da equacdo 3.9, paraa; =a, =1 el =1, em que ha solugdo temos uma
interessante conjectura de SKOLEM(1945), que diz o seguinte:

Conjectura 3.3.1. Se a* — b’ = ¢(mod m) tem solugao para todo inteiro positivo m, entdo
a—-b=c (3.10)

tem solugdo inteiros positivos x e y.

Ainda neste contexto PILLAI(1936) mostrou que a equagao 3.10 tem apenas um numero finito
de solugdes inteiras (x,y) e apenas uma solugéo se c for suficientemente grande em relagdo a a e
b. Nos primeiros trabalhos de PILLAI e que de fato é o que nés utilizaremos, ele havia considerado
as equacgobes diofantinas a* — b’ = c onde a, b e ¢ eram fixos, ou seja, apenas x e y eram variaveis,
mas em trabalhos posteriores ele também consideraria 0 caso em que apenas um dos inteiros
(a,b,c,x,y) é fixo, para mais informagdes veja WALDSCHMIDT(2009).

Se considerarmos uma equagao com solugdo como
5944 =3¢ (3.11)

que tem uma solucdo a = 1 e ¢ = 2. Entdo pela Proposicao 2.8.3, se m nao é divisivel por 3 ou 5
entdo existem k e k' tais que

3* = 1(mod m)
5 = 1(mod m)

dai ndo importa que valores inteiros escolhemos para m, o melhor que podemos concluir é que a =1
e c =2 é uma solugdo para equagao 3.11 relativo ao médulo m, mas isso nunca sera suficiente para
concluir que a =1 e ¢ =2 é a Unica solugao, pois segundo a Conjectura 3.2.2 teriamos que mostrar
que se, por exemplo a # 1, entdo existe m > 2 tal que a congruéncia 5% +4 = 3¢ (mod m) n&o tem
solugdo. Como instrumento de auxilio, como ja dissemos, utilizaremos o Pari/GP, por exemplo,
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para equacéo 3.11 se queremos as solugdes referentes a um moédulo m tal que (m,5) = (m,3) =1

podemos construir o comando conforme apresentado na tabela 3.1 abaixo?.

Equacao

Comando no Pari/GP

57+4=3°(mod m) | r=znorder (Mod(5,m)) ;t=znorder (Mod(3,m)) ;for(a=0,r-1,for(c=0,t-1,
if (Mod(5,m) ~a-Mod(3,m) ~c+4==0,print([a,c])))); [r,t]]

Tabela 3.1: Comando para 5* + 4 = 3¢

Utilizando o comando da tabela 3.1 relativo a modulo 11, temos as solugdes apresentadas na

Tabela 3.2. Na figura 3.1 temos aplicagdo do comando e sua saida no Pari/GP.

Solucbes

[a, c] | [0,2] |1, 2]

2, 2] 3, 2] [4,2]

Tabela 3.2: Solugbes (mod 11) para 5% +4 = 3.

Figura 3.1: Comando para 5 +4 = 3¢ e solugées mddulo 11

A TEE
r—[moesio]--[

Reading GPRC: /etc/gprc ...Done.

GP/PART CALCULATOR Version 2.5.8 (released)
amdé64 running linux (xB86-64/GMP kernel) 64-bit version
compiled: Nov 17 2011, gcc-4.6.2 (Ubuntu/Linaro 4.6.2-2ubuntul)
(readline v6.2 enabled, extended help enabled)

Copyright (C) 2000-2011 The PARI Group

PARI/GP is free software, covered by the GNU Ceneral Public License, and comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

Type ? for help, \q to quit.
Type ?12 for how to get moral (and possibly technical) support.

parisize = 80000, primelimit = 580589
m=11
%1 = 11

2]
2]
2]
2]
=[5, 5

]

r=znorder(Mod(5,m));t=znorder (Mod(3,m));for(a=0,r-1,for(c=0,t-1,1f(Mod(5,m)+4-Mod(3,m)"*c==0,print([a,c]))));[r,t]
2]

Assim, no procedimento que implementaremos neste trabalho determinaremos uma solucéo

inicial para a equagéo a* — b’ = ¢ por inspegéo, (xo,yo), € a partir desta vamos supor por absurdo a

existéncia de uma outra solugdo maior que a solugao considerada, ou seja, um x > xg, por exemplo.

Para a equacédo 3.11 temos que a =1 e ¢ = 2 é uma solugéao, portanto, temos de escolher algum

m que é divisivel por uma poténcia de 5 ou 3, que devera ser maior do que a maior poténcia cujo

expoente seja solugdo para a equagao. Como a =1 e ¢ = 2 isso significa que devemos comegar

com um m = 3% ou m = 52, pois 3% | 3¢ para todo ¢ > 2 e 52 | 5 para todo a > 1, respectivamente.
Vamos considerar o mesmo exemplo de forma mais detalhada, no seguinte problema:

Problema 3.3.1. Determine todas as solugées inteiras ndo negativas da equagéo 3" — 5" = 4.

Solucao 3.3.1. Esta equagao tem somente uma solugdo nos inteiros ndo negativos, que é n =2 e

m=1. De fato, se n =0, temos que 5™ = —3, que é falso para todo inteiro m, pois 5™ é positivo para

todom. Sen =1, temos que 5" = —1, novamente pelo mesmo argumento esta igualdade é falsa.

2Ao inserir o comando no Pari/GP retire a quebra de linha.
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Note que, como 5|5™, temos, relativo ao mddulos 5, que

35" =
3 =

(mod 5) <=

4
4 (mod 5) (3.12)

Como ¢(5) =4 e ords(3) = 4 , entdo pela Definigcdo 2.8.3, 3 é raiz primitiva médulo 5, dai pelo
Teorema 2.8.3 temos que
S?mod 5) = {37 327 337 34}

forma um sistema reduzido de residuos médulo 5, e portanto pelo Teorema 2.8.4, sendo (4,5) =1,

3

temos que deve existir x tal que 3* =4 (mod 5), com 3* € Simoa 5)- De fato, como

32 = 4 (mod5)

(3.13)
e por transitividade, obtemos
32=3" (mod 5),
pelo Teorema 2.8.2, resulta que
n=2 (mod 4). (3.14)
Analogamente, como n = 2 é uma solugdo, entao 32]3”, temos relativo a médulo 9, que
3"-5" = 4 (mod9) <=
5" = 4 (mod9) <=
5" = —4 (mod9) <=
5" = 5 (mod?9) (3.15)
Como ¢(9) = 6 = ordy(5), vem que 5 é raiz primitiva mddulo 9 e o conjunto
S?mod 9) = {57 527 537 547 55} (3.16)

forma um sistema reduzido de residuos médulo 9, e sendo (5,9) = 1 temos que exite 5° € Sfmo d9)
tal que 5* =5 (mod 9). De fato, se tem

5 =5 (mod 9)

e por transitividade, vem

do Teorema 2.8.2, obtemos

m =1 (mod 6) (3.17)
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Das congruéncias 3.14 e 3.17 podemos concluir que n é par e m € impar.

Este procedimento feito até aqui ndo é suficiente para garantir quen=2 em =1 é a unica
solugdo. Devemos entdo analisar a existéncia de solugcbes maiores que estas e comparar com a
paridade de n e m que ja determinamos.

Suponhamos, entdo que n > 2, logo devemos ter que 3°|3", assim relativo a médulo 27,

5" =—-4 (mod 27)
5" =23 (mod 27) (3.18)

Como ¢(27) = 18 = ordy7(5), temos que 5 € raiz primitiva médulo 27 e o conjunto
Stmoa 27 = {5, 5%, -+, 5'%} (3.19)

forma um sistema reduzido de residuos médulo 27, e sendo (23,27) = 1 deve existirt com 5" € S;
tal que 5' =23 (mod 27). De fato,

513=23 (mod 27)
por transitividade e do Teorema 2.8.2, resulta

513

5" (mod 27) <
13 (mod 18). (3.20)

m

O resultado da equivaléncia 3.20 ndo é necessariamente uma contradicdo com 3.17. Dessa
forma, considerando a congruéncia

3" —5" =4 (mod x)

queremos encontrar um primo x de modo que m = 18y + 13 para algum y € N, que contradiga a
hipdtese de n ser par.

Nesse momento testamos alguns primos para os valores de x no comando abaixo:

Equacao Comando no Pari/GP
3" —5™M =4 | r=znorder (Mod(3,x)) ;s=znorder (Mod(5,x)) ;for (n=0,r-1,for(m=0,s-1,
if (Mod (3,x) "n-Mod(5,x) “m-4==0,print([n,m])))); [r,s]]

Tabela 3.3: Comando para 3" — 5™ =4

Faremos alguns testes utilizando o comando da Tabela 3.3 acima afim de encontrarmos um m
tal que m = 13 (mod 18) e que, como ja dissemos, nos dé uma contradicdo relativo a paridade de n,
que ja sabemos ser "par”.

Para x = 17 temos, conforme a saida do comando mostrado na figura 3.2, os seguintes resul-
fados:
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Figura 3.2: Comando para 3" — 5™ = 4 médulo x

- RICE
break[4]> x=17

ak[ ¢ r=znorder(Mod(3,x));s=znorder(Mod(5,x));for(n=0,r-1,for(m=0,s-1,i1f(Mod(3,x)"n-Mod(5,x)*m-4==0,pri
nt([n,m]))));[r,s]
[0, 5]

e as ordens de 3 e 5 sdo iguais para este modulo;
e tanto 3 como 5 sdo raizes primitivas;

e alinha[l11,13] é a inica em que temos m = 13 (mod 18) e como vemos nos da um valor impar
para n.

Faremos uma analise qualitativa relativa a médulo 17. Temos, para este médulo que:
3" —5"=4(mod 17) (3.21)

Como ¢(17) = 16 = ordy7(3) = ord17(5), temos que 3 e 5 sdo raizes primitivas médulo 17 e os

conjuntos
S?mod 17) = {3’ 32a T 316} (3.22)
S?mod 17) = {5’ 52a B 516} (3.23)

forma um sistema reduzido de residuos moédulo 17, dai por 3.20 devemos ter m = 18w + 13 para
algumw € N, vem que, para todo x € N, temos

51 = 1(mod 17) =
(516X)9 — 580y — (mod 17) =
SISEIHS = 3(mod 17) (3.24)

e substituindo na relacdo 3.21, resulta

3"-3 = 4(mod 17) =
3" = 7(mod 17)
(3.25)
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Agora, como (7,17) = 1 deve existir 3/ ¢ S?mod 17) tal que 3/ =7(mod 17), de fato

31 7 (mod 17)

e por transitividade,
31 = 3" (mod 17)

mas isso significa que n = 11 (mod 16), que é absurdo pois n é par.

Problema 3.3.2. Determine todas as solugdes inteiras ndo negativas da equagdo 3* — 27 =17.

Solucao 3.3.2. Primeiro faremos uma anadlise através do Pari/GP tomando alguns primos como
maddulo para obtermos qual o melhor a ser utilizado no problema. Faremos uso do seguinte comando
conforme a Tabela 3.4 abaixo.

Equacao Comando no Pari/GP
3*—2"=7| r=znorder(Mod(3,m)) ;s=znorder(Mod(2,m)) ;for(x=0,r-1,for(y=0,s-1,
if (Mod(3,m) ~x-Mod (2,m) ~y-7==0,print ([x,y1)))); [r,s]

Tabela 3.4: Comando para 3* —2" =7

Na Tabela 3.5 abaixo estao a saida para o comando relativo ao mdédulo m e suas respectivas

ordens.
m [x,y] Ordem
5 (0.2 [1L0] [2,1] 4.4
71100 [2.1] [4.2] 6,3)
1[04 [1,7] [2,1] [3,6] [4,3]] [5,10]
Tabela 3.5: Solugées médulo m para3*—2Y =17.
A equacéo

3 -2=7 (3.26)
tem somente uma solugdo nos inteiros ndo negativos, que é x =2 ey = 1. De fato, se y =0, temos
que 3* =8, que é falso para todo x inteiro.

Suponhay > 2. Dessa forma como 2%|2”, temos, relativo ao médulo 4, que
3 =7=3 (mod 4)

Como ¢(4) = ords(3) =2, entdo pela Definicdo 2.8.3, 3 é raiz primitiva médulo 4, dai pelo Teo-
rema 2.8.3 temos que
S?mod 4) = {3’ 32}

forma um sistema reduzido de residuos modulo 4. Neste caso, obviamente, temos:
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3! = 3% (mod 4)
e pelo Teorema 2.8.2, resulta que
x=1(mod 2). (3.27)

Portanto, x € impar.

Por outro lado, se olharmos médulo 7 para a equagao 3.26, temos:

3¥-2" = 7(mod7) <=
3 = 2”(mod7) (3.28)

Agora como 6 = ¢(7) = ords(3) # ord(3) = 3, temos que:
e 0 conjunto
{2°,2,2%}

é formado por elementos incongruentes médulo 7, ou seja, para todo w € Z:23 = 1 (mod 7),
23"+ =2 (mod 7) ou2***2? =4 (mod 7);

e ja o conjunto
Stmoa 7) = {3:3%---,3°= 1}

é um sistema completo de reduzido de residuos mdédulo 7, dai para todo b € 7, existe h, tal

que
3" = b (mod 7), (3.29)

onde (b,7)=1ehe{l,---,6}.

Por 3.28, queremos h de modo que 3" = 1,2 ou 4 (mod 7). Logo, sendo 3% = 1 (mod 7), temos
0s seguintes casos:

e Sey=23w, entdo3*=2"=1=2°(mod 7) e obtemos x = 0(mod 6).

e Sey=3w+1, entdo3*=2"=2(mod 7) = 3* =9 = 32 (mod 7) e obtemos x =2 (mod 6).

e Sey=23w+2, entdo3* =2"=4(mod 7) = 3* =81 = 3* (mod 7) e obtemos x = 4 (mod 6).
Em qualquer caso, temos portanto x par o que é uma contradicdo. Assim y ndo pode ser maior

doqueouiguala2 eX =2 ey=1 é a unica solucio.
O

Utilizaremos as mesmas estratégias utilizadas até aqui para resolver um problema que como
poderemos observar trara outras dificuldades a serem contornadas. O problema seguinte foi retirado
de ANDREESCU(2000, p. 86) e sua solugéo original esta no Anexo A.
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Problema 3.3.3. Determine todas as solucées inteiras da equacdo 5°7° + 4 = 3¢.

Solucao 3.3.3. Dada a equacédo
5970 44 =3¢ (3.30)

por verificagdo podemos notarquea=1,b =0 e c =2 é uma solugao.

Como dito acima precisaremos utilizar numeros relativamente primos com 3, 5, e 7, para deter-
minarmos aqueles cujas ordens sejam relativamente pequenas faremos uso do seguinte comando
no Pari/GP:

Equagéo Comando no Pari/GP

r=znorder (Mod(5,m)) ,s=znorder (Mod (7 ,m)) ;t=znorder (Mod(3,m)) ;
597 4+ 4 =3¢ | for(a=0,r-1,for(b=0,s-1,for(c=0,t-1,if (Mod(5,m) a*Mod (7,m) b
+4-Mod (3,m) “c==0,print([a,b,c]))))); [r,s,t]]

Tabela 3.6: Comando para 5%7° +4 = 3¢ médulo m

Na figura 3.3 temos a aplicagdo do comando da Tabela 3.6.

Figura 3.3: Comando para ordens e solugbes mdédulo m.

r—[m;;sic]--[

Reading GPRC: /etc/gprc ...Done.

GP/PARI CALCULATOR Version 2.5.0 (released)
amdé4 running linux (x86-64/GMP kernel) 64-bit version
compiled: Nov 17 2011, gcc-4.6.2 (Ubuntu/Linaro 4.6.2-2ubuntul)
(readline v6.2 enabled, extended help enabled)

Copyright (C) 2000-2011 The PARI Group
PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

Type ? for help, \q to quit.
Type 712 for how to get moral (and possibly technical) support.

parisize = 8000000, primelimit = 500509
r=znorder (Mod(5,m));s=znorder (Mod(7,m));t=znorder(Mod(3,m));for(a=0,r-1,for(b=0,s-1,for(c=0,t-1,if(Mod(5,m)"*a*Mod(7,m)"b+4-Mod(3,m)
~c==0,print([a,b,c1)))));[r,s,t1 i

O comando 3.6 determina a ordem de 3, 5 e 7 relativa a m e as solugbes para a equagdo
547 44 — 3¢ médulo m com seus expoentes variando no intervalo de 0 até r—1, s—1 et —1, onde
r, s et sdo as ordens de 3, 5 e 7, respectivamente. Por exemplo, se fizermos m = 8, obteremos a
salda conforme a figura 3.4.

Na figura 3.4, {[0,1,1],[1,0,0]} sdo os valores de [a,b,c] que sdo solugbes para a equagao
597 +4 =3¢ (mod 8) e os valores [2,2,2] sdo as ordens de 3, 5 e 7, respectivamente. No Apén-
dice B, temos as solugées para outros mdédulos.

Devemos, nesta altura, escolher um valor para m em que 3, 5 e 7 tem ordem relativamente
pequenas, é claro, que isso ndo é uma tarefa facil.
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Figura 3.4: Solugées e Ordens mddulo 8.

> m=8

%2 = 8

? r=znorder(Mod(5,m));s=znorder(Mod(7,m));t=znorder(Mod(3,m));for(a=0,r-1,for(b=0,s-1,for(c=0,t-1,1f(Mod(5,m)"a
*Mod(7,m)"b+4-Mod(3,m)*c==0,print([a,b,c])))));[r,s,t]

Para essa tarefa, faremos o seguinte procedimento, escolheremos uma ordem x e depois de-
terminaremos todos os moédulos onde ”a” tem ordem dividindo k, tais médulos serdo pela Proposi-
¢80 2.8.4 também divisores de a* — 1, ou seja, dado k e ord,,(a)|k = m|a* — 1.

Por exemplo, tomando k igual a 12, e aplicando o comando *factor (3~{12}-1)” no Pari/GP,
obtemos os divisores de 3'> — 1 que séo:

D={2% 5,7, 13, 73},

ou seja, 32 =1 (mod m) comm € D.
Queremos todos os valores de m inteiro tais que 3* =1 (mod m) onde x = ord,,(3)|k = 12.
Faremos primeiro a eliminag&o de outras solugbes e determinaremos a paridade de a, b e c.
Note que para c = 0, obtemos:
(397" +4 = 1=
(59(7") = -3
logo néo ha solugées, pois —3 ndo é uma poténcia de 5 vezes uma poténcia de 7.

Agora relativo a médulo 3 temos que, como 3¢ é divisivel por 3, isso significa que

(5)(7") +4=3° = 0(mod3) =

(59)(7") = —4(mod 3) <=
(5)(7") = —1(mod 3)
Agora como 7 =1 (mod 3), entdo 7° = 1 (mod 3) para todo b € N e, como 5 = —1 (mod 3) ento,

5= (—1)*(mod 3) dar pelo, item (f) da Propriedade 2.7.1, resulta
(5%)(7°) = (=1)* = —1 (mod 3)

a partir do qual podemos concluir que a é um ndmero impar, pois se a fosse par teriamos (—1)* =
1 # —1(mod 3).
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Agora, reduzindo mdédulo 8:
(5%)(7%) 44 = 3¢ (mod 8).

Como, 5% = 1(mod 8), isso significa que 5*! = 5(mod 8), para todo k € N, logo 5* = 5(mod 8).
Temos também que, 3> =1 (mod 8) donde 3% = 1(mod 8) e 3%*! = 3 (mod 8), para todo k € N,
portanto 3 = 1 ou 3 (mod 8), se ¢ for par ou impar, respectivamente.

De 7= —1(mod 8) obtemos que 7° = (—1)” (mod 8) e, entdo

(5¢T1)(7%) = (52)(=1)? = (=1)? = 5(3° —4) (mod 8)

logo,

1 (mod 8), se c for par
(~1)P = ou

3 (mod 8), se c for impar

o que implica que b é par, pois se b fosse impar teriamos (—1)? = —1 # 1 (mod 8) caso c fosse par
ou (—1)> = —1# 3 (mod 8), caso c fosse impar. Em particular, temos que c é par.

Utilizaremos nesse momento poténcias de 3 ou 5 com expoentes superiores as solugdes consi-
deradas. Supondo a > 2, entdo 5° | 5% faremos uma anélise da equagéo 3.30 em relagdo a médulo
25, assim:

(5%)(7°) +4 = 3¢ (mod 25) <
4 = 3°(mod 25)

Fazendo no Pari/GP o comando znorder (Mod(3,25)), obtemos que 3 tem ordem 20, entdo
como ¢ (25) = ordys(3) temos que 3 é uma raiz primitiva médulo 25 e o conjunto

3 2 20
S(modzs):{37 3%, 370

é um sistema reduzido de residuos médulo 25, e como 3° = 4 (mod 25) por transitividade obtemos
3¢ =3%(mod 25) e pelo Teorema 2.8.2 isso significa que c = 6 (mod 20). Note também, que sendo
c=20k+6=5(4k+ 1)+ 1, temos que, c = 1 (mod 5). Fazendo no Pari/GP m = 11, encontramos,
conforme a figura 3.5, as solugbes para equacgédes relativas a esse mdédulo.

Na saida do comando da figura 3.5 paraa > 2 e c = 1 (mod 5) obtemos os seguintes resultados:
la,b,c] € {[2,1,1], [3,9,1], [4,7,1]} o que mostra que b é impar, o que é uma contradi¢do pois ja
haviamos mostrado que b é par. Daremos uma justificativa para isto, porém é claro, ja estamos
sabendo que 11 é um mddulo ideal.

Como ord,1(3) =5 o conjunto
{1a37 327"' a310}
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Figura 3.5: Solugbes para médulo 11.

%l :1
? r=znorder (Mod(5,m));s=znorder(Mod(7,m));t=znorder(Mod(3,m));for(a=0,r-1,for(b=0,s-1,for(c=0,t-1,if(Mod(5,m)*a*Mod(7,m)"b+4-Mod(3,m)
a,b, (])%))):[F,s,t]
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é formado por elementos incongruentes médulo 11. De 3°> = 1(mod 11) temos para todo g € N,
3%t!1 =3 (mod 11), logo 3¢ =3 (mod 11) e, portanto

(5%)(7°)+4 =3¢ =3 (mod 11) <=
(5%)(7°) = —1 (mod 11)

assim temos que, como ord;(5) =5, o conjunto
{1,5,5% 5, 5%
é formado por elementos incongruentes modulo 11 e sendo a impar devemos ter

5=5(mod 11)
59 =5%=4(mod 11)

Por outro lado, como ¢(11) = ord,;(7) = 10 temos que 7 é raiz primitiva mddulo 11 e, o conjunto
S&mdll)::{7772”"7710}

€ um sistema reduzido de residuos mdédulo 11. Como b é par, entao
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Pela Propriedade 2.7.1, multiplicando as equivaléncias 3.31, 3.32, 3.33, 3.34 e 3.35 com 5% =
5(mod 11) ou 5* =4 (mod 11) verificamos que em nenhum caso teremos

(5)(7°) = —1 (mod 11). (3.36)

Portanto a equacdo 3.30 ndo possui solugcdo mddulo 11 paraa > 2.

Verificamos, assim, que para esse primeiro caso em que a > 2, ndo ha solucées. Resta verificar
se para os caos a =0 e a =1 se ha solugbes ou ndo. Na primeira situagdo temos, paraa = 0:

7P+ 4=3° (3.37)

Neste caso a equacéo so tem duas bases 7 e 3. Podemos fazer algumas simulagbes no Pari/GP
aplicando o comando 3.7 para saber algumas informagées sobre a equagédo 3.37.

Equagéao Comando no pari/GP
7% +4 =3¢ | s=znorder (Mod (7,m)) ;t=znorder (Mod(3,m)) ;for (b=0,s-1,for(c=0,t-1,
if (Mod (7 ,m) "b+4-Mod (3,m) ~c==0,print ([b,c])))); [s,t]

Tabela 3.7: Comando para 7° +4 = 3¢ médulo m.

Aplicando o comando 3.7, note que o médulo 8 nos da que ords(7) = ordg(3) =2. Como 7 =
—1(mod 8), entdo 7 = (—1)? (mod 8), daf

(-1)’=3°—4 (mod 8).

Consideremos dois casos:

e Sec for par, entdo como 3% = 1 (mod 8) = 3% = 1 (mod 8), para todo k € N, logo

(—1)’ =3°—4(mod 8) «—
(1)’ =1—4=—3(mod 8)

Donde concluimos que tanto para b par ou b impar (—1)? # —3(mod 8) e, portanto ndo po-
demos ter c par.

e Se c for impar, teremos 3? = 1 (mod 8) = 3?1 =3 (mod 8), para todo k € N, logo

(—1)? =3°—4(mod 8) «—
(—1)> = —1=3—4(mod 8)

dar para b par (—1)? =1 # —1(mod 8) e para b impar (—1)" = —1 = —1(mod 8).
Portanto ¢ e b devem ser ambos impares.

Por outro lado, olhando para equagao médulo 13, ou seja,

7% +4 = 3¢ (mod 13)
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e sabendo que ¢ e b sdo impares, resulta que b é divisivel por 3. Esse fato também poderia ser
comprovado fazendo m = 13 e aplicando o comando conforme a figura 3.6. Agora, como ord 9(7) =

Figura 3.6: Solugdes para modulo 13.

%1 13
? s=znorder(Mod(7,m));t=znorder(Mod(3,m));for(b=0,s-1,for(c=0,t-1,if(Mod(7,m)"b+4-Mod(3,m)"c==0,print([b,c])

3, o conjunto
{7°7, 7%}

é formado por elementos incongruentes médulo 19. Como b é impar e multiplo de 3, temos

3¥=7"4+4=7"+4=1+4(mod 19) <—
3 = 5(mod 19)

como ordi9(3) = 182, temos que 3 é raiz primitiva médulo 19 e, o conjunto
S?mod 19) = {37 327' o 7318}
forma um sistema completo de residuos médulo 19. Note que 3* = 5(mod 19) e por transitividade
3¢ =3%(mod 19)

e pelo Teorema 2.8.2 obtemos que ¢ =4 (mod 18), logo ¢ é par, contradi¢do. Portanto ndo existe
solugdo para equagao 7 +4 = 3¢,

Finalmente verificaremos que a = 1 é a Unica solugdo para a e equagdo 5*7” +4 = 3¢.

Seja a = 1 entdo, temos 5-7° +4 =3¢, se b =0:

597" 4 4 =544=9=3"=—=c=2.

Agora verificaremos que nao existem solugdes para b > 0. Como feito anteriormente comeca-
remos utilizando alguma das poténcias que ainda constam na equag¢do como estamos interessados
em b examinaremos em relagdo ao médulo 7. Supondo por absurdo b > 0, entdo 7 | 7.

5.7°+4 = 3°(mod?7)
4 = 3°(mod?7),.

3Esse fato pode ser facilmente verificado rodando o comando znorder(Mod(3,19)).
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Como ¢(7) = ord;(3) = 6 3 é raiz primitiva e sendo 3* = 4 (mod 7), resulta pelo Teorema 2.8.2 que
c =4 (mod 6). Agora se examinarmos os fatores de 3° — 1, podemos utilizar o comando factor no
Pari/GP e teremos os seguintes fatores 2, 7 e 13, conforme a figura 3.7.

Figura 3.7: Fatoracdo de 3% — 1.

 TES
? factor(376-1)
%4 =

Escolhendo como médulo o fator 13, ou seja, 5-7” +4 = 3¢(mod 13). Como ¢ = 4(mod 6) e
sabendo que 3° = 1 (mod 13) donde obtemos que

3% =1 (mod 13) =
36k34 = 334 = 3% = 3(mod 13),
para todo k € N, ou seja,
3¢ =3(mod 13) (3.38)
Por outro lado, como ¢(13) = ord;3(7) = 12 temos que 7 é raiz primitiva médulo 13. Como
5.7"4+4 = 3°(mod 13) <
5.77+4 = 3(mod 13) <
5.7 = —1(mod 13) <=
5.7 = 25(mod 13) <=
7 = 5(mod 13) <=
7% = 7°(mod 13)
e pelo Teorema 2.8.2 obtemos b = 3 (mod 12).
Sabendo que 7° =1 (mod 19), dai
712413 = 73 (mod 19) <=
712413 = 1 (mod 19),Y g €N,
desse fato obtemos

5744 = 5.144=9 (mod 19) <
32 = 3° (mod 19) (3.39)



58

Agora, como ordj9(3) = 18 e pelo Teorema 2.8.2 temos ¢ =2 (mod 18) o que é absurdo, pois ja
tinhamos ¢ =4 (mod 6).

Isso, portanto, mostra que ndo podemos ter b > 0, sendo entdo b = 0 a Unica solugéo possivel
e, que implica, como ja mostramos quec=2ea=1.
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4 Conclusoes

A complexidade de abordagem nas solucbdes de problemas que envolvem equagdes diofanti-
nas podem ser superadas, a apresentac¢do de forma contextualizadas, conforme feito na se¢do 2.10
ou, quando no caso dos problemas mais teéricos mas feito de forma a estarem inseridos em uma
contextualizacao te6rica, como nos Problemas 3.3.1 e 3.3.3. A teoria de NUmeros mostrou sua im-
portancia a medida que durante a exploracdo dos problemas foram surgindo situagdes que exigiram
novas posturas.

O ensino significativo tem como objetivo oportunizar ao aluno uma nova e diferente maneira de
ver os contelidos, através do contato e estimulo, desta forma, uma alternativa ao modelo didatico
tradicional.

Deve-se também lembrar que o objetivo da abordagem desses tipos de problemas é significar
o algoritmo, pela valorizagdo dos contetdos procedimentos, em articulagdo com o desenvolvimento
de conhecimentos.

Alguns teoremas e proposi¢des dessa teoria foram essenciais, por exemplo: Proposi¢édo 2.8.4,
Teorema 2.8.2, Coroléario 2.8.3, Teorema 2.8.3 e Coroléario 2.8.4 que nos permitiu reduzir o conjunto
solucao dos problemas. Além disso, presenciamos diversas aplicacées do Pari/GP que se mostrou
uma importante ferramente de auxilio para compreender de forma construtiva e intuitiva o melhor
modo de testar e comparar solucdes nos tipos de problemas considerados. Destaca-se, portanto, o
grande potencial do Pari/GP na exploragao através de levantamentos de informagdes sobre varios
aspectos de contorno dos problemas considerados.

O aluno no papel de pesquisador, ou seja, quando ele busca e testa informacdes, tem a seu
favor que todos os procedimentos por ele testados séo frutos de uma experimentagéo e este pode
ser relembrado em outras ocasides e possibilitar compreender e rememorar o algoritmo.

[...] & preciso tornar os alunos pessoas capazes de enfrentar situagdes
e contextos variaveis, que exijam deles a aprendizagem de novos conheci-
mentos e habilidades. Por isso, 0os alunos que hoje aprenderem a aprender
estardo, previsivelmente, em melhores condi¢gdes de adaptar-se as mudangas
culturais, tecnoldgicas e profissionais que nos aguardam na virada do milénio
(POZO, 1998, p. 9)

Em geral nas solugdes utilizando congruéncias trabalhadas no Capitulo 3 tivemos sempre con-
siderar implicitamente a conjectura de Skolem pois dado a equacdo a* — b’ = ¢ nas incognitas
x,y € N sempre era necessario encontrar um médulo m inteiro maior do que ou igual a 2 para o qual
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a congruéncia a* — b’ = ¢ (mod m) nao tivesse solugdo. Nos casos considerados aqui se verificou
sempre existéncia de tais modulo. No problema 3.3.1 foi necessario calcular as solugées médulo
m para os 17 primeiros nimeros naturais primos com 3 e 5, no Problema 3.3 foram calculados as
solugdes modulo m para os 11 primeiros niUmeros naturais primos com 3 e 2, e finalmente no Pro-
blema 3.3.3 foram calculados os médulos para todas os divisores de 3'> — 1, as solugdes para este
caso estéo na Tabela B.1 do Apéndice B.

Percebe-se a importancia da teoria dos niumeros e das equagdes diofantinas lineares e expo-
nenciais que poderiam estar no curriculo do Ensino Médio, sabendo que a base necessaria para
trabalh&-lo ja esta presente neste nivel de ensino. Esperamos portanto que este trabalho sirva como
fonte de informacgéo para o professor o que o ajude na tarefa da formacao de alunos capazes de
selecionar as informagdes e de realizar pesquisas.
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APENDICE A - Solucées

A solucao apresentada a seguir € uma tradugcao, com poucas modificacdes, da resolucao en-
contrada em ANDREEESCU(2000, p. 86).

” Encontrar todas as solugdes inteiras ndo negativas da equagéo 775" +4 = 3%

Solucao A.0.4. Ou x ou y é diferente de zero, e olhando para a igualdade mdodulo 5 ou mdédulo 7,
concluimos que z deve ser no primeiro caso, da forma 4k+2 e, no segundo caso da forma de 6k + 4.
Sejaz =27, e reescrevendo a equagdo como 5*7° = (341 —2)(3%' +2). Os dois fatores sdo divisiveis
apenas por poténcias de 5 e, e desde que sua diferenca é 4, eles devem ser relativamente primos.
Assim, teremos 3% +2 =534 —2 =7 ou34 +2="7" €34 —2="5"

No primeiro caso, supondo y > 1, subtraindo-se as duas igualdades obtemos 5* — 77 = 4.
Olhando para os residuos mddulo 7, podemos concluir que x é da forma 6k + 2, portando par.
Mas, entdo, como x = 2x;, temos 7° = (5" —2)(5" +2). Isso é impossivel, pois a diferenga entre
0Ss dois fatores é 4, e assim eles ndo podem ser ambos poténcias de 7. Daqui resulta que y =0, e,
consequentemente, x =1, z = 2.

No segundo caso, mais uma vez, subtraindo as igualdades encontramos 7" — 5* = 4. Olhando
modulo 5, concluimos que y deve ser par e, usamos o mesmo argumento feito acima, mutatis
mutandis, para mostrar que ndo existem solugbées neste caso.
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Na Tabela B.1 encontra-se a saida do Comando 3.6 para as solugbes, e suas respectivas
ordens, médulo m da equagéo 597 — 3¢ =4, comm € {2, 4, 8, 16, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31}.

Modulo
m

Saida do Pari/GP

Resultados das Poténcias [a,b,C]

Ordem

2

0,0,0

1,1, 1

4

8

16

DININ
INLSS

11

0,0
,0, 212, 1,113, 0, 0]
2 2

3,

3, 01,13, 4, 3],[3, 6, 2], [3, 9, 11,[4, 1, 01,[4, 2, 3],[4, 4, 2], [4, 7, 1]

[0,5, 11,10, 9, OI,[7, 0, 2I,[7, 3, 11,17, 7, OL, [, 8, 3L,12, 1, 11,12, 5, O[,[2, 6,

NN
—|
(=

[5, 10, 9]

13

0
i
.3
, 3],
, 8,
0]
3,

NSNS EIEEK
.BI\)'E o = 4o ¢

il

[0 ] [0, 6, 1][1 0, 2],[1, 3, 11,[1, 11 0][2 0, 11,12, 8, 0], [2, 9, 2],[3, 5, 0],[3,

4,12, 3]

17

[O 0, 5], [0 1, 71,[0, 2, 14],[0, 3, 11],[0, 4, 10],[0, 5, 6],[0, 6, 4],[0, 7, 8], [0, 8, 11,[0, 9,
9],[0, 10, 15],[0, 11, 0],[0, 13, 3],[0, 14, 13],[0, 15, 2],[1, 0, 2], [1, 1, B],[1, 2, 7],[1, 3, 14],[1,
4, 11],[1, 5, 10],[1, 6, 61,[1, 7, 41,[1, 8, 8], [1, 9, 1],[1, 10, 9L,[1, 11, 15],[1, 12, 0],[1, 14,
31,[1, 15, 13],[2, 0, 13],[2, 1, 2], [2, 2, 51,[2, 3, 71,[2, 4, 14],[2, 5, 11],[2, 6, 10],[2, 7, 6],[2,
8, 4],[2, 9, 8], [2, 10, 1],[2, 11, 9],[2, 12, 15],[2, 13, O],[2, 15, 3],[3, O, 31,[3, 1, 13],[3, 2,
2], [3, 3, 8].[3, 4, 71,[3, 5, 14],[3, 6, 11],[3, 7, 10],[3, 8, 6],[3, 9, 4],[3, 10, 8], [3, 11, 1],[3,
12, 9],[3, 13, 15],[3, 14, 0],[4, 1, 3],[4, 2, 13],[4, 3, 2],[4, 4, 5], [4, 5, 7],[4, 6, 14],[4, 7,
11],[4, 8, 10],[4, 9, 6],[4, 10, 4],[4, 11, 8],[4, 12, 1], [4, 13, 9],[4, 14, 15],[4, 15, 0],[5, O,
01,[5, 2, 31,[5, 3, 131,[5, 4, 2],[5, 5, 5] [5, 6, 71,[5, 7, 14],[5, 8, 11],[5, 9, 10],[5, 10, 6],[5, 11,
41,[5, 12, 8],[5, 13, 1], [5, 14, 91,[5, 15, 15],[6, O, 15],[6, 1, 01,[6, 3, 3],[6, 4, 13],[6, 5, 2],[6,
6, 51, [6, 7, 7],[6, 8, 14],[6, 9, 11],[6, 10, 10],[6, 11, 6],[6, 12, 4],[6, 13, 8],[6, 14, 1], [6,
15, 91,[7, 0, 9l,[7, 1, 15],[7, 2, 01,[7, 4, 3],[7, 5, 13],[7, 6, 21,[7, 7, 5], [7, 8, 7],[7, 9, 14],[7,
10, 11],[7, 11, 10],[7, 12, 61,[7, 13, 4],[7, 14, 81,[7, 15, 1], [8, O, 1],[8, 1, 9],[8, 2, 15],[8,
3, 0],[8, 5, 31,8, 6, 13],(8, 7, 2],[8, 8, 51,[8, 9, 7], [8, 10, 14],[8, 11, 11],[8, 12, 10],[8, 13,
61,[8, 14, 4],[8, 15, 81,[9, 0O, 81,[9, 1, 11, [9, 2, 91,[9, 3, 15],[9, 4, O],[9, 6, 3],[9, 7, 131,[9, 8,
21,19, 9, 51,09, 10, 71,[9, 11, 141, [9, 12, 11],[9, 13, 10],[9, 14, 61,[9, 15, 4],[10, O, 4],[10, 1,
8],[10, 2, 1],[10, 3, 9],[10, 4, 15], [10, 5, 01,[10, 7, 3],[10, 8, 13],[10, 9, 2],[10, 10, 5],[10,
11, 7],[10, 12, 14],[10, 13, 11],[10, 14, 10], [10, 15, 6],[11, O, 6],[11, 1, 4],[11, 2, 8],[11, 3,
1],[11, 4, 91,[11, 5, 15],[11, 6, 01,[11, 8, 3], [11, 9, 13],[11, 10, 2],[11, 11, 5],[11, 12, 7],[11,
13, 14],[11, 14, 11],[11, 15, 10],[12, O, 10], [12, 1, 61,[12, 2, 4],[12, 3, 8],[12, 4, 1],[12, 5,

91,[12, 6, 15],[12, 7, O],[12, 9, 3],[12, 10, 13]

[16, 16, 16]

17

[12, 11, 2],[12, 12, 5],[12, 18, 7],[12, 14, 14],[12, 15, 11],[13, O, 11],[13, 1, 10],[13, 2, 6],
[13, 3, 4],[13, 4, 8],[13, 5, 1],[13, 6, 9],[13, 7, 15],{13, 8, 0],[13, 10, 3],[13, 11, 13],[13,
12, 2], [13, 13, 5],[13, 14, 7],[13, 15, 14],[14, 0, 14],[14, 1, 11],[14, 2, 10],[14, 3, 6],[14, 4,
4],[14, 5, 8], [14, 6, 1],[14, 7, 9],[14, 8, 15],[14, 9, O],[14, 11, 3],[14, 12, 13],[14, 13, 2],[14,
14, 5],[14, 15, 7], [15, O, 7],[15, 1, 14],[15, 2, 11],[15, 3, 10],[15, 4, 6],[15, 5, 4],[15, 6,

8],[15, 7, 1],[15, 8, 9], [15, 9, 15],[15, 10, 0],[15, 12, 3],[15, 13, 13],[15, 14, 2],[15, 15, 5]

[16, 16, 16]

19

[0, 0, 4]0, 1, 12],[0, 2, 5],[1, O, 2],[1, 1, OL,[1, 2, 7],[2, O, 11],[2, 1, 31,[2, 2, 17], [3, O, 5],[3,
1, 4],[38, 2, 12],[4, O, 7],[4, 1, 2],[4, 2, 01,[5, O, 17],[5, 1, 111,[5, 2, 3], [6, O, 12],[6, 1, 5],[6,

2,4],[7,0,01[7,1, 71,[7, 2, 2],[8, 0, 3],[8, 1, 17],[8, 2, 11]

9, 3, 18]
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23

[0, 38, 71,[0, 4, 5],[0, 6, 10],[0, 7, 2],[0, 8, 6],[0, 11, 11,[0, 13, O], [0, 14, 8],[0, 15, 9],[0, 20,
41,01, 0, 2],[1, 1, 61,[1, 4, 11,[1, 6, O1,[1, 7, 8], [1, 8, 9L,[1, 13, 4],[1, 18, 7],[1, 19, 5],[1, 21,
10],[2, O, 8],[2, 1, 9],[2, 6, 4], [2, 11, 71,[2, 12, 5],[2, 14, 10],[2, 15, 2],[2, 16, 6],[2, 19, 1],[2,
21, 0],[3, 4, 7], [3, 5, 5],[3, 7, 10],[3, 8, 2],[3, 9, 6],[3, 12, 1],[3, 14, 0],[3, 15, 8],[3, 16, 9],
[3, 21, 4],[4,0,10],[4, 1, 2],[4, 2, 6],[4, 5, 11,[4, 7, 0],[4, 8, 8],[4, 9, 9], [4, 14, 4],[4, 19, 7],[4,
20, 5],[5, 0, 01,[5, 1, 8],[5, 2, 9],[5, 7, 4],[5, 12, 7], [5, 13, 51,[5, 15, 101,[5, 16, 2],[5, 17,
61,[5, 20, 1],[6, 0, 4], [6, 5, 7],[6, 6, 5],[6, 8, 10],[6, 9, 2],[6, 10, 6],[6, 13, 1],[6, 15, 01,[6, 16,

8], [6, 17, 91,17, 1, 101,[7, 2, 21,7, 3, 6,[7, 6, 11,[7, 8, 01,7, 9, 81,[7, 10, 9], [7, 15, 4],[7, 20,
71,07, 21, 5],[8, 1, 01,[8, 2, 81,8, 3, 9],[8, 8, 4],[8, 13, 7], [8, 14, 5],[8, 16, 10],[8, 17, 2],[8,
18, 6],[8, 21, 11,9, 1, 41,[9, 6, 71,[9, 7, 5], [9, 9, 10,9, 10, 21,[9, 11, 61,[9, 14, 1],[9, 16,
01,09, 17, 81,[9, 18, 91,[10, 0, 5], [10, 2, 101,[10, 3, 21,10, 4, 6],[10, 7, 11,[10, 9, 01,10, 10,
8],[10, 11, 91,[10, 16, 4], [10, 21, 7],[11, 0, 1],[11, 2, O1,[11, 3, 8L[11, 4, 9],[11, 9, 4],[11,
14, 71,011, 15, 5], [11, 17, 10],[11, 18, 2],[11, 19, 6],[12, 2, 4],[12, 7, 7],[12, 8, 5],[12, 10,
101,012, 11, 2], [12, 12, 6],[12, 15, 1],[12, 17, 01,[12, 18, 8],[12, 19, 9],[13, 0, 7],[13, 1,
51,013, 3, 10], [13, 4, 21,[13, 5, 6],[13, 8, 1],[13, 10, 01,[13, 11, 8],[13, 12, 9],[13, 17, 4],[14,
1,11, [14, 3, 01,[14, 4, 81,[14, 5, 91,[14, 10, 4],[14, 15, 7],[14, 16, 5],[14, 18, 10],[14, 19,
2], [14, 20, 61,[15, 3, 41,[15, 8, 7],[15, 9, 5],[15, 11, 10],[15, 12, 2],[15, 13, 61,15, 16, 1],
[15, 18, 01,[15, 19, 81,[15, 20, 91,[16, 1, 71,[16, 2, 5],[16, 4, 10],[16, 5, 2],[16, 6, 6], [16, 9,
1],[16, 11, 01,16, 12, 81,[16, 13, 9],[16, 18, 4],[17, 2, 11,[17, 4, 0],[17, 5, 8], [17, 6, 9],[17,
11, 41,117, 16, 7],[17, 17, 5],[17, 19, 10],[17, 20, 2],[17, 21, 6],[18, 4, 4], [18, 9, 7],[18, 10,
51,018, 12, 101,[18, 13, 2],[18, 14, 6],[18, 17, 1],[18, 19, 0L,[18, 20, 8], [18, 21, 9],[19, 2,
71019, 3, 51,119, 5, 101,19, 6, 2],[19, 7, 6],[19, 10, 11,[19, 12, 0], [19, 13, 8],[19, 14, 91,[19,
19, 4],[20, 0, 61,20, 3, 11,20, 5, 01,[20, 6, 81,[20, 7, 9], [20, 12, 4],[20, 17, 71,[20, 18, 5),[20,
20, 10],[20, 21, 2],[21, 0, 9],[21, 5, 4],[21, 10, 7], [21, 11, 5],[21, 13, 10],[21, 14, 2],[21,
15, 61,[21, 18, 1],[21, 20, 0],[21, 21, 8]

[22, 22, 11]

29

[0, 0, 10],[0, 1, 51,0, 2, 241,[0, 3, 14], [0, 4, 31,00, 5, 161,[1, 0, 21,1, 1, 271,[1, 2, 2111,
3, 231,[1, 4, 11,11, 5, 15], [1, 6, 261,12, 1, 10L,[2, 2, 51,12, 3, 24],12, 4, 141,12, 5, 3],[2, 6,
16],[3, 0, 26], [3, 1, 2],[3, 2, 27],[3, 3, 211,[3, 4, 231,[3, 5, 11,3, 6, 15],[4, 0, 16],[4, 2, 10],
[4, 3, 5],[4, 4, 241,14, 5, 14,4, 6, 31,[5, 0, 15,5, 1, 26],[5, 2, 21.,[5, 3, 27], [5, 4, 21],[5, 5,
23],[5, 6, 11,[6, 0, 31,[6, 1, 16],[6, 3, 101,[6, 4, 51,[6, 5, 24], [6, 6, 141,[7, 0, 11,[7, 1, 15],[7, 2,
261,[7, 3, 2117, 4, 271,17, 5, 21],[7, 6, 23], [8, 0, 141,[8, 1, 31,[8, 2, 16],[8, 4, 10],[8, 5, 51,[8,
6, 24],[9, 0, 23],[9, 1, 11[9, 2, 15],[9, 3, 26],[9, 4, 2],[9, 5, 271,[9, 6, 211,[10, 0, 24],[10, 1,
14],[10, 2, 3], [10, 3, 16],[10, 5, 10],[10, 6, 5],[11, 0, 21],[11, 1, 23],[11, 2, 11,[11, 3, 15],[11,
4, 26), [11, 5, 2],[11, 6, 27],[12, 0, 5],[12, 1, 24],[12, 2, 14],[12, 3, 3],[12, 4, 16],[12, 6, 10],
[13,0, 27],[13, 1, 21],[13, 2, 23],[13, 3, 11,[13, 4, 15,[13, 5, 26],[13, 6, 2]

[14, 7, 28]

31

[0, 0, 20,0, 1, 23], [0, 2, 171,[0, 3, 251,10, 4, 261,[0, 5, 2], [0, 6, 121,10, 7, OL,[0, 8, 221,[0, 9,
19], [0, 10, 9],[0, 11, 13],[0, 12, 8],[0, 13, 27], [0, 14, 11],[1, 0, 21,[1, 1, 12L,[1, 2, 0], [1, 3,
22],[1, 4, 191,[1, 5, 91,1, 6, 13], [1, 7, 81,[1, 8, 27],[1, 9, 11],[1, 10, 20], [1, 11, 23],[1, 12,
171,11, 13, 25],[1, 14, 26], [2, 0, 91,2, 1, 13],[2, 2, 81,[2, 3, 27], [2, 4, 11],[2, 5, 20],[2, 6,
23)[2, 7, 17], [2, 8, 25],[2, 9, 26],[2, 10, 2],[2, 11, 12], [2, 12, 01,2, 13, 22],2, 14, 19]

[3, 15, 30]

Tabela B.1: Solugées mddulo m para 5¢7° — 3¢ = 4.




